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Óïðàâëåíèå â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ

ÀÁÑÎËÞÒÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÎÄÍÎÉ
ÃÈÑÒÅÐÅÇÈÑÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ1

Ñ.M. Åâäîêèìîâ2

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ âèäà{
ẋ = y

ẏ = −αy − βx− ϕ [t, σ, ϕ0] ,
(1)

ãäå σ = ay + bx. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α > 0, β > 0 è b2 − αab + a2β 6= 0,
ò.å. ïðè ϕ [t, σ, ϕ0] ≡ 0 ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé è
ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

ϕ [t, σ, ϕ0] − ðåëåéíî-ãèñòåðåçèñíàÿ ôóíêöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ âåòâåé
îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ϕ1 (t, σ) è ϕ2 (t, σ), èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1.

Ñòðîãîå îáùåå îïðåäåëåíèå ãèñòåðåçèñíûõ íåëèíåéíîñòåé ââåäåíî â ðà-
áîòàõ Â.À. ßêóáîâè÷à [12], Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.Â. Ïîêðîâñêîãî [7].
Çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ [t, σ, ϕ0] çàâèñèò îò t, ôóíêöèè σ (t) è îò íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ ϕ0.

Â íàøåì ñëó÷àå ãèñòåðåçèñíàÿ ôóíêöèÿ ϕ [t, σ, ϕ0] ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé
îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ϕ1 (t, σ) è ϕ2 (t, σ):

{
ϕ [t, σ, ϕ0] = ϕ 1 (t, σ) , åñëè σ ≥ −δ,

ϕ [t, σ, ϕ0] = ϕ 2 (t, σ) , åñëè σ ≤ δ (δ > 0) ,
(2)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ãðàíò
ÍØ-954.2008.1, Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåð-
ñèòåòà).

2 c© Ñ.M. Åâäîêèìîâ, 2008
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íàïðàâëåíèå îáõîäà ïåòëè ãèñòåðåçèñà óêàçàíî íà ðèñ. 1 ñòðåëêàìè.

Ðèñ. 1

Åñëè σ0 > δ, òî ϕ0 = ϕ1 (0, σ0); åñëè σ0 < −δ, òî ϕ0 = ϕ2 (0, σ0); â ñëó÷àå
−δ ≤ σ0 ≤ δ ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê: ϕ0 ∈
{ϕ1 (0, σ0) , ϕ2 (0, σ0)}. S ≤ ϕ1 (t, σ) ≤ M, −M ≤ ϕ2 (t, σ) ≤ −S, ãäå S, M -
íåêîòîðûå êîíñòàíòû, 0 < S < M .

Äâóìåðíûå ñèñòåìû âèäà (1) ñ ðàçëè÷íûìè íåëèíåéíîñòÿìè ϕ [t, σ, ϕ0]
âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äîñòàòî÷íî
õîðîøî èçó÷åíû, èõ èññëåäîâàíèþ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò è
ìîíîãðàôèé (íàïðèìåð, [1-4, 6, 10-11]). Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ èëè ñòàöèîíàðíûå ìíîæåñòâà ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

Ïîíÿòèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ ϕ (t, σ), óäîâëåòâîðÿþùåé ñåêòîðíîìó óñëîâèþ
0 ≤ ϕ (t, σ) σ ≤ kσ2 äëÿ ∀t ∈ R, ∀σ ∈ R, áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå [9].
Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ïîñòðîå-
íèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà èëè ñ ïîìîùüþ ÷àñòîòíûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð, [6, 9]),
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé óñòîé-
÷èâîñòè. Ã.À. Ëåîíîâûì â ðàáîòå [8] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñèñòåì ñðàâíåíèÿ
ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå è ëåãêî ïðîâåðÿåìûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì.
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Ñèñòåìû ñ íååäèíñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ è ñ íåëèíåéíîñòüþ, íå
óäîâëåòâîðÿþùåé ñåêòîðíîìó óñëîâèþ, òàêæå äîñòàòî÷íî øèðîêî èçó÷åíû
(íàïðèìåð, [4, 6, 13]). Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
ñ ðàçëè÷íûìè ðåëåéíûìè íåëèíåéíîñòÿìè (íàïðèìåð, [11, 13]), è â ÷àñòíîñòè,
ñ ðåëåéíî-ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ âèäà ϕ [t, σ, ϕ0], ãäå{

ϕ [t, σ, ϕ0] = M, åñëè σ ≥ −δ,

ϕ [t, σ, ϕ0] = −M, åñëè σ ≤ δ (M, δ > 0) ,
(3)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåëèíåéíîñòè (2).
Ïîíÿòèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñèñòåì âèäà (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ

(2) ñòðîãî íå ñôîðìóëèðîâàíî, õîòÿ è èñïîëüçóåòñÿ â ëèòåðàòóðå (íàïðèìåð,
[2, 3]).

Â äàííîé ðàáîòå ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè äâóìåð-
íûõ ñèñòåì âèäà (1) ñ ðåëåéíî-ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ (2) è ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû ñèñòåìû äàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àáñîëþòíîé
óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì. Ýòè óñëîâèÿ ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñèñòåì
ñðàâíåíèÿ. Â êà÷åñòâå ñèñòåì ñðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû âèäà (1) ñ
íåëèíåéíîñòüþ âèäà (3). Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
â öåëîì ñòàöèîíàðíîãî ìíîæåñòâà òàêèõ ñèñòåì ïðèâåäåíû â [5]. Ðåçóëüòà-
òû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà
òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ è áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ðåàëüíûõ ðåëåéíûõ ñèñòåì,
ãäå êóñî÷íî-ëèíåéíûå ìîäåëè ñòàíîâÿòñÿ ñëèøêîì óïðîùåííûìè è òðåáóåòñÿ
ó÷åò ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.

Ôàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñèñòåìû (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2) ñîñòîèò èç
äâóõ ëèñòîâ: P 1 = {(x, y) : σ ≥ −δ} è P 2 = {(x, y) : σ ≤ δ}, ïåðåêðûâàþùèõ
äðóã äðóãà â �çîíå íåîäíîçíà÷íîñòè� −δ ≤ σ ≤ δ.

Ïåðåõîä ôàçîâîé òî÷êè ñ ïåðâîãî ëèñòà íà âòîðîé ïðîèñõîäèò ïî ëó÷ó
L 1 = {(x, y) : σ = −δ, σ̇ |σ→−δ+0 ≤ 0}, ïåðåõîä ñî âòîðîãî ëèñòà íà ïåðâûé -
ïî ëó÷ó L 2 = {(x, y) : σ = δ, σ̇ |σ→δ−0 ≥ 0} (ðèñ. 1).

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ (2) íà ëèñòå P 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
ñèñòåìû {

ẋ = y

ẏ = −αy − βx− ϕ 1 (t, σ) ,
(4)

íà ëèñòå P 2 - ðåøåíèå ñèñòåìû{
ẋ = y

ẏ = −αy − βx− ϕ 2 (t, σ) .
(5)
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè ϕ i (t, σ) : R+ × R → R (i = 1, 2) òàêîâû, ÷òî
íà ëèñòå P 1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (4), íà ëèñòå P 2 - óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (5).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (4) íà ëèñòå P 1, äîñòèãàþùåå â ìîìåíò âðåìåíè t = τ1

ëó÷à L 1 â íåêîòîðîé òî÷êå (x1, y1), ïðîäîëæàåòñÿ ïðè t > τ1 íà ëèñò P 2 è
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (τ1, x1, y1).

Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèå (5) íà ëèñòå P 2, äîñòèãàþùåå â ìîìåíò t = τ2 ëó÷à
L 2 â òî÷êå (x2, y2), ïðîäîëæàåòñÿ ïðè t > τ2 íà ëèñò P 1 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (τ2, x2, y2).

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèñòåðåçèñíàÿ ôóíêöèÿ ϕ [t, σ, ϕ0],
óäîâëåòâîðÿþùàÿ îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà
KS,M .

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ≥ 0. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî ôàêòà â ñèñòåìå äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíó x → −x, y → −y

è çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ −ϕ [t, σ, ϕ0] òîæå ïðèíàäëåæèò êëàññó KS,M .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a > 0 (ñëó÷àé a = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äâà îòðåçêà:
J1 = {(x, y) : −M/β ≤ x ≤ −S/β, y = 0} è
J2 = {(x, y) : S/β ≤ x ≤ M/β, y = 0}.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè x = x0, y = y0 è íåêîòîðîì t = t0 ïðàâûå ÷à-

ñòè ñèñòåìû (4) îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî òî÷êà (x0, y0) ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó J1. È êàæäàÿ òî÷êà îòðåçêà J1 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (4) ïðè
ϕ 1 (t, σ) = c = const, ãäå S ≤ c ≤ M .

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðè x = x0, y = y0 è íåêîòîðîì t = t0 ïðàâûå ÷àñòè
ñèñòåìû (5) îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî (x0, y0) ∈ J2. È êàæäàÿ òî÷êà J2 ÿâëÿåòñÿ
îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (5) ïðè ϕ 2 (t, σ) = c = const, ãäå −M ≤ c ≤ −S.

Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî δβ −Mb ≥ 0, òî îòðåçîê J1 öåëèêîì ëåæèò
â P 1, à îòðåçîê J2 öåëèêîì ëåæèò â P 2.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî Θ = J1 ∪ J2 íàçîâåì ñèíãóëÿðíûì ìíîæå-
ñòâîì äëÿ ñèñòåìû (1) ñ ôóíêöèåé ϕ [t, σ, ϕ0] êëàññà KS,M .

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî Θ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ìíîæåñòâîì ñè-
ñòåìû (1) ñ ôóíêöèåé ϕ [t, σ, ϕ0] êëàññà KS,M , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (x (t) , y (t)) ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (t0, x0, y0) âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ρ ((x (t0) , y (t0)) , Θ) < δ âëå-
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÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ρ ((x (t) , y (t)) , Θ) < ε äëÿ âñåõ t > t0.
Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî Θ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì ìíîæå-

ñòâîì ñèñòåìû (1) ñ ôóíêöèåé ϕ [t, σ, ϕ0] êëàññà KS,M , åñëè îíî óñòîé÷èâî
è äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (x (t) , y (t)) ñèñòåìû ρ ((x (t) , y (t)) , Θ) → 0 ïðè
t → +∞.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé â êëàññå
íåëèíåéíîñòåé KS,M , åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ [t, σ, ϕ0] èç ýòîãî êëàññà
ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâûì â öåëîì.

Èçó÷èì òåïåðü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ êëàññà
KS,M .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ.
Íà ëèñòå P 1:

ïðè y > 0

−αy − βx− (M + ε)

y
<

dy

dx
=
−αy − βx− ϕ 1 (t, σ)

y
<
−αy − βx− (S − ε)

y
,

ïðè y < 0

−αy − βx− (S − ε)

y
<

dy

dx
=
−αy − βx− ϕ 1 (t, σ)

y
<
−αy − βx− (M + ε)

y

äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0.
Îáîçíà÷èì M + ε = M̄ , S − ε = S̄.
Èç íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè y > 0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ïåðåñåêàþò

�ñíàðóæè âîâíóòðü� ðåøåíèÿ ñèñòåìû
{

ẋ = y

ẏ = −αy − βx− S̄,
(6)

è ïåðåñåêàþò �èçíóòðè íàðóæó� ðåøåíèÿ ñèñòåìû
{

ẋ = y

ẏ = −αy − βx− M̄.
(7)

Ïðè y < 0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ïåðåñåêàþò �ñíàðóæè âîâíóòðü� ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (7) è ïåðåñåêàþò �èçíóòðè íàðóæó� ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6).

Íà ëèñòå P 2:
ïðè y > 0

−αy − βx + (S − ε)

y
<

dy

dx
=
−αy − βx− ϕ 2 (t, σ)

y
<
−αy − βx + (M + ε)

y
,
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ïðè y < 0

−αy − βx + (M + ε)

y
<

dy

dx
=
−αy − βx− ϕ 2 (t, σ)

y
<
−αy − βx + (S − ε)

y

äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0.
Ïîýòîìó ïðè y > 0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ïåðåñåêàþò �èçíóòðè íàðóæó�

ðåøåíèÿ ñèñòåìû {
ẋ = y

ẏ = −αy − βx + S̄,
(8)

è ïåðåñåêàþò �ñíàðóæè âîâíóòðü� ðåøåíèÿ ñèñòåìû
{

ẋ = y

ẏ = −αy − βx + M̄.
(9)

Ïðè y < 0 ðåøåíèÿ (5) ïåðåñåêàþò �ñíàðóæè âîâíóòðü� ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8)
è ïåðåñåêàþò �èçíóòðè íàðóæó� ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9).

Åñëè b
(
b2 − αab + βa2

)
> 0, òî ëó÷è L1 è L2 îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: L1 = {(x, y) : ay + bx = −δ, y ≤ −γ1}, L2 =

{(x, y) : ay + bx = δ, y ≥ γ2}, γ1 = a(δβ−ϕ 1(t0,−δ)b)
b2−αab+βa2 , γ2 = a(δβ+ϕ 2(t0,δ)b)

b2−αab+βa2 , è

γM̄ ≤ γ1, 2 ≤ γS̄ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0, ãäå γM̄ =
a(δβ−M̄b)
b2−αab+βa2 ,

γS̄ =
a(δβ−S̄b)

b2−αab+βa2 .
Åñëè b

(
b2 − αab + βa2

)
< 0, òî L1 = {(x, y) : ay + bx = −δ, y ≥ −γ1},

L2 = {(x, y) : ay + bx = δ, y ≤ γ2} è γS̄ ≤ γ1, 2 ≤ γM̄ .
Åñëè b = 0, òî L1 = {(x, y) : ay = −δ, x ≥ −η1}, L2 =

{(x, y) : ay = δ, x ≤ η2}, ãäå η1 = ϕ 1(t0,−δ)a−δα
βa , η2 = −ϕ 2(t0,δ)a−δα

βa , è
ηS̄ ≤ η1, 2 ≤ ηM̄ , ãäå ηM̄ = M̄a−δα

βa , ηS̄ = S̄a−δα
βa .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü b > 0, δβ −Mb > 0 è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé 1 - 7:

1) α2 − 4β > 0, λ2 > −b/a;

2) α2 − 4β > 0, λ2 < −b/a è aλ2 (M + S) + (δβ + Sb) ≥ 0;

3) α2 − 4β > 0, λ2 < −b/a, aλ2 (M + S) + (δβ + Sb) < 0 è
(

aλ1 (M + S) + (δβ + Sb)

aλ2 (M + S) + (δβ + Sb)

) λ1
λ2−λ1

(aλ1 (M + S) + (δβ + Sb)) >
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> (Mb− δβ)−
(

aλ1 + b

aλ2 + b

) λ1
λ2−λ1

(M − S) (aλ1 + b) ; (10)

4) α2 − 4β = 0, λ1 = λ2 = λ > −b/a;

5) α2 − 4β = 0, λ < −b/a è aλ (M + S) + (δβ + Sb) ≥ 0;

6) α2 − 4β = 0, λ < −b/a, aλ (M + S) + (δβ + Sb) < 0 è

exp

(
− aλ (M + S)

aλ (M + S) + (δβ + Sb)

)
· (aλ (M + S) + (δβ + Sb)) >

> (Mb− δβ)− exp

(
− aλ

aλ + b

)
· (M − S) (aλ + b) ; (11)

7) α2 − 4β < 0, λ1,2 = v ± iw è

exp
( v

w
(θ1 + θ2)

)
·
√

(av (M + S) + (δβ + Sb))2 + (aw (M + S))2 <

< (δβ −Mb)− exp
( v

w
θ2

)
· (M − S)

√
a2β + 2abv + b2, (12)

ãäå θ1 = arctg
(

aw(δβ−Mb)
ξ

)
+ πr 1, θ2 = arctg

(−aw
av+b

)
+ πr

2,

r 1 =

{
0, åñëè ξ > 0,

1, åñëè ξ < 0;
r 2 =

{
0, åñëè av + b < 0,

1, åñëè av + b > 0;

ξ = a (aβ + bv) (M + S) + (δβ + Sb) (av + b) .

Òîãäà ñèñòåìà (1) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà â êëàññå íåëèíåéíîñòåé KS,M .

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïóñòü α2 − 4β > 0, λ2 > −b/a.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé λ2 > λ1 > −b/a.
Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (6)-(9)

(±S̄
/
β; 0

)
è

(±M̄
/
β; 0

)
ÿâëÿþòñÿ

óñòîé÷èâûìè óçëàìè è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 ðàñïîëîæåíû â çîíå
íåîäíîçíà÷íîñòè −δ ≤ σ ≤ δ.

Íà ëèñòå σ ≥ −δ ïðè y > 0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ïåðåñåêàþò �ñíàðó-
æè âîâíóòðü� ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) è ïåðåñåêàþò �èçíóòðè íàðóæó� ðåøå-
íèÿ (7). Åñëè y < 0, òî ðåøåíèÿ (4) ïåðåñåêàþò �ñíàðóæè âîâíóòðü� ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (7) è ïåðåñåêàþò �èçíóòðè íàðóæó� ðåøåíèÿ (6). Ïîýòîìó
ïðè t → +∞ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) íà ïåðâîì ëèñòå ïîïàäàþò â �êîðèäî-
ðû�, ñîñòàâëåííûå èç ðåøåíèé ñèñòåì (6), (7), è ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì îòðåçêà
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J̄1 =
{
(x, y) : −M̄

/
β ≤ x ≤ −S̄

/
β, y = 0

}
äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî

ε > 0 (ðèñ. 2).
Àíàëîãè÷íî íà ëèñòå σ ≤ δ ðåøåíèÿ (5) ïðè t → +∞ ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì

îòðåçêà J̄2 =
{
(x, y) : S̄

/
β ≤ x ≤ M̄

/
β, y = 0

}
ïî �êîðèäîðàì�, ñîñòàâëåí-

íûì èç ðåøåíèé ñèñòåì (8), (9) äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé λ1 < −b/a < λ2.

Ðèñ. 2

2) Ïóñòü α2 − 4β > 0, λ1 < λ2 < −b/a.
Çäåñü L1 = {(x, y) : ay + bx = −δ, y ≤ −γ1},
L2 = {(x, y) : ay + bx = δ, y ≥ γ2} è γM̄ ≤ γ1, 2 ≤ γS̄.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̃S̄, ỹS̄) òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (6)

y = λ1
(
x + S̄

/
β
)
, y > 0, è ïðÿìîé ay + bx = δ.

Åñëè ỹS̄ ≤ γ2, òî òî÷êà (x̃S̄, ỹS̄) ëåæèò âíå ëó÷à L2 èëè ñîâïàäàåò ñ íà-
÷àëîì ëó÷à L2. Ïðè ýòîì âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5), âûõîäÿùèå íà ëó÷ L2,
ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), êîòîðûå ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè ïîïàäà-
þò â �êîðèäîðû�, ñîñòàâëåííûå èç ðåøåíèé ñèñòåìû (6) è ðåøåíèé ñèñòåìû
(7). Òðàåêòîðèè (7) ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ

(−M̄
/
β, 0

)
, òðàåê-

òîðèè (6) - ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ
(−S̄

/
β, 0

)
, è ðåøåíèÿ (4) â ýòîì ñëó÷àå

ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì îòðåçêà J̄1. Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), âûõîäÿ-
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ùèå íà ëó÷ L1, ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5), êîòîðûå ïðè âîçðàñòàíèè
âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì îòðåçêà J̄2 (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3

Íåðàâåíñòâî ỹS̄ ≤ γ2 âûïîëíåíî, åñëè ỹS̄ ≤ γM̄ , ò.å. åñëè
δ ≥ −aλ2(S̄+M̄)+S̄b

β .
Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

ïðè δ ≥ −aλ2(S+M)+Sb
β âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) ïðè t → +∞ ñòðåìÿòñÿ ê

òî÷êàì îòðåçêîâ J1 è J2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ỹS̄ > γM̄ , ò.å. ñëó÷àé δ < −aλ2(S̄+M̄)+S̄b

β .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (xS̄, 0) êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñè-

ñòåìû (6), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (ηM̄ , γM̄) íà ïðÿìîé ay + bx = δ, ñ îñüþ
Ox.

Åñëè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (7), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (xS̄, 0), ñòðåìèòñÿ ïðè
t → +∞ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ

(−M̄
/
β, 0

)
íå äîñòèãàÿ ïðÿìîé ay + bx =

−δ, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (4), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êè ëó÷à L2, áóäåò ñòðå-
ìèòüñÿ ê òî÷êàì îòðåçêà J̄1 ïðè t → +∞ ïî �êîðèäîðàì�, ñîñòàâëåííûì èç
ðåøåíèé ñèñòåì (6) è (7) (ðèñ. 4).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (6) èìååò âèä:
{

x + S̄
/
β = c1e

λ1t + c2e
λ2t

y = c1λ1e
λ1t + c2λ2e

λ2t.
(13)
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Ðèñ. 4

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (13), ïðîõîäÿùåå ïðè t = 0 ÷åðåç òî÷êó (ηM̄ , γM̄).
Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ:

c1 = −γM̄ − λ2
(
ηM̄ + S̄

/
β
)

λ2 − λ1
, c2 =

γM̄ − λ1
(
ηM̄ + S̄

/
β
)

λ2 − λ1
. (14)

Ïóñòü ïðè t = tS̄ ðåøåíèå ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (xS̄, 0).
Ïîëàãàÿ â (13) yS̄ = 0, íàõîäèì:

tS̄ =
1

λ2 − λ1
ln

(
−c1λ1

c2λ2

)
;

xS̄ + S̄
/
β =

=

((
aλ1

(
S̄ + M̄

)
+

(
δβ + S̄b

))
(aλ2 + b)(

aλ2
(
S̄ + M̄

)
+

(
δβ + S̄b

))
(aλ1 + b)

) λ1
λ2−λ1

· aλ1
(
S̄ + M̄

)
+

(
δβ + S̄b

)

β (aλ1 + b)
.

(15)
Ïóñòü òåïåðü ïðè t = 0 ðåøåíèå ñèñòåìû (7) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (xS̄, 0).
Ðåøåíèå ñèñòåìû (7) èìååò âèä:

{
x + M̄

/
β = d1e

λ1t + d2e
λ2t

y = d1λ1e
λ1t + d2λ2e

λ2t.
(16)
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Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ

d1 =

(
xS̄ + M̄

/
β
)
λ2

λ2 − λ1
, d2 = −

(
xS̄ + M̄

/
β
)
λ1

λ2 − λ1
. (17)

Ïóñòü ïðè t = tM̄ ýòî ðåøåíèå èìååò â òî÷êå (xM̄ , yM̄) êàñàòåëüíóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ ïðÿìîé ay + bx = −δ.

Èç óñëîâèÿ dy
dx

∣∣∣
t=tM̄

= − b
a íàõîäèì:

tM̄ =
1

λ2 − λ1
ln

(
aλ1 + b

aλ2 + b

)
(18)

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå ayM̄ + bxM̄ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ d1, d2, xS̄ è tM̄ èç
(15), (17), (18):

ayM̄ + bxM̄ =

(
aλ1

(
S̄ + M̄

)
+

(
δβ + S̄b

)

aλ2
(
S̄ + M̄

)
+

(
δβ + S̄b

)
) λ1

λ2−λ1

· aλ1
(
S̄ + M̄

)
+

(
δβ + S̄b

)

β
+

+

(
aλ1 + b

aλ2 + b

) λ1
λ2−λ1 ·

(
M̄ − S̄

)
(aλ1 + b)

β
− M̄b

β
. (19)

Åñëè ayM̄ + bxM̄ > −δ, òî åñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(

aλ1
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)

aλ2
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)
) λ1

λ2−λ1 (
aλ1

(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

))
>

>
(
M̄b− δβ

)−
(

aλ1 + b

aλ2 + b

) λ1
λ2−λ1 (

M̄ − S̄
)
(aλ1 + b) , (20)

òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (6), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (ηM̄ , γM̄), �ñøèòàÿ� ñ
òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (7) â òî÷êå (xS̄, 0), áóäåò ñòðåìèòüñÿ ïðè t → +∞ ê
ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ

(−M̄
/
β, 0

)
íå äîñòèãàÿ ïðÿìîé ay + bx = −δ (ðèñ.4).

È ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êè ëó÷à L2, áóäåò ñòðå-
ìèòüñÿ ê òî÷êàì îòðåçêà J̄1 ïðè t → +∞ ïî �êîðèäîðàì�, ñîñòàâëåííûì èç
ðåøåíèé ñèñòåì (6) è (7).

Â ñèëó ñèììåòðèè, ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ëó÷ L1,
áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷êàì îòðåçêà J̄2 ïðè t → +∞ ïî �êîðèäîðàì�, ñîñòàâ-
ëåííûì èç ðåøåíèé ñèñòåì (8) è (9).

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (20) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
(10), è óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2 òåîðåìû äîêàçàíî.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/user/di�journal/ 11



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 3, 2008

3) α2 − 4β = 0, λ1 = λ2 = λ > −b/a.
Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (6)-(9) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷è-

âûìè âûðîæäåííûìè óçëàìè.
Äîêàçàòåëüñòâî çäåñü àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ïîïà-

äàþò â �êîðèäîðû�, ñîñòàâëåííûå èç ðåøåíèé ñèñòåì (6), (7), è ïðè t → +∞
ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì îòðåçêà J̄1 äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0. Ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (5) ñòðåìÿòñÿ ïðè t → +∞ ê òî÷êàì îòðåçêà J̄2 äëÿ ëþáîãî
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0.

4) α2 − 4β = 0, λ1 = λ2 = λ < −b/a.
Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (6)-(9)

(±S̄
/
β; 0

)
è

(±M̄
/
β; 0

)
ÿâëÿþòñÿ

óñòîé÷èâûìè âûðîæäåííûìè óçëàìè è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 ðàñïî-
ëîæåíû â çîíå íåîäíîçíà÷íîñòè −δ ≤ σ ≤ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 2, èç-
ìåíÿåòñÿ âèä îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåì (6)-(9), è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíÿþòñÿ
âû÷èñëåíèÿ.

Íåðàâåíñòâî ỹS̄ ≤ γ2 âûïîëíåíî, åñëè ỹS̄ ≤ γM̄ , ò.å. δ ≥ −aλ(S̄+M̄)+S̄b

β .
Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

ïðè δ ≥ −aλ(S+M)+Sb
β âñå òðàåêòîðèè (1) ïðè t → +∞ ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàì

îòðåçêîâ J1 è J2.
Â ñëó÷àå ỹS̄ > γM̄ êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç (xS̄, 0)

êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (6), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó (ηM̄ , γM̄) íà ïðÿìîé ay + bx = δ, ñ îñüþ Ox.

Åñëè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (7), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (xS̄, 0), ñòðåìèòñÿ ïðè
t → +∞ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ

(−M̄
/
β, 0

)
íå äîñòèãàÿ ïðÿìîé ay + bx =

−δ, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (4), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ëó÷ L2, áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê
òî÷êàì îòðåçêà J̄1 ïðè t → +∞ ïî �êîðèäîðàì�, ñîñòàâëåííûì èç ðåøåíèé
ñèñòåì (6) è (7).

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ayM̄ + bxM̄ > −δ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

exp

(
− aλ

(
M̄ + S̄

)

aλ
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)
)
· (aλ

(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

))
>

>
(
M̄b− δβ

)− exp

(
− aλ

aλ + b

)
· (M̄ − S̄

)
(aλ + b) . (21)

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (21) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (11),
è óòâåðæäåíèå ïóíêòà 4 òåîðåìû äîêàçàíî.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/user/di�journal/ 12



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 3, 2008

5) α2 − 4β < 0, λ1,2 = v ± iw.
Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (6)-(9) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷è-

âûìè ôîêóñàìè. Ðàññóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íû ñëó÷àÿì 2 è 4, èçìåíÿåòñÿ
âèä îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåì è èçìåíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ.

Íåðàâåíñòâî ayM̄ + bxM̄ > −δ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

exp
( v

w

(
θ̄1 + θ2

)) ·
√(

av
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

))2
+

(
aw

(
M̄ + S̄

))2
<

<
(
δβ − M̄b

)− exp
( v

w
θ2

)
· (M̄ − S̄

) √
a2β + 2abv + b2, (22)

ãäå θ̄1 = arctg

(
aw(δβ−M̄b)

ξ

)
+ πr 1, θ2 = arctg

(−aw
av+b

)
+ πr

2
,

r 1 =

{
0, åñëè ξ > 0,

1, åñëè ξ < 0;
r 2 =

{
0, åñëè av + b < 0,

1, åñëè av + b > 0;

ξ = a (aβ + bv)
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)
(av + b) .

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (22) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (12).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 çàêîí÷åíî.

Òåîðåìà 2. Åñëè íè îäíî èç óñëîâèé 1-7 òåîðåìû 1 íå âûïîëíåíî, òî
íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ [t, σ, ϕ0] êëàññà KS,M òàêàÿ, ÷òî â ñèñòåìå (1) ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α2 − 4β > 0, λ2 < −b/a,
aλ2 (M + S) + (δβ + Sb) < 0.

Ïóñòü íåðàâåíñòâî (10) íå âûïîëíåíî.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

(
aλ1 (M + S) + (δβ + Sb)

aλ2 (M + S) + (δβ + Sb)

) λ1
λ2−λ1

(aλ1 (M + S) + (δβ + Sb)) =

= (Mb− δβ) +

(
aλ1 + b

aλ2 + b

) λ1
λ2−λ1

(M − S) (aλ1 + b) . (23)

Ðàâåíñòâî (23) ïîëó÷åíî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ε → 0 èç ðàâåíñòâà
(

aλ1
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)

aλ2
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)
) λ1

λ2−λ1 (
aλ1

(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

))
=
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=
(
M̄b− δβ

)
+

(
aλ1 + b

aλ2 + b

) λ1
λ2−λ1 (

M̄ − S̄
)
(aλ1 + b) . (24)

Èç ðàññóæäåíèé ïóíêòà 2 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ðàâåí-
ñòâî (24) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ayM̄ + bxM̄ = −δ. È â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû (6), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (ηM̄ , γM̄), ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå
(xS̄, 0), à òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (7), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (xS̄, 0), äîñòèãàåò ïðÿ-
ìîé ay + bx = −δ â òî÷êå (−ηM̄ , −γM̄) (ðèñ. 5).

Óêàçàííûå òðàåêòîðèè ñèñòåì (6) è (7), �ñøèòûå� â òî÷êå (xS̄, 0), âìåñòå ñ
ñèììåòðè÷íûìè èì òðàåêòîðèÿìè ñèñòåì (8) è (9), ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó
(−xS̄, 0), îáðàçóþò çàìêíóòûé êîíòóð.

Ðèñ. 5

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷èì: ηM̄ → ηM , γM̄ → γM , tS̄ → tS,
xS̄ → xS. È åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (23), òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû{

ẋ = y

ẏ = −αy − βx− S,
(25)

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (ηM , γM), ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (xS, 0).
Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû {

ẋ = y

ẏ = −αy − βx−M,
(26)
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ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (xS, 0), äîñòèãàåò ïðÿìîé ay + bx = −δ â òî÷êå
(−ηM , −γM).

Àíàëîãè÷íî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
{

ẋ = y

ẏ = −αy − βx + S,
(27)

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (−ηM , −γM), ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå (−xS, 0), è òðà-
åêòîðèÿ ñèñòåìû {

ẋ = y

ẏ = −αy − βx + M,
(28)

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (−xS, 0), äîñòèãàåò ïðÿìîé ay + bx = δ â òî÷êå (ηM , γM).
Êóñêè óêàçàííûõ òðàåêòîðèé ñèñòåì (25)- (28) îáðàçóþò çàìêíóòûé êîí-

òóð.
Ââåäåì ôóíêöèþ ϕ [t, σ, ϕ0] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ [t, σ, ϕ0] =





S, åñëè t ∈ (τ4k, τ4k+1) ;

M, åñëè t ∈ (τ4k+1, τ4k+2) ;

−S, åñëè t ∈ (τ4k+2, τ4k+3) ;

−M, åñëè t ∈ (τ4k+3, τ4k+4) .

(29)

Îïðåäåëèì ìîìåíòû âðåìåíè τk:
Ïóñòü τ0 = 0 è τ1 = tS. Ïðè t = τ0 ðåøåíèå ñèñòåìû (25) (xS (t) , yS (t))

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (ηM , γM), à ïðè t = τ1 - ÷åðåç òî÷êó (xS, 0).
Ïóñòü ïðè t = τ1 ðåøåíèå ñèñòåìû (26) (xM (t) , yM (t)) ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó (xS, 0). Îïðåäåëèì τ2 êàê ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì ýòî ðåøåíèå
ïîïàäàåò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (−ηM , −γM) íà ïðÿìîé ay + bx = −δ.

Äàëåå ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû (27) (x−S (t) , y−S (t)), êîòîðîå ïðè
t = τ2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (−ηM , −γM). Îïðåäåëèì τ3 êàê ìîìåíò âðåìåíè,
ïðè êîòîðîì ýòî ðåøåíèå ïîïàäàåò â òî÷êó (−xS, 0) íà îñè Ox.

Ïóñòü ïðè t = τ3 ðåøåíèå ñèñòåìû (28) (x−M (t) , y−M (t)) ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó (−xS, 0). Òîãäà τ4 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì ýòî
ðåøåíèå ïîïàäàåò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (ηM , γM) íà ïðÿìîé ay + bx = δ.

Îïðåäåëÿÿ äàëåå ÷èñëà τk àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ (23) â ñèñòåìå (1) ñ ôóíêöèåé ϕ [t, σ, ϕ0], çàäàííîé ðàâåí-
ñòâîì (29), ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë.
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Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(

aλ1 (M + S) + (δβ + Sb)

aλ2 (M + S) + (δβ + Sb)

) λ1
λ2−λ1

(aλ1 (M + S) + (δβ + Sb)) <

< (Mb− δβ) +

(
aλ1 + b

aλ2 + b

) λ1
λ2−λ1

(M − S) (aλ1 + b) , (30)

êîòîðîå ïîëó÷åíî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ε → 0 èç íåðàâåíñòâà
(

aλ1
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)

aλ2
(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

)
) λ1

λ2−λ1 (
aλ1

(
M̄ + S̄

)
+

(
δβ + S̄b

))
<

<
(
M̄b− δβ

)
+

(
aλ1 + b

aλ2 + b

) λ1
λ2−λ1 (

M̄ − S̄
)
(aλ1 + b) . (31)

Ñîãëàñíî ïóíêòó 2 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íåðàâåíñòâî (31) ðàâíî-
ñèëüíî óñëîâèþ ayM̄ + bxM̄ < −δ. È â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (6),
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (ηM̄ , γM̄), �ñøèâàåòñÿ� â òî÷êå (xS̄, 0) ñ òðàåêòîðè-
åé ñèñòåìû (7), êîòîðàÿ äîñòèãàåò ïðÿìîé ay + bx = −δ â íåêîòîðîé òî÷êå
(−xM̄ , −yM̄), ãäå −yM̄ < −γM̄ .

Â ñèëó ñèììåòðèè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (8), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
(−ηM̄ , −γM̄), �ñøèâàåòñÿ� â òî÷êå (−xS̄, 0) ñ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (9), êî-
òîðàÿ äîñòèãàåò ïðÿìîé ay + bx = δ â òî÷êå (xM̄ , yM̄).

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òî÷êà (x̃, ỹ) (γM̄ < ỹ < yM̄) íà ëó÷å L2 òàêàÿ,
÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (6), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (x̃, ỹ), �ñøèâàåòñÿ� íà îñè
Ox ñ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (7), äîñòèãàþùåé ëó÷à L1 â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå
(−x̃, −ỹ). Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè (x̃, ỹ) äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ ñæàòèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåì (6)-(9) àíàëîãè÷íî [5].

Óêàçàííûå òðàåêòîðèè (6) è (7), �ñøèòûå� â íåêîòîðîé òî÷êå (x̃S̄, 0), âìå-
ñòå ñ ñèììåòðè÷íûìè èì òðàåêòîðèÿìè ñèñòåì (8) è (9), �ñøèòûìè� â òî÷êå
(−x̃S̄, 0), îáðàçóþò çàìêíóòûé êîíòóð.

Äàëåå ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 è îïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ ϕ [t, σ, ϕ0]
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïîëó÷èì, ÷òî â ñèñòåìå (1) ñ ôóíêöèåé
ϕ [t, σ, ϕ0] ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (30).

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (åñëè α2 − 4β = 0, λ < −b/a, aλ (M + S) +
(δβ + Sb) < 0 è íå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (11), èëè α2−4β < 0, λ1,2 = v±iw,
è íå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (12)) äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. à) Åñëè δβ−Mb < 0, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ [t, σ, ϕ0] êëàññà
KS,M òàêàÿ, ÷òî â ñèñòåìå (1) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë.

á) Åñëè δβ − Mb = 0, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ [t, σ, ϕ0] êëàññà KS,M

òàêàÿ, ÷òî â ñèñòåìå (1) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë èëè çàìêíóòûé
êîíòóð, �ñøèòûé� èç êóñêîâ òðàåêòîðèé è îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ϕ1 (t, σ) ≡ M ,
ϕ2 (t, σ) ≡ −M . Åñëè δβ − Mb < 0, òî â ñèñòåìå (1) ñóùåñòâóåò ïðåäåëü-
íûé öèêë, åñëè δβ−Mb = 0, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë èëè çàìêíóòûé
êîíòóð, �ñøèòûé� èç êóñêîâ òðàåêòîðèé è îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû [5].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü b ≤ 0 è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé 1 - 5:
1) α2 − 4β > 0 è aλ2 (M + S) + (δβ + Sb) ≥ 0;

2) α2 − 4β > 0, aλ2 (M + S) + (δβ + Sb) < 0 è âåðíî íåðàâåíñòâî (10);
3) α2 − 4β = 0 è aλ (M + S) + (δβ + Sb) ≥ 0;

4) α2 − 4β = 0, aλ (M + S) + (δβ + Sb) < 0 è âåðíî íåðàâåíñòâî (11);
5) α2 − 4β < 0 è âåðíî íåðàâåíñòâî (12).
Òîãäà ñèñòåìà (1) àáñîëþòíî óñòîé÷èâà â êëàññå íåëèíåéíîñòåé KS,M .

Åñëè íè îäíî èç óñëîâèé 1 � 5 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ
ϕ [t, σ, ϕ0] èç êëàññà KS,M òàêàÿ, ÷òî â ñèñòåìå (1) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé
öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 1, 2. Â ñëó-
÷àå b < 0 ìåíÿåòñÿ íàêëîí ëó÷åé L1 è L2, â ñëó÷àå b = 0 ëó÷è L1 è L2

ïàðàëëåëüíû îñè y = 0.
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