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Óïðàâëåíèå â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Â ÖÅËÎÌ ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ÐÅËÅÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ
ÃÈÑÒÅÐÅÇÈÑÎÌ1

Ñ.M. Åâäîêèìîâ2

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ
{

ẋ = y

ẏ = −αy − βx− ϕ [t, σ, ϕ0] ,
(1)

ãäå σ = ay + bx, íåëèíåéíîñòü ϕ [t, σ, ϕ0] ÿâëÿåòñÿ ðåëåéíîé ãèñòåðåçèñíîé
ôóíêöèåé ñ ïîëîæèòåëüíûì ãèñòåðåçèñîì (ðèñ. 1).

{
ϕ [t, σ, ϕ0] = M, åñëè σ ≥ −δ,

ϕ [t, σ, ϕ0] = −M, åñëè σ ≤ δ ,
(2)

M > 0, δ > 0, íàïðàâëåíèå îáõîäà ïåòëè ãèñòåðåçèñà íà ðèñóíêå óêàçàíî
ñòðåëêàìè.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî α > 0, β > 0 è b2 − αab + a2β 6= 0, ò.å. ïðè
ϕ [t, σ, ϕ0] ≡ 0 ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, è ïåðåäà-
òî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Ñèñòåìû ñ ðåëåéíî-ãèñòåðåçèñíîé íåëèíåéíîñòüþ òàêîãî âèäà âîçíèêàþò
ïðè èññëåäîâàíèè áîëüøîãî ÷èñëà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ è õîðîøî èçó÷åíû (íà-
ïðèìåð, [1-8]). Í.À. Æåëåçöîâûì [1] ìåòîäîì òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé èçó÷åíà

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ãðàíò
ÍØ-954.2008.1, Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåð-
ñèòåòà).

2 c© Ñ.Ì. Åâäîêèìîâ, 2008
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ñèñòåìà âèäà (1) ïðè óñëîâèè β = 0. Â ìîíîãðàôèè Â.È. Çóáîâà [4] ñ èñïîëüçî-
âàíèåì âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ
òàêîãî âèäà ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ > 0, íî
òî÷íûå ãðàíèöû äëÿ δ íå îïðåäåëÿþòñÿ. Â ðàáîòå À.Ì. Êàìà÷êèíà [5] äîêà-
çàíî ñóùåñòâîâàíèå ñøèòîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà â ñèñòåìå ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ Mb−δβ > 0. Â ðàáîòàõ [2, 7, 8] ïðèâåäåíû ÷àñòîòíûå óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè â öåëîì ñòàöèîíàðíîãî ìíîæåñòâà òàêîé ñèñòåìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ðèñ.1.

Â äàííîé ðàáîòå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû äàíû íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà è óñòîé÷èâîñòè â öåëîì
ñòàöèîíàðíîãî ìíîæåñòâà ñèñòåì âèäà (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ (2). Ðåçóëüòàòû
ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé, ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè ðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ
è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ôàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñèñòåìû ñîñòîèò èç äâóõ ëèñòîâ: P1 =
{(x, y) : σ ≥ −δ} è P2 = {(x, y) : σ ≤ δ}, ïåðåêðûâàþùèõ äðóã äðóãà â �çîíå
íåîäíîçíà÷íîñòè� −δ ≤ σ ≤ δ.

Íà ëèñòå P1 ϕ [t, σ, ϕ0] ≡ M è ñèñòåìà èìååò âèä
{

ẋ = y

ẏ = −αy − β (x + M/β) ,
(3)
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íà ëèñòå P2 ϕ [t, σ, ϕ0] ≡ −M è ñèñòåìà èìååò âèä{
ẋ = y

ẏ = −αy − β (x−M/β) .
(4)

Ïåðåõîä ôàçîâîé òî÷êè ñ ëèñòà P1 íà ëèñò P2 ïðîèñõîäèò ïî ëó÷ó
L1 = {(x, y) : σ = −δ, σ̇ |σ→−δ+0 ≤ 0}; ïåðåõîä ñ ëèñòà P2 íà ëèñò P1 - ïî ëó÷ó
L2 = {(x, y) : σ = δ, σ̇ |σ→δ−0 ≥ 0} (ðèñ. 1).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) íà ëèñòå P1, äîñòèãàþùåå â ìîìåíò âðåìåíè t = τ1

ëó÷à L1 â íåêîòîðîé òî÷êå (x1, y1), ïðîäîëæàåòñÿ ïðè t > τ1 íà ëèñò P2 è
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (4) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (τ1, x1, y1).

Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèå (4) íà ëèñòå P2, äîñòèãàþùåå â ìîìåíò t = τ2 ëó÷à
L2 â òî÷êå (x2, y2), ïðîäîëæàåòñÿ ïðè t > τ2 íà P1 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (τ2, x2, y2).

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ≥ 0. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî ôàêòà â ñèñòåìå äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíó x → −x, y → −y

è çàìåòèòü, ÷òî ϕ (t, σ) = −ϕ (t,−σ).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé a > 0 (ñëó÷àé a = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Åñëè δβ − Mb ≥ 0, òî ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî Θ ñèñòåìû ñîñòîèò èç

äâóõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ: Θ = (−M/β, 0) ∪ (M/β, 0). Åñëè δβ −Mb < 0,
òî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íà ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè íåò.

Òåîðåìû 1�4 äàþò ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà è óñòîé÷èâîñòè â öåëîì
ñòàöèîíàðíîãî ìíîæåñòâà Θ ñèñòåìû (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ (∓M/β, 0) ñèñòåì
(3) è (4) èìååò âèä: λ2 + αλ + β = 0, åãî êîðíè: λ1 = −α/2 −

√
α2

/
4− β,

λ2 = −α/2 +
√

α2
/
4− β.

Òåîðåìà 1. Åñëè δβ−Mb < 0 (b > 0), òî â ñèñòåìå (1) ñóùåñòâóåò
ïðåäåëüíûé öèêë, ñøèòûé èç êóñêîâ òðàåêòîðèé ñèñòåì (3) è (4).

Êóñêè òðàåêòîðèé (3) è (4), îáðàçóþùèå ïðåäåëüíûé öèêë, ñøèâàþòñÿ â
òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (±x0, ±y0) =

(± δ
am+b , ± δm

am+b

)
, ëåæàùèõ íà ëó÷àõ

L2 è L1, ãäå ïàðàìåòð m îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

à).
(

Mλ1(am+b)+δβ(m−λ1)
Mλ1(am+b)−δβ(m−λ1)

) 1
λ2 =

=

(
Mλ2 (am + b) + δβ (m− λ2)

Mλ2 (am + b)− δβ (m− λ2)

) 1
λ1

, (5)
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åñëè α2 − 4β > 0;
á). exp

(
2Mδβm(am+b)

(Mλ(am+b))2−(δβ(m−λ))2

)
=

=

(
Mλ (am + b) + δβ (m− λ)

Mλ (am + b)− δβ (m− λ)

) 1
λ

, (6)

åñëè α2 − 4β = 0;

â). 1
2v ln

(
M2(am+b)2−2Mδ(am+b)(β+mα/2)+δ2β(m2+αm+β)
M2(am+b)2+2Mδ(am+b)(β+mα/2)+δ2β(m2+αm+β)

)
=

=
1

w
arctg

(
2Mδwm (am + b)

M 2 (am + b)2 − δ2β (m2 + αm + β)

)
+

πr (m)

w
, (7)

ãäå ξ (m) = M 2 (am + b)2 − δ2β
(
m2 + αm + β

)
,

r (m) =

{
0, åñëè ξ (m) > 0,

1, åñëè ξ (m) < 0,
åñëè α2 − 4β < 0, λ 1, 2 = v ± iw.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (4) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (3)
çàìåíîé x, y íà −x, −y, ïîýòîìó òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4) ñèììåòðè÷íû òðà-
åêòîðèÿì (3) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1) íà
ëèñòàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

1). Ïóñòü α2 − 4β > 0, λ2 > λ1 > −b/a.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (3) è (4) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷è-

âûìè óçëàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̃, ỹ) òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè y = λ2 (x−M/β),

y > 0, è ëó÷à L2, ÷åðåç (x0, y0) - íåêîòîðóþ òî÷êó, ëåæàùóþ íà ëó÷å L2 íèæå
òî÷êè (x̃, ỹ). Åñëè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0),
ïåðåñåêàåò ëó÷ L1 â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (−x0, −y0), òî ñèñòåìà (1) èìååò
ïðåäåëüíûé öèêë (ðèñ.2).

Ïóñòü m = y0/x0, òîãäà èç óñëîâèÿ y0 < ỹ ïîëó÷èì ïðîìåæóòêè, â êîòî-
ðûõ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïàðàìåòð m:




m ∈
(
0, λ2(δβ−Mb)

δβ+aλ2M

)
, åñëè δβ + aλ2M > 0,

m ∈
(
−∞, λ2(δβ−Mb)

δβ+aλ2M

)
∪ (0, +∞) , åñëè δβ + aλ2M < 0.

(8)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) èìååò âèä:{
x + M/β = c1e

λ1t + c2e
λ2t

y = c1λ1e
λ1t + c2λ2e

λ2t.
(9)
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Ðèñ. 2.

Ïóñòü ïðè t = 0 ðåøåíèå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x0, y0)=
(

δ
am+b ,

δm
am+b

)
, à ïðè

íåêîòîðîì t = t0 > 0 - ÷åðåç òî÷êó (−x0, −y0). Òîãäà

c1 = −δβ (m− λ2)−Mλ2 (am + b)

β (λ2 − λ1) (am + b)
, c2 =

δβ (m− λ1)−Mλ1 (am + b)

β (λ2 − λ1) (am + b)
,

(10)
è {

− δ
am+b + M

β = c1e
λ1t0 + c2e

λ2t0

− δm
am+b = c1λ1e

λ1t0 + c2λ2e
λ2t0.

(11)

Èç óðàâíåíèé (10) è (11) âûðàçèì eλ1 t0 è eλ2 t0 ÷åðåç ïàðàìåòð m:

eλ1t0 =
Mλ2 (am + b) + δβ (m− λ2)

Mλ2 (am + b)− δβ (m− λ2)
, eλ2t0 =

Mλ1 (am + b) + δβ (m− λ1)

Mλ1 (am + b)− δβ (m− λ1)
.

(12)
Ðåøåíèå ñèñòåìû (11) t0 > 0 íàéäåòñÿ, ò.å. ïðåäåëüíûé öèêë ñóùåñòâóåò,
åñëè íàéäåòñÿ íåêîòîðîå m, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (8), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5).

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5) ÷åðåç ψ1 (m), à âûðà-
æåíèå â ïðàâîé ÷àñòè - ÷åðåç ψ2 (m).

Ïðîèçâîäíûå ïî m ôóíêöèé ψ1 (m) è ψ2 (m) ïîëîæèòåëüíû íà ïðîìåæóò-
êàõ, îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè (8), ñëåäîâàòåëüíî, ñàìè ôóíêöèè âîçðàñòàþò
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íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ. Êðîìå òîãî,

ψ1 (0) > ψ2 (0) , ψ1

(
λ2 (δβ −Mb)

δβ + aλ2M

)
= const, ψ2

(
λ2 (δβ −Mb)

δβ + aλ2M

)
= +∞.

Ïîýòîìó â ñëó÷àå δβ + aλ2M > 0 õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) íà
ïðîìåæóòêå

(
0, λ2(δβ−Mb)

δβ+aλ2M

)
ñóùåñòâóåò.

Â ñëó÷àå δβ + aλ2M < 0 ñðàâíèì çíà÷åíèÿ ψ1 (∞) è ψ2 (∞):

ψ1 (m) →
m→±∞

(
Ma + δλ2

Ma− δλ2

) 1
λ2

= q1, ψ2 (m) →
m→±∞

(
Ma + δλ1

Ma− δλ1

) 1
λ1

= q2.

Åñëè q1 < q2, òî ôóíêöèè ψ1 (m) è ψ2 (m) ïåðåñåêàþòñÿ ïðè m > 0; åñëè
q1 < q2, òî ôóíêöèè ïåðåñåêàþòñÿ ïðè m < λ2(δβ−Mb)

δβ+aλ2M
. Çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå (5), ò.å. ñèñòåìà (1) èìååò ïðåäåëüíûé öèêë,
ñøèòûé èç êóñêîâ òðàåêòîðèé ñèñòåì (3) è (4).

2). α2 − 4β > 0, λ1 < λ2 < −b/a.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (3) è (4) òàêæå ÿâëÿþòñÿ

óñòîé÷èâûìè óçëàìè, èçìåíÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé âèäà y = λ1,2(x±
M/β) íà ëèñòàõ ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̃, ỹ) êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè
y = λ1 (x + M/β), y > 0, ñ ëó÷îì L2, à ÷åðåç (x̄, ȳ) - êîîðäèíàòû òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (−δ/b, 0), è
ëó÷à L2.

Ïðè 0 < y < ỹ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ïåðåñåêàþò ëó÷ L2 �ñâåðõó âíèç�, è
ïðåäåëüíûé öèêë ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé òðàåêòî-
ðèåé ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (δ/b, 0) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè,
ñèììåòðè÷íîé åé òðàåêòîðèåé (4), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (−δ/b, 0), è êóñ-
êàìè ëó÷åé L1 è L2 (ðèñ. 3).

Îòðåçîê íà ëó÷å L2, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (x̄, ȳ) è (δ/b, 0), ïî òðàåêòîðè-
ÿì ñèñòåìû (3) ïåðåâîäèòñÿ â îòðåçîê ìåíüøåé äëèíû íà ëó÷å L1. Ïîëó÷åí-
íûé îòðåçîê ïî òðàåêòîðèÿì (4) ïåðåâîäèòñÿ âíóòðü ïåðâîãî îòðåçêà. Òàêîå
îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñæàòèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó öèêëó ñèñòåìû (1).

3). α2 − 4β > 0, λ1 < −b/a < λ2.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ y > 0 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ïåðåñåêàþò

L2 �ñâåðõó âíèç�, è àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, îòðåçîê íà ëó÷å L2, ñî-
åäèíÿþùèé òî÷êè (x̄, ȳ) è (δ/b, 0), ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (3) ïåðåâîäèòñÿ
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â îòðåçîê ìåíüøåé äëèíû íà ëó÷å L1, êîòîðûé ïî òðàåêòîðèÿì (4) ïåðåâî-
äèòñÿ âíóòðü ïåðâîãî îòðåçêà. Òàêîå îòîáðàæåíèå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó öèêëó ñèñòåìû (1).

Ðèñ. 3.

4). α2 − 4β = 0, λ 1 = λ 2 = λ > −b/a.
Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (3) è (4) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷è-

âûìè âûðîæäåííûìè óçëàìè.
Ðàññóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ 1, èçìåíÿåòñÿ âèä îáùåãî ðåøå-

íèÿ ñèñòåì (3) è (4), âû÷èñëåíèÿ è ôóíêöèè ψ1 (m), ψ2 (m).
Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

{
x + M/β = eλt (c1 + c2t)

y = eλt (c1λ + c2 + c2λt) .
(13)

Ïðåäåëüíûé öèêë ñóùåñòâóåò, åñëè íàéäåòñÿ m, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì




m ∈
(
0, λ(δβ−Mb)

δβ+aλM

)
, åñëè δβ + aλM > 0,

m ∈
(
−∞, λ(δβ−Mb)

δβ+aλM

)
∪ (0, +∞) , åñëè δβ + aλM < 0,

(14)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6).
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Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî çíà-
÷åíèå m, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì (14), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (6), ò.å. ñèñòåìà (1) èìååò ïðåäåëüíûé öèêë.

5). α2 − 4β = 0, λ 1 = λ 2 = λ < −b/a.
Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (3) è (4) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè âûðîæ-

äåííûìè óçëàìè. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 2 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäåëüíûé öèêë ñóùåñòâóåò.

6). α2 − 4β < 0, λ 1, 2 = v ± iw, v = −α/2, w =
√

4β − α2
/

2.
Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåì (3) è (4) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷è-

âûìè ôîêóñàìè. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ñëó÷àÿì 1 è 4, èçìåíÿåòñÿ âèä
îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåì (3) è (4).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) èìååò âèä
{

x + M/β = evt (c1 cos wt + c2 sin wt)

y = evt ((c1v + c2w) cos wt + (c2v − c1w) sin wt) .
(15)

Ïðåäåëüíûé öèêë ñóùåñòâóåò, åñëè ïðè íåêîòîðîì m èç ïðîìåæóòêà

m ∈ (−∞, min (−b/a, −2β/α)) ∪ (0, +∞) (16)

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7).
Èññëåäóÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèé ψ1 (m), ψ2 (m), ñòîÿùèõ â ïðàâîé è ëåâîé

÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (7), íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (7), óäîâëåòâîðÿþùèé
ñîîòíîøåíèþ (16), ò.å. ñèñòåìà (1) èìååò ïðåäåëüíûé öèêë è â ýòîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 çàêîí÷åíî.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3) âõîäèò â îá-

ëàñòü σ ≥ −δ, à îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (4) âõîäèò â îáëàñòü σ ≤ δ, ò.å. ñëó÷àé
δβ −Mb ≥ 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü b > 0, δβ −Mb > 0. Òîãäà
1) åñëè α2 − 4β > 0, λ2 > −b/a, òî ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî Θ

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì;
2) åñëè α2 − 4β > 0, λ2 < −b/a, òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå δ∗,

÷òî ïðè δ > δ∗ ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì, à ïðè δ ≤ δ∗

ñèñòåìà èìååò ïðåäåëüíûé öèêë.
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Çíà÷åíèå δ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(

δβ + M (2aλ1 + b)

δβ + M (2aλ2 + b)

) λ1
λ2−λ1

= − δβ −Mb

δβ + M (2aλ1 + b)
, (17)

è Mb/β < δ∗ < −M (2aλ2 + b)/β;

3) åñëè α2−4β = 0, λ1 = λ2 = λ > −b/a, òî ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî
Θ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì;

4) åñëè α2 − 4β = 0, λ < −b/a, òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå δ∗,
÷òî ïðè δ > δ∗ ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì, à ïðè δ ≤ δ∗

ñèñòåìà èìååò ïðåäåëüíûé öèêë.
Çíà÷åíèå δ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

exp

(
− 2Maλ

δβ + M (2aλ + b)

)
= − δβ −Mb

δβ + M (2aλ + b)
, (18)

è Mb/β < δ∗ < −M (2aλ + b)/β;

5) åñëè α2 − 4β < 0, λ1,2 = v ± iw, òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå δ∗,
÷òî ïðè δ > δ∗ ìíîæåñòâî Θ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì, à ïðè δ ≤ δ∗

ñèñòåìà èìååò ïðåäåëüíûé öèêë.
Çíà÷åíèå δ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
exp

(
v
w

(
arctg

(
−2Maw

δβ+M(2av+b)

)
+ πr

))
=

=
δβ −Mb√

(δβ + M (2av + b))2 + (2Maw)2
(19)

ãäå r =

{
0, åñëè δβ + M (2av + b) < 0,

1, åñëè δβ + M (2av + b) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1). Ïóñòü α2 − 4β > 0, λ2 > −b/a.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé λ2 > λ1 > −b/a.
Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (±M/β, 0) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè óçëàìè è ðàñ-

ïîëîæåíû â çîíå íåîäíîçíà÷íîñòè −δ ≤ σ ≤ δ (ðèñ. 4).
Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4), ïîïàäàÿ íà ëó÷ L2, ïåðåõîäÿò â òðàåêòîðèè ñè-

ñòåìû (3), êîòîðûå ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíî-
âåñèÿ (−M/β, 0), êàñàÿñü íàïðàâëåíèÿ y = λ2 (x + M/β). Òðàåêòîðèè (4),

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/user/di�journal/ 9



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2008

íå äîñòèãàþùèå ëó÷à L2, ñòðåìÿòñÿ ïðè t → +∞ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ
(M/β, 0).

Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè
òðàåêòîðèÿì (4) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ðèñ. 4.

Ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè òðàåêòîðèé íåò.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé λ1 < −b/a < λ2.
2). Ïóñòü α2 − 4β > 0, λ1 < λ2 < −b/a.
Îäèí èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1) ïðè

òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîêàçàí íà ðèñ. 5, è â ñèñòåìå ìîæåò âîçíèêíóòü
ïðåäåëüíûé öèêë.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̃, ỹ) òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè y = λ1 (x + M/β),
y > 0, è ïðÿìîé ay + bx = δ, ÷åðåç (η, γ) - êîîðäèíàòû íà÷àëà ëó÷à L2.

Â ñëó÷àå ỹ ≤ γ òî÷êà (x̃, ỹ) ëåæèò âíå ëó÷à L2 èëè ñîâïàäàåò ñ åãî
íà÷àëîì. È âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4), ïîïàäàþùèå íà ëó÷ L2, ïåðåõîäÿò
â òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3), êîòîðûå ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ê
ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (−M/β, 0), êàñàÿñü íàïðàâëåíèÿ y = λ1 (x + M/β).
Ïîýòîìó ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìà (1) íå èìååò.

Íåðàâåíñòâî ỹ ≤ γ ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó δβ + M (2aλ2 + b) ≥ 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè δ ≥ −M(2aλ2+b)

β ïðåäåëüíûõ öèêëîâ íåò, è ñòàöèîíàðíîå ìíî-
æåñòâî ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/user/di�journal/ 10



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2008

Ðèñ. 5.

Â ñëó÷àå ỹ > γ ñèñòåìà (1) ìîæåò èìåòü ïðåäåëüíûé öèêë, åñëè òðàåêòî-
ðèÿ ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåêîòîðóþ òî÷êó (x0, y0) íà ëó÷å L2, ãäå
γ < y0 ≤ ỹ, ïåðåñåêàåò ëó÷ L1 â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (−x0, −y0).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) èìååò âèä (9). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòî-
ðèÿ ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x, 0) ïðè x > −M/β, ÿâëÿåòñÿ â
ïîëóïëîñêîñòè y < 0 âûïóêëîé âíèç êðèâîé è, çíà÷èò, ëåæèò âûøå ëþáîé
ñâîåé êàñàòåëüíîé.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (9), ïðîõîäÿùåå ïðè t = 0 ÷åðåç íà÷àëî ëó÷à L2.
Ïóñòü ïðè t = t̄ ðåøåíèå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x̄, ȳ), â êîòîðîé êàñàòåëü-

íàÿ ê òðàåêòîðèè ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé ay + bx = −δ.
Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ âû÷èñëèì c1 è c2:

c1 =
δβ + M(2aλ1 + b)

λ1 (λ2 − λ1) (aλ1 + b)
, c2 = − δβ + M(2aλ2 + b)

λ2 (λ2 − λ1) (aλ2 + b)
. (20)

Èç óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè dy
dx

∣∣∣
t=t̄

= c1λ
2
1e

λ1 t̄+c2λ
2
2e

λ2 t̄

c1λ1eλ1 t̄+c2λ2eλ2 t̄ = − b
a íàõîäèì:

e(λ2−λ1)t̄ =
δβ + M(2aλ1 + b)

δβ + M(2aλ2 + b)
. (21)

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå aȳ + bx̄ = c1(aλ1 + b)eλ1t̄ + c2(aλ2 + b)eλ2t̄ − Mb
β èç
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(20), (21) íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ c1, c2 è t̄, ïîëó÷èì:

aȳ + bx̄ = −
((

δβ + M (2aλ1 + b)

δβ + M (2aλ2 + b)

) λ1
λ2−λ1 ·

(
−δβ + M (2aλ1 + b)

β

)
+

Mb

β

)
.

Åñëè aȳ + bx̄ > −δ, òî åñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(

δβ + M (2aλ1 + b)

δβ + M (2aλ2 + b)

) λ1
λ2−λ1

< − δβ −Mb

δβ + M (2aλ1 + b)
, (22)

òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (η, γ), ñòðåìèòñÿ ïðè t →
+∞ ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ (−M/β, 0) íå äîñòèãàÿ ïðÿìîé ay + bx = −δ.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó (x0, y0) íà ëó÷å L2, ãäå γ < y0 ≤ ỹ, òîæå ñòðåìèòñÿ ê ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ íå äîñòèãàÿ ëó÷à L1, è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìà íå èìååò (ðèñ.
6).

Ðèñ. 6.

Åñëè aȳ + bx̄ = −δ, òî åñòü âåðíî ðàâåíñòâî (17), òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
(3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (η, γ), êàñàåòñÿ ïðÿìîé ay+bx = −δ â òî÷êå (−η, −γ),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ëó÷à L1. Äàííàÿ òðàåêòîðèÿ è ñèììåòðè÷íàÿ åé
òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (4) îáðàçóþò ñøèòûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Åñëè aȳ + bx̄ < −δ, òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
(η, γ), ïîïàäàåò íà ëó÷ L1 â íåêîòîðîé òî÷êå (−x,−y), ãäå −γ > −y ≥ −ỹ.
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Ñèììåòðè÷íàÿ åé òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (4) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (−η, −γ) è
ïîïàäàåò íà ëó÷ L2 â òî÷êå (x, y).

Òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3), êîòîðàÿ êàñàåòñÿ ëó÷à L1 â òî÷êå (−η, −γ),
ïåðåñåêàåò L2 â íåêîòîðîé òî÷êå (x′, y′), ãäå γ < y′ ≤ ỹ.

Åñëè (x′, y′) ëåæèò íà ëó÷å L2 âûøå òî÷êè (x, y), òî îòðåçîê íà ëó÷å L2,
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (x, y) è (η, γ), ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (3) ïðè âîçðàñòà-
íèè âðåìåíè ïåðåâîäèòñÿ â îòðåçîê ìåíüøåé äëèíû íà ëó÷å L1, à òîò â ñâîþ
î÷åðåäü ïî òðàåêòîðèÿì (4) ïåðåâîäèòñÿ âíóòðü ïåðâîãî îòðåçêà. Òàêîå îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñæàòèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó ñèñòåìû
(1) (ðèñ.7).

Ðèñ. 7

Åñëè (x′, y′) ëåæèò íà ëó÷å L2 íèæå òî÷êè (x, y), òî îòðåçîê íà ëó÷å L2,
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè (x, y) è (η, γ), ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (4) ïðè óáûâà-
íèè âðåìåíè ïåðåâîäèòñÿ â îòðåçîê ìåíüøåé äëèíû íà ëó÷å L1, à òîò â ñâîþ
î÷åðåäü ïî òðàåêòîðèÿì (3) ïåðåâîäèòñÿ âíóòðü ïåðâîãî îòðåçêà. Òàêîå îòîá-
ðàæåíèå òàêæå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷è-
âîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó ñèñòåìû (1).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå δ = δ∗, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó (17).

Ïóñòü ψ1 (δ) =
(

δβ+M(2aλ1+b)
δβ+M(2aλ2+b)

) λ1
λ2−λ1 , ψ2 (δ) = − δβ−Mb

δβ+M(2aλ1+b) .
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè Mb
β < δ < −M(2aλ2+b)

β ôóíêöèÿ ψ1 (δ) óáûâàåò, à
ôóíêöèÿ ψ2 (δ) âîçðàñòàåò, ψ1

(
Mb
β

)
> ψ2

(
Mb
β

)
= 0,

ψ2

(
−M(2aλ2+b)

β

)
> ψ1

(
−M(2aλ2+b)

β

)
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå δ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17) íà óêàçàííîì ïðîìå-
æóòêå.

Ïðè δ > δ∗ âûïîëíåíî óñëîâèå (22), è òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðè t → +∞
ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (±M/β, 0). Ïðè δ ≤ δ∗ â ñèñòåìå ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë.

3). α2 − 4β = 0, λ1 = λ2 = λ > −b/a.
Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè óñòîé÷è-

âûìè óçëàìè. Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿì ïóíêòà 1, ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè òðàåêòîðèé íåò.

4). α2 − 4β = 0, λ1 = λ2 = λ < −b/a.
Ðàññóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ 2, èçìåíÿåòñÿ âèä îáùåãî ðåøå-

íèÿ ñèñòåì (3) è (4).
Ïóñòü (x̃, ỹ) - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè y = λ (x + M/β), y > 0, è

ïðÿìîé ay + bx = δ.
Â ñëó÷àå ỹ ≤ γ, ò.å. ïðè δ ≥ −M(2aλ+b)

β ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñèñòåìà (1) íå
èìååò.

Â ñëó÷àå ỹ > γ ñèñòåìà (1) ìîæåò èìåòü ïðåäåëüíûé öèêë, åñëè òðàåêòî-
ðèÿ ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0) íà ëó÷å L2, ãäå γ < y0 ≤ ỹ,
ïåðåñåêàåò ëó÷ L1 â ñèììåòðè÷íîé òî÷êå (−x0, −y0).

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä (13). Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû (3), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x, 0), ãäå x > −M/β, ÿâëÿåòñÿ â ïî-
ëóïëîñêîñòè y < 0 âûïóêëîé âíèç.

Ïóñòü ðåøåíèå (13), ïðîõîäÿùåå ïðè t = 0 ÷åðåç íà÷àëî ëó÷à L2, ïðè t = t̄

ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x̄, ȳ), â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê òðàåêòîðèè ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé ay + bx = −δ.

Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ

c1 =
(δβ + Mb) (2aλ + b) + 2Ma2λ2

λ2 (aλ + b)2 , c2 = −δβ + M(2aλ + b)

λ (aλ + b)
. (23)

t̄ = − 2Ma

δβ + M(2aλ + b)
, (24)
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aȳ + bx̄ = exp

(
− 2Maλ

δβ + M (2aλ + b)

)
· δβ + M (2aλ + b)

β
− Mb

β
.

Åñëè aȳ + bx̄ > −δ, òî åñòü

exp

(
− 2Maλ

δβ + M (2aλ + b)

)
< − δβ −Mb

δβ + M (2aλ + b)
, (25)

òî òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (η, γ), ñòðåìèòñÿ ïðè t → +∞ ê
ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ (−M/β, 0) íå äîñòèãàÿ ïðÿìîé ay + bx = −δ, è ïðå-
äåëüíûõ öèêëîâ â ñèñòåìå íåò.

Åñëè aȳ + bx̄ = −δ, òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (18), òî òðàåêòîðèÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (η, γ), êàñàåòñÿ ïðÿìîé ay+bx = −δ â òî÷êå (x̄, ȳ) =
(−η, −γ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ëó÷à L1. Äàííàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû
(3) è ñèììåòðè÷íàÿ åé òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (4) îáðàçóþò ïðåäåëüíûé öèêë.

Åñëè aȳ + bx̄ < −δ, òî ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿì â
ñëó÷àå 2, ïîêàçûâàåì, ÷òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
δ = δ∗, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18). Ïðè δ > δ∗ âûïîëíåíî
óñëîâèå (25), è òðàåêòîðèè (1) ïðè t → +∞ ñòðåìÿòñÿ ê ïîëîæåíèÿì ðàâíî-
âåñèÿ ñèñòåìû (±M/β, 0). Ïðè δ ≤ δ∗ â ñèñòåìå (1) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé
öèêë.

5). α2 − 4β < 0, λ1,2 = v ± iw.
Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè ôîêóñàìè.

Ðàññóæäåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷íû ñëó÷àÿì 2 è 4, èçìåíÿåòñÿ âèä îáùåãî ðåøå-
íèÿ ñèñòåì (3) è (4), è èçìåíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä (15). Äëÿ ðåøåíèÿ (15),
ïðîõîäÿùåãî ïðè t = 0 ÷åðåç íà÷àëî ëó÷à L2, à ïðè t = t̄ - ÷åðåç òî÷êó (x̄, ȳ),
íàõîäèì:

c1 =
(δβ + Mb) (2av + b) + 2Ma2β

β (a2β − αab + b2)
,

c2 =
δβ

(
aw2 − v (av + b)

)−M (2av + b)
(
aw2 + v (av + b)

)

wβ (a2β − αab + b2)
.

tgwt̄ = − 2Maw

δβ + M(2av + b)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, cos wt̄ = − δβ+M(2av+b)√
(δβ+M(2av+b))2+(2Maw)2

,

aȳ + bx̄ = −evt̄ ·
√

(δβ+M(2av+b))2+(2Maw)2

β − Mb
β , ãäå
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t̄ = 1
w

(
arctg

(
− 2Maw

δβ+M(2av+b)

)
+ πr

)
,

r =

{
0, åñëè δβ + M (2av + b) < 0,

1, åñëè δβ + M (2av + b) > 0.

Åñëè aȳ + bx̄ = −δ, òî åñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (19), òî òðàåêòîðèÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (η, γ), êàñàåòñÿ ïðÿìîé ay+bx = −δ â òî÷êå (x̄, ȳ) =
(−η, −γ). Äàííàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3) è ñèììåòðè÷íàÿ åé òðàåêòîðèÿ
ñèñòåìû (4) îáðàçóþò ïðåäåëüíûé öèêë.

Åñëè aȳ + bx̄ < −δ, òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë; åñëè
aȳ + bx̄ > −δ, òî ñèñòåìà íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è ñòàöèîíàðíîå ìíî-
æåñòâî ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå δ = δ∗, êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (19). Ïðè δ > δ∗ òðàåêòîðèè (1) ïðè t → +∞ ñòðå-
ìÿòñÿ ê ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (±M/β, 0). Ïðè δ ≤ δ∗ â ñèñòåìå
(1) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 çàêîí÷åíî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü Mb− δβ = 0 (b > 0). Òîãäà
1) åñëè α2 − 4β > 0, λ2 > −b/a, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé êîíòóð,

�ñøèòûé� èç êóñêîâ òðàåêòîðèé è îñîáûõ òî÷åê ñèñòåì (3) è (4);
2) åñëè α2− 4β > 0, λ2 < −b/a, òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé

öèêë;
3) åñëè α2 − 4β = 0, λ1 = λ2 = λ > −b/a, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé

êîíòóð, �ñøèòûé� èç êóñêîâ òðàåêòîðèé è îñîáûõ òî÷åê ñèñòåì (3) è (4);
4) åñëè α2 − 4β = 0, λ < −b/a, òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé

öèêë;
5) åñëè α2 − 4β < 0, λ1,2 = v ± iw, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë

èëè çàìêíóòûé êîíòóð, �ñøèòûé� èç êóñêîâ òðàåêòîðèé è îñîáûõ òî÷åê
ñèñòåì (3) è (4).

Ýòó òåîðåìó ëåãêî äîêàçàòü, èçó÷èâ ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû
(1) â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ. Çäåñü îñîáàÿ òî÷êà (M/β, 0) ñè-
ñòåìû (4) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (δ/b, 0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ëó÷à L2. È
îñîáàÿ òî÷êà (−M/β, 0) ñèñòåìû (3) ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ëó÷à L1 - òî÷êîé
(−δ/b, 0).

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3 ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðåì
1 è 2.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü b ≤ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå δ∗, ÷òî
ïðè δ > δ∗ ñòàöèîíàðíîå ìíîæåñòâî Θ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â
öåëîì, à ïðè δ ≤ δ∗ â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðè ýòîì

1) åñëè α2 − 4β > 0, òî δ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (17) è
0 < δ∗ < −M (2aλ2 + b)/β;

2) åñëè α2 − 4β = 0, òî δ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18) è
0 < δ∗ < −M (2aλ + b)/β;

3) åñëè α2−4β < 0, λ1,2 = v± iw, òî δ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(19).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.
Â ñëó÷àå b < 0 ìåíÿåòñÿ íàêëîí ëó÷åé L1 è L2. Îñîáûå òî÷êè ñèñòåì (3)

è (4) ëåæàò â çîíå íåîäíîçíà÷íîñòè −δ ≤ σ ≤ δ, åñëè δβ + Mb ≥ 0, è âíå
ýòîé îáëàñòè, åñëè δβ + Mb < 0.

Â ñëó÷àå b = 0 ëó÷è L1 è L2 ïàðàëëåëüíû îñè y = 0, îñîáûå òî÷êè âõîäÿò
â çîíó íåîäíîçíà÷íîñòè.

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî ÷àñòîòíûé êðèòåðèé àáñîëþòíîé óñòîé÷èâî-
ñòè, ïîëó÷åííûé â ðàáîòå [2], äàåò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
â öåëîì ñòàöèîíàðíîãî ìíîæåñòâà θ = (−M/β; 0) ∪ (M/β; 0) ñèñòåìû (1) ñ
íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2).

Ñîãëàñíî ÷àñòîòíîìó êðèòåðèþ [2] ìíîæåñòâî θ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â
öåëîì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà τ ≥ 0 è δ > 0, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

π(ω, τ) ≥ δ |W (iω)|2 (26)
äëÿ âñåõ ω > 0, ãäå π(ω, τ) = Re

{
W (iω)

(
1− τ

iω

)}
, W (p) = ap+b

p2+αp+β �
ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (1).

Â ñëó÷àå b = 0 íåðàâåíñòâî (26) èìååò âèä

a(α + τ)ω2 − τaβ ≥ δ
(
a2ω2 + b2) . (27)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ τ ≥ 0 è δ > 0 íåðàâåíñòâî (27) íå ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ω > 0, ò.ê. τaβ ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå b = 0
÷àñòîòíûé êðèòåðèé íå ìîæåò áûòü ïðèìåíèì ê ñèñòåìå âèäà (1). Íî ïî
òåîðåìå 4 ìû ìîæåì íàéòè îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, â êîòîðûõ
ìíîæåñòâî θ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â öåëîì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû (1).
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