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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïî íàáëþ-
äåííûì äèñêðåòíûì äàííûì â åå ñâÿçè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëà-
ñà è z-ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïîëó÷åíî, ÷òî óñòàíîâëåííàÿ íàìè ñâÿçü
ìåæäó îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè è ðàçíîñòíûìè óðàâ-
íåíèÿìè àíàëîãè÷íà îáðàòíîìó ñîãëàñîâàííîìó z-ïðåîáðàçîâàíèþ,
ïðè ïåðåõîäå îò êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè ê s-ïëîñêîñòè.

Âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðåäëîæåííîé è êëàññè÷åñêèõ ìå-
òîäèê ïåðåõîäà îò íåïðåðûâíîé ê äèñêðåòíîé ìîäåëè (è íàîáîðîò).

The task of an approximation of a continuous model according to
obtained discrete data in its connection with Laplas transformation and
z-conversion has been considered.

We found that the connection between ordinary di�erential equations
and di�erence equations has analogy with inverse agreed z-conversion
when transferring from complex z-plane to s-plane.
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A comparative analysis classical techniques and the o�ered method of
the transition from continuous to discrete model (and vice versa) has
been performed.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Îáûêíîâåííûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, îáûêíîâåííûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, z-
ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (ÏÔ), íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü, äèñêðåò-
íàÿ ìîäåëü, ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîé ê äèñêðåòíîé ìîäåëè.

Keywords: the ordinary linear di�erential equations, ordinary di�erence
equations; Laplace transformation, z-transformation, transfer function (TF),
continuous model, discrete model, transition from continuous to discrete model.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [3, 7, 8] íàìè áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à ïåðåõîäà îò
óðàâíåíèÿ àâòîðåãðåññèè ïîðÿäêà l, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü AP(l), ê îáûê-
íîâåííîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (ÎÐÓ) è çàòåì ê îáûêíîâåííîìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (ÎÄÓ) � îáà ïîðÿäêà l. Âàæíîñòü ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ïîáóäèëà íàñ ðàññìîòðåòü ñîãëàñîâàííîñòü ðàçðàáîòàííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñ äðóãèìè ìåòîäàìè àíàëèçà äàííûõ, à èìåííî: ñ ïîçèöèé z-
ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîëó÷èëî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òåõíè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðè àïïðîêñèìàöèè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ëèíåé-
íûõ ñèñòåì (ËÑ), ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ôèëüòðîâ, èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâî-
ñòè ñèñòåì [15, 19] è ò.ä. Â ìàòåìàòèêå ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ðåøåíèè ÎÄÓ òàê íàçûâàåìûìè îïåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, èññëåäîâà-
íèè óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé, èññëåäîâàíèè ôóíêöèé [13] è ò.ä.
Z-ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáîì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêà äàííûõ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ÝÂÌ [12], òàê êàê òîëüêî ïåðåõîä îò íåïðåðûâíûõ ê äèñêðåòíûì
è öèôðîâûì äàííûì ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ îáðàáîòêè íà öèôðîâûõ
óñòðîéñòâàõ.

Äðóãîé âàæíîé çàäà÷åé èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåõîä îò íåïðåðûâíûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé ê èõ äèñêðåòíûì àíàëîãàì. Óñëîâíî íàçîâåì ýòó çàäà÷ó ïðÿ-
ìîé, à àïïðîêñèìàöèþ íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïî äèñêðåòíûì äàííûì � îáðàò-
íîé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ÷å-
òûðå àëãîðèòìà, èìåþùèõ òå èëè èíûå äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè [10, 11, 15].
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Îòìåòèì, ÷òî ýòè ìåòîäèêè îñíîâàíû íà îïðåäåëåííîé ôàêòîðèçàöèè êîð-
íåé íåïðåðûâíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (ÍÏÔ) è åå äèñêðåòíîãî àíàëîãà �
äèñêðåòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (ÄÏÔ), èëè íà îöåíêàõ ïðîèçâîäíûõ ðàç-
íîñòÿìè. Êàê ïðàâèëî, îáèëèå ìåòîäèê ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è ãîâîðèò î òîì,
÷òî êà÷åñòâî èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ñîâñåì óäîâëåòâîðèòåëüíûì.

Â ðàáîòàõ [7, 8] íàìè ïîñòàâëåíà è ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à, à èìåííî:
ïî íàáëþäåííûì äèñêðåòíûì äàííûì (1) âûïîëíåíî âîññòàíîâëåíèå ÎÄÓ,
ñâÿçûâàþùåå èçìåðåíèÿ ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîðîæ-
äàåò ðÿä âîïðîñîâ, êîòîðûå òðåáóþò íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèé, à èìåííî: 1. àäåê-
âàòíîñòü ïîëó÷åííîãî ïåðåõîäà; 2. ñâÿçü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ñ äðóãèìè
ïîäõîäàìè, ðåøàþùèìè àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó; 3. âîçìîæíîñòü óëó÷øåíèÿ ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïåðâûé âîïðîñ îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç îñíîâíûõ ïðè ïðèìåíåíèè öèôðî-
âûõ óñòðîéñòâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ äëÿ íåïðåðûâíûõ ïî ñâîåé
ïðèðîäå îáúåêòîâ. Ýòó çàäà÷ó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü óæå íà ýòàïå ïðåäñòàâëå-
íèÿ â öèôðîâîì óñòðîéñòâå èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â
âûáîðå òàêîãî ïåðèîäà äèñêðåòèçàöèè ∆t íåïðåðûâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
êîòîðûé îáåñïå÷èâàë áû àäåêâàòíîñòü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ íàáîðàìè äàííûõ.
Çäåñü îáû÷íî îïèðàþòñÿ íà òåîðåìó Êîòåëüíèêîâà, èëè òåîðåìó îòñ÷åòîâ
[12], êîòîðàÿ óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå: åñëè íåïðåðûâíûé ïðîöåññ x(t) èìååò
îãðàíè÷åííûé ñïåêòð (−ωs ≤ ω ≤ ωs), òî ôóíêöèþ x(t) ìîæíî ïîëíîñòüþ
âîññòàíîâèòü ïî åå îòñ÷åòàì, çàäàííûì ÷åðåç èíòåðâàë ∆t ≤ π/ωs.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà äåéñòâèòåëüíî
òîëüêî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, ò.ê. îãðàíè÷åííûé ñïåêòð ìîãóò èìåòü òîëüêî
ïðîöåññû áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè. Äëÿ ðåàëüíûõ íàáëþäåíèé îãðàíè÷åí-
íîé ïðîòÿæåííîñòè âîññòàíîâèòü íåïðåðûâíûå äàííûå ïî äèñêðåòíûì îòñ÷å-
òàì ïðèíöèïèàëüíî ìîæíî òîëüêî ñ òîé èëè èíîé ïîãðåøíîñòüþ. Íàïðèìåð,
äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òðåáîâàíèé òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà ÷àñòî èñïîëüçóþò âû-
ñîêî÷àñòîòíóþ ôèëüòðàöèþ àíàëîãîâûõ äàííûõ ïåðåä âûïîëíåíèåì îïåðà-
öèè äèñêðåòèçàöèè, ò.å. ñîçíàòåëüíî ïðèáåãàþò ê íåêîòîðîé ïîòåðå èñõîäíîé
èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â íåïðåðûâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñëåäóþùèé ýòàï ïåðåõîäà îò íåïðåðûâíîé ìîäåëè ê öèôðîâîé çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïåðåâîäå íåïðåðûâíûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è,
íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê èõ äèñêðåòíîìó àíàëîãó. Ýòîò
ýòàï ôàêòè÷åñêè çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ïðîèçâîäíûõ äèñêðåòíûìè àíàëîãà-
ìè, íàïðèìåð, ðàçíîñòÿìè, èëè çàìåíå ÍÏÄ íà ÄÏÄ. Ýòà çàìåíà íåèçáåæíî
ïðèâîäèò ê ââåäåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé è ðàñõîæäåíèþ ìåæäó
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íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíîé ìîäåëÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ê öèôðîâîìó,
ò.å. ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ðàñõîæäåíèþ ìåæäó îðè-
ãèíàëîì (íåïðåðûâíîé ìîäåëüþ) è åãî äèñêðåòíûì àíàëîãîì (äèñêðåòíîé ìî-
äåëüþ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ ïîñòðîèòü öèôðîâóþ ìîäåëü
ïîëíîñòüþ àäåêâàòíóþ íåïðåðûâíîé ìîäåëè.

Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå îáðàòíîé çà-
äà÷è ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ åùå áîëüøèì ðàñõîæäåíèåì ìåæäó îöåíåííîé
ïî äèñêðåòíûì äàííûì ÎÄÓ è åãî àíàëîãîâûì ïðîòîòèïîì. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðè ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è ìû èìååì çíà÷èòåëüíî áîëüøå èíôîðìàöèè,
÷åì ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé. Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåâîäå çàäàí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èç íåïðåðûâíîé îáëàñòè â äèñêðåòíóþ,
ò.å. çàäà÷à ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà. Èçíà÷àëüíî îáðàòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî íåäîîïðåäåëåííîé, ò.ê. íèêàêîé èíôîðìàöèè, êðîìå äèñêðåòíîé
âûáîðêè äàííûõ, ó èíòåðïðåòàòîðà îáû÷íî íå èìååòñÿ. Â ðåçóëüòàòå, ÷òîáû
ñêîìïåíñèðîâàòü íåäîñòàòîê èíôîðìàöèè, òðàäèöèîííî ïðèáåãàþò ê íåêîòî-
ðûì àïðèîðíûì çíàíèÿì, êîòîðûå ïî ñóòè ÿâëÿþòñÿ ñóáúåêòèâíûìè è äëÿ
êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ.

Çäåñü ñëåäóåò ïîÿñíèòü, ÷òî ìû ïîíèìàåì ïîä òåðìèíîì àäåêâàòíîñòü
íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíîé ìîäåëåé. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ýòî-
ãî ïîíÿòèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àäåêâàòíîñòü ìîäåëåé íà îñíîâå ïðèí-
öèïà ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì. Â [11] ýêâèâàëåíòíûìè ñèñòåìàìè ñ÷èòàþòñÿ
òàêèå, ó êîòîðûõ ðàâåíñòâî âõîäíûõ âîçäåéñòâèé âëå÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî
îòâåòíûõ ðåàêöèé. Ïîäîáíûå ìîäåëè ïîëó÷èëè â ãåîôèçèêå íàçâàíèå ýôôåê-
òèâíûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ËÑ íå âàæíà, ñóùåñòâåííà
òîëüêî èõ ðåàêöèÿ íà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ. Íàïðèìåð, ìîæåò íå ñîâïàäàòü
âíóòðåííÿÿ êîìïîíåíòíàÿ ñòðóêòóðà îðèãèíàëà è åãî ìîäåëè. Ýêâèâàëåíò-
íîñòü ïî âõîäó-âûõîäó ìîæíî îáúÿñíèòü ìíîãîâàðèàíòíîñòüþ ðåàêöèé ñè-
ñòåìû íà âíåøíèå ñèãíàëû.

Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó íåïðåðûâíîé ìîäåëüþ
è åå öèôðîâûì àíàëîãîì íåèçáåæíî èìååòñÿ íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå â ïî-
ëó÷àåìûõ ðåøåíèÿõ. Òàêîâ îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ. Èç íåãî, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò ïîñòàíîâêà çàäà÷è îöåíêè íèæíèõ ãðàíèö îøèáîê ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðè ïåðåõîäå îò íåïðåðûâíîé ìîäåëè ê äèñêðåòíîé (è íàîáîðîò). Â ðàáîòàõ
[7, 8] ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ïàðàìåòðîâ íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïî äèñêðåòíûì
äàííûì ÿâëÿþòñÿ ñìåùåííûìè è ýòî ñìåùåíèå çàâèñèò îò ÷àñòîòû è êîýô-
ôèöèåíòà çàòóõàíèÿ ïðîöåññà. Íî ýòà ìåòîäè÷åñêàÿ ñìåùåííîñòü ìîæåò áûòü
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âûðàæåíà àíàëèòè÷åñêè è, ïîýòîìó ÷àñòè÷íî ó÷òåíà.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâÿçè ïðåäëàãàåìîé íàìè îöåí-
êè íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïî äèñêðåòíûì èçìåðåíèÿì ñ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé
òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè. Äðóãîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
îáíàðóæåííîãî êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà, ðåøàþùåãî òó æå çàäà÷ó, ÷òî è ïðåä-
ëîæåííîå íàìè ïðåîáðàçîâàíèå.

1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Ïóñòü èìåþòñÿ èçìåðåíèÿ âðåìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåêîòîðûõ ôè-
çè÷åñêèõ âåëè÷èí, âûïîëíåííûå â n òî÷êàõ, ñ ïîñòîÿííîé äèñêðåòíîñòüþ ∆t.
Ýòè èçìåðåíèÿ îáðàçóþò âðåìåííîé ðÿä

x = (x0, x1, . . . , xn). (1)

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðèìåì, ÷òî ðÿä (1) íîðìèðîâàí
òàê, ÷òî åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ, à äèñïåðñèÿ ðàâíà åäèíèöå. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè äàííûå ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âûõîäîâ íåêîòîðîé ãèïîòåòè÷å-
ñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Ïîíÿòèå ËÑ íàøëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òà-
êèõ êàê, íàïðèìåð, ýëåêòðîòåõíèêà, òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé è ò.ï. Ïîä
ëèíåéíîé ñèñòåìîé â ýòèõ íàóêàõ ïîíèìàåòñÿ íåêîòîðîå óñòðîéñòâî [1, 14], äëÿ
êîòîðîãî ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ âõîäà (âõîäíîãî ñèãíàëà) è âûõîäà
(îòêëèêà). Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü óñòðîéñòâà ñëåäóþùåãî âèäà: óñèëè-
òåëü ýëåêòðè÷åñêîãî ñèãíàëà, ðàäèîñòàíöèÿ, ðàäèîïðèåìíèê è äðóãèå. Äëÿ
óñòðîéñòâ ïîäîáíîãî òèïà ïîíÿòèÿ âõîäà è âûõîäà èìåþò êîíêðåòíîå ìàòåðè-
àëüíîå âîïëîùåíèå â âèäå êëåìì, çàæèìîâ è ò.ä., ÷òî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè,
ïðîèçâåñòè íåïîñðåäñòâåííûå èçìåðåíèÿ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ.

Ëèíåéíîñòü áàçèðóåòñÿ íà ïîñòóëàòàõ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è ñóïåðïîçè-
öèè ðåøåíèé è ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñâÿçàòü âõîäíûå è âûõîäíûå
ñèãíàëû ËÑ â ðàìêàõ òåîðèè ÎÄÓ èëè ÏÔ. Â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ
íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî îïèñàíèå ËÑ íà îñíîâå ÏÔ. Äëÿ ïðî-
ñòûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ÏÔ ëåãêî îöåíèâàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî [1, 14].
Â ðåçóëüòàòå ýòîé âîçìîæíîñòè âîçíèê òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï "÷åðíîãî"
ÿùèêà, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò ïðîâîäèòü îöåíêó âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ËÑ
ïî ñèãíàëàì åå âõîäîâ è âûõîäîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèíöèïû ëèíåéíîñòè õîðîøî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìíîãèõ
ñëîæíûõ ïðèðîäíûõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí
ìàëîé èíòåíñèâíîñòè â ãåîëîãè÷åñêîé è âîäíîé ñðåäàõ, äåôîðìàöèÿ ôèçè-
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÷åñêèõ òåë ïðè ìàëûõ íàãðóçêàõ (çàêîí Ãóêà), ðàñïðîñòðàíåíèå îïòè÷åñêèõ
è ðàäèîâîëí è ò.ä. ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîöåññàìè. Îäíàêî äëÿ ñëîæíûõ
ñèñòåì íåïðèåìëåì ïðèíöèï "÷åðíîãî" ÿùèêà, ò.ê. ïîñòàíîâêà çàäà÷ èññëåäî-
âàíèÿ ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèíöèïèàëüíî èíàÿ, ÷åì äëÿ ïðîñòûõ
ñèñòåì [7, 8]. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå ìåòîäà îòðàæåííûõ âîëí (ÌÎÂ), èñ-
ïîëüçóåìîãî â ñåéñìîðàçâåäêå [18, 20, 21].

Ðàñïîëîæåííûé íà (èëè âáëèçè) çåìíîé ïîâåðõíîñòè èìïóëüñíûé çîíäè-
ðóþùèé èñòî÷íèê (ÇÈ) âîçáóæäàåò ñåéñìè÷åñêèå âîëíû, êîòîðûå ðàññåèâà-
þòñÿ íà ãðàíèöàõ è íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû. Ãðóïïà, â êîëè÷åñòâå L ñåéñìî-
ïðèåìíèêîâ, ðàçìåùåííûõ íà (èëè âáëèçè) äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ðåãèñòðèðó-
åò ïîëå ðàññåÿííûõ âîëí. Âûõîä ýòèõ ñåéñìîïðèåìíèêîâ è ôîðìèðóåò ñåé-
ñìîãðàììó ÌÎÂ. Åñëè ïåðåìåñòèòü ÇÈ â äðóãóþ òî÷êó, ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ
ñåéñìîãðàììà ÌÎÂ. Äëÿ S ïîëîæåíèé ÇÈ ìû áóäåì èìåòü S ðàçíûõ ñåé-
ñìîãðàìì. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñåéñìè÷åñêèõ çàïèñåé, ïîëó÷åííûõ îò S èñ-
òî÷íèêîâ, è ñîñòàâëÿåò ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé ÌÎÂ. Èíôîðìàöèÿ (çàïèñü),
ïîëó÷åííàÿ îò îäíîãî ñåéñìîïðèåìíèêà, ïðåäñòàâëÿåò îäèí èçìåðèòåëüíûé
êàíàë ïðèåìíîãî óñòðîéñòâà, à ñåéñìîãðàììà â öåëîì ÿâëÿåòñÿ L-êàíàëüíîé
çàïèñüþ.

Äëÿ ìåòîäà ÌÎÂ ôîðìóëèðîâêà ïðÿìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ÷åòå
ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ âîëí â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè ïî çàäàííûì õàðàêòåðèñòèêàì ÇÈ è èçâåñòíûì óïðóãèì ñâîéñòâàì ñðåäû.
Îáðàòíàÿ ïîñòàíîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ÷åòå óïðóãèõ ñâîéñòâ ñðåäû ïî çàðå-
ãèñòðèðîâàííûì íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè äàííûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ âûøå çàäà÷à ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò çà-
äà÷è èçó÷åíèÿ ïðîñòîé òåõíè÷åñêîé ËÑ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñïðîñòðàíåíèå
ñåéñìè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñðåäó, ïðåäñòàâëÿþùóþ
òðåõìåðíûé êîíòèíóóì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ äîëæåí îïèñûâàòüñÿ âîë-
íîâûì óðàâíåíèåì, ò.å. ÄÓ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è
ÌÎÂ â îáùåì âèäå îïèñûâàþòñÿ òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè è îäíîé âðåìåí-
íîé ïåðåìåííûìè, ò.å. îòîáðàæàþò ìíîãîìåðíûå ïðîöåññû. Ïðîñòåéøèå ËÑ
îïèñûâàþòñÿ ÎÄÓ, ò.å. ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèåì îäíîìåðíûõ ïðîöåññîâ. Â
ýòîì îñíîâíîå è ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå çàäà÷ ÌÎÂ è çàäà÷ èçó÷åíèÿ ïðî-
ñòåéøèõ ËÑ.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ìîæíî
îòìåòèòü ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ, íà ðåøåíèè â ôîðìå èíòåãðàëà Êèðãîôà [18, 21]. Äðóãèì ñïîñîáîì
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñåéñìèêà, îñíîâàííàÿ íà
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ëó÷åâîì îïèñàíèè âîëíîâûõ ïîëåé. Ïîíÿòèÿ î ëó÷àõ è ôðîíòàõ óïðóãèõ âîëí
è çàêîíîìåðíîñòè èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ ñîñòàâëÿþò ñîäåð-
æàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ñåéñìèêè [20]. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí, ëó÷è îïðåäåëÿþòñÿ êàê òðàåêòîðèè (ëèíèè), âäîëü êîòîðûõ ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ âîëíû. Â îñíîâó ýòèõ ïîñòðîåíèé ïîëîæåíû ïðèíöè-
ïû Ôåðìà, Ãþéãåíñà è âçàèìíîñòè, à òàêæå çàêîíû îòðàæåíèÿ-ïðåëîìëåíèÿ.
Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ýòîé èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëóáèí çà-
ëåãàíèÿ îòðàæàþùèõ ñëîåâ è ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâîé âîëíû â
íèõ. Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà ýòîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íîé çàäà÷åé ñåéñìîðàçâåäêè.

Äðóãàÿ ãðóïïà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûõ â ÌÎÂ, îñíîâà-
íà íà ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå. Îòìåòèì äèñêðåòíóþ ñìåøàííóþ ìîäåëü
àâòîðåãðåññèè-ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (ÀÐÑÑ) è ôèëüòðàöèþ äàííûõ òàê íà-
çûâàåìûìè îáðàòíûìè ôèëüòðàìè [16, 21]. Ðåçóëüòàòîì îáðàáîòêè äàííûõ
ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ÿâëÿåòñÿ îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ (ÊÎ)
ðàçäåëÿþùèõ ãðàíèö ñðåäû.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ðàçíîñòîðîííèé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçó-
åìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÌÎÂ è óñèëèÿ ìàòåìàòèêîâ è ãåîôèçèêîâ â òå÷åíèå
íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé, ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ìåòîäîâ ñåéñìîðàçâåäêè
äëÿ ñëîæíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåä îñòàåòñÿ íèçêîé. Òàê, íàïðèìåð, ìîäåëè-
ðîâàíèå îñíîâíîé çàäà÷è ñåéñìîðàçâåäêè ïîêàçàëî [24], ÷òî åå ðàçðåøåíèå
ëèìèòèðóåòñÿ ïîëîâèíîé äëèíû âîëíû ÇÈ. Áîëåå òîãî, òðóäíîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïîòîêà ÷àñòèö ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðîé (âî ìíîãîì
àíàëîãè÷íîé îáðàòíîé çàäà÷å ÌÎÂ) ïîáóäèëè àâòîðîâ [2] îòíåñòè åå ê íåëè-
íåéíîé ïðè èíòåðôåðåíöèè èçìåðÿåìîãî ïîòîêà â òî÷êàõ íàáëþäåíèÿ. Íà íàø
âçãëÿä, èíòåðôåðåíöèÿ ñèãíàëà (ëèíåéíàÿ ïðîöåäóðà) íå ìîæåò îáðàòèòü ëè-
íåéíóþ çàäà÷ó â íåëèíåéíóþ. Íî èíòåðôåðåíöèÿ ïåðåâîäèò çàäà÷ó èç êëàññà
êîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ â êàòåãîðèþ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ. Î÷åâèäíî,
÷òî ýòè çàòðóäíåíèÿ îáúåêòèâíû è òðåáóþò ñâîåãî îáúÿñíåíèÿ.

Ïî ñâîåé ïðèðîäå îáðàòíûå çàäà÷è ÌÎÂ ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè [22]. Ïîýòîìó ïî-
ëó÷àåìûå ðåøåíèÿ òðåáóþò òîé èëè èíîé ðåãóëÿðèçàöèè, íàïðèìåð, ïî Òè-
õîíîâó [23]. Ôàêòè÷åñêè ëþáàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñãëàæèâàíèè
ðåøåíèÿ. È, åñëè îöåíèâàåìûé ñèãíàë ïî ñòàòèñòèêå áëèçîê ê áåëîìó øó-
ìó, ñãëàæèâàíèå ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ ðåøåíèÿ, èëè ïîòåðå ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè îöåíêè. Îòìåòèì, ÷òî ïîä ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ ìåòîäà
ìû ïîíèìàåì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ îòðàæàþùèìè îáúåê-
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òàìè, ïðè êîòîðîì îíè åùå ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû ìåæäó ñîáîé â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îäíàêî íåêîððåêòíîñòü êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê èìååò áîëåå ãëóáîêèå
ïðè÷èíû. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäàìè ïî ñâîåé ïðèðîäå
ÿâëÿþòñÿ àìïëèòóäíûìè. Â àìïëèòóäíûõ ìåòîäàõ â îñíîâíîì èñïîëüçóåòñÿ
çíà÷åíèå (àìïëèòóäà) ñèãíàëà â òî÷êå è ìàëîé åå îêðåñòíîñòè (äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ). Îá ýòîì ãîâîðèò õîòÿ áû òîò ôàêò, ÷òî âñå îöåíêè ðåøåíèÿ
è åãî ïîãðåøíîñòåé â êëàññè÷åñêèõ ìåòîäàõ âûïîëíÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
òîëüêî øàãà âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè è çíà÷åíèé îöåíîê ïðîèçâîäíûõ [9]. Ïî
íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì, áîëåå ðåïðåçåíòàòèâíûì îïèñàíèåì èíôîðìàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòîòíî-ôàçîâûé ïîäõîä. Êîíå÷íî, íåÿâíî ÷àñòîòà ñèãíàëà â êëàññè-
÷åñêèõ àìïëèòóäíûõ ìåòîäàõ ó÷èòûâàåòñÿ â âèäå ðåêîìåíäàöèé óìåíüøèòü
øàã ñåòêè ïðè áîëüøîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé è äðóãèõ ïðàâèë.

Àíàëèç ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [18, 21] ïîêàçûâàåò, ÷òî çäåñü
ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿåòñÿ ôàçà ñèãíàëà. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòîòà ñèãíàëà â
ýòèõ ïîñòàíîâêàõ ïðèñóòñòâóåò â ñâÿçè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÌÎÂ. Íî, ïî íàøåìó
ìíåíèþ, åãî ïðèìåíåíèå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè íåîáîñíîâàííûì äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè çàäà÷ ÌÎÂ ñëåäóåò, ÷òî ñåéñìî-
ãðàììà ôîðìèðóåòñÿ çà ñ÷åò îòðàæåíèé ÇÈ îò ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé
ñðåäû è ïîñëåäóþùåé èíòåðôåðåíöèè ñèãíàëîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî
ëîêàëüíûì ïðîöåññîì. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ èç-
ìåðåííûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêà ñèãíàëîâ ÊÎ è ÇÈ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå äàííûå äëèòåëüíîñòüþ T . Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå ýòèõ äàííûõ ïðåäñòàâëÿåò âçâåøåííóþ ñóïåðïîçèöèþ îòðåçêîâ
ñèíóñîèä è êîñèíóñîèä äëèòåëüíîñòüþ T . ×àñòîòû ýòèõ ãàðìîíèê êðàòíû ïå-
ðèîäó íàáëþäåíèé T , ÷òî íèêàê íå ñâÿçàíî ñ ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòüþ îïèñûâà-
åìîãî ïðîöåññà. Âåñà ãàðìîíèê ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå îïðåäåëÿþòñÿ ïî âñåé âû-
áîðêå äàííûõ, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ ïîòîêà
äàííûõ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî çíà÷åíèåì ôóíêöèè â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííàÿ
ñóììà ãàðìîíèê, íî íå ñâåðòêà. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà,
ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå, íå ñîîòâåòñòâóåò ôàêòè÷åñêîìó ïðîöåññó
ôîðìèðîâàíèÿ èçìåðåííûõ äàííûõ â çàäà÷àõ ÌÎÂ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû
èìååì ôîðìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå, õîòÿ è êîððåêòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-
ïàðàòà, íî íå ó÷èòûâàþùåãî ôèçèêó ïðîöåññà.

Ñëåäóþùèì íåäîñòàòêîì êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷ ÌÎÂ, ïî íàøå-
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ìó ìíåíèþ, ÿâëÿåòñÿ øèðîêîå ïðèâëå÷åíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè äëÿ êîì-
ïåíñàöèè îãðàíè÷åííîñòè ïðèìåíåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîãî ôèëüòðà òðåáóåòñÿ çíàíèå ôîðìû ÇÈ. Îäíàêî, èç-
çà ñëîæíîé ôèçèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâîé âîëíû ÷åðåç ãåîëîãè÷åñêóþ
ñðåäó, ôîðìà ÇÈ ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå è åå òî÷íàÿ îöåíêà íå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîé. Äëÿ êîìïåíñàöèè îòñóòñòâèÿ ýòîé èíôîðìàöèè
ïðèáåãàþò ê àïðèîðíûì ñîîáðàæåíèÿì, íàïðèìåð, ñ÷èòàþò, ÷òî ÇÈ ïðèíàä-
ëåæèò ê êëàññó ìèíèìàëüíî-ôàçîâûõ îáúåêòîâ. Õîòÿ ýòîò òåçèñ èìååò íå
áîëüøå îñíîâàíèé, ÷åì ëþáîé äðóãîé, íàïðèìåð, ÇÈ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî-
ôàçîâûì îáúåêòîì.

Ïðè îöåíêå ÊÎ íà îñíîâå ÀÐÑÑ ÷àñòî ñ÷èòàþò, ÷òî ãëóáèííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÊÎ) ïðåäñòàâëÿ-
åò áåëûé øóì, èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðêîâñêîãî òèïà. Îäíàêî íàòóðíûå
äàííûå ÷àñòî ïðîòèâîðå÷àò ýòèì ãèïîòåçàì. Ê åùå áîëüøèì ïðåäïîëîæåíè-
ÿì ïðèáåãàþò ïðè èñïîëüçîâàíèè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ èëè ëó÷åâîãî ìåòîäà.
Íàïðèìåð, ÷àñòî ìîäåëèðóþò ãåîëîãè÷åñêóþ ñðåäó â âèäå ãîðèçîíòàëüíûõ
îäíîðîäíûõ ñëîåâ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ çâóêà â ñëîå [18, 20, 21].

Â êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäàõ íèçêóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü è íåóñòîé÷è-
âîñòü ðåøåíèé îáúÿñíÿþò íàëè÷èåì îøèáîê â èçìåðåíèÿõ, óçêèì ÷àñòîòíûì
äèàïàçîíîì ÇÈ, íåîáõîäèìîñòüþ îáðàùàòü çàøóìëåííûå ìàòðèöû áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè è äðóãèìè ïðè÷èíàìè [18, 21]. Îäíàêî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, îñ-
íîâíîé ïðè÷èíîé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ çàäà÷ ëîêàöèè, îñíîâàííûõ íà òðàäè-
öèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ èíòåðôåðåíöèÿ âîëí, îòðàæåííûõ îò
áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ îáúåêòîâ. Èíòåðôåðåíöèÿ âîëí ïðè êëàññè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷è ïðåâðàùàåò åå â íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííóþ.

Àíàëèç ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî çà ïîñëåäíèå 40 ëåò
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñåéñìîðàçâåäêè ïðèâëå÷åíî ìíîãî äîñòàòî÷íî íîâûõ ìåòî-
äîâ, íàïðèìåð, íåéðîííîå ìîäåëèðîâàíèå, êëàñòåðíûé àíàëèç è êëàññèôèêà-
öèÿ, ìåòîäû îïòèìèçàöèè ðåøåíèé íà îñíîâå íåêîòîðûõ êðèòåðèåâ è äðóãèå
[17]. Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè íîâûå ïîäõîäû èìåþò ÷èñòî
ôîðìàëüíûé õàðàêòåð è íèêàê íå îòðàæàþò ôèçè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé çàäà÷
ÌÎÂ. Ïîýòîìó òðóäíî îæèäàòü ïðèíöèïèàëüíîãî ïðîðûâà â ïîëó÷àåìûõ ðå-
øåíèÿõ. Èíòåðåñíî, ÷òî, êàê è 30 ëåò íàçàä, îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó è ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå [17]. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äî ñèõ ïîð ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è íå
ïåðåôîðìóëèðîâàíà è íîâûõ ïîäõîäîâ ê åå ðåøåíèþ íå ïðåäëîæåíî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
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Â ñâÿçè ñ ýòèìè çàòðóäíåíèÿìè â ðàáîòàõ [7, 8] ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöè-
ïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê ïðîöåññó ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ËÑ, êîòîðûé íà
ïðèìåðå ÌÎÂ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ãåîëîãè÷åñêóþ ñðåäó êàê íåêîòîðóþ ËÑ. Âõîäíûì âîçìóùåíèåì ýòîé
ËÑ ÿâëÿåòñÿ âîçäåéñòâèå ÇÈ, à âûõîäîì � ñåéñìîïðèåìíèêè. Îòìåòèì, ÷òî
àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí â [1] ïðè èññëåäîâàíèè ñòðîèòåëüíûõ êîí-
ñòðóêöèé ñïåêòðàëüíûìè ìåòîäàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ïîñòàíîâêà îáðàòíîé
çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â îöåíêå òðàåêòîðèè ëó÷à, ñâÿçûâàþùåãî âõîä è âûõîä
ËÑ è îöåíêå óïðóãèõ ñâîéñòâ ñðåäû íà òî÷êàõ ëó÷à. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
âõîä è âûõîäû ËÑ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûì îáðàçîì è îïèñûâàþòñÿ
ÎÄÓ.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Áóäåì èñõîäèòü èç
ëó÷åâîãî ïîäõîäà, à ëó÷, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó èìïóëüñíîãî ÇÈ ñ îäíèì èç
ñåéñìîïðèåìíèêîâ, ðàññìàòðèâàåì êàê íåêîòîðûé êàíàë ñâÿçè. Áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî ñåéñìîïðèåìíèêè ÿâëÿþòñÿ ËÑ. Â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâà ñðåäû
è ñåéñìîïðèåìíèêè ïðåîáðàçóþò âõîäíîé ÇÈ â âûõîäíûå ñèãíàëû, ò.å. ñåé-
ñìîãðàììó ÌÎÂ. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèÿ
÷åðåç ñðåäó ïðåäñòàâëÿåò ëèíåéíûé ïðîöåññ. Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè ñåéñìî-
ïðèåìíèêîâ, èõ âûõîäíîé ñèãíàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé äèíà-
ìè÷åñêèé ïðîöåññ, îïèñûâàåìûé íåêîòîðûì ÎÄÓ. Òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò
óéòè îò ðàçíîãî ðîäà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé, èñïîëüçóåìûõ â ëó÷åâîì
ïîäõîäå è ïåðåéòè ê îïèñàíèþ âûõîäíîãî ñèãíàëà â òåðìèíàõ ÎÄÓ. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, âûõîäíîé ñèãíàë ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñâåðòêó ÇÈ ñ
ïåðåìåííîé âî âðåìåíè ôîðìîé ñèãíàëà ñ ÊÎ. Ýòî âåñü îáúåì àïðèîðíîé
èíôîðìàöèè, èñïîëüçóåìîé â äàííîé ïîñòàíîâêå.

Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ èçìåðåííûå äàííûå. Ìîäåëèðîâàíèå è ðåøåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ðàìêàõ
òåîðèè ÎÄÓ ñ èçíà÷àëüíûì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî èçìåðåííûå äàííûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñèãíàëîâ îò ðàçíûõ îòðàæàþùèõ îáúåêòîâ. Ïðè êîí-
ñòðóèðîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ó÷èòûâàëàñü
ôèçèêà ïðîöåññà.

Â ðåçóëüòàòå ïðèíÿòîé êîíöåïöèè, çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ â êîððåêòíî ïî-
ñòàâëåííóþ, ñ ðåøåíèåì, íå çàâèñÿùèì îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ ÇÈ è ïàðàìåò-
ðîâ ñåéñìîïðèåìíèêîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïî ìåðå ðàçâèòèÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà
âî âðåìåíè ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå óäåëüíîé âîëíîâîé ýíåðãèè ôðîíòà çà
ñ÷åò ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ ïðîöåññà. Îäíàêî íà ðåøåíèè óìåíüøå-
íèå ýíåðãèè çàðåãèñòðèðîâàííîãî ñèãíàëà òàêæå íå ñêàçûâàåòñÿ. Ìîäåëüíûå
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ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò [7, 8], ÷òî ðàçðåøåíèå ìåòîäà ëèìèòèðóåòñÿ ÷àñòîòîé
äèñêðåòèçàöèè èçìåðåííîãî ñèãíàëà. Áîëåå òîãî, èçëàãàåìàÿ êîíöåïöèÿ ïîç-
âîëÿåò ïåðåôîðìóëèðîâàòü ìíîãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îáðàáîòêè äàííûõ, îñ-
íîâàííûõ íà ëèíåéíîì ìåòîäå [6].

Äëÿ ïîñòàâëåííîé âûøå ïðîáëåìû âîçíèêàåò ïîñòàíîâêà è íåîáõîäèìîñòü
ðåøåíèÿ òðåõ âçàèìíî ñâÿçàííûõ çàäà÷. Ïåðâàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îöåí-
êå êîýôôèöèåíòîâ ÎÄÓ ïî èçìåðåííûì äàííûì. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è íà îñíîâå ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà îñóùåñòâëåíà â ðàáîòàõ [7, 8]. Àð-
ãóìåíòèðîâàííîñòü ýòîãî ïîäõîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíÿòîé â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ïðàêòèêè, èçëàãàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Âòîðàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â
îöåíêå âõîäíûõ ñèãíàëîâ ïî îöåíåííîé ÎÄÓ è èçìåðåííûì äàííûì, ò.å. â
ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòà çàäà÷à ðåøàëàñü
â ðàìêàõ ðàçðàáîòêè âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ èçìåðèòåëüíûõ ñèñòåì [4, 5] ñ
ó÷åòîì ôàçû è èíòåðôåðåíöèè ñèãíàëà, çàòåì çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â
áîëåå îáùåì âèäå. Òðåòüÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ ïî ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêå. Îñòàíîâèìñÿ íà ïîñëåäíåì âîïðîñå
áîëåå ïîäðîáíî.

Òàê êàê èçìåðåíèÿ ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî s ïîëîæåíèÿì ÇÈ, êàæäîå
èç êîòîðûõ äàåò l-êàíàëüíóþ ñåéñìîãðàììó, ñóììàðíûì îïèñàíèåì îáúåêòà
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïðîåêöèè ñâåðòîê ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñèãíàëîâ ïîä ðàçíûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè óãëàìè. Äîïîëíè-
òåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èññëåäóåìîì îáúåêòå ìîæíî èçâëå÷ü ïî ÎÄÓ ïðè
èõ àïïðîêñèìàöèè ïî âåêòîðíûì äàííûì. Îäíàêî ðåøàþùåå çíà÷åíèå èìå-
åò ïîâûøåíèå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè îòäåëüíûõ
çàïèñåé êàíàëîâ [7, 8]. Îòìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è ëîêàöèè èíòå-
ðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ÎÄÓ. Èëè, èíà÷å,
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íå òðåáóåòñÿ ó÷åòà ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ, ò.å. íå íóæíû
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå èíòåðïðåòàöèÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è ÌÎÂ, ïðèíÿòîé â
ñåéñìîðàçâåäêå, ÿâëÿåòñÿ ëèøü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàçðàáîòàííîé êîíöåïöèè.
Äëÿ çàäà÷ ÌÎÂ óäàëîñü êîíêðåòíî óêàçàòü èñòî÷íèêè âõîäíûõ ñèãíàëîâ. Íà
ñàìîì äåëå â äàííîé ìåòîäèêå íå òðåáóåòñÿ çíàíèå òî÷êè âõîäà, ò.ê. íå òðåáó-
åòñÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå îáû÷íî ñîïðÿæåíû ñ ýòîé òî÷êîé
ËÑ. Íî çíàíèå êîîðäèíàò òî÷êè âõîäà ËÑ ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü êîíñòðóê-
òèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîçèöèé ïîëüçîâàòåëÿ
ìîäåëè.

Îäíàêî â íåêîòîðûõ ïîñòàíîâêàõ, íàïðèìåð, ïðè òîìîãðàôèè Çåìëè
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ïî ðåçóëüòàòàì îáðàáîòêè äàííûõ çåìëåòðÿñåíèé, ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà ÇÈ
íåèçâåñòíî è ìîæåò ÿâëÿòüñÿ îäíèì èç èñêîìûõ ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Áîëåå
ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ ïðîöåññîâ, íàïðè-
ìåð, ýêîíîìè÷åñêèõ, ò.ê. çäåñü äàæå ãèïîòåòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü
âõîäû ñèñòåìû. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàäà÷è íà ïðè-
ìåðå îáðàáîòêè âðåìåííûõ ðÿäîâ, îòîáðàæàþùèõ íåêîòîðûå ïîêàçàòåëè ýêî-
íîìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé êîíöåïöèè, ëþáûå ïîëó÷åííûå èçìåðåíèÿ èíòåðïðå-
òèðóþòñÿ êàê âûõîäíîé ñèãíàë îäíîãî èç ìíîæåñòâà âûõîäîâ ËÑ. Äëÿ âðå-
ìåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ðÿäîâ àíàëîãîì ÇÈ ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñíàÿ ïåðåõîäíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà (ÈÏÕ) ËÑ. ÈÏÕ ÿâëÿåòñÿ ðåàêöèåé ËÑ íà óäàðíûé èìïóëüñ
(ôóíêöèþ Äèðàêà) [1, 14]. Ôóíêöèþ Äèðàêà â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê ðåçêîå èçìåíåíèå óñëîâèé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå êðèçèñà. Èçìåðåííûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ÈÏÕ â ñîîòâåòñòâèå ñî ñòðóêòóðíûìè îñîáåí-
íîñòÿìè èçó÷àåìîãî îáúåêòà. Â ðåçóëüòàòå íàáëþäåííûé âûõîäíîé ñèãíàë
ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðîåêöèåé â äàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà (èëè âðåìåíè)
íàáëþäåíèé ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé: ÈÏÕ è ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé îáú-
åêòà.

Ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûé ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü
îöåíèòü êàê ÈÏÕ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, òàê è ðàñïðåäåëåííûõ âî âðåìå-
íè âîçìóùàþùèõ åå ñèãíàëîâ è èõ ÷àñòîòíûé ñîñòàâ. Ïîëó÷åííûå îöåíêè
èíòåðåñíû òåì, ÷òî ïîäîáíóþ èíôîðìàöèþ î ËÑ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî
ñðåäñòâàìè ìîäåëèðîâàíèÿ. Âåðîÿòíî äëÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû ëèíåéíàÿ
ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ àäåêâàòíîé, îäíàêî ìîäåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà èíòåðåñíîé. Â ÷àñòíîñòè, îöåíåííàÿ ÈÏÕ áóäåò ïî-
êàçûâàòü àäàïòàöèþ ËÑ ê êðèçèñíûì ÿâëåíèÿì, ÷àñòîòó è èíòåíñèâíîñòü
äðóãèõ âîçáóæäàþùèõ ôàêòîðîâ.

Äðóãîé èíòåðåñíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîé êîíöåïöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòåîðîëîãèÿ è ãèäðîëîãèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå ïðîöåññû â ýòèõ îáëà-
ñòÿõ îáëàäàþò îïðåäåëåííîé öèêëè÷íîñòüþ. Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâî-
ëÿåò íà áîëåå àðãóìåíòèðîâàííîì óðîâíå ðàñêðûòü ìíîãèå èíòåðåñíûå ìåõà-
íèçìû ýòîé öèêëè÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò èçó÷èòü òîíêóþ
ñòðóêòóðó ôëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû, íàïðàâëåíèÿ è ñêîðîñòè âåòðà è ìîð-
ñêèõ òå÷åíèé è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ îêðóæàþùåé ñðåäû. Âûõîäíûå ðåçóëüòà-
òû ìîäåëèðîâàíèÿ áóäóò àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèþ ìîãóò ïîäâåðãàòüñÿ âðåìåííûå ðÿäû ëþ-
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áîé ïðèðîäû. Èíòåðåñíûå âîçìîæíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ìíîãî-
êàíàëüíîãî âàðèàíòà ìåòîäèêè. Â ýòîì ñëó÷àå ÈÏÕ ËÑ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü
ìàòðèöó, ñîäåðæàùóþ èíôîðìàöèþ, êàê ïî îòäåëüíûì êàíàëîì, òàê è î âçà-
èìîäåéñòâèè êàíàëîâ ìåæäó ñîáîé. Ñëåäóþùèì øàãîì â ðàçâèòèè ìåòîäèêè
ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò îäíîãî èçìåðåíèÿ êî ìíîãèì, ò.å. ïåðåõîä îò îïèñàíèÿ
ïðîöåññà â òåðìèíàõ ÎÄÓ ê ÄÓ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íàïðèìåð, ïåðåõîä
ê àíàëèçó äâóìåðíûõ èçîáðàæåíèé. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ åå ðåøåíèÿ íåò ïðèíöèïèàëüíûõ ïðîáëåì. Ïîñòàíîâêà
è ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, íàïðèìåð, î ïîâûøåíèè íà 1-2
ïîðÿäêà ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè îïòè÷åñêîãî ìèêðîñêîïà.

Ìîäåëèðîâàíèå è îáðàáîòêà ðåàëüíûõ äàííûõ ïîêàçûâàåò, ÷òî íàáëþäà-
åìûå (èçìåðåííûå) ñèãíàëû ñîäåðæàò íàìíîãî áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì ìî-
ãóò âûÿâèòü ìåòîäû îáðàáîòêè, îñíîâàííûå íà àìïëèòóäíîì ïîäõîäå. Àâòîðû
óáåæäåíû, ÷òî ôàçà ñèãíàëà áîëåå èíôîðìàòèâíà, ÷åì åãî àìïëèòóäà. Çäåñü
óìåñòíî òàêîå ñðàâíåíèå: àìïëèòóäíûå ìåòîäû � ýòî îáû÷íàÿ ôîòîãðàôèÿ, à
ôàçîâûå ìåòîäû � ãîëîãðàôèÿ. Âàæíûì äîñòîèíñòâîì ôàçû ÿâëÿåòñÿ áîëåå
âûñîêàÿ ïîìåõîçàùèùåííîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàçíîãî ðîäà òî÷å÷íûå ïîìåõè íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì ñêàçûâàþòñÿ íà
àìïëèòóäå ñèãíàëà è êîñâåííî � íà ôàçå, ò.ê. ôàçà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì
îáúåêòîì, áîëåå òîãî, â ïðîöåññå îöåíêè ôàçû áåëûé øóì ìîæåò ôèëüòðî-
âàòüñÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îïèñàíèå ËÑ, â îñíîâíîì, âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àïïàðàòà ÏÔ, ïðèíÿòîãî â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, à òåîðèÿ ÎÄÓ
ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ñ ìåòîäè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
àïïàðàò ÏÔ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðèè ÎÄÓ. Ïðåèìóùåñòâî îïèñà-
íèÿ ËÑ ñðåäñòâàìè ÎÄÓ çàêëþ÷àåòñÿ â áîëüøåé ãèáêîñòè è âîçìîæíîñòÿõ,
ïðåäîñòàâëÿåìûõ ýòèì àïïàðàòîì. Íàïðèìåð, ïîäõîä íà îñíîâå ÎÄÓ ïîçâîëÿ-
åò âûïîëíèòü îöåíêè îøèáîê àïïðîêñèìàöèè äèñêðåòíûìè ìåòîäàìè íåïðå-
ðûâíûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì. Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à
â ìåòîäèêàõ, èñïîëüçóþùèõ àïïàðàò ÏÔ, äàæå íå ñòàâèòñÿ.

Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ, îñíîâàííûõ íà ïðè-
ìåíåíèè ÏÔ, ÿâëÿåòñÿ ðîñò òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè
ïðè óâåëè÷åíèè ìåðíîñòè äàííûõ [1]. Íå ðàçðåøèìîé, ïî íàøåìó ìíåíèþ,
ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïîñòàíîâêà çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ËÑ ñ ïðèìåíåíèåì ìå-
òîäèêè ÏÔ äëÿ ñèñòåì ñî ìíîãèìè âõîäàìè è âûõîäàìè. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
ñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è â ðàìêàõ òåîðèè ÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé è íèêà-
êèõ ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíîñòåé íå èìååò. Ñäåðæèâàåò ïðèìåíåíèå ÎÄÓ äëÿ
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àíàëèçà ñëîæíûõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ îòñóòñòâèå àðãóìåíòèðîâàííîé îöåíêè
åãî ïàðàìåòðîâ ïî èçìåðåííûì äàííûì.

2. Àïïðîêñèìàöèÿ èçìåðåííûõ äàííûõ ÎÄÓ ïî àâòîðåãðåññèè

Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ïðèâåäåì êðàòêèå ñâåäåíèÿ èç ðà-
áîò [7, 8]. Îïðåäåëèì íà äàííûõ (1) àâòîðåãðåññèîííóþ ìîäåëü ÀÐ(l) ïîðÿäêà
l ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà

xt =
l∑

k=1

akxt−k∆t + εt, t = 0, 1, . . . , n,

ãäå aak � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû àâòîðåãðåññèè; l � ëàã ìîäåëè ; t � äèñ-
êðåòíûé ïàðàìåòð âðåìåíè; εt � ïîãðåøíîñòè â äàííûõ è îøèáêè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü
íåñêîëüêî èíûì îáðàçîì [8]. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå àâòîðåãðåññèè
â ñëåäóþùåì âèäå

xt −
l∑

k=1

akxt−k∆t = ηt, t = 0, 1, . . . , n,

ãäå ηt � íåêîòîðàÿ âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: b0=1
� êîýôôèöèåíò ïðè ïåðâîì ÷ëåíå ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ, bi = −ai. Äëÿ ñî-
êðàùåíèÿ çàïèñè óðàâíåíèé ïðèìåì âðåìåííîé ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè ðàâ-
íûì åäèíèöå ∆t=1. Òîãäà ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

l∑
k=0

bkxt−k = ηt, t = 0, 1, . . . , n. (2)

Óðàâíåíèå (2) òåïåðü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü [13] êàê ÎÐÓ l-îãî ïîðÿäêà
è îäíîðîäíîé ÷àñòüþ, ðàâíîé

l∑
k=0

bkxt−k = 0, t = 0, 1, . . . , n. (3)

Îäíîðîäíîå ÎÐÓ (3) èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

b0λ
l + b1λ

l-1 + · · ·+ bl = 0. (4)

Ïðè äåéñòâèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèÿ (2) êîðíè ïîëèíîìà (4)
ìîãóò áûòü èëè äåéñòâèòåëüíûìè, èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè. Ðàññìîò-
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ðèì k-ûé êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé êîðåíü λk = ak ± ibk ýòîãî óðàâíåíèÿ,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé ìîäóëü è àðãóìåíò

|λk| = ρk =
√
a2
k + b2

k, arg(λk) = ω̂k = arctg(±bk/ak), (5)

ñ ðåøåíèåì âèäà [7, 8]

ρtk(Akcos(ω̂kt) +Bksin(ω̂kt)),

ãäå AAk, BBk � íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ω̂k=0 è
ðåøåíèå óïðîñòèòñÿ äî âûðàæåíèÿ

Akρ
t
k.

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíûõ ñèñòåì, îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

xt =

j∑
i=1

Aiρ
t
i +

l∑
i=j+1

ρti(Ai cos(ω̂it) +Bi sin(ω̂it)), (6)

ãäå j � ÷èñëî ðåàëüíûõ êîðíåé. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (6) óñòîé÷èâî, åñëè
ρi ≤ 1, äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., l.

2.1. Ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîìó âðåìåíè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîäíîðîäíîå ÎÐÓ (2) êàê äèñêðåòíûé àíàëîã íåîä-
íîðîäíîãî ëèíåéíîãî ÎÄÓ, îïèñûâàþùåãî íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó l-îãî
ïîðÿäêà ñ íåïðåðûâíûì âûõîäîì.

b0x
(l)(t) + b1x

(l−1)(t) + b2x
(l−2)(t) + · · ·+ bl−1x(t) + bl = f(t), (7)

ãäå x(t), f(t) � ñîîòâåòñòâåííî âûõîäíîé è âõîäíîé ñèãíàëû ËÑ; x(k) � ïðî-
èçâîäíàÿ k-îãî ïîðÿäêà. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ

b0x
(l)(t) + b1x

(l−1)(t) + b2x
(l−2)(t) + · · ·+ bl−1x(t) + bl = 0. (8)

Î÷åâèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ
óðàâíåíèåì (4). Òîãäà, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè [13], ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
áóäåò èìåòü âèä
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xt =

j∑
i=1

Ai exp(αit) +
l∑

i=j+1

exp(αit)(Ai cos(ωit) +Bi sin(ωit)), (9)

ãäå j � ÷èñëî ðåàëüíûõ êîðíåé, t � óæå íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð âðåìåíè. Íåèç-
âåñòíûå êîíñòàíòû Ak, Bk äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç íà÷àëüíûõ èëè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé. Ïàðàìåòðû αi â òåîðèè ÎÄÓ ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïîñòîÿííûõ
çàòóõàíèÿ. Ñîâîêóïíîñòü çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò è çàòóõàþùèõ ïî ýêñïîíåí-
òå ãàðìîíèê (6) è (9) ñîñòàâëÿåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó (ÔÑÐ) ðåøåíèé
îäíîðîäíîãî ÎÐÓ (3) è îäíîðîäíîãî ÎÄÓ (8).

2.2. Äåêîìïîçèöèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (4) îäíîðîäíîãî ÎÄÓ (8)

b0λ
l + b1λ

l-1 + · · ·+ bl = 0, (10)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì) l-îãî ïîðÿäêà. Ñîãëàñíî îñíîâíîé
òåîðåìû àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëèíîì (10) èìååò ðîâíî l êîðíåé, âêëþ÷àÿ
êðàòíûå. Äëÿ ïîëèíîìà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâå âàæíûå òåîðåìû [13]:

Ò.1. Êîìïëåêñíûå êîðíè ïîëèíîìà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë.

Ò.2. Êàæäûé ìíîãî÷ëåí l-îé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî λ ìîæåò áûòü åäèí-
ñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîñòîÿííîé è l ëèíåé-
íûõ ìíîæèòåëåé âèäà (λ− ck), à èìåííî:

b0λ
l + b1λ

l-1 + · · ·+ bl = b0

l∏
k=1

(λ− λk),

ãäå λk � êîðíè ïîëèíîìà (10). Êàæäàÿ ïàðà ìíîæèòåëåé [λ − (αk − iωk)] è
[λ − (αk + iωk)], ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðå êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé
λk = (αk + iωk) è λk = (αk − iωk), ìîæåò áûòü îáúåäèíåíà â äåéñòâèòåëüíûé
êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí [(λ− αk)2 − ω2

k], ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ b0=1, ïîýòîìó ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå óïðî-
ùàåòñÿ

λl + b1λ
l-1 + · · ·+ bl =

l∏
k=1

(λ− λk). (11)

Èòàê, ñîãëàñíî âûøå ïðèâåäåííûì òåîðåìàì, ïîëèíîì (10) èìååò ðîâ-
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íî l êîðíåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èëè äåéñòâèòåëüíûìè, èëè êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûìè. Äîïóñòèì, ÷òî ïîëèíîì èìååò J äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé è
lc = (l − J)/2 ïàð êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè [13],
ÎÄÓ (7) ïðåäñòàâëÿåò ñóïåðïîçèöèþ J ïîäñèñòåì ïåðâîãî è lc ïîäñèñòåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêîâ, ò.å. êîìïîçèöèþ ls = J + lc ýëåìåíòàðíûõ ïîäñèñòåì.

Èçâåñòíî [13], ÷òî äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ ñîîòâåòñòâóåò ÎÄÓ ïåðâîãî
ïîðÿäêà, à êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåííûì � ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïî ïðèíöè-
ïó ëèíåéíîñòè èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå ÎÄÓ (7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñëåäóþùåé êîìïîçèöèè ÎÄÓ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ

j∑
k=1

(x
′

k − αkxk) +

lS∑
k=J+1

(x
′′

k − 2αkx
′

k + (α2
k + ω2

k)xk) = f(t), (12)

ãäå (·)′
, (·)′′

� ñîîòâåòñòâåííî ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå. Ïðÿìîé ïîäñòà-
íîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè âñå êîðíè ïîëèíîìà (10) ðàçëè÷íû, òî
îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (12) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä

xt =

j∑
i=1

Ai exp(αit) +

lc∑
i=1

exp(αit)(Ai cos(ωit) +Bi sin(ωit)), (13)

ãäå Ai, Bi � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòå-
ìà l-îãî ïîðÿäêà ðàçëàãàåòñÿ íà ðÿä ýëåìåíòàðíûõ ïîäñèñòåì 1-îãî è 2-îãî
ïîðÿäêîâ.

2.3. Ñâÿçü ìåæäó ÎÐÓ è ÎÄÓ

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé ìîäåëÿìè âðå-
ìåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññìîòðèì k-ûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (4), îïèñûâàåìûé âûðàæåíèåì (5). Ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíîå òîæäå-
ñòâî y(x) = eln(y(x)), ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ öåïî÷êè
ïðåîáðàçîâàíèé

|λk| = ρk =
√
a2
k + b2

k = exp(ln
√
a2
k + b2

k),

arg(λk) = ω̂k = arctg(±bk/ak), α̂k = ln(
√
a2
k + b2

k ). (14)

Ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü k-ûé êîðåíü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) â ñëåäóþùåì âèäå
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ρk = Ak exp(α̂k). (15)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (15) â ðåøåíèå (6), ïîëó÷àåì ðåøåíèå îäíîðîäíî-
ãî ÎÐÓ â ñëåäóþùåì âèäå

xt =

j∑
i=1

Ai exp(α̂it) +
l∑

i=j+1

exp(α̂it)(Ai cos(ω̂it) +Bi sin(ω̂it)), (16)

ãäå t � ïî-ïðåæíåìó äèñêðåòíûé ïàðàìåòð âðåìåíè. Âûðàæåíèå (16) ïî ôîðìå
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî ÎÄÓ (9). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîìó ÎÐÓ l-
îãî ïîðÿäêà ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíî ÎÄÓ òàêæå l-îãî ïîðÿäêà
ñ ðåøåíèÿìè âèäà

xt =

j∑
i=1

Ai exp(αit) +
l∑

i=j+1

exp(αit)(Ai cos(ωit) +Bi sin(ωit)), (17)

ãäå ïàðàìåòðû αi è ωi ââåäåíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü íåïðåðûâíîñòü
ïîëó÷åííîé ìîäåëè.

Èòàê, ÷èñòî ôîðìàëüíî óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó îäíîðîäíûì ÎÐÓ (3) è
îäíîðîäíûì ÎÄÓ (8). Ýòè ìîäåëè îïèñûâàþò äâå ëèíåéíûõ ñèñòåìû ñ îäè-
íàêîâûìè ÈÏÕ è åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì: âûõîäíîé ñèãíàë â ïåðâîì ñëó÷àå
äèñêðåòíûé, à âî âòîðîì � íåïðåðûâíûé. Îòìåòèì, ÷òî äèñêðåòíîñòü âûõîä-
íîãî ñèãíàëà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ëèíåéíîé ñèñòåìû, à òîëüêî îòîáðàæàåò
ñïîñîá ðåãèñòðàöèè äàííûõ.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (14, 15) ïîçâîëÿþò íåïîñðåäñòâåííî ïåðåéòè îò ìîäåëè
ñ äèñêðåòíûì âûõîäîì ê ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âûõîäîì. Åñòåñòâåííî, ÷òî
ýòîò ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì, ò.ê. ïðîöåññ äèñêðå-
òèçàöèè äîëæåí îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñêàçûâàòüñÿ íà îöåíêàõ ïàðàìåòðîâ
ëèíåéíîé ñèñòåìû. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ôîðìóë (14, 15) ñ ïîçèöèé
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è z-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3. Îáùèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà îïèøåì îñíîâíûå òåî-
ðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ
[1, 14, 19].

3.1. Ëèíåéíûå ñèñòåìû
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Ïðåîáðàçîâàíèå è îáðàáîòêà ñèãíàëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñèñòåìàõ. Ïî-
íÿòèÿ ñèãíàëà è ñèñòåìû íåðàçðûâíû, òàê êàê ëþáîé ñèãíàë ñóùåñòâóåò â
êàêîé-ëèáî ñèñòåìå åãî îáðàùåíèÿ. Ñèñòåìà îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà êàê â ìàòåðèàëüíîé ôîðìå (ñïåöèàëüíîå óñòðîéñòâî, èçìåðè-
òåëüíûé ïðèáîð è ò.ï.), òàê è ïðîãðàììíî íà ÝÂÌ èëè íà ëþáîì äðóãîì
âû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå.

Ïîä ñèñòåìîé ïîíèìàåòñÿ ôèçè÷åñêèé îáúåêò, èìåþùèé íåêîòîðûå âõîäû
è âûõîäû. Íà âõîäû ñèñòåìû ïîäàþòñÿ íåêîòîðûå âíåøíèå ñèãíàëû X(t), êî-
òîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ, ñîãëàñíî âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñèñòåìû, è ïîäàþòñÿ
íà âûõîäû Y(t). Â ñàìîì îáùåì âèäå âõîäíûå è âûõîäíûå ñèãíàëû ìîãóò
èìåòü âåêòîðíóþ ïðèðîäó. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ñèñòåìå ñî ìíîãèìè âõî-
äàìè è âûõîäàìè. Î ñèãíàëåY(t) èíîãäà ãîâîðÿò êàê î ðåàêöèè (îòêëèêå) ËÑ
íà âíåøíèé ñèãíàë X(t). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âõîäû è âûõîäû ñèñòåìû
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t. Ñâÿçü ìåæäó âõîäàìè è âûõîäàìè ñèñòåìû
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ âè-
äà

Y (t) = h(X(t)), (18)

ãäå h � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (îïåðàòîð) ñèñòåìû, ïî êîòîðîé âõîäíûå ñèãíà-
ëû ïðåîáðàçóþòñÿ â âûõîäíûå. Åñëè îïåðàòîð ñèñòåìû îáëàäàåò ëèíåéíûìè
ñâîéñòâàìè, ò.å.

h(x1 + x2) = h(x1) + h(x2), h(αx) = αh(x), (19)

ãäå α � ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíà. Â âûðà-
æåíèè (18) îïåðàòîð h íàçûâàåòñÿ èìïóëüñíîé ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé
(ÈÏÕ) èëè âåñîâîé ôóíêöèåé ËÑ. Åñëè ïåðâîå ñâîéñòâî � òàê íàçûâàåìîå
ñâîéñòâî ñóïåðïîçèöèè ËÑ, òî âòîðîå ñâîéñòâî (19) âûðàæàåò ïðèíöèï ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè. Ïî ñâîéñòâó ñóïåðïîçèöèè ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà ñóììàðíûé
âõîäíîé ñèãíàë ðàâíà ñóììå ðåàêöèé íà êàæäûé îòäåëüíûé ñèãíàë ñóììû.

Â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè (19) ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

h(αx1 + βx2) = αh(x1) + βh(x2), (20)

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðàâåíñòâà (19-20) îçíà÷àþò, ÷òî ÈÏÕ
ËÑ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åñëè ÈÏÕ ëèíåéíîé ñèñòåìû íå
ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, òî òàêèå ËÑ íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Â ÷àñòíîñòè,
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ñòàöèîíàðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âðåìåííàÿ çàäåðæêà âõîäíîãî ñèãíàëà ïðèâî-
äèò ê òàêîé æå çàäåðæêå âûõîäíîãî ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå

åñëè y(t) = h(x(t)), òî y(t− τ) = h(x(t− τ)). (21)

Îïåðàòîð, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè (19-21), íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.
Îòìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîñòè è ñòàöèîíàðíîñòè èññëåäóåìûõ
îáúåêòîâ ñèëüíî óïðîùàåò èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è èññëåäîâàíèå.

Â òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì âàæíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü.
Ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé ñèãíàë íà
âõîäå ñîçäàåò îãðàíè÷åííûé âûõîäíîé ñèãíàë. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè |x(t)|<À, òî |y(t)| <ÊÀ, ãäå À è Ê � íåêî-
òîðûå êîíñòàíòû, íåçàâèñèìûå îò âõîäíîãî ñèãíàëà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ÎÐÓ
èëè ÎÄÓ óñòîé÷èâûå ËÑ äîëæíû èìåòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ (4) âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñ ôèçè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òàêèõ ËÑ íàáëþäàþòñÿ ïðîöåññû äèññèïà-
öèè ýíåðãèè.

Ñëåäóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì òðåáîâàíèåì ê ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìîé
ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðèíöèïîì
ñèãíàë íà âûõîäå ñèñòåìû íå ìîæåò ïðåäøåñòâîâàòü ñèãíàëó íà åå âõîäå.
Ýòî óñëîâèå ìîæíî âûðàçèòü ìàòåìàòè÷åñêè òàê

åñëè x(t) = 0, ïðè t < 0, òî y(t) = 0, ïðè t < 0. (22)

Óñëîâèå (22) ÷àñòî íàçûâàþò óñëîâèåì êàóçàëüíîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòå-
ìà èëè îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, ÿâëÿþòñÿ êàóçàëüíûìè
èëè ôèçè÷åñêè îñóùåñòâèìûìè [15].

3.2. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó âõîäíûìè è âûõîäíûìè ñèãíàëàìè

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó âõîäíûìè è âûõîäíûìè ñèãíàëàìè ëèíåéíîé
ñèñòåìû âî âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, êàóçàëüíîé è èíâàðèàíòíîé âî âðåìåíè.

3.2.1. Ñîîòíîøåíèÿ âî âðåìåííîé îáëàñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà âõîä ñèñòåìû âîçäåéñòâóåò åäèíè÷íûé èìïóëüñ,
èëè äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà δ(t) [1], êîòîðûé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ áåñêîíå÷íî ìàëîé øèðèíû dt è èìåþùèé åäèíè÷íóþ
ïëîùàäü
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∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1. (23)

Â ýòîì ñëó÷àå îòêëèêîì ñèñòåìû íà åäèíè÷íûé èìïóëüñ ÿâëÿåòñÿ ÈÏÕ
h(t). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ (ýòî óñëîâèå
â äàëüíåéøåì áóäåò âñåãäà èìåòüñÿ â âèäó, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî). Ïðè íà-
ëîæåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ êàóçàëüíîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðåàêöèÿ
ñèñòåìû h(t) áûëà ðàâíà íóëþ äëÿ t < 0.

Ïðè ïîäà÷å íà âõîä ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè x(t), åå
âûõîäíîé ñèãíàë â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñâåðòêîé [13,
14]

y(t) =

∫ t

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ. (24)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âõîäíîé ñèãíàë íàëîæåíî óñëîâèå (21). Ó÷èòûâàÿ
óñëîâèÿ êàóçàëüíîñòè (22), èíòåãðàë (24) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â ñëåäóþùèõ
ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ

y(t) =

∫ ∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ =

∫ ∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ. (25)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìàÿ èíòåãðàëîì ñâåðòêè èëè èíòåãðà-
ëîì ñóïåðïîçèöèè, õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìó (÷åðåç ïðè÷èííóþ ñâÿçü) ñ ïîìî-
ùüþ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Ñîîòíîøåíèå âõîäà è âûõîäà äëÿ ëþáîé ëè-
íåéíîé èíâàðèàíòíîé âî âðåìåíè ñèñòåìû çàäàåòñÿ ôóíêöèåé h(t). Ïîñêîëüêó
ýòè òðè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè, ñèíòåç ñèñòåìû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì óðàâíåíèÿ (24, 25) íàçûâàåòñÿ ñèíòåçîì âî âðåìåííîé îáëàñòè.

3.2.2. Ñîîòíîøåíèÿ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè

Ëèíåéíàÿ, èíâàðèàíòíàÿ âî âðåìåíè ñèñòåìà òàêæå ìîæåò áûòü îïèñàíà
åå ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé H(ω) [14, 15], êîòîðàÿ åùå íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé îòêëèêà èëè ñèñòåìíîé ôóíêöèåé è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå èìïóëüñíîé ðåàêöèè ñèñòåìû

H(ω) = F{h(t)} =

∫ ∞

−∞
h(t)e−jωtdt, (26)

ãäå äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà; j � ïðèíÿòîå â òåõ-
íè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ îáîçíà÷åíèå ìíèìîé åäèíèöû; F{} � ñèìâîëè÷åñêîå
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îáîçíà÷åíèå ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îòìåòèì, ÷òî êðóãîâàÿ ÷àñòîòà
ñâÿçàíà ñ ÷àñòîòîé â Ãö (f) ñîîòíîøåíèåì ω = 2πf . Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôóíêöèþ h(t) èç H(ω)

h(t) = F−1{H(ω)} =
1

2π

∫ ∞

−∞
H(ω)ejωtdω, (27)

ãäå F−1{} � ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå îáðàòíîãî ïðåîðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Ïðèìåíèâ ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê îáîèì ÷àñòÿì âûðàæåíèÿ (25),
ïîëó÷èì

Y (ω) = X(ω)H(ω). (28)

Óðàâíåíèå (28) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòîì óðàâíåíèÿ (25) â ÷àñòîòíîé îá-
ëàñòè è óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ó÷àñòâóþùèìè â (25) òðåìÿ ôóíêöèÿìè
÷åðåç èõ ñïåêòðû. Ïîýòîìó, åñëè ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (28), òî ïîëó÷èì âûõîäíîé ñèãíàë ÷åðåç âðåìåííóþ
ôóíêöèþ:

y(t) =

∫ ∞

−∞
X(ω)H(ω)dω. (29)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (25) è (28), âèäèì, ÷òî ëèíåéíàÿ, èíâàðèàíòíàÿ
âî âðåìåíè ñèñòåìà îäèíàêîâî õîðîøî îïèñûâàåòñÿ èìïóëüñíîé ðåàêöèåé âî
âðåìåííîé îáëàñòè, èëè ñèñòåìíîé ôóíêöèåé � â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè ñèãíàëà ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íåïî-
ñðåäñòâåííî ÷åðåç èíòåãðàë ñâåðòêè, à â ÷àñòîòíîé îáëàñòè � ÷åðåç ïðÿìîå è
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Äðóãèì ñïîñîáîì îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè H(s), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ÈÏÕ [14, 15]. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè x(t)
íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïàðà âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå

X(s) = L{x(t)} =

∫ ∞

0

x(t)e−stdt, (30)

è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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x(t) = L−1{X(s)} =

∫ σ+jω

σ−jω
X(s)estds, (31)

ãäå L{x(t)}, L−1{X(s)} � ñèìâîëè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå ïðÿìîãî è îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà; x(t) � îðèãèíàë � äåéñòâèòåëüíàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ
ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ, îäíîçíà÷íàÿ íà ëþáîì êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, èìåþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿ-
äîê O(eλt) è îãðàíè÷åííóþ âîçìîæíîñòü âîçðàñòàíèÿ

|x(t)| 6 Aeλt (32)

(A, λ íå ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè); s � îïåðàòîð Ëàïëàñà

s = δ + jω , (33)

ãäå δ � àáöèññà s-îáëàñòè (êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ).

X(s) � L-èçîáðàæåíèå (L � îáðàç) ôóíêöèè x(t) � ðåçóëüòàò ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà.

Ðèñ. 1. Ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû (s-ïëîñêîñòü).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñïðàâåäëèâî òîëüêî â îáëàñòè àáñîëþòíîé ñõî-
äèìîñòè èíòåãðàëà (30) ∫ ∞

0

|x(t)e−st|dt <∞, (34)

îïðåäåëÿåìîé àáñöèññîé àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè δ0. Íà êîìïëåêñíîé s-
ïëîñêîñòè ýòî îáëàñòü, ãäå Re(s) = δ < δ0. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
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ôóíêöèÿ x(t) îïðåäåëåíà äëÿ èíòåðâàëà t > 0, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ îäíîñòîðîí-
íåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà âñåì èíòåðâàëå âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t, íàçûâàåòñÿ äâó-
ñòîðîííèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èíòåãðàë Ôóðüå ôóíêöèè H(ω) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
äåéñòâèòåëüíîé óãëîâîé ÷àñòîòû ω, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà H(s) ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s = δ + jω. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü
íåîáõîäèìóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (30) äëÿ âðåìåííûõ ôóíêöèé, íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè ãåîôèçè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ, îáû÷íî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïåðåìåííîé s áûëà îòðèöàòåëüíîé, ò. å. ñîáëþ-
äàëîñü óñëîâèå Re(s) ≤0. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (26-27) è (30-31), ïðè
Re(s)=0 òðàíñôîðìàíòû Ôóðüå è Ëàïëàñà ýêâèâàëåíòíû äëÿ âñåõ êàóçàëü-
íûõ ñèñòåì.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà s-ïëîñêîñòü è ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû òèïè÷íûå ôîð-
ìû êîëåáàíèé â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ω è êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ δ. Êàê
âèäíî èç ðèñ. 1, ñïðàâà îò ìíèìîé jω-îñè ëåæèò îáëàñòü, ãäå δ>0 � îáëàñòü
íàðàñòàþùèõ êîëåáàíèé òåì áîëüøèõ, ÷åì äàëüøå âïðàâî íàõîäèòñÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîå çíà÷åíèå s, ò.å. íåóñòîé÷èâàÿ îáëàñòü. È íàîáîðîò, ñëåâà îò jω-îñè
ëåæèò îáëàñòü ãäå δ<0 � îáëàñòü çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé, ò.å. óñòîé÷èâàÿ îá-
ëàñòü. Íà ìíèìîé îñè δ=0 ïîëó÷àåòñÿ îáëàñòü ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáà-
íèé ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû, ïðè÷åì êîëåáàíèÿ ñ -jω îòëè÷àþòñÿ îò êîëåáàíèé
ñ jω ñìåùåíèåì ïî ôàçå íà π, òàê êàê

sin(−ωt) = −sin(ωt) = sin(ωt+ π).

Ëèíåéíàÿ, èíâàðèàíòíàÿ âî âðåìåíè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè
ôóíêöèÿ H(s) íå èìååò ïîëþñîâ â ïðàâîé ÷àñòè ïëîñêîñòè s, âêëþ÷àÿ îñü
jω. Îòìåòèì, ÷òî íóëü ôóíêöèè H(s) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì H(s)=0, à
ïîëþñ � H(s) = ∞. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé, óñòà-
íàâëèâàåìûõ ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ h(t), áûñòðî
ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞, èìååò òðàíñôîðìàíòó L{h(t)}, ó êîòîðîé
âñå ïîëþñû ðàñïîëîæåíû ñëåâà îò ìíèìîé îñè (ðèñ. 1).

3.3. Äèñêðåòèçàöèÿ äàííûõ

Êàê ïðàâèëî, ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöè-
ÿìè âðåìåíè, ò.å. íîñÿò àíàëîãîâûé õàðàêòåð. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåä
èõ îáðàáîòêîé íà öèôðîâûõ óñòðîéñòâàõ îíè äîëæíû áûòü ïðåîáðàçîâàíû â
öèôðîâóþ ôîðìó, ò.ê. öèôðîâûå óñòðîéñòâà ìîãóò ðàáîòàòü òîëüêî ñ êîíå÷-
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íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë.

Ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñ-
ëîâûõ çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ îöèôðîâêîé. Îí ñîñòîèò èç äâóõ ñàìîñòîÿòåëü-
íûõ îïåðàöèé: äèñêðåòèçàöèè è êâàíòîâàíèÿ [15]. Ïðè äèñêðåòèçàöèè âû-
áèðàþòñÿ ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûõ äîëæíû áðàòüñÿ îòñ÷åòû ñèãíàëà, à
êâàíòîâàíèåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå àìïëèòóä íåïðåðûâíîãî ñèã-
íàëà, èçìåðåííûõ â òî÷êàõ îòñ÷åòà, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ âåäåòñÿ ÷åðåç ðàâíûå èíòåðâà-
ëû âðåìåíè, íàçûâàåìûå èíòåðâàëîì, èëè øàãîì äèñêðåòèçàöèè ∆t. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòè êâàíòîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ìàëû è èìè ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà äèñêðåòèçàòîðà íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà èçîá-
ðàæåíà íà ðèñ. 2.

Ðèñ 2. à � ñõåìà äåéñòâèÿ äèñêðåòèçàòîðà; á � íåïðåðûâíûé âõîäíîé ñèãíàë
x(t); èäåàëüíàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòèçàöèè δ∆t(t); è ñèãíàë íà âûõîäå äèñêðå-
òèçàòîðà xs(t)

Îáîçíà÷èì âõîäíîé àíàëîãîâûé ñèãíàë x(t), à ñèãíàë íà âûõîäå óñòðîé-
ñòâà äèñêðåòèçàöèè xs(t). Ïóñòü δ∆t � èäåàëüíàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòèçàöèè,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åäèíè÷íûõ èìïóëü-
ñîâ

δ∆t(t) =
∞∑

n=−∞
δ(t− n∆t).

Ñèãíàë íà âûõîäå óñòðîéñòâà äèñêðåòèçàöèè

xs(t) = x(t)δ∆t(t) =
∞∑

n=−∞
x(n∆t)δ(t− n∆t). (35)
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ãäå x(n∆t) � àìïëèòóäà n-ãî îòñ÷åòà ñèãíàëà. Óðàâíåíèå (35) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ôóíêöèþ xs(t), ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå ïåðåìíîæåíèÿ ôóíêöèè äèñêðåòè-
çàöèè ñ àíàëîãîâûì âõîäíûì ñèãíàëîì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò
àìïëèòóäíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè (ðèñ. 2).

Òåîðåòè÷åñêè ïðåîáðàçîâàíèå àíàëîã-êîä ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ñ äîñòàòî÷-
íî âûñîêîé ïëîòíîñòüþ îòñ÷åòîâ, ãàðàíòèðóþùåé äîñòèæåíèå õîðîøåãî ïî-
äîáèÿ ìåæäó öèôðîâûì ñèãíàëîì è åãî àíàëîãîâûì ýêâèâàëåíòîì. Îäíàêî, ñ
îäíîé ñòîðîíû, îòñ÷åòû ñèãíàëîâ â áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ òî÷êàõ ÿâëÿþòñÿ
ñèëüíî êîððåëèðîâàííûìè è íåñóò èçáûòî÷íóþ èíôîðìàöèþ, ÷òî íåîïðàâ-
äàííî óâåëè÷èâàåò îáùèé îáúåì äàííûõ, çàòðóäíÿåò è óäîðîæàåò âû÷èñëå-
íèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âçÿòèå îòñ÷åòîâ ÷åðåç áîëüøèå èíòåðâàëû âðåìåíè
ìîæåò ïðèâåñòè ê èñêàæåíèÿì êàê íèçêî-, òàê è âûñîêî÷àñòîòíûõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ â èñõîäíîì ñèãíàëå. Î÷åâèäíî, âûáîð èíòåðâàëà ∆t äîëæåí áûòü
ðàçóìíûì êîìïðîìèññîì ìåæäó äâóìÿ ïðîòèâîðå÷àùèìè äðóã äðóãó òðåáî-
âàíèÿìè. Â êà÷åñòâå ðåøàþùåãî ïðàâèëà ïðè âûáîðå èíòåðâàëà äèñêðåòèçà-
öèè ∆t ñëóæèò òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà [12].

Ïîñêîëüêó òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ íå èìå-
åò ïðÿìîãî îòíîøåíèÿ ê òåìå íàñòîÿùåé ðàáîòû, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
ïîñëåäñòâèé ýòîé îïåðàöèè. Åñëè îáðàáàòûâàåìûé ñèãíàë èìååò îãðàíè÷åí-
íóþ ïîëîñó ÷àñòîò Ω ⊆ (−ωs, ωs), òî èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè äîëæåí óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèþ ∆t ≤ π/ωs. Íåâûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê òðàíñ-
ôîðìàöèè âûñîêèõ ÷àñòîò (ω > ωs) â íèçêèå � ýôôåêò íàëîæåíèÿ ÷àñòîò
(èëè ýëÿñèíã-ýôôåêò) [15]. Ïàðàìåòð π/ωs íàçûâàåòñÿ êðóãîâîé ÷àñòîòîé íà-
ëîæåíèÿ, èëè ÷àñòîòîé Íàéêâèñòà.

Åñëè âõîäíîé àíàëîãîâûé ñèãíàë íà âõîäå äèñêðåòèçàòîðà èìååò íåïåðè-
îäè÷åñêèé ñïåêòð Xs(ω), òî ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîãî ñèãíàëà
íà âûõîäå Xd(ω) óñòðîéñòâà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ÷àñòîòû ñ
ïåðèîäîì, ðàâíûì ωs

Xd(ω) = a
∞∑

n=−∞
Xs(ω + nωs),

ãäå a � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Äëÿ áîëüøèíñòâà ðåãèñòðèðóåìûõ ñèãíàëîâ òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè
ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèì. Ïîýòîìó ïðè îáðàáîòêå àíàëîãî-
âûõ ñèãíàëîâ ïðèõîäèòñÿ âñòðå÷àòüñÿ ñ ýëÿéñèíã-ýôôåêòîì [15]. Ñóùåñòâóåò
íåñêîëüêî ñïîñîáîâ åãî óñòðàíåíèÿ. Ïðîñòåéøèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ âûáîð ∆t
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äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû îáðàáàòûâàåìûå ñèãíàëû èìåëè äîâîëüíî ìàëóþ
ýíåðãèþ çà ïðåäåëàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòû Íàéêâèñòà. Îäíàêî ïðè ìà-
ëîì ∆t âîçðàñòàåò îáúåì äàííûõ è ïîâûøàåòñÿ ñòîèìîñòü âû÷èñëåíèé. Äðó-
ãîé âîçìîæíîñòüþ óñòðàíåíèÿ ýëÿéñèíã-ýôôåêòà ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíàÿ
ôèëüòðàöèÿ àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ àíòè-ýëÿéñèíãîâûõ ôèëüòðîâ.

Èäåàëüíûé íèçêî÷àñòîòíûé ôèëüòð, âêëþ÷åííûé ïîñëåäîâàòåëüíî ñ
óñòðîéñòâîì äèñêðåòèçàöèè, ïîçâîëÿåò åùå äî ìîìåíòà äèñêðåòèçàöèè ñèãíà-
ëà óäàëèòü èç íåãî âñå ÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå, ïðåâûøàþùèå ïðåäïèñàí-
íûé äèàïàçîí. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäàâëåííûå ÷àñòîòíûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå íåñóò ëèøü âòîðîñòåïåííóþ èíôîðìàöèþ. Ïðåäâàðèòåëüíî ôèëüòðî-
âàííûå ñèãíàëû òåïåðü ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèãíàëû ñ îãðàíè÷åííûì
ñïåêòðîì.

3.4. Z-ïðåîáðàçîâàíèå

Âûõîäíîé ñèãíàë óñòðîéñòâà äèñêðåòèçàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë xn = x(n∆t), ãäå n � öåëîå ÷èñëî. ×èñëà xn ãå-
íåðèðóþòñÿ ïðè äèñêðåòèçàöèè íåïðåðûâíîãî âõîäíîãî ñèãíàëà â ìîìåíòû
âðåìåíè, ðàçäåëåííûå èíòåðâàëîì ∆t. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü îòíîñèòåëüíî ñèãíàëîâ, ïîäëåæàùèõ îáðàáîòêå íà ÝÂÌ [12, 15, 19].
Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (35), ïîëó÷àåì :

Xs(ω) =
∞∑

n=−∞
xnexp(−jωn∆t). (36)

Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ z = exp(jω∆t), ïðåäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â
ôîðìå:

X(z) = Z(xn) =
∞∑

n=−∞
xnz

−n. (37)

Â òî âðåìÿ êàê Xs(ω) � ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé óãëîâîé ÷àñòîòû, X(z)
åñòü ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z = exp(jω∆t). Äëÿ ëþáîé óãëî-
âîé ÷àñòîòû àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |z| = 1. Óðàâíåíèå (37) îïðåäåëÿåò z-
ïðåîáðàçîâàíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ z ëåæèò íà åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ ω îò −∞ äî ∞ êîìïëåêñíàÿ ïåðå-
ìåííàÿ z âðàùàåòñÿ ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â z-ïëîñêîñòè (ðèñ. 3). Ïðè
ëþáîì èçìåíåíèè ω íà âåëè÷èíó ∓2π/∆t â z-ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò öèêëè-
÷åñêîå ïîâòîðåíèå, êîòîðîå äîëæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðÿìîå ñëåäñòâèå
ïðîöåññà äèñêðåòèçàöèè.
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Ðèñ. 3. Êîìïëåêñíàÿ z-ïëîñêîñòü
.

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (37), ðåçóëüòàò z-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îòñ÷åòîâ ñèãíàëà x = (..., x−2, x1, x0, x1, x2...) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîãî÷ëåí ïî ñòåïåíÿì z ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì çíà-
÷åíèÿì äèñêðåòíûõ îòñ÷åòîâ ñèãíàëà. Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (37)

X(z) =
∞∑

n=−∞
xnz

−n. (38)

Óìíîæåíèå z-òðàíñôîðìàíòû íà ìíîæèòåëü z−1 ôèçè÷åñêè îçíà÷àåò íå
÷òî èíîå, êàê ñäâèã ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îäèí èíòåðâàë äèñêðå-
òèçàöèè â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ âðåìåíè. Èíîãäà ìíîãî÷ëåí (38) ìîæåò
áûòü çàïèñàí â êîíå÷íîé ôîðìå, à äëÿ íåêîòîðûõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûõ ôóíêöèé z-òðàíñôîðìàíòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè.

ßñíî, ÷òî ðÿä (38) ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñõîäèìîñòè òîëüêî ïðè
|z| ≤1. Çíà÷åíèÿ z, äëÿ êîòîðûõX(z) =∞, íàçûâàþòñÿ ïîëþñàìè, à â ñëó÷àå
X(z) = 0 � íóëÿìè ôóíêöèè X(z). Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïðè÷èííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ïðåîáðàçîâàíèå ñõîäèòñÿ âåçäå âíóòðè êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ïî çàäàííîìó èëè ïîëó÷åííîìó â ðåçóëüòàòå àíàëèçà êàêîé-ëèáî ñèñòåìû
z-ïîëèíîìó îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ïîëèíîìó
ôóíêöèÿ ïóòåì èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ zk, êîòîðûå
ñîîòâåòñòóþò k-ûì îòñ÷åòàì âðåìåííîé ôóíêöèè.

Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèÿ êàêîé-ëèáî ÷àñòîòû â z = exp(jω∆t) îòîáðàæàåòñÿ
òî÷êîé íà îêðóæíîñòè. ×àñòîòå ω=0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà Re(z)=1 è Im(z)=0
íà ïðàâîé ñòîðîíå îñè àáñöèññ. Ïðè ïîâûøåíèè ÷àñòîòû òî÷êà ñìåùàåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è çàíèìàåò êðàéíåå ëåâîå ïîëîæåíèå
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íà ÷àñòîòå Íàéêâèñòà ωN = π/∆t (Re(z) =-1, Im(z)=0). Îòðèöàòåëüíûå
÷àñòîòû ñïåêòðà îòîáðàæàþòñÿ àíàëîãè÷íî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà íèæíåé
ïîëóîêðóæíîñòè. Òî÷êè N ñîâïàäàþò, à ïðè äàëüíåéøåì ïîâûøåíèè èëè ïî-
íèæåíèè ÷àñòîòû çíà÷åíèÿ íà÷èíàþò ïîâòîðÿòüñÿ â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ
ïåðèîäè÷íîñòüþ ñïåêòðà äèñêðåòíîé ôóíêöèè.

Ïðîõîä ïî ïîëíîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ïåðèîäó ñïåêòðà, à
ëþáàÿ ãàðìîíèêà ñïåêòðà ñèãíàëà çàäàåòñÿ íà ïëîñêîñòè äâóìÿ òî÷êàìè, ñèì-
ìåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ. Îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî îáëàñòü
ñõîäèìîñòè óñòîé÷èâûõ êàóçàëüíûõ ñèñòåì íà z-ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (ðèñ. 3).

Çàìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (37) èíîãäà èñïîëüçóþò äðóãîå îïðåäå-
ëåíèå z-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, âûðàæàåìîå ñîîòíîøåíèåì

X(z) =
∞∑

n=−∞
xnz

n. (39)

Â ëèòåðàòóðå ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ ïåðâîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå. Ïåðåõîä îò îäíîé ôîðìû z-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê äðóãîé âûïîëíÿåòñÿ ïðî-
ñòî çàìåíîé z íà z−1.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âðåìåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ çàäàåò-
ñÿ òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé n, è òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ
îäíîñòîðîííèì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì.

Z-ïðåîáðàçîâàíèå íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ,
êàê â óðàâíåíèè (37), à ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà âñþ êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü. Èìåÿ ýòî â âèäó, ðàññìîòðèì àíàëîãîâûé êàóçàëüíûé ñèãíàë x(t).
Åãî äèñêðåòíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (35). Âìåñòî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (35) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.
Òîãäà

xs(s) =
∞∑
n=0

xnL{δ(t− n∆t)}. (40)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî L{δ(t − n∆t)}=1, è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó çàïàçäûâàíèÿ
L{x(t− n∆t)} = exp(−s∆t)L{x(t)} [15], íàõîäèì:

xs(s) =
∞∑
n=0

xnexp(−sn∆t)}, (41)
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Çäåñü s êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ s = δ + jω. Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó

z = exp(s∆t)}. (42)

ïîëó÷àåì:

X(z) =
∞∑
n=0

xnz
−n. (43)

Îïåðàöèÿ (43) øèðîêî èçâåñòíà êàê z-ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå îïðåäå-
ëåíî â îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ãäå ðÿä (43) ñõîäèòñÿ. Ñõîäèìîñòü
ðÿäà äëÿ îäíîãî êàêîãî-ëèáî çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òî-
ãî, ÷òî ðÿä xn ìîæåò áûòü ïîäâåðãíóò z-ïðåîáðàçîâàíèþ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ z-
òðàíñôîðìèðóåìûì.

Îáðàòíûé ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé ìîäåëè ê íåïðåðûâíîé îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ìíîãîçíà÷íîãî îáðàòíîãî z-ïðåîáðàçîâàíèÿ:

s = lnz =
1

∆t
ln|z|+ j

∆t
argz, (44)

Ïîäñòàíîâêó z = exp(s∆t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îòîáðàæå-
íèÿ, èñïîëüçóåìóþ äëÿ ïåðåíîñà îáëàñòè s-ïëîñêîñòè â îáëàñòü z-ïëîñêîñòè.
Äëÿ òî÷åê íà ìíèìîé îñè s-ïëîñêîñòè δ=0 è àáñîëþòíîå çíà÷åíèå |z|=1. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü ìíèìîé îñè s-ïëîñêîñòè, ëåæàùåé ìåæäó ω=0
è ω = 2π/∆t = ωs, îòîáðàæàåòñÿ íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü z-ïëîñêîñòè.
Îñòàëüíûå ÷àñòè ìíèìîé îñè ïðîñòî íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà íà åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè.

Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (42), ëþáàÿ ëèíèÿ δ = const â s-ïëîñêîñòè
îòîáðàæàåòñÿ â z-ïëîñêîcòè êàê îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
è ðàäèóñîì exp(δ∆t). Äëÿ ëþáîé òî÷êè â ëåâîé s-ïîëóïëîñêîñòè (δ<0) ñïðà-
âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ exp(δ∆t)<1 è |z|<1. Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíàÿ ïîëîñà
s-ïëîñêîñòè −∞ < δ < 0, −ωs/2 < ω < ωs/2 îòîáðàçèòñÿ â îáëàñòü âíóòðè
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè z-ïëîñêîñòè, îáðàçóÿ îäèí ëèñò ïîâåðõíîñòè Ðèìàíà.
Ïîáî÷íûå ïîëîñû −∞ < δ < 0, ωs/2 < ω < 3ωs/2 (-3ωs/2 < ω < −ωs/2)
è ò.ä. â s-ïëîñêîñòè äàþò äðóãèå ëèñòû â z-ïëîñêîñòè ñ îáùåé ñåêóùåé ëè-
íèåé íà îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè, ïðîñòèðàþùåéñÿ îò z=-1
äî z=0 (ðèñ. 4). Ïðàâàÿ ïîëîâèíà s-ïëîñêîñòè îòîáðàæàåòñÿ â îáëàñòü âíå
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè z-ïëîñêîñòè.
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Ïî ôîðìå âûðàæåíèå (43) ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì (38) çà èñêëþ÷åíè-
åì íèæíåãî ïðåäåëà. Åñòü, îäíàêî, íåÿâíîå, íî áîëåå ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå
ìåæäó íèìè. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå (43) ìîäóëü exp(s∆t)
ìîæåò èìåòü ëþáóþ âåëè÷èíó è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ s
îïðåäåëåíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òîãäà êàê â ñëó÷àå (38) ïåðåìåí-
íàÿ z îïðåäåëåíà òîëüêî íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |z| = 1. Â ýòîì ñìûñëå
ïðåîáðàçîâàíèå (38) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îñîáûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî
z-ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïðåäåëåííîãî óðàâíåíèåì (43).

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (43), z-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè x(t) çàâèñèò
îò çíà÷åíèé ôóíêöèè òîëüêî â òî÷êàõ îòñ÷åòà. Äîáàâëåíèå ëþáîé äðóãîé
ôóíêöèè âðåìåíè, ïðèíèìàþùåé íóëåâûå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ îòñ÷åòà è ïðî-
èçâîëüíûå âåëè÷èíû â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó íèìè, íå èçìåíÿåò ïîëó÷åííóþ
ðàíåå z-òðàíñôîðìàíòó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ôóíêöèé x(t) ñ èäåíòè÷íûìè z-òðàíñôîðìàíòàìè, ò. å. z-ïðåîáðàçîâàíèå íå
ó÷èòûâàåò âàðèàöèè àíàëîãîâîé ôóíêöèè ìåæäó òî÷êàìè îòñ÷åòà.

Íåêàóçàëüíûå âðåìåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(n∆t) èìåþò íåíóëåâûå
çíà÷åíèÿ êàê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ n, òàê è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ n. Íà-
ïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå (43) îïèñûâàåò êàóçàëüíûå âðåìåííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. z-ïðåîáðàçîâàíèå íåêàóçàëüíûõ ôóíêöèé äàåò äâóñòîðîííþþ z-
òðàíñôîðìàíòó, ôîðìàëüíî èäåíòè÷íóþ óðàâíåíèþ (43).

X(z) =
∞∑

n=−∞
xnz

−n. (45)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íûé ðÿä (45) èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
R1<|z|<R2.

Ðèñ 4. Îòîáðàæåíèå s ïëîñêîñòè â z ïëîñêîñòü
.

Ïîëàãàÿ δ = 0 è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (43), ïîëó÷àåì êîìïëåêñíûé ñïåêòð
êàê ôóíêöèþ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé ω [12]:
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X(z) = x0 + x1exp(−jω∆t) + x2exp(−2jω∆t) + .... (46)

Ýòî âàæíîå ñâîéñòâî z-ïðåäñòàâëåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî, íàïðè-
ìåð, äëÿ ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ X(exp(−jω∆t)).

4. Ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíîé ìîäåëÿìè ñ òî÷êè

çðåíèÿ z-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ îïåðèðóåò ñ äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè ñèãíàëîâ è îáðàáàòûâàþùèõ äàííûå ñèãíàëû ñèñòåì. Â ïðèíöèïå, â ñâîèõ
îñíîâíûõ ïîëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîäîáåí ïðåîáðàçîâàíèÿì àíàëîãîâûõ ñèãíàëîâ è ñèñòåì. Îäíàêî äèñêðåò-
íîñòü äàííûõ òðåáóåò ó÷åòà ýòîãî ôàêòîðà, è åãî èãíîðèðîâàíèå ìîæåò ïðè-
âîäèòü ê ñóùåñòâåííûì îøèáêàì. Êðîìå òîãî, ðÿä ìåòîäîâ äèñêðåòíîé ìà-
òåìàòèêè íå èìååò àíàëîãîâ â àíàëèòè÷åñêîé ìàòåìàòèêå.

Èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ (ò.e. äèñêðåòèçàöèè) ñó-
ùåñòâóþùåãî àíàëîãîâîãî (íåïðåðûâíîãî) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â
ýêâèâàëåíòíûé åìó öèôðîâîé èëè ðàçíîñòíûé âèä. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûìè ìåòîäàìè äèñêðåòèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÏÔ H(s)
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå [10, 11, 15]:

- ìåòîä îòîáðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ;

- ìåòîä áèëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ;

- ìåòîä ñîãëàñîâàííîãî z-ïðåîáðàçîâàíèÿ.

- ìåòîä èíâàðèàíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè;

Â [10] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óêàçàííûõ ïåðåõîäîâ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ
îáúåêòîâ ñ ðàçíûìè ÏÔ è ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû:

- ïåðâûå äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàáîòîñïîñîáíû ïðè ìàëûõ ∆t, îäíàêî îíè
íå îáåñïå÷èâàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó íóëÿìè è ïîëþ-
ñàìè ÍÏÔ è ÄÏÔ;

-
ñîãëàñîâàííîå z-ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íóëÿìè è ïîëþñàìè ÍÏÔ è ÄÏÔ, îäíàêî íå ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü ìåõàíèçì ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé è ïîëþñîâ â ÄÏÔ.

Ðàññìîòðèì ñîãëàñîâàííîå z-ïðåîáðàçîâàíèå áîëåå ïîäðîáíî. Ýòîò ìåòîä
îñíîâàí íà íåïîñðåäñòâåííîì îòîáðàæåíèè ïîëþñîâ è íóëåé èç s-ïëîñêîñòè â
ïîëþñà è íóëè íà z-ïëîñêîñòè è íàîáîðîò. Ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïîëþñ (èëè
íóëü) â òî÷êå s = −a îòîáðàæàåòñÿ â ïîëþñ (èëè íóëü) â òî÷êå z = exp(−a∆t)
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ïëîñêîñòè z, ãäå ∆t � ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîãëàñîâàí-
íîì z-ïðåîáðàçîâàíèè îòîáðàæàþùàÿ çàìåíà áóäåò èìåòü âèä (ðèñ. 5)

s+ a→ 1− z−1e−a∆t. (47)

Åñëè ïîëþñû (èëè íóëè) êîìïëåêñíûå, òî ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (òàê êàê îíè ïîÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïàðàìè):

(s+ a− jb)(s+ a+ jb)→ (1− z−1e−(a−jb)∆t)(1− z−1e−(a+jb)∆t)

= 1− 2z−1e−a∆tcos(b∆t) + z−2e−2a∆t. (48)

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà

x
′′

k − 2αkx
′

k + (α2
k + ω2

k)xk = 0, (49)

ñ ðåøåíèåì

xk(t) = exp(αit)(Ak cos(ωkt) +Bk sin(ωkt)). (50)

Äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (49), èìåþùèé òå æå ïîëþñà, ñîãëàñíî âû-
ðàæåíèþ (48), åñòü

xk(n∆t)− 2exp(α̂k∆t)cos(ω̂k∆t)xk((n− 1)∆t) +

exp(2α̂k∆t)xk((n− 2)∆t) = 0, (51)

ãäå α̂k, ω̂k � îöåíêè, âûïîëíåííûå ïî ñîîòíîøåíèÿì (14, 15). Êîðíè ýòîãî
âûðàæåíèÿ åñòü

z = ak ± bk = exp(α̂k∆t)cos(ω̂k∆t)± jexp(α̂k∆t)sin(ω̂k∆t). (52)

Ìîäóëü è àðãóìåíò ýòîé ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû

|z| = exp(α̂k∆t); arg(z) = ω̂k = Arctg(
sin(ω̂k∆t)

cos(ω̂k∆t)
). (53)

Åñëè ïðèíÿòü ïîñòîÿííóþ äèñêðåòèçàöèè çà åäèíèöó ∆t=1, òî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ (14, 15) ïðè ïåðåõîäå îò ÎÐÓ ê ÎÄÓ ñîâïàäóò ñ âûðàæåíèåì (53),
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ïîëó÷åííûì ñîãëàñíî z-ïðåîáðàçîâàíèþ. Ïðè äèñêðåòíîñòè ∆t 6=1 ñîãëàñíî
ñîîòíîøåíèþ (44) îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ çàòóõàíèÿ è ÷àñòîò áóäóò èìåòü
ñëåäóþùèé âèä

α̃k =
α̂k
∆t

; ω̃k =
ω̂k
∆t
, (54)

è èõ ïîäñòàíîâêà â âûðàæåíèå (53) ïðèâåäåò ê ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì ðàâåí-
ñòâàì

|z| = exp(α̂k); arg(z) = ω̂k = Arctg(
sin(ω̂k)

cos(ω̂k)
), (55)

êîòîðûå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðàçîâàíèÿì (14, 15), åñëè ïðèíÿòü,
÷òî ak = cos(ω̂k), bk = sin(ω̂k). Áîëåå òîãî, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (14, 15) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (44), èñ-
ïîëüçóåìûì ïðè ïåðåõîäå èç z â s ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ
(14, 15) äëÿ ÎÐÓ è ÎÄÓ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðè
ïåðåõîäå èç z-ïëîñêîñòè â s-ïëîñêîñòü, ÷òî è äîêàçûâàåò ïðàâîìåðíîñòü óñòà-
íîâëåííûõ ñâÿçåé ìåæäó àâòîðåãðåññèåé, ÎÐÓ è ÎÄÓ.

Îäíàêî ýòà ñâÿçü èìååò áîëåå ãëóáîêîå îáîñíîâàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿ-
ìîå ñîîòâåòñòâèå íóëåé è ïîëþñîâ íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíîé ìîäåëåé ïðåä-
ïîëàãàåò ÿâíîå ñîîòâåòñòâèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, èëè, ÷òî òîæå
ñàìîå, ñîâïàäåíèå ÍÏÔ è ÄÏÔ. Ïðåäëàãàåìûé íàìè ìåòîä òàêæå îñíîâàí
íà ðàâåíñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ÎÐÓ è ÎÄÓ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñîâàííîå z-ïðåîáðàçîâàíèå è ðåçóëüòàòû, îñíîâàííûå íà ðåãðåññèîííîì
àíàëèçå, äîëæíû áûòü èäåíòè÷íû.

Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ËÑ íà îñíîâå ÍÏÔ è ÄÏÔ íå îáëàäàåò ñðåäñòâàìè
îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ïðè ïåðåõîäå îò íåïðåðûâíîé ê äèñêðåòíîé ìîäåëè (è
íàîáîðîò). Ýòà ìåòîäèêà âîçíèêëà â íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ è
îðèåíòèðîâàíà íà àíàëèç ïðîñòåéøèõ ËÑ. Áîëåå òîãî, ïî íàøåìó ìíåíèþ,
ýòîò ïîäõîä ëèøåí êàêîãî-ëèáî ïîòåíöèàëà äëÿ ñâîåãî ðàçâèòèÿ. Ýòîò ìåòîä
åñòü ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðèè ÎÄÓ. Ñäåðæèâàþùèìè ïðè÷èíàìè ïðàê-
òè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÎÄÓ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ËÑ ÿâëÿåòñÿ, ïî íàøåìó
ìíåíèþ, îòñóòñòâèå òåîðåòè÷åñêè àðãóìåíòèðîâàííûõ ìåòîäîâ èäåíòèôèêà-
öèè åãî ïàðàìåòðîâ ïî íàòóðíûì äàííûì.
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Ðèñ 5. Ïåðåõîä èç s ïëîñêîñòè â z ïëîñêîñòü (è íàîáîðîò)

Íàïðîòèâ, òåîðèÿ ÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ãèáêèì ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ ËÑ
è èìååò äîñòàòî÷íûé ïîòåíöèàë ñâîåãî ðàçâèòèÿ. Ýòîò ïîäõîä â ÿâíîì âèäå
èñïîëüçóåò ïðîèçâîäíûå, ò.å. äèíàìè÷åñêèé ýëåìåíò ïðîöåññà. Â ìåòîäàõ, îñ-
íîâàííûõ íà ÏÔ, ïðîèçâîäíûå â ÿâíîì âèäå íå èñïîëüçóþòñÿ, ò.å. ìåòîä ïî
ñóòè ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêèì. ßâíîå âêëþ÷åíèå â ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ôàê-
òîðà ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü îöåíêè, íåäîñòóïíûå ñòàòè÷åñêèì ìåòîäàì.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííîå íàìè èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
Çàäà÷à îöåíêè ÎÄÓ ïî ÎÐÓ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ñîãëà-
ñîâàííîìó z-ïðåîáðàçîâàíèþ, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò íåïðå-
ðûâíîé ê äèñêðåòíîé ìîäåëÿì. Åñëè ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó ñ ïîçèöèé z-
ïðåîðàçîâàíèé, òî ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ èäåíòè÷íûìè. Îòëè÷èå ýòèõ ìåòîäîâ
çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òåîðåòè÷åñêîé îñíîâå, íà êîòîðóþ îíè îïèðàþòñÿ. Îä-
íàêî ýòà òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà íà÷èíàåò èãðàòü ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü ïðè
ðàññìîòðåíèè ïðîáëåìû â áîëåå øèðîêîì àñïåêòå.

Â ðàáîòå [11] ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå
ñîãëàñîâàííîãî z-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîíå÷íûìè íóëÿìè è ïîëþñàìè ÍÏÔ è ÄÏÔ, îäíàêî íå
ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ìåõàíèçì ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íóëåé è ïîëþñîâ
â ÄÏÔ. Ïîïûòàåìñÿ îáúÿñíèòü ïî÷åìó ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå íóëè è
ïîëþñà â ÄÏÔ íà îñíîâå òåîðèè ÎÐÓ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ÎÐÓ ïîñòåïåííî âîçðàñòàþùåé ñëîæíîñòè,
ãäå ïîä ñëîæíîñòüþ ìîäåëè ïîíèìàåòñÿ åå ïîðÿäîê. Ëþáîå óâåëè÷åíèå ñëîæ-
íîñòè ìîäåëè íà äâà ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äâóõ íóëåé (ïîëþñîâ).
Ýòè äâà íóëÿ (ïîëþñà) ìîãóò îòíîñèòñÿ ê íóëÿì (ïîëþñàì) íåïðåðûâíîé ìî-
äåëè, ëèáî íåò. Èñòèííûé íóëü (ïîëþñ) ïîÿâëÿåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè: 1.
ïðèìåíåííàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò äàííûì; 2. ëàã ìîäåëè ìåíüøå èñòèííî-
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ãî. Âñå ýòî èìååò ìåñòî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äëÿ íåîãðàíè÷åííîãî ïî äëèíå
âåêòîðà äàííûõ.

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ, ïðè îãðàíè÷åííûõ âûáîðêàõ è ïðîèçâîëüíûõ äàí-
íûõ, ëþáûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÎÐÓ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè. Áîëüøèå
ïðîáëåìû âîçíèêàþò òàêæå ïðè îöåíêå èñòèííîãî ïîðÿäêà ìîäåëè. Äëÿ âû-
ÿñíåíèÿ èñòèííîñòè íóëåé (ïîëþñîâ) â ðàáîòå [11] ïðåäëàãàåòñÿ èñêóññòâåííî
ìåíÿòü øàã äèñêðåòèçàöèè äàííûõ ∆t, íàïðèìåð, çà ñ÷åò èõ äåöèìàöèè. Ñ
óìåíüøåíèåì øàãà äèñêðåòèçàöèè èñòèíûå íóëè (ïîëþñà) ñíà÷àëà èìåþò òåí-
äåíöèþ ê ïåðåìåùåíèþ â s-ïëîñêîñòè, çàòåì, ïî äîñòèæåíèþ îïòèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ øàãà ∆t çàíèìàþò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå. Ëîæíûå íóëè (ïîëþñà)
ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ íà s-ïëîñêîñòè íå ïðèíèìàþò.

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ïðîöåäóðà óìåíüøåíèÿ øàãà äèñêðåòèçàöèè äëÿ
ïðîâåðêè èñòèííîñòè íóëåé (ïîëþñîâ) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñðåäñòâàìè
ÎÐÓ â âèäå ñëåäóþùåé ñõåìû. Áóäåì ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü ïîðÿäîê ÎÐÓ
è ôèêñèðîâàòü ïîëó÷åííûå íóëè (ïîëþñà) â s-ïëîñêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî óâå-
ëè÷åíèå ïîðÿäêà ÎÐÓ ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ìî-
äåëè. À ýòî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ÄÏÔ, îçíà÷àåò óìåíüøåíèå øàãà äèñêðåòèçàöèè
∆t. Â ýòîì ñëó÷àå èñòèííûå íóëè (ïîëþñà) ïðè íåêîòîðîì ïîðÿäêå ìîäå-
ëè çàôèêñèðóþòñÿ íà s-ïëîñêîñòè. Ïîðÿäîê ìîäåëè, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò
ñòàáèëèçàöèÿ íóëåé (ïîëþñîâ), ñèãíàëèçèðóåò òàêæå î äîñòèæåíèè èñòèííîãî
ïîðÿäêà ìîäåëè.
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