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Îá àñèìïòîòèêå ïðîãðàììíîãî ìàêñèìèíà â îäíîé çàäà÷å ñ

ïîñëåäîâàòåëüíûì îñëàáëåíèåì îãðàíè÷åíèé.1

1 Ââåäåíèå

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: ÁÔ (áàçà ôèëüòðà),
â/ç (âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ), ÈÏ (èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî), ê.-à. (êîíå÷íî-
àääèòèâíàÿ), ÌÏ (ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ), í.ñïð. (íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà),
ÎÓ (îáîáùåííîå óïðàâëåíèå), ï/ì (ïîäìíîæåñòâî), ÒÏ (òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî). Ðàññìàòðèâàåìàÿ íèæå àáñòðàêòíàÿ ïîñòàíîâêà èìååò ñâîèì èñ-
òî÷íèêîì ñëåäóþùóþ èãðîâóþ çàäà÷ó ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôèêñèðî-
âàííûì ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ.

Äàíû äâå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû. Â ïðîñòðàíñòâå Rn1 ðàññìàòðèâàåòñÿ
äâèæåíèå ñèñòåìû

ẏ(t) = B1(t)u(t) + b1(t) (1.1)

íà ïðîìåæóòêå [t
(1)
0 , θ1], t

(1)
0 < θ1. Â (1.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî B1(·) åñòü

(n1 × p1) � ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà [t
(1)
0 , θ1[, âñå êîìïîíåíòû êîòî-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ¿ (ïðî-
åêòû 12-Ï-1-1019, 12-Ï-1-1012) è ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 12-01-00537, 11-01-90432-
óêð_ô_à, 13-01-00304, 13-01-96022)
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ðîé äîïóñêàþò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ê.-ï. è í.ñïð. â/ç ôóíêöèÿìè íà

[t
(1)
0 , θ1[; b1 = b1(·) åñòü n1 � âåêòîð - ôóíêöèÿ íà [t

(1)
0 , θ1[, âñå êîìïîíåíòû

êîòîðîé òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè ïðåäåëàìè ê.-ï. è í.ñïð. â/ç ôóíê-

öèé íà òîì æå ïðîìåæóòêå [t
(1)
0 , θ1[; u = u(·)� ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå,

ÿâëÿþùååñÿ p1 �âåêòîð - ôóíêöèåé íà [t
(1)
0 , θ1[, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé íåîò-

ðèöàòåëüíû, ê.-ï. è í.ñïð. Ïðè ýòîì
p1∑
i=1

∫ θ1

t
(1)
0

ui(t) dt 6 c1,

∫ θ1

t
(1)
0

S1(t)u(t) dt ∈ Y. (1.2)

Ïåðâîå óñëîâèå â (1.2) åñòü îãðàíè÷åíèå íà ýíåðãîðåñóðñ, âòîðîå � ¾ìîìåíò-
íîå îãðàíè÷åíèå¿, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âîçíèêàòü çà ñ÷åò èñïîëüçî-
âàíèÿ êðàåâûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ óñëîâèé, Y � íåïóñòîå çàìêíóòîå ï/ì Rm1,

à S1 = S1(·) åñòü (m1 × p1) � ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà [t
(1)
0 , θ1[, êîì-

ïîíåíòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ïîäîáíûì òåì, êîòîðûå íàêëà-
äûâàëèñü íà êîìïîíåíòû B1(·). Â âûøåóïîìÿíóòûõ ñîîòíîøåíèÿõ m1, p1 è
n1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ôèêñèðîâàíî íà÷àëüíîå óñëî-
âèå: y(t

(1)
0 ) = y0 ∈ Rn1. Êàæäàÿ p1 � âåêòîð - ôóíêöèÿ u = u(·) íà [t

(1)
0 , θ1[,

èìåþùàÿ ê.-ï. è í.ñïð. êîìïîíåíòû, ïîðîæäàåò â (1.1) âïîëíå îïðåäåëåííóþ

òðàåêòîðèþ ϕ
(1)
u = (ϕ

(1)
u (t), t

(1)
0 6 t 6 θ1), ðàçâåðòûâàþùóþñÿ â n1 � ìåðíîì

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå; ýòà òðàåêòîðèÿ ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì
ïðàâîé ÷àñòè (1.1).

Â ïðîñòðàíñòâå Rn2 ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû

ż(t) = B2(t)v(t) + b2(t) (1.3)

íà ïðîìåæóòêå [t
(2)
0 , θ2], t

(2)
0 < θ2. Â (1.3) ïîëàãàåì, ÷òî B2(·) åñòü (n2 × p2) �

ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà [t
(2)
0 , θ2[, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàâ-

íîìåðíûìè ïðåäåëàìè ê.-ï. è í.ñïð. â/ç ôóíêöèé íà [t
(2)
0 , θ2[ (óñëîâèå àíàëî-

ãè÷íî ïðåäïîëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî B1(·)); b2 = b2(·) åñòü n2 �âåêòîð - ôóíê-
öèÿ, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé äîïóñêàþò ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ê.-ï. è
í.ñïð. â/ç ôóíêöèÿìè íà [t

(2)
0 , θ2[; v = v(·)� ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå â âèäå

p2 � âåêòîð - ôóíêöèè íà [t
(2)
0 , θ2[, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíû,

ê.-ï. è í.ñïð., ïðè÷åì
p2∑
i=1

∫ θ2

t
(2)
0

vi(t) dt 6 c2,

∫ θ2

t
(2)
0

S2(t)v(t) dt ∈ Z, (1.4)

ãäå Z � íåïóñòîå çàìêíóòîå ï/ì Rm2, à S2 = S2(·) åñòü (m2 × p2) � ìàòðè÷-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûìè ïðå-
äåëàìè ê.-ï. è í.ñïð. â/ç ôóíêöèé íà [t

(2)
0 , θ2[. Ôèêñèðóåì íà÷àëüíîå óñëîâèå
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z(t
(2)
0 ) = z0 ∈ Rn2. Êàæäàÿ p2-âåêòîð-ôóíêöèÿ v = v(·) ïîðîæäàåò òðàåêòî-

ðèþ ϕ
(2)
v =

(
ϕ

(2)
v (t), t

(2)
0 6 t 6 θ2

)
â Rn2, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíè-

åì ïðàâîé ÷àñòè (1.3). Êàê è â ñëó÷àå (1.1), ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (1.3)
ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå íåîñîáîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [1, c. 161].

Ïóñòü òðàåêòîðèè ñèñòåì (1.1) è (1.3) ðàññìàòðèâàþòñÿ è îöåíèâàþòñÿ â
ñîâîêóïíîñòè. Ïîëàãàåì ïðè ýòîì, ÷òî çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

f0 : Rn1 × Rn2 → R,

êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè òåðìèíàëüíîãî êðèòåðèÿ: êàæ-
äóþ ïàðó ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé u = u(·), v = v(·) ìû îöåíèâàåì çíà-

÷åíèåì f0

(
ϕ

(1)
u (θ1), ϕ

(2)
v (θ2)

)
∈ R. Ïîëàãàåì, ÷òî óïðàâëåíèå u ôîðìèðóåò

ïåðâûé èãðîê (èãðîê I), êîòîðûé çàèíòåðåñîâàí â ìèíèìèçàöèè óïîìÿíóòûõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè f0, à óïðàâëåíèå v ôîðìèðóåò âòîðîé èãðîê (èãðîê II), êî-
òîðûé çàèíòåðåñîâàí â ìàêñèìèçàöèè óïîìÿíóòûõ çíà÷åíèé. Âîçíèêàåò èã-
ðîâàÿ ñèòóàöèÿ

↓u f0

(
ϕ(1)
u (θ1), ϕ

(2)
v (θ2)

)
↑v; (1.5)

ïðè ýòîì âûáîð u è v äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèé (1.2)
è (1.4) ñîîòâåòñòâåííî. Íàñ èíòåðåñóåò ïðîãðàììíûé ¾ìàêñèìèí¿, îòâå÷àþ-
ùèé (1.5): ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáðàííîå èãðîêîì II óïðàâëåíèå v ñòàíîâèòñÿ
èçâåñòíûì èãðîêó I, êîòîðûé ïàðèðóåò ýòî óïðàâëåíèå ñâîèì ïðîãðàììíûì
óïðàâëåíèåì u = u(·) è ðåøàåò çàäà÷ó

f0

(
ϕ(1)
u (θ1), ϕ

(2)
v (θ2)

)
→ inf (1.6)

ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé (1.2). Â ñâîþ î÷åðåäü, èãðîê II èìååò ïðàâî âûáè-
ðàòü ëþáóþ ïðîãðàììó v = v(·) ñ ñîáëþäåíèåì óñëîâèé (1.4) ñ öåëüþ ìàêñè-
ìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ (ýêñòðåìóìà) çàäà÷è (1.6). Â ðåçóëüòàòå
óïîìÿíóòûõ îïåðàöèé ðåàëèçóåòñÿ ¾ìàêñèìèí¿; ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýêñòðåìóìû ìîãóò íå äîñòèãàòüñÿ, íî ìû îðèåíòèðóåìñÿ çäåñü íà
âûðàæåíèå sup inf, êîòîðîå è òðàêòóåì êàê ¾ìàêñèìèí¿. Ðàçóìååòñÿ, ñåé÷àñ
ìû îðèåíòèðóåìñÿ íà òîò ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóþò ïðîãðàììíûå óïðàâëå-
íèÿ u = u(·) èãðîêà I, óäîâëåòâîðÿþùèå (1.2), è ñóùåñòâóþò ïðîãðàììíûå
óïðàâëåíèÿ v = v(·) èãðîêà II, óäîâëåòâîðÿþùèå (1.4) (â îñíîâíîé ÷àñòè ðà-
áîòû ìû íå áóäåì îãðàíè÷èâàòü ñåáÿ ýòèì ñëó÷àåì).

Äîïóñòèì, ÷òî ¾ìîìåíòíûå¿ îãðàíè÷åíèÿ â (1.2) è (1.4) îñëàáëåíû: òðå-
áîâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì Y è Z çàìåíåíî òðåáîâàíèÿìè ïðèíàä-
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ëåæíîñòè îêðåñòíîñòÿì ýòèõ ìíîæåñòâ, ÷òî îáúåêòèâíî ðàñøèðÿåò âîçìîæíî-
ñòè èãðîêîâ I, II. Â ýòîé ñèòóàöèè òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ¾ìàêñèìèí¿ ïëà-
òû f0, êîòîðûé ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ¾ìàêñèìèíà¿ íåâîçìóùåí-
íîé çàäà÷è; ñì. [2, ñ. 90]. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå çíà-
÷åíèé ¾ìàêñèìèíà¿ âîçìóùåííîé çàäà÷è â óñëîâèÿõ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâ Y è Z ñòàíîâÿòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè ê ýòèì ìíî-
æåñòâàì; èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ìíîæåñòâî Y çàìåíÿåòñÿ ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ
(ε > 0), Z çàìåíÿåòñÿ δ-îêðåñòíîñòüþ (δ > 0) è ïðè ýòîì ε ≈ 0 è δ ≈ 0.
Â [2] âûøåóïîìÿíóòàÿ àñèìïòîòèêà íàéäåíà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óïðàâëÿþùèå
ïðîãðàììû u = u(·) è v = v(·) ñêàëÿðíû, ò.å. u(t) è v( t̃ )� ñóòü âåùåñòâåííûå

÷èñëà ïðè t ∈ [t
(1)
0 , θ1[ è t̃ ∈ [t

(2)
0 , θ2[; ñîîòâåòñòâåííî äàííûé âàðèàíò èçâëåêà-

åòñÿ â âèäå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èç ïîëîæåíèé [2, ��4,5]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû
îáðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ âåêòîðíûõ óïðàâëåíèé, èñïîëüçóÿ îáùèé ïîäõîä [3].
Êàê è â [2, 3], ìû ðàññìàòðèâàåì àáñòðàêòíûé àíàëîã âûøåóïîìÿíóòîé ñî-
äåðæàòåëüíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ðàñøèðåíèÿ â êëàññå âåêòîðíûõ êîíå÷íî-àääèòèâíûõ (ê.-à.) ìåð,
èçëîæåííàÿ â [4].

2 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Èñïîëüçóåì êâàíòîðû, ïðîïîçèöèîíàëüíûå ñâÿçêè; def çàìåíÿåò ôðàçó ¾ïî
îïðåäåëåíèþ¿, , � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíî-
æåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà.
×åðåç P(E) (÷åðåç P ′(E)) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ (âñåõ íåïóñòûõ) ï/ì
ìíîæåñòâà E. Åñëè A è B� ìíîæåñòâà, òî ÷åðåç BA îáîçíà÷àåì [5] ìíî-
æåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B; åñëè ïðè ýòîì f ∈ BA è C ∈ P(A),
òî f 1(C) , {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) åñòü îáðàç C ïðè äåéñòâèè f. Êðîìå
òîãî, ïîëàãàåì äëÿ âñÿêèõ ìíîæåñòâ A,B è C ∈ P ′(A), à òàêæå îòîáðàæå-
íèÿ f ∈ BA, ÷òî (f |C) , (f(x))x∈C ∈ BC . Êàê îáû÷íî, R� âåùåñòâåí-
íàÿ ïðÿìàÿ, [0,∞[, {ξ ∈ R | 0 6 ξ} è N , {1; 2; . . .}. Åñëè m ∈ N, òî
1,m , {i ∈ N | i 6 m} ∈ P ′(N). ×åðåç τR îáîçíà÷àåì îáû÷íóþ òîïîëîãèþ íà
R, ïîðîæäåííóþ ìåòðèêîé-ìîäóëåì. Óñëîâèìñÿ î ñîãëàøåíèè: ýëåìåíòû N�
íàòóðàëüíûå ÷èñëà � íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëàãàåì,
÷òî äëÿ âñÿêèõ ìíîæåñòâà T è ÷èñëà m ∈ N Tm = T 1,m; òàêèì îáðàçîì, Tm

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé

(ti)i∈1,m : 1,m→ T. (2.1)
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Â ÷àñòíîñòè, òàê èíòåðïðåòèðóåì ýëåìåíòû Rm, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê êîð-
òåæè (2.1), ãäå T = R. Âñþäó â äàëüíåéøåì ëèíåéíûå îïåðàöèè, óìíîæåíèå
è ïîðÿäîê â ïðîñòðàíñòâàõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ (â/ç) ôóíêöèé îïðåäåëÿåì
ïîòî÷å÷íî. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ âåêòîðîâ êîíå÷íîé ðàçìåð-
íîñòè m. Åñëè m ∈ N è x ∈ Rm, òî ÷åðåç ‖x‖(m) îáîçíà÷àåì íàèáîëüøèé èç
ìîäóëåé êîìïîíåíò âåêòîðà x (åñëè x = (xi)i∈1,m, ãäå (xi)i∈1,m : 1,m→ R, òî

‖x‖(m) = max
16i6m

|xi| = max
i∈1,m

|xi| ∈ [0,∞[,

ðàçóìååòñÿ, âûáîð èìåííî ýòîé íîðìû íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì). Ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè m ∈ N ‖ · ‖(m) åñòü íîðìà x 7→ ‖x‖(m) : Rm → [0,∞[, à

τ
(m)
R � îáû÷íàÿ òîïîëîãèÿ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè â Rm; τ

(m)
R ïîðîæäåíà

íîðìîé ‖ · ‖(m). Åñëè m ∈ N, S ∈ P(Rm) è ζ ∈]0,∞[, òî

O
(m)
ζ [S] , {x ∈ Rm | ∃ s ∈ S : ‖x− s‖(m) < ζ} ∈ τ (m)

R ; (2.2)

åñëè ïðè ýòîì M ∈ P(1,m), òî ïîëàãàåì òàêæå

Ô
(m)
ζ [S|M ] , {x ∈ Rm | ∃ s ∈ S : (x(j) = s(j) ∀ j ∈M) & (|x(j)− s(j)| < ζ

∀ j ∈ 1,m \M)}.

Íàïîìíèì, ÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ m-ìåðíûé âåêòîð åñòü îòîáðàæåíèå èç
1,m â R. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

O
(m)
ζ [S] = {x ∈ Rm | ∃ s ∈ S : |x(j)− s(j)| < ζ ∀ j ∈ 1,m}

è, êàê ñëåäñòâèå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ô
(m)
ζ [S|∅] = {x ∈ Rm | ∃ s ∈ S : |x(j)− s(j)| < ζ ∀ j ∈ 1,m} = O

(m)
ζ [S].

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ M ∈ P(1,m), ïîëó÷àåì âëîæåíèå

Ô
(m)
ζ [S|M ] ⊂ O

(m)
ζ [S]. (2.3)

Ýëåìåíòû òîïîëîãèè.

Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ∈ P(X), òî cl(A, τ) åñòü def
çàìûêàíèå A â (X, τ), τ |A , {A∩G : G ∈ τ}� òîïîëîãèÿ A, èíäóöèðîâàííàÿ
èç (X, τ) òîïîëîãèåé τ ìíîæåñòâà X. Åñëè (X, τ)� ÒÏ è x ∈ X, òî N 0

τ (x) ,
{G ∈ τ | x ∈ G} è

Nτ(x) , {Y ∈ P(X) | ∃G ∈ N 0
τ (x) : G ⊂ Y } (2.4)
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ôèëüòð îêðåñòíîñòåé x â ÒÏ (X, τ); ïðè ýòîì, êîíå÷íî,

N 0
τ (x) ⊂ Nτ(x).

Íàïðàâëåííîñòüþ â ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå Y íàçûâàåì âñÿêèé òðèïëåò
(D,�, f), ãäå (D,�)� íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî (ÍÌ) [6, ãë. 2], D 6= ∅, è
f ∈ Y D. Åñëè (X, τ)� ÒÏ, (D,�, f)� íàïðàâëåííîñòü â X è x ∈ X, òî(

(D,�, f)
τ→ x
)
def⇔ (∀H ∈ Nτ(x)∃ d1 ∈ D ∀ d2 ∈ D (d1 � d2)⇒ (f(d2) ∈ H)) .

(2.5)
Òåì ñàìûì ââåäåíà ¾îáû÷íàÿ¿ ñõîäèìîñòü ïî Ìîðó-Ñìèòó. Ñõîäèìîñòü (2.5)
óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè ôèëüòðîâ (ñì. [7, ãë. I]), èñ-
ïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûé àññîöèèðîâàííûé (ñ íàïðàâëåííîñòüþ) ôèëüòð: åñëè
(D,�, f) åñòü íàïðàâëåííîñòü â ìíîæåñòâå Z, òî

(Z − ass)[D;�; f ] , {A ∈ P(Z) | ∃ d ∈ D∀ δ ∈ D (d � δ)⇒ (f(δ) ∈ A)}
(2.6)

åñòü ôèëüòð [7, ãë. I], àññîöèèðîâàííûé ñ (D,�, f). Åñëè Z îñíàùåíî òîïîëî-
ãèåé τ è z ∈ Z, òî ñîãëàñíî (2.5)

((D,�, f)
τ→ z)⇔ (Nτ(z) ⊂ (Z − ass)[D;�; f ]).

Åñëè (T, t)� ÒÏ, T 6= ∅, è k ∈ N, òî ÷åðåç ⊗k[t] îáîçíà÷àåì òîïîëîãèþ
ìíîæåñòâà Tk, îòâå÷àþùóþ ñòàíäàðòíîìó ïðîèçâåäåíèþ k ýêçåìïëÿðîâ ÒÏ
(T, t); òîãäà (Tk,⊗k[t]) åñòü êîíå÷íàÿ òèõîíîâñêàÿ ñòåïåíü äàííîãî (T, t).
Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå áàçîé òîïîëîãèè ⊗k[t] ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî âñåõ
ìíîæåñòâ

k∏
i=1

Gi, (Gi)i∈1,k ∈ tk.

Â ÷àñòíîñòè, τ
(k)
R = ⊗k[τR] ∀ k ∈ N. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ òàêæå ñëå-

äóþùèå ñîãëàøåíèÿ: åñëè (X, τ) åñòü ÒÏ, òî ÷åðåç (τ − comp)[X] îáîçíà-
÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ [8, c. 196] ï/ì X. Åñëè (A, τ1) è (B, τ2)�
äâà ÒÏ, òî C(A, τ1, B, τ2) åñòü def ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé èç BA. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàåì äëÿ âñÿêîãî ÒÏ (X, τ), X 6= ∅, ÷òî
C(X, τ) , C(X, τ,R, τR).

3 Ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ.

Â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ ÌÏ, ñîîòâåòñòâóþùèå [4, c. 245], èãðàþò âàæíóþ
ðîëü â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà [3].
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Èòàê, (ñì. [9, îïðåäåëåíèå 3.1]) äëÿ âñÿêèõ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X, ÒÏ
(Y, τ), Y 6= ∅, îòîáðàæåíèÿ g ∈ Y X è ñåìåéñòâà X ∈ P ′(P(X)) ÷åðåç
(as)[X;Y ; τ ; g;X ] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ y ∈ Y, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íàïðàâëåííîñòü (D,�, h) â X, äëÿ êîòîðîé

(X ⊂ (X − ass)[D;�;h]) & ((D,�, g ◦ h)
τ→ y).

Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå X îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ íàïðàâëåííûå ñåìåéñòâà
[10, (2.2.7)]; áîëåå òîãî, ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ÁÔ â X � íà-
ïðàâëåííûå ñåìåéñòâà íåïóñòûõ ï/ì X; ñì. [9, c. 117]. Òîãäà β0[X] , {B ∈
P ′(P ′(X)) | ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩ B2} åñòü ìíîæåñòâî
âñåõ ÁÔ â ìíîæåñòâå X. Åñëè X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, (Y, τ), Y 6= ∅, åñòü
êîìïàêòíîå ÒÏ, g ∈ Y X è X ∈ β0[X], òî [10, (2.2.8),(2.5.1)] (ñì. òàêæå [11,
(3.2)])

(as)[X;Y ; τ ; g;X ] ∈ P ′(Y ). (3.1)

Â ñâÿçè ñ (3.1) ïîëåçíî íàïîìíèòü î íåñêîëüêî áîëåå îáùåì ñëó÷àå [12,
(3.3.10)]. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâîëüíîìó ìíîæåñòâó X ñîïîñòàâèì ñåìåéñòâî

β[X] , {B ∈ P ′(P(X)) | ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2}; (3.2)

åñëè ïðè ýòîì (Y, τ)� ÒÏ, Y 6= ∅, g ∈ Y X è B ∈ β[X], òî [12, (3.3.10)]

(as)[X;Y ; τ ; g;B] =
⋂
B∈B

cl(g1(B), τ). (3.3)

Ïðåäñòàâëåíèå (3.3) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé B ∈ β0[X], ò.ê. β0[X] ⊂
β[X].

4 Ýëåìåíòû êîíå÷íî-àääèòèâíîé òåîðèè ìåðû.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíûé àíàëîã èãðîâîé çàäà÷è ïðî-
ãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèâåäåííîé âî Ââåäåíèè. Êîíñòðóèðóÿ íà îñíîâå
ïîñòðîåíèé [3] êîððåêòíîå ðàñøèðåíèå âîçíèêàþùåé èãðîâîé àáñòðàêòíîé çà-
äà÷è, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ýëå-
ìåíòîâ âåêòîðíûå ê.-à. ìåðû; â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè âèäà (1.1), (1.3)
óïîìÿíóòûå ìåðû èãðàþò ðîëü ÎÓ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü
òåðìèí ÎÓ è â àáñòðàêòíîé âåðñèè èãðîâîé çàäà÷è (ñì. â ýòîé ñâÿçè ïîñòðî-
åíèÿ [2]).

Îáùàÿ ñõåìà ðàñøèðåíèÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè â êëàñ-
ñå ê.-à. ìåð ïðèâåäåíà â [4, 12, 13, 14]. Â äàííîé ðàáîòå ìû îðèåíòèðóåìñÿ
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íà êîíñòðóêöèþ [4], èñïîëüçóÿ, îäíàêî, áîëåå ÷àñòíóþ âåðñèþ, îòâå÷àþùóþ
êîìïàêòèôèöèðóåìîìó ñëó÷àþ âûøåóïîìÿíóòîé çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè. Â
íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ââåäåì öåëûé ðÿä îïðåäåëåíèé ñïåöèàëüíîãî õàðàê-
òåðà è, íà èõ îñíîâå ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ â áîëåå ñïåöèà-
ëèçèðîâàííîé, â ñðàâíåíèè ñ [4], ôîðìå. Èçëàãàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ áóäåò èñ-
ïîëüçîâàíà â äàëüíåéøåì â äâóõ âàðèàíòàõ, îòâå÷àþùèõ äåéñòâèÿì êàæäîãî
èç èãðîêîâ. Äàííîå èñïîëüçîâàíèå áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïðîñòîé êîíêðåòèçàöè-
åé ïðèâîäèìîãî íèæå ïîñòðîåíèÿ, îòíîñÿùåãîñÿ ê ðàñøèðåíèþ àáñòðàêòíîé
çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî E è ïî-
ëóàëãåáðó L ï/ì E : (E,L) åñòü ÈÏ ñ ïîëóàëãåáðîé ìíîæåñòâ. Ñëåäóåì îáî-
çíà÷åíèÿì [4, ðàçäåë 3]. ×åðåç (add)+[L] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ â/ç ê.-à. ìåð íà ïîëóàëãåáðå L (ñì. [15, ãë.3]), à ÷åðåç A(L) �
ìíîæåñòâî âñåõ â/ç ê.-à. ìåð îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, îïðåäåëåííûõ íà L;
A(L) åñòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî RL, ïîðîæäåííîå êîíóñîì (add)+[L]. Â
÷àñòíîñòè, (add)+[L] ⊂ A(L).

×åðåç B0(E,L) îáîçíà÷àåì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà âñåõ èíäèêà-
òîðîâ [16, c.56] ìíîæåñòâ èç L, à ÷åðåç B(E)� ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ
â/ç ôóíêöèé íà E, ïîëó÷àÿ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî RE, îñíàùàåìîå sup-
íîðìîé ‖ · ‖ [17, c.261]. Çàìûêàíèå B0(E,L) â òîïîëîãèè sup-íîðìû ‖ · ‖
ïðîñòðàíñòâà B(E) îáîçíà÷àåì ÷åðåç B(E,L), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ [17, ãë. IV].
Òîãäà B(E,L) ñ íîðìîé, èíäóöèðîâàííîé èç (B(E), ‖ · ‖), åñòü áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåííîåB∗(E,L) (ïðîñòðàíñòâî
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ íà B(E,L); ñì. [15, (3.5.1)]) èçîìåò-
ðè÷åñêè èçîìîðôíî A(L) â ñèëüíîé íîðìå-âàðèàöèè; êîíêðåòíûé èçîìåòðè-
÷åñêèé èçîìîðôèçì A(L) íà B∗(E,L) èìååò âèä

µ 7→
(∫

E

f dµ

)
f∈B(E,L)

: A(L)→ B∗(E,L),

ãäå èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ñõåìîé [15, îïðåäåëåíèå 3.3.1, ïðåä-
ëîæåíèå 3.3.1]. Ïîëó÷àþùåéñÿ äâîéñòâåííîñòè (B(E,L),A(L)) ñîîòâåòñòâó-
åò ¾îáû÷íàÿ¿ *-ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ A(L), îáîçíà÷àåìàÿ äàëåå ÷åðåç τ∗(L) [10,
ñ. 70]. Ìû èñïîëüçóåì òàêæå òîïîëîãèþ τ0(L) [4, c. 246] ìíîæåñòâà A(L), îò-
âå÷àþùóþ ïðåäñòàâëåíèþ A(L) êàê ïîäïðîñòðàíñòâà òèõîíîâñêîé ñòåïåíè R
â äèñêðåòíîé òîïîëîãèè ïðè èñïîëüçîâàíèè L â êà÷åñòâå èíäåêñíîãî ìíîæå-
ñòâà. Çàìåòèì (ñì. [10, ãë. 4]), ÷òî òîïîëîãèè τ∗(L) è τ0(L) íà ìíîæåñòâå A(L),
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âîîáùå ãîâîðÿ, íåñðàâíèìû, îäíàêî äëÿ òîïîëîãèé

τ+
∗ (L) , τ∗(L)|(add)+[L], τ+

0 (L) , τ0(L)|(add)+[L] (4.1)

êîíóñà (add)+[L] ñïðàâåäëèâî [4, (3.2)]ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñðàâíèìîñòè

τ+
∗ (L) ⊂ τ+

0 (L). (4.2)

×åðåç B+
0 (E,L) (÷åðåç B+(E,L)) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ôóíêöèé èç B0(E,L) (èç B(E,L)). Äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà
ôèêñèðóåì r ∈ N (â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïàðàìåòðó r áóäóò ïðèäàâàòüñÿ
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ). Ðàññìàòðèâàåì íèæå r-âåêòîð-ôóíêöèè íà E è âåêòîð-
íûå ê.-à. ìåðû ñî çíà÷åíèÿìè â Rr. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè âòîðîãî
ðàçäåëà B+

0,r[E;L] , B+
0 (E,L)r è B+

r [E;L] , B+(E,L)r� ñóòü ìíîæåñòâà
âñåõ êîðòåæåé ¾äëèíû¿ r ñî çíà÷åíèÿìè â B+

0 (E;L) è â B+(E;L) ñîîòâåò-
ñòâåííî, à (add)+

r [L] , (add)+[L]r� ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé ¾äëèíû¿ r ñî
çíà÷åíèÿìè â (add)+[L] (ñì. (2.1)); óïîìÿíóòûå îáîçíà÷åíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ
[4, ñ. 246]. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûøåóïîìÿíóòûõ êîðòåæåé áóäåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ èíäåêñíàÿ ôîðìà çàïèñè ôóíêöèé (ñì. [18]). Ïðè ýòîì [4, (3.4)]

B+
0,r[E;L] ⊂ B+

r [E;L].

Äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà (add)+
r [L] îïðåäåëåíû òîïîëîãèè ⊗r[τ+

∗ (L)] è
⊗r[τ+

0 (L)], äëÿ êîòîðûõ ñîãëàñíî (4.2)

⊗r[τ+
∗ (L)] ⊂ ⊗r[τ+

0 (L)]. (4.3)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (4.3) ñëåäóåò, ÷òî

⊗r[τ+
∗ (L)]|M ⊂ ⊗r[τ+

0 (L)]|M ∀M ∈ P((add)+
r [L]). (4.4)

Èòàê, â (4.3), (4.4) ìû èìååì èçâåñòíûå [4, ñ. 246] ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
äâóõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð íåïóñòîãî ìíîæåñòâà (add)+

r [L] è åãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ. Ñëåäóÿ [4, (3.13)], ïîëàãàåì, ÷òî

N+
r (L) , {⊗r[τ+

∗ (L)];⊗r[τ+
0 (L)]} (4.5)

(äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç õàóñäîðôîâûõ òîïîëîãèé
(add)+

r [L]).

Ñëàáàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü
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Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ôèêñèðóåì η ∈ (add)+[L], ïîñëå ÷åãî (ñì. [4, (3.6)])
ïîëàãàåì

(add)+[L; η] , {µ ∈ (add)+[L] | ∀L ∈ L (η(L) = 0)⇒ (µ(L) = 0)}. (4.6)

Â ïîñòðîåíèÿõ, êàñàþùèõñÿ èãðîâîé çàäà÷è, â êà÷åñòâå η ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ ðàçëè÷íûå ê.-à. ìåðû (èìåþòñÿ â âèäó äâå êîíêðåòèçàöèè η, èñïîëüçóåìûå
â ìîäåëÿõ, îòâå÷àþùèõ ïðèíÿòèþ ðåøåíèé êàæäûì èç äâóõ èãðîêîâ). Åñëè
f ∈ B(E,L), òî f ∗ η ∈ A(L) îáîçíà÷àåì íåîïðåäåëåííûé η-èíòåãðàë f (ñì.
[15, ãë. 3]). Åñëè f ∈ B+(E,L), òî f ∗ η ∈ (add)+[L; η]. Áîëåå òîãî,

(add)+[L; η] = cl({f ∗ η : f ∈ B+
0 (E,L)}, τ∗(L)) =

= cl({f ∗ η : f ∈ B+
0 (E,L)}, τ0(L)). (4.7)

Ïîñêîëüêó ïðèM ∈ P((add)+[L]) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà cl(M, τ+
∗ (L)) =

cl(M, τ∗(L))∩ (add)+[L] è cl(M, τ+
0 (L)) = cl(M, τ0(L))∩ (add)+[L], òî ïîëó÷à-

åì, ÷òî (ñì. (4.7))

(add)+[L; η] = cl({f ∗ η : f ∈ B+
0 (E,L)}, τ+

∗ (L)) =

= cl({f ∗ η : f ∈ B+
0 (E,L)}, τ+

0 (L)). (4.8)

Â [4, (3.10)] óêàçàíû êîíêðåòíûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàòèâíîé ðåàëèçàöèè ê.-
à. ìåð èç (add)+[L; η]. Ñëåäóÿ ñîãëàøåíèÿì ðàçäåëà 2 è [4, (3.14)], ïîëó÷àåì,
÷òî

(add)+
r [L; η] , (add)+[L; η]r (4.9)

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé ¾äëèíû¿ r ñî çíà÷åíèÿìè â (êîíóñå)
(add)+[L; η]. Ýëåìåíòàìè (4.9) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûå ê.-à. ìåðû íà L, ñëàáî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå îòíîñèòåëüíî η. Â ñèëó ñâîéñòâà [13, (4.6)] èìååì,
÷òî (4.9) åñòü ìíîæåñòâî, çàìêíóòîå â êàæäîé òîïîëîãèè èç N+

r (L) (4.5). Â [4,
(3.17)] óêàçàí êîíêðåòíûé âàðèàíò àïïðîêñèìàòèâíîé ðåàëèçàöèè ýëåìåíòîâ
(4.9) â êëàññå (ñòóïåí÷àòûõ) âåêòîð-ôóíêöèé èç B+

0,r[E;L]; äàííûé âàðèàíò
îêàçûâàåòñÿ [4, ñ. 248] óíèâåðñàëüíûì îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèé èç ìíîæåñòâà
(4.5). Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî [13, (4.6)]

(add)+
r [L; η] = cl({(fi ∗ η)i∈1,r : (fi)i∈1,r ∈ B+

0,r[E;L]},⊗r[τ+
∗ (L)]) =

= cl({(fi ∗ η)i∈1,r : (fi)i∈1,r ∈ B+
0,r[E;L]},⊗r[τ+

0 (L)]). (4.10)

Èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ è èõ ðåëàêñàöèè
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Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ôèêñèðóåì n ∈ N è ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå

S : 1,n× 1, r → B(E,L), (4.11)

ïîëó÷àÿ ôàêòè÷åñêè ìàòðèöàíò íà E. Êðîìå òîãî, ìû ôèêñèðóåì äî êîíöà
íàñòîÿùåãî ðàçäåëà çàìêíóòîå â òîïîëîãèè τ

(n)
R ìíîæåñòâî Y ∈ P ′(Rn). Ñî-

îòâåòñòâåííî n, S è Y äîáàâëÿþòñÿ ê îãîâîðåííûì ðàíåå ïàðàìåòðàì çàäà÷è
î äîñòèæèìîñòè. Âñþäó â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ñîãëàøåíèå: åñëè i ∈ 1,n
è j ∈ 1, r, òî

Si,j , S(i, j).

Ðàññìàòðèâàåì äàëåå îãðàíè÷åíèÿ âèäà(
r∑
j=1

∫
E

Si,jfj dη

)
i∈1,n

∈ Y (4.12)

íà âûáîð (fi)i∈1,r ∈ B+
0,r[E;L]. Îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî òèïà óñëîâèìñÿ íàçûâàòü

ìîìåíòíûìè. Êðîìå ìîìåíòíûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îãðàíè÷åíèÿ èì-
ïóëüñíîãî õàðàêòåðà. Ïóñòü F� íåïóñòîå çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ï/ì Rr

+,

ãäå Rr
+ � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç Rr ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè.

Ïðè ýòîì

(xi)i∈1,r 7→
r∑
i=1

xi : F→ [0;∞[

îãðàíè÷åíî è äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà F; ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëàãàåì, ÷òî

cF , max
(xi)i∈1,r ∈F

r∑
i=1

xi, (4.13)

ïîëó÷àÿ cF ∈ [0,∞[. Òîãäà ïîëàãàåì, ÷òî

(r − adm)[F|E;L; η] ,

{
(fi)i∈1,r ∈ B+

0,r[E;L] |
(∫

E

fi dη

)
i∈1,r

∈ F

}
(4.14)

åñòü ìíîæåñòâî îáû÷íûõ (âåêòîðíûõ) óïðàâëåíèé, äîïóñòèìûõ â ÷àñòè ñî-
áëþäåíèÿ îãðàíè÷åíèé èìïóëüñíîãî õàðàêòåðà. Ðàçóìååòñÿ, â ñèëó (4.13),
(4.14)

r∑
i=1

∫
E

fi dη 6 cF ∀ (fi)i∈1,r ∈ (r − adm)[F | E;L; η]. (4.15)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 11



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2013

Ìû òðàêòóåì (4.15) êàê èìïóëüñíóþ êîìïîíåíòó ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé. Åñëè
Y� ï/ì Rn, òî ïîëàãàåì, ÷òî

((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S] ,

,

(fi)i∈1,r ∈ (r − adm)[F | E;L; η] |

(
r∑
j=1

∫
E

Si,jfj dη

)
i∈1,n

∈ Y

 . (4.16)

Â êà÷åñòâåY ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâàO(n)
ζ [Y], ζ ∈]0,∞[.

Êðîìå òîãî, ïðè S ∈ P ′(Rn), M ∈ P ′(1,n) è ζ ∈]0,∞[ áóäåì èñïîëüçîâàòü

äàëåå â êà÷åñòâåY òàêæå ìíîæåñòâî Ô(n)
ζ [S|M ]. Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ ñëó÷àÿõ

âèäà (4.16) ïîëó÷àåì ï/ì B+
0,r[E;L].

Ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

Σr[E;L; η;F] ,
{

(µj)j∈1,r ∈ (add)+
r [L; η] | (µj(E))j∈1,r ∈ F

}
. (4.17)

Ñ ó÷åòîì [4, (4.24)] ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî (4.17) çàìêíóòî â òîïîëîãèè
⊗r[τ+

∗ (L)]. Áîëåå òîãî, èç [4, (4.26)] ñëåäóåò, ÷òî

Σr[E;L; η;F] ∈ (⊗r[τ+
∗ (L)]− comp)[(add)+

r [L]]. (4.18)

Îòìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâàì íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà èç (4.14) ñëåäóåò, ÷òî

(r − adm)[F | E;L; η] =
{

(fi)i∈1,r ∈ B+
0,r[E;L] | ((fi ∗ η)(E))i∈1,r ∈ F

}
. (4.19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì î÷åâèäíîå ñâîéñòâî (ñì. (4.9))

(fi ∗ η)i∈1,r ∈ (add)+
r [L; η] ∀ (fi)i∈1,r ∈ B+

r [E;L]. (4.20)

Èç (4.17), (4.19) è (4.20) âûòåêàåò, ÷òî{
(fi ∗ η)i∈1,r : (fi)i∈1,r ∈ (r − adm)[F | E;L; η]

}
⊂ Σr[E;L; η;F]. (4.21)

Óòâåðæäåíèå 1 Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ

cl({(fi ∗ η)i∈1,r : (fi)i∈1,r ∈ (r − adm)[F | E;L; η]},⊗r[τ+
∗ (L)]) =

= cl({(fi∗η)i∈1,r : (fi)i∈1,r ∈ (r−adm)[F | E;L; η]},⊗r[τ+
0 (L)]) = Σr[E;L; η;F].

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäðîáíî â [4, ïðåäëîæåíèå 4.2]. Ïîëàãàåì
äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà, ÷òî ∃L ∈ L : η(L) 6= ∅; òîãäà η(E) ∈]0,∞[, à
êàæäîå èç ìíîæåñòâ (r − adm)[F | E;L; η], Σr[E;L; η;F] íåïóñòî. Èç (4.18)
âûòåêàåò, ÷òî òîïîëîãèÿ

τ ∗Σ[E;L; η;F | r] , ⊗r[τ+
∗ (L)]|Σr[E;L;η;F] (4.22)
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ïðåâðàùàåò Σr[E;L; η;F] â íåïóñòîé êîìïàêò

(Σr[E;L; η;F], τ ∗Σ[E;L; η;F | r]). (4.23)

Êðîìå òîãî, ââåäåì ñëåäóþùóþ òîïîëîãèþ ìíîæåñòâà Σr[E;L; η;F] :

τ 0
Σ[E;L; η;F | r] , ⊗r[τ+

0 (L)]|Σr[E;L;η;F]. (4.24)

Òîãäà èç (4.4), (4.22), (4.24) âûòåêàåò, ÷òî

τ ∗Σ[E;L; η;F | r] ⊂ τ 0
Σ[E;L; η;F | r]. (4.25)

×åðåç I óñëîâèìñÿ â ýòîì ðàçäåëå îáîçíà÷àòü îòîáðàæåíèå

(fi)i∈1,r 7→ (fi ∗ η)i∈1,r : (r − adm)[F | E;L; η]→ Σr[E;L; η;F]. (4.26)

Èç (2.5) è ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò ñâîéñòâî: åñëè (D,�, g) åñòü
íàïðàâëåííîñòü â Σr[E;L; η;F] è µ ∈ Σr[E;L; η;F], òî(

(D,�, g)
τ0
Σ[E;L;η;F| r]−→ µ

)
⇒
(

(D,�, g)
τ∗Σ[E;L;η;F| r]−→ µ

)
. (4.27)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç îïðåäåëåíèÿ ÌÏ â ðàçäåëå 3 è èç (4.27) âûòåêàåò,
÷òî äëÿ âñÿêîé íàïðàâëåííîñòè (D,�, h) â (r − adm)[F | E;L; η] è ìåðû
µ ∈ Σr[E;L; η;F](

(D,�, I ◦ h)
τ0
Σ[E;L;η;F|r]−→ µ

)
⇒
(

(D,�, I ◦ h)
τ∗Σ[E;L;η;F|r]−→ µ

)
. (4.28)

Èç (4.27) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè X ∈ P ′(P((r − adm)[F | E;L; η]))

(as)
[
(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ 0

Σ[E;L; η;F | r]; I;X
]
⊂

⊂ (as) [(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ ∗Σ[E;L; η;F | r]; I;X ] . (4.29)

Ñ ó÷åòîì (4.26) èìååì äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà M ∈ P((r − adm)[F | E;L; η])
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

I1(M) = {(fi ∗ η)i∈1,r : (fi)i∈1,r ∈M}. (4.30)

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 è (4.30) âûòåêàåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ

Σr[E;L; η;F] = cl(I1((r − adm)[F | E;L; η]),⊗r[τ+
∗ (L)]) =

= cl(I1((r − adm)[F | E;L; η]),⊗r[τ+
0 (L)]). (4.31)
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Â ñâÿçè ñ (4.21), (4.22), (4.31) îòìåòèì, ÷òî

cl(I1((r − adm)[F | E;L; η]), τ ∗Σ[E;L; η;F | r]) =

= cl(I1((r − adm)[F | E;L; η]),⊗r[τ+
∗ (L)]) ∩ Σr[E;L; η;F] =

= Σr[E;L; η;F]. (4.32)

Èç (4.21), (4.22), (4.31) ïîëó÷àåì, ÷òî

cl(I1((r − adm)[F | E;L; η]), τ 0
Σ[E;L; η;F | r]) =

= cl(I1((r − adm)[F | E;L; η]),⊗r[τ+
0 (L)]) ∩ Σr[E;L; η;F] =

= Σr[E;L; η;F]. (4.33)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå

(µj)j∈1,r 7→

(
r∑
j=1

∫
E

Si,j dµj

)
i∈1,n

: Σr[E;L; η;F]→ Rn; (4.34)

â íàñòîÿùåì ðàçäåëå îòîáðàæåíèå (4.34) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S; òîãäà

S : Σr[E;L; η;F]→ Rn

è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

S
(
(µj)j∈1,r

)
=

(
r∑
j=1

∫
E

Si,j dµj

)
i∈1,n

∀ (µj)j∈1,r ∈ Σr[E;L; η;F]. (4.35)

Â ýòîì ñëó÷àå êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ

((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S] , S−1(Y) =

=

(µj)j∈1,r ∈ Σr[E;L; η;F] |

(
r∑
j=1

∫
E

Si,j dµj

)
i∈1,n

∈ Y

 . (4.36)

Ñ ó÷åòîì (4.16) íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì. (3.2)), ÷òî ñåìåéñòâî

((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S] ,

,
{

((n, r)− ADM)[F | E;L; η;O(n)
ζ [Y];S] : ζ ∈]0,∞[

}
∈

∈ β[(r − adm)[F | E;L; η]]. (4.37)
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Òåì ñàìûì (ñì. (4.37)) îïðåäåëåí îäèí âàðèàíò îãðàíè÷åíèé àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî õàðàêòåðà, ïîäîáíûé [4]. Ðàññìîòðèì äðóãîé âàðèàíò, ïîëàãàÿ

((n, r)− step)[E;L;S] , {M ∈ P(1,n) | Si,j ∈ B0(E,L) ∀ i ∈M ∀ j ∈ 1, r }.
(4.38)

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé ðàçäåëà 2 ïðè M ∈ ((n, r)− step)[E;L;S] è ζ ∈]0,∞[

îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî Ô(n)
ζ [Y|M ] ∈ P(Rn);

Ëåãêî âèäåòü (ñì. (3.2), (4.16)), ÷òî ïðè M ∈ ((n, r) − step)[E;L;S] ñå-
ìåéñòâî

((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S] ,

,
{

((n, r)− ADM)[F | E;L; η; Ô(n)
ζ [Y|M ];S] : ζ ∈]0,∞[

}
∈

∈ β[(r − adm)[F | E;L; η]]. (4.39)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (4.38) ∅ ∈ ((n, r)− step))[E;L;S]. Ïðè ýòîì

((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S] = ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;∅;S]. (4.40)

Äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ôèêñèðóåì

M ∈ ((n, r)− step)[E;L;S]. (4.41)

Óòâåðæäåíèå 2 Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S] =

= (as)[(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ ∗Σ[E;L; η;F | r];
I; ((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S]] =

= (as)[(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ ∗Σ[E;L; η;F | r];
I; ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S]] =

= (as)[(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ 0
Σ[E;L; η;F | r];

I; ((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S]] =

= (as)[(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ 0
Σ[E;L; η;F | r];

I; ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S]]. (4.42)

Äîêàçàòåëüñòâî èçâëåêàåòñÿ èç óòâåðæäåíèé [4, ðàçäåë 4] (ñì., â ÷àñòíîñòè,
[4, òåîðåìû 4.1, 4.2]). Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå k ∈ N è îòîáðàæåíèå

A : 1,k× 1, r → B(E,L). (4.43)
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Ïîëàãàåì, ÷òî Ai,j , A(i, j) ∀ i ∈ 1,k ∀ j ∈ 1, r. Åñëè (fj)j∈1,r ∈ B+
0,r[E;L],

òî îïðåäåëåí âåêòîð (
r∑
j=1

∫
E

Ai,jfj dη

)
i∈1,k

∈ Rk. (4.44)

Â ÷àñòíîñòè, â (4.44) ìîæíî èñïîëüçîâàòü (fj)j∈1,r ∈ (r−adm)[F | E;L; η].
Òàêèì îáðàçîì, (r − adm)[F | E;L; η]� íåïóñòîå ìíîæåñòâî è ïðè (fj)j∈1,r ∈
(r− adm)[F | E;L; η] îïðåäåëåí âåêòîð (4.44). Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåì öåëåâîå
îòîáðàæåíèå

Â : (r − adm)[F | E;L; η]→ Rk (4.45)

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Â
(
(fi)i∈1,r

)
,

(
r∑
j=1

∫
E

Ai,jfj dη

)
i∈1,k

∀ (fj)j∈1,r ∈ (r − adm)[F | E;L; η].

(4.46)
Â ñâÿçè ñ (4.45), (4.46) îòìåòèì, ÷òî äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëåäóþùèå
ÌÏ:

(as)[(r−adm)[F | E;L; η];Rk; τkR; Â; ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S]] ∈ P(Rk),
(4.47)

(as)[(r−adm)[F | E;L; η];Rk; τkR; Â; ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S]] ∈ P(Rk),
(4.48)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÏ (4.47), (4.48) ââåäåì îáîáùåííûé öåëåâîé îïåðàòîð

Ã : Σr[E;L; η;F]→ Rk (4.49)

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Ã
(
(µj)j∈1,r

)
,

(
r∑
j=1

∫
E

Ai,j dµj

)
i∈1,k

∀ (µj)j∈1,r ∈ Σr[E;L; η;F]. (4.50)

Èç (4.49) ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåí îáðàç

Ã1 (((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S]) =

=
{
Ã
(
(µj)j∈1,r

)
: (µj)j∈1,r ∈ ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S]

}
∈ P(Rk).

(4.51)
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Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (4.26)

I : (r − adm)[F | E;L; η]→ Σr[E;L; η;F]. (4.52)

Òîãäà ñîãëàñíî (4.49), (4.52) îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

Ã ◦ I : (r − adm)[F | E;L; η]→ Rk, (4.53)

äëÿ êîòîðîãî [10, (3.4.11)]

(Ã ◦ I)
(
(fj)j∈1,r

)
= Ã(I((fj)j∈1,r)) =

= Ã((fj ∗ η)j∈1,r) =

(
r∑
j=1

∫
E

Ai,j d(fj ∗ η)

)
i∈1,k

=

(
r∑
j=1

∫
E

Ai,jfj dη

)
i∈1,k

=

= Â((fj)j∈1,r) ∀ (fj)j∈1,r ∈ (r − adm)[F | E;L; η]. (4.54)

Èç (4.45), (4.53) è (4.54) ñëåäóåò, ÷òî

Ã ◦ I = Â. (4.55)

Óòâåðæäåíèå 3 Îïåðàòîð Ã íåïðåðûâåí:

Ã ∈ C
(

Σr[E;L; η;F], τ ∗Σ[E;L; η;F | r],Rk, τ
(k)
R

)
. (4.56)

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ôàêòè÷åñêè èç îïðåäåëåíèÿ *-ñëàáîé òîïîëîãèè
τ∗(L); ñì. â ýòîé ñâÿçè [19, (4.6.16)].

Íàïîìíèì, ÷òî (4.23) åñòü íåïóñòîé êîìïàêò, I åñòü îïåðàòîð ïîãðóæå-
íèÿ, îïðåäåëÿåìûé â (4.26), Ã åñòü íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç êîìïàêòà â(
Rk, τ

(k)
R

)
. Ïðè ýòîì Â ñîîòâåòñòâóåò (4.45) è ðåàëèçóåòñÿ â âèäå êîìïîçè-

öèè ïî ïðàâèëó (4.55). Íàïîìíèì çäåñü æå, ÷òî (r − adm)[F | E;L; η] åñòü

íåïóñòîå ìíîæåñòâî (ñì. çàìå÷àíèå 4.1), îòîáðàæàåìîå â
(
Rk, τ

(k)
R

)
ïîñðåä-

ñòâîì Â. Èç ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò, ÷òî (Σr[E;L; η;F], τ ∗Σ[E;L; η;F | r], I, Ã)

åñòü (Rk, τ
(k)
R , Â)-êîìïàêòèôèêàòîð â ñìûñëå [11, îïðåäåëåíèå 3.1]. Òîãäà ñî-

ãëàñíî [11, ïðåäëîæåíèå 3.2]

(as)
[
(r − adm)[F | E;L; η];Rk, τ

(k)
R ; Â;R

]
=

= Ã 1 ((as) [(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ ∗Σ [E;L; η;F | r] ; I;R])

∀R ∈ P ′(P((r − adm)[F | E;L; η])). (4.57)
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Èç (4.37), (4.57) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(as)
[
(r − adm)[F | E;L; η];Rk, τ

(k)
R ; Â; ((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S]

]
=

= Ã 1((as)[(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ ∗Σ[E;L; η;F | r]; I;
((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S]]) =

= Ã 1(((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S]); (4.58)

ìû ó÷ëè óòâåðæäåíèå 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (4.39) è (4.57) âûòåêàåò öåïî÷êà
ðàâåíñòâ (ñì. óòâåðæäåíèå 2):

(as)
[
(r − adm)[F | E;L; η];Rk, τ

(k)
R ; Â; ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S]

]
=

= Ã 1((as)[(r − adm)[F | E;L; η]; Σr[E;L; η;F]; τ ∗Σ[E;L; η;F | r]; I;
((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S]]) =

= Ã 1(((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S]). (4.59)

Èç (4.58), (4.59) ñëåäóåò

(as)
[
(r − adm)[F | E;L; η];Rk, τ

(k)
R ; Â; ((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S]

]
=

= Ã 1(((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S]) =

= (as)[(r−adm)[F | E;L; η];Rk; τ
(k)
R ; Â; ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S]].

(4.60)

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè ÌÏ
ïðè îñëàáëåíèè ÷àñòè îãðàíè÷åíèé, îïðåäåëÿåìîé èíäåêñíûì ìíîæåñòâîìM
(ðå÷ü èäåò îá èñïîëüçîâàíèè äâóõ òèïîâ îêðåñòíîñòåé Y, à èìåííî: O(n)

ζ [Y] è

Ô
(n)
ζ [Y |M ], ãäå ζ ∈]0,∞[); â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì, ÷òî

M ∈ ((n, r)− step)[E;L;S] : M ⊂ 1,n. (4.61)

Ñîãëàñíî (3.2) è (4.37)

((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;S] ∈ β((r − adm)[F | E;L; η]). (4.62)

Êðîìå òîãî, èç (3.2) è (4.39) ñëåäóåò, ÷òî (ñì. (4.61))

((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S] ∈ β((r − adm)[F | E;L; η]). (4.63)

Íàïîìíèì [20], ÷òî ïðè âñÿêîì âûáîðå ñåìåéñòâ X ∈ P ′(P((r − adm)[F |
E;L; η])) è Y ∈ P ′(P((r−adm)[F | E;L; η])) ñåìåéñòâî Y π-âïèñàíî â X, åñëè

∀A ∈ X ∃B ∈ Y : B ⊂ A; (4.64)
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äëÿ êðàòêîãî îáîçíà÷åíèÿ ñâîéñòâà (4.64) èñïîëüçóåì, êàê è â [20, c. 194] âû-
ðàæåíèå X a Y.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî [20, ïðåäëîæåíèå 6.2] è (3.2)

∀X ∈ P ′(P((r − adm)[F | E;L; η])) ∀Y ∈ P ′(P((r − adm)[F | E;L; η]))

(X a Y)⇒ ((as)[(r − adm)[F | E;L; η];Rk; τ
(k)
R ; Â;Y] ⊂

⊂ (as)[(r − adm)[F | E;L; η];Rk; τ
(k)
R ; Â;X]). (4.65)

Èç (2.3) è (4.16) âûòåêàåò, ÷òî

((n, r)− ADM)
[
F | E;L; η; Ô

(n)
ζ [Y |M ;S]

]
⊂

⊂ ((n, r)− ADM)
[
F | E;L; η;O

(n)
ζ [Y;S]

]
∀ ζ ∈]0,∞[. (4.66)

Èç (4.37), (4.39) è (4.66) ïîëó÷àåì, ÷òî

∀A ∈ ((n, r)− ADM) [F | E;L; η;Y;S]

∃B ∈ ((n, r)−ADM) [F | E;L; η;Y;M ;S] : B ⊂ A. (4.67)

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ a (ñì. (4.64)) ïîëó÷àåì, ÷òî

((n, r)− ADM) [F | E;L; η;Y;S] a ((n, r)−ADM) [F | E;L; η;Y;M ;S] .

Òåîðåìà 1 Åñëè Z ∈ P ′(P((r − adm)[F | E;L; η])), òî

(((n, r)− ADM)[F | E;L; η;Y, S] a Z) &

&(Z a ((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;M ;S]))⇒

⇒
(

(as)
[
(r − adm)[F | E;L; η];Rk, τ

(k)
R ; Â;Z

])
=

= Ã 1(((n, r)−ADM)[F | E;L; η;Y;S])). (4.68)

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé êîìáèíàöèè (4.60) è (4.61).

5 Èãðîâàÿ çàäà÷à ñ ìîìåíòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè: ýëå-

ìåíòû êîíñòðóêöèè ðàñøèðåíèÿ.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíûé àíàëîã èãðîâîé çàäà÷è
ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçäåëà 1. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ êîíñòðóêöèè è
ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
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Ôèêñèðóåì íèæå ñëåäóþùèå äâà ÈÏ ñ ïîëóàëãåáðàìè ìíîæåñòâ: (E1,L1)
è (E2,L2), E1 6= ∅, E2 6= ∅. Äëÿ ýòèõ äâóõ ÈÏ êîíêðåòèçèðóåì îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ ðàçäåëà 4, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå E êàêîå-ëèáî èç ìíîæåñòâ E1, E2, à
â êà÷åñòâå L� êàêóþ-ëèáî ïîëóàëãåáðó: L1 èëè L2. Êðîìå òîãî, ôèêñèðóåì
r1 ∈ N è r2 ∈ N. Ýòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå r ðàçäåëà 4,
ïðè÷åì r1 èñïîëüçóåòñÿ ïðè (E,L) = (E1,L1), à r2 � ïðè (E,L) = (E2,L2). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äâà òèïà âåêòîð-ôóíêöèé è äâà òèïà ê.-à. ìåð:

B+
0,r1

[E1;L1], B
+
0,r2

[E2;L2], (add)+
r1

[L1], (add)+
r2

[L2].

Ñîîòâåòñòâåííî, ðåàëèçóþòñÿ òîïîëîãèè

⊗r1[τ+
∗ [L1)], ⊗r2[τ+

∗ [L2], ⊗r1[τ+
0 (L1)], ⊗r2[τ+

0 (L2)].

Èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííûå àíàëîãèè, ïîäîáíûå êîíêðåòèçàöèè ðåàëèçóåì è äëÿ
äðóãèõ ïîíÿòèé ðàçäåëà 4.

Ïóñòü η1 ∈ (add)+[L1] è η2 ∈ (add)+[L2]. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ïðî-
ñòðàíñòâà

(E1,L1, η1), (E2,L2, η2). (5.1)

Èñïîëüçóåì ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëà 4 â óñëîâèÿõ, êîãäà (E,L, η) ðàçäåëà 4
ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïðîñòðàíñòâ (5.1); â ÷àñòíîñòè, äàëåå ñóùåñòâåííû ìíî-
æåñòâà (add)+

r1
[L1; η1] è (add)+

r2
[L2; η2].

Ïóñòü n1 ∈ N è n2 ∈ N; ðàññìàòðèâàåì n1 è n2 â êà÷åñòâå êîíêðåòèçàöèè
ïàðàìåòðà n ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ôèêñèðóåì òàêæå îòîáðàæåíèÿ

S(1) : 1,n1 × 1, r1 → B(E1,L1), S(2) : 1,n2 × 1, r2 → B(E2,L2) (5.2)

â êà÷åñòâå âàðèàíòîâ S ðàçäåëà 4. Ïîäîáíî ðàçäåëó 4 ïîëàãàåì, ÷òî(
S

(1)
i,j , S(1)(i, j) ∀ i ∈ 1,n1 ∀ j ∈ 1, r1

)
&

&
(
S

(2)
i,j , S(2)(i, j) ∀ i ∈ 1,n2 ∀ j ∈ 1, r2

)
.

Ïóñòü òåïåðü Y1 åñòü íåïóñòîå ï/ì Rn1, çàìêíóòîå â (îáû÷íîé) òîïîëî-

ãèè τ
(n1)
R , à Y2 � íåïóñòîå ï/ì Rn2, çàìêíóòîå â ñìûñëå τ

(n2)
R . Ìíîæåñòâî Y1

ôîðìèðóåò îãðàíè÷åíèå(
r1∑
j=1

∫
E1

S
(1)
i,j fj dη1

)
i∈1,n1

∈ Y1 (5.3)
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íà âûáîð (fj)j∈1,r1
∈ B+

0,r1
[E1;L1] (íèæå áóäóò ââåäåíû è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ).

Óñëîâèå (5.3) ëîãè÷íî òðàêòîâàòü êàê ìîìåíòíîå îãðàíè÷åíèå. Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì, Y2 ôîðìèðóåò îãðàíè÷åíèå(

r2∑
j=1

∫
E2

S
(2)
i,j fj dη2

)
i∈1,n2

∈ Y2 (5.4)

íà âûáîð (fj)j∈1,r2
∈ B+

0,r2
[E2;L2], òàêæå íàçûâàåìîå äàëåå ìîìåíòíûì.

Ïóñòü F1 � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ï/ì Rr1
+ , çàìêíóòîå â (Rr1, τ

(r1)
R ), à F2 �

íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ï/ì Rr2
+ , çàìêíóòîå â (Rr2, τ

(r2)
R ). Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ

(4.14) ââîäèì ìíîæåñòâà

(r1−adm)[F1|E1;L1; η1] ,

{
(fi)i∈1,r1

∈ B+
0,r1

[E1;L1] |
(∫

E1

fi dη1

)
i∈1,r1

∈ F1

}
,

(5.5)

(r2−adm)[F2|E2;L2; η2] ,

{
(fi)i∈1,r2

∈ B+
0,r2

[E2;L2] |
(∫

E2

fi dη2

)
i∈1,r2

∈ F2

}
.

(5.6)
Ðàçóìååòñÿ, (5.5) è (5.6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâå êîíêðåòèçàöèè ìíîæå-
ñòâà (4.14). Ïðè ýòîì êàæäîå èç ýòèõ äâóõ ìíîæåñòâ èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíî
â ñìûñëå, ïîäîáíîì (4.15). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ââîäèì äâå êîíêðåòèçàöèè
(4.16):

((n1, r1)− ADM)[F1 | E1;L1; η1;Y;S(1)] ,

,

(fi)i∈1,r1
∈ (r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1] |

(
r1∑
j=1

∫
E1

S
(1)
i,j fj dη1

)
i∈1,n1

∈ Y


∀Y ∈ P(Rn1), (5.7)

((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2;Y;S(2)] ,

,

(fi)i∈1,r2
∈ (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2] |

(
r2∑
j=1

∫
E2

S
(2)
i,j fj dη2

)
i∈1,n2

∈ Y


∀Y ∈ P(Rn2). (5.8)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóåì íèæå ñëåäóþùèå âàðèàíòû ìíîæåñòâà (4.17) è (4.18)

Σr1
[E1;L1; η1;F1] ,

{
(µj)j∈1,r1

∈ (add)+
r1

[L1; η1] | (µj(E1))j∈1,r1
∈ F1

}
∈

∈
(
⊗r1[τ+

∗ (L1)]− comp
) [

(add)+
r1

[L1]
]
, (5.9)
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Σr2
[E2;L2; η2;F2] ,

{
(νj)j∈1,r2

∈ (add)+
r2

[L2; η2] | (νj(E2))j∈1,r2
∈ F2

}
∈

∈
(
⊗r2[τ+

∗ (L2)]− comp
) [

(add)+
r2

[L2]
]
. (5.10)

Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì ñâîéñòâà ïëîòíîñòè (ñì. óòâåðæäåíèå 1):

Σr1
[E1;L1; η1;F1] =

= cl({(fi ∗ η1)i∈1,r1
: (fi)i∈1,r1

∈ (r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]},⊗r1[τ+
∗ (L1)]) =

= cl({(fi ∗ η1)i∈1,r1
: (fi)i∈1,r1

∈ (r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]},⊗r1[τ+
0 (L1)]),

(5.11)

Σr2
[E2;L2; η2;F2] =

= cl({(fi ∗ η2)i∈1,r2
: (fi)i∈1,r2

∈ (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]},⊗r2[τ+
∗ (L2)]) =

= cl({(fi ∗ η2)i∈1,r2
: (fi)i∈1,r2

∈ (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]},⊗r2[τ+
0 (L2)]).

(5.12)

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî ìåðû η1 è η2 íåíóëåâûå: η1(E1) ∈
]0,∞[, η2(E2) ∈]0,∞[. Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.7.1

(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1] 6= ∅, Σr1
[E1;L1; η1;F1] 6= ∅,

(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2] 6= ∅, Σr2
[E2;L2; η2;F2] 6= ∅.

Ââåäåì (ñì. (4.22)) òîïîëîãèþ

τ ∗∑[E1;L1; η1;F1 | r1] , ⊗r1[τ+
∗ (L1)]|Σr1 [E1;L1;η1;F1],

ïîðîæäàþùóþ íåïóñòîé êîìïàêò(
Σr1

[E1;L1; η1;F1], τ
∗∑[E1;L1; η1;F1 | r1]

)
. (5.13)

Àíàëîãè÷íî (ñì. (4.22)), òîïîëîãèÿ

τ ∗∑[E2;L2; η2;F2 | r2] , ⊗r2[τ+
∗ (L2)]|Σr2 [E2;L2;η2;F2]

ïîðîæäàåò íåïóñòîé êîìïàêò(
Σr2

[E2;L2; η2;F2], τ
∗∑[E2;L2; η2;F2 | r2]

)
. (5.14)

Êðîìå òîãî, ïóñòü τ 0∑[E1;L1; η1;F1 | r1] , ⊗r1[τ+
0 (L1)]|Σr1 [E1;L1;η1;F1];

τ 0∑[E2;L2; η2;F2 | r2] , ⊗r2[τ+
0 (L2)]|Σr2 [E2;L2;η2;F2]. Ââåäåì äâà âàðèàíòà îïå-

ðàòîðà (4.26). Äëÿ ýòîãî ïîëàãàåì, ÷òî I åñòü def îòîáðàæåíèå

(fi)i∈1,r1
7→ (fi ∗ η1)i∈1,r1

: (r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]→ Σr1
[E1;L1; η1;F1];

(5.15)
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êðîìå òîãî, îïðåäåëÿåì J êàê îòîáðàæåíèå

(fi)i∈1,r2
7→ (fi ∗ η2)i∈1,r2

: (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]→ Σr2
[E2;L2; η2;F2].

(5.16)
Ðàçóìååòñÿ, I1(·) è J1(·) � ñóòü îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàçà ïðè äåéñòâèè I (5.15)
è J (5.16) ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîãëàñíî (4.32), (4.34)

Σr1
[E1;L1; η1;F1] =

= cl
(
I1 ((r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]) , τ

∗∑[E1;L1; η1;F1 | r1]
)

=

= cl
(
I1((r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]), τ

0∑[E1;L1; η1;F1 | r1]
)
, (5.17)

Σr2
[E2;L2; η2;F2] =

= cl
(
J1 ((r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]) , τ

∗∑[E2;L2; η2;F2 | r2]
)

=

= cl
(
J1((r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]), τ

0∑[E2;L2; η2;F2 | r2]
)
. (5.18)

Èñïîëüçóÿ (4.34) è (4.35), ââåäåì îòîáðàæåíèÿ S1 è S2, îïðåäåëåííûå íà êîì-
ïàêòàõ (5.13) è (5.14) ñîîòâåòñòâåííî. Èòàê, S1 îòîæäåñòâëÿåì ñ

(µj)j∈1,r1
7→

(
r1∑
j=1

∫
E1

S
(1)
i,j dµj

)
i∈1,n1

: Σr1
[E1;L1; η1;F1]→ Rn1, (5.19)

à S2 � ñ îòîáðàæåíèåì

(νj)j∈1,r2
7→

(
r2∑
j=1

∫
E2

S
(2)
i,j dνj

)
i∈1,n2

: Σr2
[E2;L2; η2;F2]→ Rn2. (5.20)

Â òåðìèíàõ ïðîîáðàçîâ ìíîæåñòâ Y1 è Y2 ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ (5.19)
è (5.20) îïðåäåëÿþòñÿ (ñì. (4.36)) ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ÎÓ èãðîêîâ I è II
ñîîòâåòñòâåííî:

M , ((n1, r1)−ADM)[F1 | E1;L1; η1;Y1;S(1)] =

=
{

(µj)j∈1,r1
∈ Σr1

[E1;L1; η1;F1] | S1

(
(µj)j∈1,r1

) ∈ Y1

)}
, (5.21)

N , ((n2, r2)−ADM)[F2 | E2;L2; η2;Y2;S(2)] =

=
{

(νj)j∈1,r2
∈ Σr2

[E2;L2; η2;F2] | S2

(
(νj)j∈1,r2

) ∈ Y2

)}
. (5.22)
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Ââåäåì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëîãè ñåìåéñòâà (4.37), ó÷èòûâàÿ (5.7)
è (5.8):

A1 , ((n1, r1)− ADM)[F1 | E1;L1; η1;Y1;S
(1)] =

=
{

((n1, r1)− ADM)
[
F1 | E1;L1; η1;O(n1)

ζ [Y1];S
(1)
]

: ζ ∈]0,∞[
}
∈

∈ β [(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]] , (5.23)

A2 , ((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2;Y2;S
(2)] =

=
{

((n2, r2)− ADM)
[
F2 | E2;L2; η2;O(n2)

ζ [Y2];S
(2)
]

: ζ ∈]0,∞[
}
∈

∈ β [(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]] . (5.24)

Ñåìåéñòâà (5.23), (5.24) èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé àñèìïòîòè÷åñêîãî
õàðàêòåðà íà âûáîð óïðàâëåíèé èãðîêîâ I è II ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî (4.38)

((n1, r1)− step)[E1;L1;S
(1)] =

=
{
M ∈ P(1,n1) | S(1)

i,j ∈ B0(E1,L1) ∀ i ∈M ∀ j ∈ 1, r1

}
, (5.25)

((n2, r2)− step)[E2;L2;S
(2)] =

=
{
M ∈ P(1,n2) | S(2)

i,j ∈ B0(E2,L2) ∀ i ∈M ∀ j ∈ 1, r2

}
. (5.26)

Êàæäîå èç ñåìåéñòâ (5.25), (5.26) íåïóñòî. Ñ ó÷åòîì (4.39), (5.7), (5.8), èìååì

((n1, r1)−ADM)[F1 | E1;L1; η1;Y1;M ;S(1)] =

=
{

((n1, r1)− ADM)[F1 | E1;L1; η1; Ô(n1)
ζ [Y1|M ];S(1)] : ζ ∈]0,∞[

}
∈

∈ β[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]] ∀M ∈ ((n1, r1)− step)[E1;L1;S
(1)], (5.27)

((n2, r2)−ADM)[F2 | E2;L2; η2;Y2; M̃ ;S(2)] =

=
{

((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2; Ô(n2)
ζ [Y2|M̃ ];S(2)] : ζ ∈]0,∞[

}
∈

∈ β[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]] ∀M̃ ∈ ((n2, r2)− step)[E2;L2;S
(2)]. (5.28)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (4.40), (5.23), (5.24), èìååì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå äâà
ðàâåíñòâà:

(A1 = ((n1, r1)−ADM)[F1 | E1;L1; η1;Y1;∅;S(1)]) &

& (A2 = ((n2, r2)−ADM)[F2 | E2;L2; η2;Y2;∅;S(2)]). (5.29)
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Ñëó÷àé, ðàññìàòðèâàåìûé â (5.29) îòâå÷àåò ñèòóàöèè, êîãäà S(1) è S(2) íå
ñîäåðæàò ¾ñòðîê¿, ýëåìåíòàìè êîòoðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòóïåí÷àòûå îòíîñèòåëüíî
(E1,L1) è (E2,L2) ôóíêöèè.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì ìíîæåñòâà

(M1 ∈ ((n1, r1)− step)[E1;L1;S
(1)]) & (M2 ∈ ((n2, r2)− step)[E2;L2;S

(2)]).
(5.30)

Ñ ó÷åòîì (5.27), (5.28) è (5.30) èìååì äâà íàïðàâëåííûõ ñåìåéñòâà

B1 , ((n1, r1)−ADM)[F1 | E1;L1; η1;Y1;M1;S
(1)] =

=
{

((n1, r1)− ADM)[F1 | E1;L1; η1; Ô(n1)
ζ [Y1|M1];S

(1)] : ζ ∈]0,∞[
}
∈

∈ β[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]], (5.31)

B2 , ((n2, r2)−ADM)[F2 | E2;L2; η2;Y2;M2;S
(2)] =

=
{

((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2; Ô(n2)
ζ [Y2|M2];S

(2)] : ζ ∈]0,∞[
}
∈

∈ β[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]]. (5.32)

Â âèäå A1 è B1 ìû èìååì äâà òèïà îãðàíè÷åíèé àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà
íà âûáîð óïðàâëåíèé èãðîêà I, à â âèäå A2 è B2 � äâà òèïà àíàëîãè÷íûõ
îãðàíè÷åíèé íà âûáîð óïðàâëåíèé èãðîêà II. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 èçâëåêàþòñÿ
ñëåäóþùèå äâå êîíêðåòèçàöèè:

M =

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]; Σr1
[E1;L1; η1;F1]; τ

∗
Σ[E1;L1; η1;F1 | r1]; I;A1] =

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]; Σr1
[E1;L1; η1;F1]; τ

∗
Σ[E1;L1; η1;F1 | r1]; I;B1] =

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]; Σr1
[E1;L1; η1;F1]; τ

0
Σ[E1;L1; η1;F1 | r1]; I;A1] =

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]; Σr1
[E1;L1; η1;F1]; τ

0
Σ[E1;L1; η1;F1 | r1]; I;B1].

(5.33)

N =

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]; Σr2
[E2;L2; η2;F2]; τ

∗
Σ[E2;L2; η2;F2 | r2];J;A2] =

(as)[(r2− adm)[F2 | E2;L2; η2]; Σr2
[E2;L2; η2;F2]; τ

∗
Σ[E2;L2; η2;F2 | r2];J;B2] =

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]; Σr2
[E2;L2; η2;F2]; τ

0
Σ[E2;L2; η2;F2 | r2];J;A2] =

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]; Σr2
[E2;L2; η2;F2]; τ

0
Σ[E2;L2; η2;F2 | r2];J;B2].

(5.34)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 25



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2013

Ïóñòü k1 ∈ N è k2 ∈ N. Ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè (4.43), ââåäåì îòîáðàæåíèÿ

A(1) : 1,k1 × 1, r1 → B(E1,L1), A(2) : 1,k2 × 1, r2 → B(E2,L2),

ôîðìèðóþùèå âåêòîð-ôóíêöèîíàëû, ó÷àñòâóþùèå â ïîñëåäóþùåì ôîðìè-
ðîâàíèè êðèòåðèÿ îñíîâíîé èãðîâîé çàäà÷è. Óñëîâèìñÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ:
A

(1)
i,j , A(1)(i, j) ïðè i ∈ 1,k1 è j ∈ 1, r1, A

(2)
i,j , A(2)(i, j) ïðè i ∈ 1,k2 è

j ∈ 1, r2. Èòàê, âåêòîð-ôóíêöèîíàë

Â1 : (r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]→ Rk1 (5.35)

îïðåäåëÿåì ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

Â1

(
(fj)j∈1,r1

)
,

(
r1∑
j=1

∫
E1

A
(1)
i,j fj dη1

)
i∈1,k1

∀ (fj)j∈1,r1
∈ (r1−adm)[F1 | E1;L1; η1].

Êðîìå òîãî, ââåäåì ïðè k2 ∈ N â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèîíàë

Â2 : (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]→ Rk2, (5.36)

ïîëàãàÿ, ÷òî

Â2

(
(fj)j∈1,r2

)
,

(
r2∑
j=1

∫
E2

A
(2)
i,j fj dη2

)
i∈1,k2

∀ (fj)j∈1,r2
∈ (r2−adm)[F2 | E2;L2; η2].

Íà çíà÷åíèÿõ îòîáðàæåíèÿ Â1 (îòîáðàæåíèÿ Â2) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ÌÏ â
Rk1 (â Rk2). Îòîáðàæåíèþ Â1 ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííûé âåêòîð-ôóíêöèîíàë

P : Σr1
[E1;L1; η1;F1]→ Rk1, (5.37)

îïðåäåëÿåìûé ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî (ïîäîáíîãî (4.50)) óñëîâèÿ

P
(
(µj)j∈1,r1

)
,

(
r1∑
j=1

∫
E1

A
(1)
i,j dµj

)
i∈1,k1

∀ (µj)j∈1,r1
∈ Σr1

[E1;L1; η1;F1].

(5.38)
Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèþ Â2 îòâå÷àåò îáîáùåííûé âåêòîð-ôóíêöèîíàë

Q : Σr2
[E2;L2; η2;F2]→ Rk2, (5.39)

îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì óñëîâèåì (ñì. (4.50)):

Q
(
(νj)j∈1,r2

)
,

(
r2∑
j=1

∫
E2

A
(2)
i,j dνj

)
i∈1,k2

∀ (νj)j∈1,r2
∈ Σr2

[E2;L2; η2;F2].

(5.40)
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Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì (4.51) ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ìíîæåñòâà(
P1(M) ∈ P(Rk1)

)
&
(
Q1(N) ∈ P(Rk2)

)
. (5.41)

Â ñâÿçè ñî ñâîéñòâàìè ìíîæåñòâ (5.41) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå êîí-
êðåòèçàöèè ïðåäñòàâëåíèÿ íà îñíîâå (4.53), (4.54). Èòàê, êîíêðåòíîé âåðñèåé
(4.53) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå P ◦ I, äåéñòâóþùåå èç (r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]
â Rk1 è òàêîå, ÷òî P ◦ I = Â1 (ñì. (4.55)), ãäå ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3

P ∈ C
(

Σr1
[E1;L1; η1;F1], τ

∗
Σ[E1;L1; η1;F1 | r1],Rk1, τ

(k1)
R

)
. (5.42)

Ñ ó÷åòîì (5.42) è ïîñòðîåíèé, ñëåäóþùèõ çà óòâåðæäåíèåì 3 ìû ïîëó-

÷àåì, ÷òî (Σr1
[E1;L1; η1;F1], τ

∗
Σ[E1;L1; η1;F1 | r1], I,P) åñòü

(
Rk1, τ

(k1)
R , Â1

)
�

êîìïàêòèôèêàòîð [11, îïðåäåëåíèå 3.1]. Ïîýòîìó (ñì. (4.58), (5.23))

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1];Rk1, τ
(k1)
R ; Â1;A1] = P1(M). (5.43)

Êðîìå òîãî (ñì. (4.61), (5.31)), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1];Rk1; τ
(k1)
R ; Â1;B1] = P1(M); (5.44)

â ñâÿçè ñ (5.44) íàïîìíèì (5.30). Ñîïîñòàâëÿÿ (5.43) è (5.44), îòìåòèì ïîëåç-
íîå ñâîéñòâî ñðàâíèìîñòè, èçâëåêàåìîå èç (4.68): A1 a B1. Íàêîíåö, èç òåî-
ðåìû 1 ñëåäóåò (ñì. (5.43), (5.44)), ÷òî ∀Z ∈ P ′(P(r1− adm)[F1 | E1;L1; η1]))

((A1 a Z) & (Z a B1))⇒

⇒
(

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1];Rk1, τ
(k1)
R ; Â1;Z] = P1(M)

)
. (5.45)

Â (5.43)�(5.45) ìû èìååì êîíêðåòíûé âàðèàíò ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÏ äëÿ èãðî-
êà I. Ñåé÷àñ ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ êîíêðåòèçàöèþ ïîñòðîåíèé ðàçäåëà 4
äëÿ èãðîêà II. Çäåñü êîíêðåòíîé âåðñèåé îòîáðàæåíèÿ (4.53) ÿâëÿåòñÿ Q ◦ J,
äëÿ êîòîðîãî ñîãëàñíî (4.55) Q ◦J = Â2; ïðè ýòîì ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4.3

Q ∈ C
(

Σr2
[E2;L2; η2;F2], τ

∗
Σ[E2;L2; η2;F2 | r2],Rk2, τ

(k2)
R

)
. (5.46)

Ñ ó÷åòîì (5.46) èìååì, ÷òî (Σr2
[E2;L2; η2;F2], τ

∗
Σ[E2;L2; η2;F2 | r2],J,Q) åñòü(

Rk2, τ
(k2)
R , Â2

)
� êîìïàêòèôèêàòîð [11, îïðåäåëåíèå 3.1]. Èñïîëüçóÿ (4.58) è

(5.24), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2];Rk2, τ
(k2)
R , Â2;A2] = Q1(N). (5.47)
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Êðîìå òîãî, èç (4.61), (5.30) è (5.32) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2];Rk2, τ
(k2)
R , Â2;B2] = Q1(N). (5.48)

Â ñâÿçè ñ (5.47) è (5.48) çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (5.24) è (5.32) A2 a B2. Â
ñâîþ î÷åðåäü, òåîðåìà 1 ñâîäèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ê óòâåðæäåíèþ:
∀Z ∈ P ′(P((r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]))

((A2 a Z)&(Z a B2))⇒

⇒
(

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2];Rk2, τ
(k2)
R ; Â2;Z] = Q1(N)

)
. (5.49)

Â (5.47)�(5.49) ìû èìååì ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ äëÿ èãðîêà II.

Èòàê, â (5.45), (5.49) ìû èìååì äâà òèïà ÌÏ, îòâå÷àþùèå âàðèàíòàì
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ I è II. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìû çàôèêñèðóåì
â äàëüíåéøåì

(Z1 ∈ P ′(P((r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]))) &

& (Z2 ∈ P ′(P((r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]))) , (5.50)

ïîëó÷àÿ äâà íåïóñòûõ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Âïðî÷åì, âñþäó â äàëüíåéøåì
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

(Z1 ∈ β[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]]) & (Z2 ∈ β[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]]) .
(5.51)

Â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèÿìè äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ (5.50) îòìåòèì èçâåñòíîå
[11, (3.3)] ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå ñâåñòè èññëåäîâàíèå ê ñëó÷àþ (5.51).
Â ñâÿçè ñ (5.45) è (5.49) áóäåì ïðåäïîëàãàòü äàëåå, ÷òî

(A1 a Z1) & (Z1 a B1) (5.52)

è, êðîìå òîãî,
(A2 a Z2) & (Z2 a B2). (5.53)

Çàìå÷àíèå 1 Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå Z1 ìîæíî ïðè ñîáëþäåíèè (5.52)
è ïåðâîãî óñëîâèÿ â (5.51) ïîëàãàòü, ÷òî Z1 = A1 èëè Z1 = B1. Ýòî ñëåäóåò
èç ðàíåå óïîìÿíóòîãî ñâîéñòâà A1 a B1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â êà÷åñòâå
Z2 ìîæíî, ïðè ñîáëþäåíèè (5.53) è âòîðîãî óñëîâèÿ â (5.51), ïîëàãàòü, ÷òî
Z2 = A2 èëè Z2 = B2. Ýòî ñëåäóåò èç ðàíåå óïîìÿíóòîãî ñâîéñòâà A2 a
B2. Ïîýòîìó âîçìîæíà ëþáàÿ èç ñëåäóþùèõ ðåàëèçàöèé ïàðû (Z1,Z2) :

(Z1,Z2) = (A1,A2), (Z1,Z2) = (A1,B2),

(Z1,Z2) = (B1,A2), (Z1,Z2) = (B1,B2).
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Èç (5.45) è (5.52) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1];Rk1, τ
(k1)
R , Â1;Z1] = P1(M). (5.54)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (5.49), (5.53) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2];Rk2, τ
(k2)
R , Â2;Z2] = Q1(N). (5.55)

6 Èãðîâàÿ çàäà÷à ñ ìîìåíòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

àñèìïòîòèêà ìàêñèìèíà â ¾äèàïàçîíå¿.

Ïîñêîëüêó F1 è F2 � íåïóñòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â êîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, òî äëÿ íåêîòîðûõ a1 ∈]0,∞[ è a2 ∈]0,∞[(

‖x‖(r1) 6 a1 ∀x ∈ F1

)
&
(
‖y‖(r2) 6 a2 ∀x ∈ F2

)
. (6.1)

Èç (5.9) è (6.1) âûòåêàåò, ÷òî

|µl(E1)| 6 a1 ∀ (µj)j∈1,r1
∈ Σr1

[E1;L1; η1;F1] ∀ l ∈ 1, r1. (6.2)

Óñëîâèìñÿ ÷åðåç ‖·‖1 îáîçíà÷àòü sup-íîðìó [17, c. 261] ïðîñòðàíñòâà B(E1)
(â ðàçäåëå 4 äëÿ sup-íîðìû èñïîëüçîâàëîñü îáîçíà÷åíèå ‖ · ‖). Òîãäà èìååì ñ
ó÷åòîì (6.2)∣∣∣∣∫
E1

A
(1)
i, l dµl

∣∣∣∣ 6 ∥∥∥A(1)
i, l

∥∥∥
1
a1 ∀ (µj)j∈1,r1

∈ Σr1
[E1;L1; η1F1] ∀ i ∈ 1,k1 ∀ l ∈ 1, r1.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî (5.38) ïîëó÷àåì îöåíêè

∣∣P((µj)j∈1,r1
)(i)
∣∣ 6 a1

r1∑
j=1

∥∥∥A(1)
i,j

∥∥∥
1
∀ (µj)j∈1,r1

∈ Σr1
[E1;L1; η1;F1] ∀ i ∈ 1,k1.

(6.3)
Êàê ñëåäñòâèå, ìû ïîëó÷àåì â òåðìèíàõ âåëè÷èíû

α1 , a1

k1∑
i=1

r1∑
j=1

∥∥∥A(1)
i,j

∥∥∥
1

(6.4)

î÷åâèäíóþ îöåíêó äëÿ çíà÷åíèé íîðìû:∥∥P((µj)j∈1,r1
)
∥∥(k1)

6 α1 ∀ (µj)j∈1,r1
∈ Σr1

[E1;L1; η1;F1]. (6.5)
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Ñ ó÷åòîì (6.5) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå øàð

U , {x ∈ Rk1 | ‖x‖(k1) 6 α1}, (6.6)

ïîëó÷àÿ íåïóñòîé êîìïàêò â
(
Rk1, τ

(k1)
R

)
: òîïîëîãèÿ τ

(k1)
R |U ïðåâðàùàåò U

(6.6) â íåïóñòîé êîìïàêò. Çàìåòèì, ÷òî

(x′, x′′) 7→ ‖x′ − x′′‖(k1) : Rk1 × Rk1 → [0,∞[ (6.7)

åñòü ìåòðèêà Rk1, ïîðîæäåííàÿ íîðìîé ‖ · ‖(k1). Â ñâîþ î÷åðåäü

ρ1 ,
(
‖x′ − x′′‖(k1)

)
(x′,x′′)∈U×U

(6.8)

åñòü ìåòðèêà U (6.6) ÿâëÿþùàÿñÿ ñóæåíèåì (6.7) (íà U×U). Ïîñêîëüêó òîïî-
ëîãèÿ τ

(k1)
R |U ïîðîæäàåòñÿ [8] ìåòðèêîé ρ1 (ñì. [19, (2.7.32)]), òî (U, ρ1) óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì [3, �2]. Îáîçíà÷àåì òîïîëîãèþ ìíîæåñòâà U, ïîðîæäåííóþ
ìåòðèêîé ρ1 ÷åðåç τ

0
ρ1

[U ], ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ [3];

τ 0
ρ1

[U ] , τ
(k1)
R |U , (6.9)

à (U, τ 0
ρ1

[U ]) åñòü ìåòðèçóåìûé êîìïàêò (ñì. â ýòîé ñâÿçè [3, (2.2)]). Òàêèì
îáðàçîì, ïîñòðîåíî ¾ïðîìåæóòî÷íîå¿ (â ñìûñëå [3]) ïðîñòðàíñòâî èãðîêà I.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ¾ïðîìåæóòî÷íîå¿ ïðîñòðàíñòâî èã-
ðîêà II.

Ñ ó÷åòîì (5.10) è (6.1) ïîëó÷àåì

|νl(E2)| 6 a2 ∀ (νj)j∈1,r2
∈ Σr2

[E2;L2; η2;F2] ∀ l ∈ 1, r2. (6.10)

Ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî ‖ · ‖2 åñòü def sup-íîðìà [17, ñ. 261] ïðîñòðàíñòâà B(E2)
(‖ · ‖2 åñòü âàðèàíò sup-íîðìû ‖ · ‖ ðàçäåëà 4, îòâå÷àþùèé ñëó÷àþ E = E2).
Ñ ó÷åòîì (6.10) èìååì∣∣∣∣∫

E2

A
(2)
i,l dν

∣∣∣∣ 6 ∥∥∥A(2)
i,l

∥∥∥
2
a2 ∀ (νj)j∈1,r2

∈ Σr2
[E2;L2; η2;F2] ∀ l ∈ 1, r2.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îöåíî÷íóþ êîíñòàíòó

α2 , a2

k2∑
i=1

r2∑
j=1

∥∥∥A(2)
i,j

∥∥∥
2
∈ [0,∞[.

Òîãäà ïîäîáíî (6.5) ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

‖Q((νj)j∈1,r2
)‖(k2) 6 α2 ∀ (νj)j∈1,r2

∈ Σr2
[E2;L2; η2;F2]. (6.11)
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Ñ ó÷åòîì (6.11) ââåäåì ìíîæåñòâî, èãðàþùåå ðîëü ¾ïðîìåæóòî÷íîãî¿ ïðî-
ñòðàíñòâà èãðîêà II:

V ,
{
x ∈ Rk2 | ‖x‖(k2) 6 α2

}
, (6.12)

ïîëó÷àÿ íåïóñòîé êîìïàêò â
(
Rk2, τ

(k2)
R

)
: òîïîëîãèÿ τ

(k2)
R |V ïðåâðàùàåò V

(6.12) â íåïóñòîé êîìïàêò. Ìåòðèêà

(x′, x′′) 7→ ‖x′ − x′′‖(k2) : Rk2 × Rk2 → [0,∞[

ïðîñòðàíñòâà Rk2 (ïîðîæäåííàÿ íîðìîé ‖ · ‖(k2)) ðåàëèçóåò ñóæåíèå

ρ2 ,
(
‖x′ − x′′‖(k2)

)
(x′,x′′)∈V×V

, (6.13)

ÿâëÿþùååñÿ ìåòðèêîé V, ïîðîæäàþùåé [19, (2.7.32)] òîïîëîãèþ τ
(k2)
R |V . Èòàê,

(V, ρ2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì [3, �2] è, ñëåäóÿ [3], îáîçíà÷èì ÷åðåç τ 0
ρ2

[V ]
òîïîëîãèþ ìíîæåñòâà V, ïîðîæäåííóþ ìåòðèêîé ρ2 :

τ 0
ρ2

[V ] , τ
(k2)
R |V . (6.14)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàñïîëàãàåì íåïóñòûìè ìåòðèçóåìûìè êîìïàêòàìè(
U, τ 0

ρ1
[U ]
)
,
(
V, τ 0

ρ2
[V ]
)
,

óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì [3, �2].

Íàïîìíèì, ÷òî
(P ◦ I = Â1) & (Q ◦ J = Â2). (6.15)

Èç (6.15) èìååì ïî îïðåäåëåíèþ I, ÷òî ïðè (fi)i∈1,r1
∈ (r1−adm)[F1 | E1;L1; η1]

âåêòîðíàÿ ê.-à. ìåðà

I
(
(fi)i∈1,r1

)
= (fi ∗ η1)i∈1,r1

∈ Σr1
[E1;L1; η1;F1]

ðåàëèçóåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: Â1

(
(fi)i∈1,r1

)
= P

(
I
(
(fi)i∈1,r1

))
, à ïîòîìó

ñîãëàñíî (6.5) èìååì îöåíêó ‖Â1

(
(fi)i∈1,r1

)
‖(k1) 6 α1, èç êîòîðîé âûòåêàåò â

ñèëó (6.6) î÷åâèäíîå âêëþ÷åíèå Â1

(
(fi)i∈1,r1

)
∈ U. Ïîñêîëüêó âûáîð (fi)i∈1,r1

áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

Â1 : (r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]→ U. (6.16)

Èñïîëüçóåì Â1 (6.16) â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ g [3, � 2].
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (6.15).
Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ J ïðè (fi)i∈1,r2

∈ (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2] èìååì, ÷òî
âåêòîðíàÿ ê.-à. ìåðà

J
(
(fi)i∈1,r2

)
= (fi ∗ η2)i∈1,r2

∈ Σr2
[E2;L2; η2;F2]

ðåàëèçóåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

Â2

(
(fi)i∈1,r2

)
= Q

(
J
(
(fi)i∈1,r2

))
,

à òîãäà ñîãëàñíî (6.11) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖Â2

(
(fi)i∈1,r2

)
‖(k2) 6 α2 è,

êàê ñëåäñòâèå, èìååì (ñì. (6.12)) âêëþ÷åíèå

Â2

(
(fi)i∈1,r2

)
∈ V.

Ïîñêîëüêó âûáîð (fi)i∈1,r2
áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

Â2 : (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]→ V. (6.17)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü Â2 â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ h [3, �2]. Èòàê, îòîáðàæåíèÿ
g, h [3, �2] êîíêðåòèçèðóþòñÿ äàëåå â ñëåäóþùåì âèäå

(g, h) = (Â1, Â2).

Èçâåñòíî [8], ÷òî ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãèé (6.9), (6.14) åñòü ìåòðèçóåìàÿ òî-
ïîëîãèÿ: ïîðîæäàþùàÿ ýòó òîïîëîãèþ ìåòðèêà ρ3 ìíîæåñòâà U × V ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèåì

ρ3((u1, v1), (u2, v2)) , sup ({ρ1(u1, u2); ρ2(v1, v2)}) =

= sup
({
‖u1 − u2‖(k1); ‖v1 − v2‖(k2)

})
,

ãäå u1 ∈ U, v1 ∈ V, u2 ∈ U, v2 ∈ V. Èòàê, ìåòðèêà ρ3 : (U × V ) × (U ×
V ) → [0,∞[ ïîðîæäàåò ñòàíäàðòíîå ïðîèçâåäåíèå τ 0

ρ1
[U ] ⊗ τ 0

ρ2
[V ] òîïîëîãèé

τ 0
ρ1

[U ], τ 0
ρ2

[V ].

Âñþäó â äàëüíåéøåì ôèêñèðóåì (íåïðåðûâíóþ) â/ç ôóíêöèþ

f : U × V → R, (6.18)

êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ èãðîâîé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî
â ñèëó êîìïàêòíîñòè òîïîëîãèé (6.9) è (6.14) èìååì ñâîéñòâî:(

U × V, τ 0
ρ1

[U ]⊗ τ 0
ρ2

[V ]
)
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åñòü íåïóñòîé ìåòðèçóåìûé êîìïàêò; èíûìè ñëîâàìè, (U ×V, ρ3) åñòü ìåòðè-
÷åñêèé êîìïàêò, à ôóíêöèÿ f (6.18) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì êîìïàê-
òå. Ñ ïîìîùüþ f ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ ïëàòû(

(f
(1)
i )i∈1,r1

, (f
(2)
j )j∈1,r2

)
7→ f

(
Â1((f

(1)
i )i∈1,r1

), Â2((f
(2)
j )j∈1,r2

)
)

:

(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]× (r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]→ R, (6.19)

îáîçíà÷àåìóþ äàëåå ÷åðåç F. Ïîëàãàåì, ÷òî èãðîê I ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðî-
âàòü, à èãðîê II � ìàêñèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè F, ÷òî íà ñîäåðæàòåëü-
íîì óðîâíå îòðàæàåòñÿ â âèäå

↓
(f

(1)
i )i∈1,r1

F
(

(f
(1)
i )i∈1,r1

, (f
(2)
j )j∈1,r2

)
↑

(f
(2)
j )j∈1,r2

.

Ïðè ýòîì âûáîð èãðîêàìè ñâîèõ (ïðîãðàììíûõ) ñòðàòåãèé ñòåñíåí
¾àñèìïòîòè÷åñêèìè¿ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ìíîæåñòâ èç Z1 è Z2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Êàæäîé ïàðå (Z1, Z2), Z1 ∈ Z1, Z2 ∈ Z2, îòâå÷àåò ñâîÿ èãðîâàÿ
çàäà÷à (ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñÿêèé ðàç çàäà÷ó íà ìàêñèìèí F).

Çàìåòèì, ÷òî U è V � ñóòü íåïóñòûå êîìïàêòû (è, â ÷àñòíîñòè, çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà) â êîíå÷íîìåðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîýòîìó ïðè

H ∈ P(U) cl(H, τ
(k1)
R ) ⊂ U, à òîãäà [19, (2.3.13)]

cl(H, τ 0
ρ1

[U ]) = cl(H, τ
(k1)
R |U) = cl(H, τ

(k1)
R ) ∩ U = cl(H, τ

(k1)
R ). (6.20)

Èç (6.16) è (6.20) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

cl(Â 1
1 (Z), τ 0

ρ1
[U ]) = cl(Â 1

1 (Z), τ
(k1)
R ) ∀Z ∈ Z1. (6.21)

Ïîýòîìó (ñì. (3.3), (5.51), (5.54), (6.21)) èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1];U ; τ 0
ρ1

[U ]; Â1;Z1] =
⋂
Z∈Z1

cl(Â 1
1 (Z), τ 0

ρ1
[U ]) =

=
⋂
Z∈Z1

cl(Â 1
1 (Z), τ

(k1)
R ) = (as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1];Rk1; τ

(k1)
R ; Â1;Z1] =

= P1(M). (6.22)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðè H ∈ P(V ) èìååì ñâîéñòâî cl(H, τ (k2)
R ) ⊂ V, à

ïîòîìó [19, (2.3.13)]

cl(H, τ 0
ρ2

[V ]) = cl(H, τ (k2)
R |V ) = cl(H, τ (k2)

R ) ∩ V = cl(H, τ (k2)
R ). (6.23)
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Èç (5.51), (6.17) è (6.23) âûòåêàåò, ÷òî

cl(Â 1
2 (Z), τ 0

ρ2
[V ]) = cl(Â 1

2 (Z), τ
(k2)
R ) ∀Z ∈ Z2. (6.24)

Êàê ñëåäñòâèå (ñì. (3.3), (5.51), (5.55), (6.24)) ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2];V ; τ 0
ρ2

[V ]; Â2;Z2] =
⋂
Z∈Z2

cl(Â 1
2 (Z), τ 0

ρ2
[V ]) =

=
⋂
Z∈Z2

cl(Â 1
2 (Z), τ

(k2)
R ) = (as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2];Rk2; τ

(k2)
R ; Â2;Z2] =

= Q1(N). (6.25)

Èòàê, èç (6.22) è (6.25) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâà ðàâåíñòâà(
(as)[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1];U ; τ 0

ρ1
[U ]; Â1;Z1] = P1(M)

)
&

&
(

(as)[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2];V ; τ 0
ρ2

[V ]; Â2;Z2] = Q1(N)
)
. (6.26)

Ïðè ýòîì [3, ïðåäëîæåíèÿ 1, 2 ] èìååì ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíöèè

(Z1 ∈ β0[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]])⇔
(
P1(M) 6= ∅

)
, (6.27)

(Z2 ∈ β0[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]])⇔
(
Q1(N) 6= ∅

)
; (6.28)

ìû ó÷ëè (6.26). Êàê ñëåäñòâèå, èìååì ïî ñâîéñòâàì îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàçà
ýêâèâàëåíöèè

(Z1 ∈ β0[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]])⇔ (M 6= ∅) ; (6.29)

(Z2 ∈ β0[(r2 − adm)[F2 | E2;L2; η2]])⇔ (N 6= ∅) . (6.30)

Ñ ó÷åòîì (6.29), (6.30) ïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

(M 6= ∅) & (N 6= ∅). (6.31)

Êàê ñëåäñòâèå èç (6.29), (6.31) ïîëó÷àåì, ÷òî Z1 ∈ β0[(r1 − adm)[F1 |
E1;L1; η1]] è, â ÷àñòíîñòè,

Z 6= ∅ ∀Z ∈ Z1. (6.32)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (ñì. (6.30), (6.31)) èìååì, ÷òî Z2 ∈ β0[(r2 − adm)[F2 |
E2;L2; η2]] è, â ÷àñòíîñòè,

Z 6= ∅ ∀Z ∈ Z2. (6.33)
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Èç (6.32) âûòåêàåò, ÷òî Â 1
1 (Z) 6= ∅ ∀Z ∈ Z1. Ïîñêîëüêó (U, τ 0

ρ1
[U ]) åñòü

íåïóñòîé êîìïàêò, òî cl(Â 1
1 (Z), τ 0

ρ1
[U ]) åñòü ïðè Z ∈ Z1 íåïóñòîå êîìïàêòíîå

â ñìûñëå τ 0
ρ1

[U ] ï/ì U . Äàëåå èç (6.33) âûòåêàåò, ÷òî Â 1
2 (Z) 6= ∅ ∀Z ∈ Z2.

Ïîñêîëüêó (V, τ 0
ρ2

[V ]) åñòü íåïóñòîé êîìïàêò, òî cl(Â 1
2 (Z), τ 0

ρ2
[V ]) åñòü ïðè

Z ∈ Z2 íåïóñòîå êîìïàêòíîå â τ
0
ρ2

[V ] ï/ì V .

Èç ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè f âûòåêàåò, ÷òî ïðè y ∈ V îòîáðàæåíèå

x 7→ f(x, y) : U → R,

îáîçíà÷àåìîå íèæå ÷åðåç f(·, y) íåïðåðûâíî (â ñìûñëå òîïîëîãèè τ 0
ρ1

[U ]), à
òîãäà â ñèëó (6.32) êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå min

x∈cl(Â 1
1 (Z),τ0

ρ1
[U ])

f(x, y) ∈

R ∀Z ∈ Z1. Áîëåå òîãî (ñì. [3, (2.16)] ), èìååì, ÷òî

FZ ,

(
min

x∈cl(Â 1
1 (Z),τ0

ρ1
[U ])

f(x, y)

)
y∈V

∈ C(V, τ 0
ρ2

[V ]) ∀Z ∈ Z1 (6.34)

(äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [3, c. 108]). Ïîýòîìó (ñì. (6.33)) êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ

max
y∈cl(Â 1

2 (Z ′′),τ0
ρ2

[V ])
min

x∈cl(Â 1
1 (Z ′),τ0

ρ1
[U ])

f(x, y) =

= max
y∈cl(Â 1

2 (Z ′′),τ0
ρ2

[V ])
FZ ′(y) ∈ R ∀Z ′ ∈ Z1 ∀Z ′′ ∈ Z2. (6.35)

Ìû ïîëó÷èëè çàâèñèìîñòü

(Z ′, Z ′′) 7→ max
y∈cl(Â 1

2 (Z ′′),τ0
ρ2

[V ])
min

x∈cl(Â 1
1 (Z ′),τ0

ρ1
[U ])

f(x, y) : Z1 ×Z2 → R. (6.36)

Îòìåòèì î÷åâèäíîå àïïðîêñèìàòèâíîå ñâîéñòâî: åñëè Z ∈ Z1, òî Â 1
1 (Z) ∈

P ′(U), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè y ∈ V ìíîæåñòâî {f(x, y) : x ∈ Â 1
1 (Z)} íåïó-

ñòî è îãðàíè÷åíî â (R, |·|), à ïîòîìó îïðåäåëåíà åãî (êîíå÷íàÿ) òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü è ïðè ýòîì (ñì. [3, (2.22)])

inf
(fi)i∈1,r1

∈Z
f(Â 1

1 ((fi)i∈1,r1
), y) = inf

x∈Â 1
1 (Z)

f(x, y) = min
x∈cl(Â 1

1 (Z),τ0
ρ1

[U ])
f(x, y) = FZ(y).

(6.37)
Êàê ñëåäñòâèå ìû ïîëó÷àåì (ïîñêîëüêó âûáîð Z è y áûë ïðîèçâîëüíûì), ÷òî

FZ =

(
inf

(fi)i∈1,r1
∈Z

f(Â 1
1 ((fi)i∈1,r1

), y)

)
y∈V

∈ C(V, τ 0
ρ2

[V ]) ∀Z ∈ Z1. (6.38)
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Ñ ó÷åòîì (6.35), (6.37) è (6.38) ìû ïîëó÷àåì â ñèëó êîìïàêòíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà (V, τ 0

ρ2
[V ]), ÷òî ïðè Z ′ ∈ Z1 ìíîæåñòâî {FZ ′(y) : y ∈ V } ={

inf
(fi)i∈1,r1

∈Z ′
f(Â 1

1 ((fi)i∈1,r1
), y) : y ∈ V

}
íåïóñòî è îãðàíè÷åíî, à ïîòîìó êîð-

ðåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ (ñì. (6.33))

sup
y∈Â 1

2 (Z ′′)

FZ ′(y) = sup
(
{FZ ′(y) : y ∈ Â 1

2 (Z ′′)}
)

=

= sup
(
{FZ ′(Â 1

2 ((fj)j∈1,r2
)) : (fj)j∈1,r2

∈ Z ′′}
)

=

= sup
(f

(2)
j )j∈1,r2

∈Z ′′
inf

(f
(1)
i )i∈1,r1

∈Z ′
f(Â1((f

(1)
i )i∈1,r1

), Â2((f
(2)
j )j∈1,r2

)) ∈ R ∀Z ′′ ∈ Z2.

(6.39)

Ñ ó÷åòîì (6.39) ââåäåì ïðè Z1 ∈ Z1 è Z2 ∈ Z2 îáîçíà÷åíèå

V(Z1, Z2) =

= sup
(f

(2)
j )j∈1,r2

∈Z2

inf
(f

(1)
i )i∈1,r1

∈Z1

f(Â1((f
(1)
i )i∈1,r1

), Â2((f
(2)
j )j∈1,r2

)) ∀Z1 ∈ Z1 ∀Z2 ∈ Z2.

(6.40)

Èç (6.39) è (6.40) ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

V(Z1, Z2) = sup
y∈Â 1

2 (Z2)

FZ1
(y) ∀Z1 ∈ Z1 ∀Z2 ∈ Z2. (6.41)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî [3, (2.34)] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

V(Z1, Z2) = max
y∈cl(Â 1

2 (Z2),τ0
ρ2

[V ])
FZ1

(y) ∀Z1 ∈ Z1 ∀Z2 ∈ Z2. (6.42)

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (6.37) è (6.38) FZ(y) = min
x∈cl(Â 1

1 (Z),τ0
ρ1

[U ])
f(x, y) ∀Z ∈

Z1 ∀ y ∈ V. Ïîýòîìó (ñì. (6.42)) èìååì ñèñòåìó ðàâåíñòâ

V(Z1, Z2) = max
y∈cl(Â 1

2 (Z2),τ0
ρ2

[V ])
min

x∈cl(Â 1
1 (Z1),τ0

ρ1
[U ])

f(x, y) ∀Z1 ∈ Z1∀Z2 ∈ Z2. (6.43)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè çàâèñèìîñòü (ñì. (6.43))

(Z1, Z2) 7→ V(Z1, Z2) : Z1 ×Z2 → R. (6.44)
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Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå è êîíêðåòíîå
ïðåäñòàâëåíèå òàêîãî ÷èñëà æ ∈ R, ÷òî ∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)

1 ∈ Z1 ∃Z(ε)
2 ∈

Z2 ∀Z1 ∈ Z1 ∀Z2 ∈ Z2(
(Z1 ⊂ Z

(ε)
1 )
)

&
(

(Z2 ⊂ Z
(ε)
2 ))⇒ (|V(Z1, Z2)− æ| < ε

)
. (6.45)

Ðàçóìååòñÿ, æ â (6.45) èìååò ñìûñë îáîáùåííîãî ïðåäåëà çàâèñèìîñòè
(6.44) ïî ñïåöèàëüíîìó íàïðàâëåííîìó ìíîæåñòâó, à, òî÷íåå, ïî íàïðàâëåí-
íîìó ïðîèçâåäåíèþ, ïîäîáíîìó èñïîëüçóåìîìó â [21].

7 Îáîáùåííàÿ èãðîâàÿ çàäà÷à.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è êîíêðåò-
íîì ïðåäñòàâëåíèè çíà÷åíèÿ æ, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì (6.45). Áîëåå òîãî,
äàííîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò óíèâåðñàëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê ñåìåéñòâàì Z1,

Z2 (5.51), îáëàäàþùèì ñâîéñòâàìè (6.32), (6.33) ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàåì
ïðè ýòîì (5.45), (5.49) è êîíñòðóêöèè [3, � 3].

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (5.21), (6.5) è (6.6) P1(M) ⊂ U è, áîëåå òîãî, (ñì.
(6.31)),

P1(M) ∈ P ′(U). (7.1)

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (5.19) S1 åñòü íåïðåðûâíîå, â ñìûñëå òîïîëîãèé

τ ∗Σ[E1;L1; η1;F1 | r1] è τ
(n1)
R , îòîáðàæåíèå èç Σr1

[E1;L1; η1;F1] â Rn1. Ñ ó÷åòîì
ýòîãî è çàìêíóòîñòè Y1 ïîëó÷àåì, ÷òîM çàìêíóòî â τ ∗Σ[E1;L1; η1;F1 | r1], êàê
âñÿêèé íåïðåðûâíûé ïðîîáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà. Çàìåòèì, ÷òî çàìêíó-
òîñòü M (â êîìïàêòå (5.13)) âûòåêàåò òàêæå èç (5.33), ïîñêîëüêó êàæäîå ÌÏ
â ýòîì êîìïàêòå çàìêíóòî. Ñ ó÷åòîì êîìïàêòíîñòè ÒÏ (5.13) ïîëó÷àåì, ÷òî
M êîìïàêòíî â ýòîì ÒÏ. Ñ ó÷åòîì (5.42) èìååì, ÷òî P1(M) åñòü ìíîæåñòâî,

êîìïàêòíîå â (Rk1, τ
(k1)
R ), êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà [8].

Â ÷àñòíîñòè, P1(M) åñòü ìíîæåñòâî çàìêíóòîå â (Rk1, τ
(k1)
R ), ñîäåðæàùååñÿ

(ñì. (7.1)) â ìíîæåñòâå U. Òîãäà [19, (2.3.4)] P1(M) çàìêíóòî â (U, τ
(k1)
R |U)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â ÒÏ
(U, τ 0

ρ1
[U ]). (7.2)

Ïîñëåäíåå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, åñòü ìåòðèçóåìûé êîìïàêò. Ïîýòîìó P1(M)
åñòü íåïóñòîå (ñì. (7.1)) êîìïàêòíîå (â ñìûñëå (7.2)) ï/ì U. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì
íåïðåðûâíîñòè f(·, y) ïðè y ∈ V êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ

min
x∈P1(M)

f(x, y) ∈ R.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïðè y ∈ V ôóíêöèîíàë µ 7→ f(P(µ), y) : M → R òàêæå
äîñòèãàåò (ïî îïðåäåëåíèþ P1(M)) ìèíèìóìà è ïðè ýòîì

min
µ∈M

f(P(µ), y) = min
x∈P1(M)

f(x, y). (7.3)

Ñ ó÷åòîì (7.3) îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ F : V → R ïî ïðàâèëó

F(y) , min
µ∈M

f(P(µ), y) ∀ y ∈ V. (7.4)

Ðàçóìååòñÿ, èç (7.3), (7.4) âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî

F(y) , min
x∈P1(M)

f(x, y) ∀ y ∈ V. (7.5)

Ïîäîáíî [3, c. 111] èìååì ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè F : F ∈ C(V, τ 0
ρ2

[V ]. Ñ

ó÷åòîì (6.14) èìååì ñâîéñòâî F ∈ C(V, τ
(k2)
R |V ).

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (5.22) N åñòü ïðîîáðàç Y2 ïðè äåéñòâèè S2, ãäå
Y2 åñòü çàìêíóòîå ï/ì Rn2. Îïåðàòîð S2 íåïðåðûâåí êàê îòîáðàæåíèå èç êîì-

ïàêòà (5.14) â (Rn2, τ
(n2)
R ), à òîãäà ïðîîáðàç çàìêíóòîãî ï/ì R(n2) çàìêíóò â

êîìïàêòå (5.14). Çàìåòèì, ÷òî çàìêíóòîñòüN â êîìïàêòå (5.14) ñëåäóåò òàêæå
èç (5.34): êàæäîå ÌÏ â ýòîì êîìïàêòå çàìêíóòî. Òàêèì îáðàçîì, N çàìêíó-
òî â êîìïàêòå (5.14) è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíî â ñìûñëå (5.14). Ñ ó÷åòîì
(6.31) ïîëó÷àåì â âèäå N íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå

(5.14). Òîãäà Q1(N) êîìïàêòíî â (Rk2, τ
(k2)
R ), êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîì-

ïàêòíîãî ìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè, Q1(N) çàìêíóòî â (Rk2, τ
(k2)
R ). Ñîãëàñíî

(6.11), (6.12) Q1(N) ⊂ V. Ñëåäîâàòåëüíî, Q1(N) åñòü íåïóñòîå çàìêíóòîå â

(Rk2, τ
(k2)
R ) ï/ì V, à òîãäà Q1(N) çàìêíóòî â τ

(k2)
R |V , ò.å. Q1(N) çàìêíóòî (ñì.

(6.14)) â (V, τ 0
ρ2

[V ]) è, ñòàëî áûòü, êîìïàêòíî â ýòîì ÒÏ. Â ñèëó íåïðåðûâíî-
ñòè F èìååì ñâîéñòâî: ôóíêöèÿ F äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà íà Q1(N) :

max
y∈Q1(N)

F(y) = max
y∈Q1(N)

min
µ∈M

f(P(µ), y).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàâèñèìîñòü ν 7→ F(Q(ν)) : N → R äîñòèãàåò ñâîåãî ìàê-
ñèìóìà è ïðè ýòîì

V , max
ν∈N

F(Q(ν)) = max
ν∈N

min
µ∈M

f(P(µ),Q(ν)) ∈ R. (7.6)

Èç (5.54) è (7.3) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè y ∈ V

min
µ∈M

f(P(µ), y) = min
x∈(as)[(r1−adm)[F1|E1;L1;η1];Rk1 ;τ

(k1)
R ;Â1;Z1]

f(x, y). (7.7)
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Â ñâÿçè ñ (7.7) ñëåäóåò ó÷èòûâàòü [3, (2.6), (3.2), (3.3)], à òàêæå (7.4). Èç (7.4)
è (7.7) âûòåêàåò, ÷òî ïðè y ∈ V

F(y) = min
x∈(as)[(r1−adm)[F1|E1;L1;η1];Rk1 ;τ

(k1)
R ;Â1;Z1]

f(x, y). (7.8)

Ñ ó÷åòîì (5.55) è (7.8) ïîëó÷àåì, ÷òî

max
y∈Q1(N)

F(y) =

= max
y∈(as)[(r2−adm)[F2|E2;L2;η2];Rk2 ;τ

(k2)
R ;Â2;Z2]

min
x∈(as)[(r1−adm)[F1|E1;L1;η1];Rk1 ;τ

(k1)
R ;Â1;Z1]

f(x, y).

(7.9)

Ñ ó÷åòîì (7.6) è (7.9) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

V = max
y∈(as)[(r2−adm)[F2|E2;L2;η2];Rk2 ;τ

(k2)
R ;Â2;Z2]

min
x∈(as)[(r1−adm)[F1|E1;L1;η1];Rk1 ;τ

(k1)
R ;Â1;Z1]

f(x, y).

(7.10)

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ (6.40) èãðàþò ðîëü âåëè÷èí V(S, T ) ðàáîòû [3,
(2.34)]. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (7.10) è [3, òåîðåìà 1] ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)
1 ∈ Z1 ∃Z(ε)

2 ∈ Z2 : |V(Z1, Z2)−V| < ε

∀Z1 ∈ Z1 ∩ P(Z
(ε)
1 )∀Z2 ∈ Z2 ∩ P(Z

(ε)
2 ). (7.11)

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî (6.45) äëÿ ñëó÷àÿ æ = V. Çíà÷åíèåV áûëî îïðåäåëå-
íî êàê ìàêñèìèí â îáîáùåííîé çàäà÷å (ñì. (5.21), (5.22), (7.6)) è îò êîíêðåò-
íîãî âûáîðà Z1 è Z2 íå çàâèñèò. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (7.11) ñóùåñòâåííûìè
ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.52), (5.53). Ñòàëî áûòü (ñì. (7.11)), óñòàíîâëåíà èìïëè-
êàöèÿ

((A1 a Z1) & (Z1 a B1) & (A2 a Z2) & (Z2 a B2))⇒
⇒ (∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)

1 ∈ Z1 ∃Z(ε)
2 ∈ Z2 : |V(Z1, Z2)−V| < ε

∀Z1 ∈ Z1 ∩ P(Z
(ε)
1 ) ∀Z2 ∈ Z2 ∩ P(Z

(ε)
2 )). (7.12)

Êîëü ñêîðî âûáîð ñåìåéñòâ (5.51) áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 Åñëè Z̃1 ∈ β[(r1 − adm)[F1 | E1;L1; η1]] è Z̃2 ∈ β[(r2 − adm)[F2 |
E2;L2; η2]], òî èñòèííà èìïëèêàöèÿ ((A1 a Z̃1) & (Z̃1 a B1) & (A2 a
Z̃2) & (Z̃2 a B2)) ⇒ (∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)

1 ∈ Z̃1 ∃Z(ε)
2 ∈ Z̃2 : |V(Z1, Z2)−V| <

ε ∀Z1 ∈ Z̃1 ∩ P(Z
(ε)
1 ) ∀Z2 ∈ Z̃2 ∩ P(Z

(ε)
2 )).
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Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå áûëè óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà

(A1 a B1) & (A2 a B2). (7.13)

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâà A1,A2,B1,B2 íàïðàâëåíû (ñì. (5.23),
(5.24), (5.31), (5.32). Ïîýòîìó èç òåîðåìû 7.1 è (7.13) èçâëåêàþòñÿ ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1 Çíà÷åíèå V îïðåäå-
ëÿåò àñèìïòîòèêó çàâèñèìîñòè (Z1, Z2) 7→ V(Z1, Z2) : A1 × A2 → R, à
èìåííî: ∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)

1 ∈ A1 ∃Z(ε)
2 ∈ A2 :

|V(Z1, Z2)−V| < ε ∀Z1 ∈ A1 ∩ P(Z
(ε)
1 ) ∀Z2 ∈ A2 ∩ P(Z

(ε)
2 )).

Ñëåäñòâèå 2 Çíà÷åíèå V îïðå-
äåëÿåò àñèìïòîòèêó çàâèñèìîñòè (Z1, Z2) 7→ V(Z1, Z2) : A1 × B2 → R,
ïîñêîëüêó ∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)

1 ∈ A1 ∃Z(ε)
2 ∈ B2 :

|V(Z1, Z2)−V| < ε ∀Z1 ∈ A1 ∩ P(Z
(ε)
1 ) ∀Z2 ∈ B2 ∩ P(Z

(ε)
2 )).

Ñëåäñòâèå 3 Çíà÷åíèå V îïðåäå-
ëÿåò àñèìïòîòèêó çàâèñèìîñòè (Z1, Z2) 7→ V(Z1, Z2) : B1 × A2 → R, à
èìåííî: ∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)

1 ∈ B1 ∃Z(ε)
2 ∈ A2 :

|V(Z1, Z2)−V| < ε ∀Z1 ∈ B1 ∩ P(Z
(ε)
1 ) ∀Z2 ∈ A2 ∩ P(Z

(ε)
2 )).

Ñëåäñòâèå 4 Çíà÷åíèå V îïðåäå-
ëÿåò àñèìïòîòèêó çàâèñèìîñòè (Z1, Z2) 7→ V(Z1, Z2) : B1 × B2 → R, à
èìåííî: ∀ ε ∈]0,∞[ ∃Z(ε)

1 ∈ B1 ∃Z(ε)
2 ∈ B2 :

|V(Z1, Z2)−V| < ε ∀Z1 ∈ B1 ∩ P(Z
(ε)
1 ) ∀Z2 ∈ B2 ∩ P(Z

(ε)
2 )).

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (5.7), (5.8), (5.23), (5.24) è ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[: |V(((n1, r1)− ADM)[F1 | E1;L1; η1;O(n1)
ζ [Y1];S

(1)],

((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2;O(n2)
ζ [Y2];S

(2)])−V| < ε ∀ ζ ∈]0, δ[. (7.14)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç (5.7), (5.8), (5.23), (5.32) è ñëåäñòâèÿ 2 âûòåêàåò,
÷òî

∀ ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[: |V(((n1, r1)− ADM)[F1 | E1;L1; η1;O(n1)
ζ [Y1];S

(1)],

((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2; Ô(n2)
ζ [Y2 |M2];S

(2)])−V| < ε ∀ ζ ∈]0, δ[.

(7.15)
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Êðîìå òîãî, èç (5.7), (5.8), (5.24), (5.31) è ñëåäñòâèÿ 3 ïîëó÷àåì, ÷òî

∀ ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[: |V(((n1, r1)−ADM)[F1 | E1;L1; η1; Ô(n1)
ζ [Y1 |M1];S

(1)],

((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2;O(n2)
ζ [Y2];S

(2)])−V| < ε ∀ ζ ∈]0, δ[. (7.16)

Íàêîíåö, èç (5.7), (5.8), (5.31), (5.32) è ñëåäñòâèÿ 4 âûòåêàåò, ÷òî

∀ ε ∈]0,∞[ ∃ δ ∈]0,∞[: |V(((n1, r1)−ADM)[F1 | E1;L1; η1; Ô(n1)
ζ [Y1 |M1];S

(1)],

((n2, r2)− ADM)[F2 | E2;L2; η2; Ô(n2)
ζ [Y2 |M2];S

(2)])−V| < ε ∀ ζ ∈]0, δ[.

(7.17)

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Êðàñîâñêèé Í.Í., Ñóááîòèí À.È. Ïîçèöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èã-
ðû. Ì.: Íàóêà, 1974. � 456 ñ.

[2] ×åíöîâ À. Ã., Øàïàðü Þ.Â. Êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû è ðàñøèðåíèÿ
èãðîâûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. / Âåñòíèê
Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàó-
êè. �1. � ñ. 89-111, 2010.

[3] ×åíöîâ À. Ã. Î ïðåäñòàâëåíèè ìàêñèìèíà â èãðîâîé çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíè-
ÿìè àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. / Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîìïüþòåðíûå íàóêè. �3. � ñ. 104-119, 2010.

[4] ×åíöîâ À. Ã. Ê âîïðîñó îá ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ðåçóëüòàòó îãðàíè÷åíèé
àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. /Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè
ÓðÎ ÐÀÍ. - Åêàòåðèíáóðã. �3. � ñ. 241-261, 2009.

[5] Êóðàòîâñêèé Ê., Ìîñòîâñêèé À. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. - Ì.: Ìèð, 1970. �
416 ñ.

[6] Êåëëè Äæ.Ë. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. - Ì: Íàóêà, 1981. � 431 ñ.

[7] Áóðáàêè Í. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. Îñíîâíûå ñòðóêòóðû. - Ì.: Íàóêà, 1968.
� 272 ñ.

[8] Ýíãåëüêèíã Ð. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. - Ì.: Ìèð, 1986. � 751 ñ.

[9] ×åíöîâ À. Ã. Ôèëüòðû è óëüòðàôèëüòðû â êîíñòðóêöèÿõ ìíîæåñòâ ïðè-
òÿæåíèÿ. / Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà.
Êîìïüþòåðíûå íàóêè. �1. � ñ. 113-142, 2011.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 41



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2013

[10] Chentsov A.G. Finitely additive measures and relaxations of extremal
problems. � New York, London and Moscow: Plenum Publishing
Corporation, 1996. 244 p.

[11] ×åíöîâ À. Ã. Ðàñøèðåíèÿ àáñòðàêòíûõ çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè: íåñåêâåí-
öèàëüíàÿ âåðñèÿ. /Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ.
Åêàòåðèíáóðã, Òîì 13, �2. � ñ. 184-217, 2007.

[12] Chentsov A.G. Asymptotic attainability. � Dordrecht-Boston-London:
Kluwer Academic Publishers, 1997.- 322 p.

[13] ×åíöîâ À. Ã. Àñèìïòîòè÷åñêè äîñòèæèìûå ýëåìåíòû è èõ îáîáùåííîå
ïðåäñòàâëåíèå. // Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ.
- Åêàòåðèíáóðã, 1995.� Ò.3 � �2. � c. 211-244.

[14] ×åíöîâ À. Ã. Âåêòîðíûå êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû è âîïðîñû ðåãóëÿ-
ðèçàöèè çàäà÷è î ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ àñèìïòîòè÷åñêîé äîñòèæèìîñòè.
// Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. - Åêàòåðèíáóðã,
1996.� Ò.4 � �2. � c. 266-295.

[15] ×åíöîâ À. Ã. Ýëåìåíòû êîíå÷íî-àääèòèâíîé òåîðèè ìåðû, I. - Åêàòåðèí-
áóðã: ÐÈÎ ÓÃÒÓ-ÓÏÈ, 2008. � 388 ñ.

[16] Íåâå Æ. Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. - Ì.: Ìèð, 1969.
� 309 ñ.

[17] Äàíôîðä H., Øâàðö Äæ.Ò. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Îáùàÿ òåîðèÿ. - Ì.:
Èçäàòåëüñòâî èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðû, 1962. � 895 ñ.

[18] Âàðãà Äæ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûìè è ôóíêöèî-
íàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ì.: Íàóêà, 1977. � 624 ñ.

[19] Chentsov A.G., Morina S. I. Extensions and Relaxation. � Dordrecht-
Boston-London: Kluwer Academic Publishers, 2002. � 408p.

[20] ×åíöîâ À. Ã. Îáîáùåííûå ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ è ïðèáëèæåííûå ðå-
øåíèÿ, èõ ôîðìèðóþùèå. // Òðóäû Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè
ÓðÎ ÐÀÍ. - Åêàòåðèíáóðã, 2004.� Ò.10 � �2. � c. 266-295.

[21] ×åíöîâ À. Ã. Ðàñøèðåíèÿ â êëàññå êîíå÷íî-àääèòèâíûõ ìåð è óñëîâèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðè îñëàáëåíèè ÷àñòè îãðàíè÷å-
íèé. / Âåñòíèê Óäìóðòñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Êîì-
ïüþòåðíûå íàóêè. �1. � ñ. 131-152, 2009.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 42


