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Àííîòàöèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðåäåëå-
íèå çàðÿäîâ â ïîëóïðîâîäíèêàõ â ñëó÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü èîíèçèðîâàííîé
ïðèìåñè íåîäíîðîäíà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áèôóðêàöèîííûõ ðåøåíèé
äàííîé êðàåâîé çàäà÷è è èõ ïðîäîëæèìîñòü ïî ïàðàìåòðó.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
(D(|E|)(n′ + nE))′ = 0,

E ′ = f − n, α < x < β,

E(α) = γ1, E(β) = γ2,

D(|E(α)|)(n′(α) + n(α)E(α)) = j > 0,

(1)
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ãäå E(x), n(x) � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòü ýëåêòðî-
íîâ; D > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ôóíêöèÿ f(x) çàäàåò íåîäíîðîäíóþ
ïëîòíîñòü èîíèçèðîâàííîé ïðèìåñè. Â ðàáîòàõ [1, 2] áûë èçó÷åí ñëó÷àé, êî-
ãäà ïëîòíîñòü èîíèçèðîâàííîé ïðèìåñè îäíîðîäíà, ò. å. ôóíêöèÿ f ïîñòîÿí-
íà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < α < β è 0 < γ1 < γ2. Çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å{

D(|E|)(f ′(x)− E ′′ + (f − E ′)E) = j,

E(α) = γ1, E(β) = γ2.
(2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîäíîðîäíàÿ ïëîòíîñòü èîíèçèðîâàííîé ïðèìåñè f(x)
ëèíåéíî çàâèñèò îò ïëîòíîñòè òîêà ýëåêòðîíîâ j:

f(x) = jg1(x) + g0, g1(x) > 0, g0 > 0.

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (2) â âèäå{
E ′′ + E ′E − g0E = j(g′1(x) + g1E −D−1(|E|)),
E(α) = γ1, E(β) = γ2.

(3)

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3), íå çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà

j, íàçîâåì òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3).

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ïëîòíîñòü èîíèçèðîâàííîé ïðèìåñè ïîñòîÿííà

è f = jg1, à òàêæå γ1 = γ2, òî êðàåâàÿ çàäà÷à (3) èìååò òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå E(x) ≡ E0, ãäå E0 = γ1 = γ2, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f =
j(D(E0)E0)

−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. �

Ýòîò ñëó÷àé áûë èçó÷åí â ðàáîòàõ [1, 2].

Íåòðóäíî âèäåòü. ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (3) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè
îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷{

E ′′ + E ′E = g0E,

E(α) = γ1, E(β) = γ2;
(4)

g′1(x) + g1(x)E = D(|E|)−1. (5)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a =
γ2 − γ1

β − α
.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè 0 < γ1 < γ2 è 0 < g0 ≤ a, òî êðàåâàÿ çàäà÷à (4)
èìååò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåå ðåøåíèå E(x), ïðè÷åì

Ẽ(x) ≤ E(x) ≤ γ2,
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ãäå Ẽ(x) = γ1 + a(x− α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g0 = a, òî ðåøåíèå çàäà÷è (4) E(x) ≡ Ẽ(x),
÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü òåïåðü 0 < g0 < a, òîãäà ôóíêöèÿ
E(x) ≡ γ2 ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé áàðüåðíîé äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (4), à Ẽ(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ íèæíåé áàðüåðíîé. Òîãäà ïî òåîðåìå Íàãóìî [3] ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è (4), ïðè÷åì Ẽ(x) ≤ E(x) ≤ γ2. Îñòàëîñü ïîêàçàòü ìîíîòîííîå
âîçðàñòàíèå ðåøåíèÿ E(x). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
íà èíòåðâàëå (α, β) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0, ÷òî â íåé ôóíêöèÿ E(x) äîñòè-
ãàåò ìàêñèìóìà. Òîãäà E ′′(x0) ≤ 0, E ′(x0) = 0, E(x0) > 0, ÷òî íåâîçìîæíî,
òàê êàê E(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ çàäà÷è (4). �

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D(y) èìååò ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

(a) D(y) ∈ C(2)(R+);

(b) D(y) èìååò ïðè y > 0 åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé ëîêàëüíûé ìàê-
ñèìóì è åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåãèáà;

(c) lim
y→+∞

D(y) = D0 > 0;

(d) ïðè y > 0 ôóíêöèÿ D(y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòðèöàòåëüíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè, ò. å. ñóùåñòâóåò èíòåðâàë, íà êîòîðîì
D(y) + yD′(y) < 0.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D(y) èìååò ñâîéñòâà

(a)− (d). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) ôóíêöèÿ G(y) = yD(y) èìååò åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì

(ymax, Gmax) è åäèíñòâåííûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ymin, Gmin), ïðè÷åì 0 <

ymax < ymin;

(2) ïðè óñëîâèè ymax < γ1 < γ2 < ymin è ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ g1(x)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: g′1(x) > 0, g′′1(x) > 0 ïðè x ∈ [α, β]

1− g′1(α)D(γ1) = g1(α)G(γ1), 1− g′1(β)D(γ2) = g1(β)G(γ2),

óðàâíåíèå (5) èìååò ðîâíî òðè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèÿ 0 < E1(x) <
E0(x) < E2(x), ïðè÷åì E ′0(x) > 0, E ′i(x) < 0, i = 1, 2, x ∈ [α, β], ïðè÷åì
E0(α) = γ1, E0(β) = γ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
(a)�(d) ôóíêöèè D(y) è òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (5)
â âèäå

H(E, x) = 0, (6)
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ãäåH(E, x) = g′1(x)+g1(x)E−D−1(E). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè
äëÿ óðàâíåíèÿ (6) è óñëîâèÿ (2) èç óòâåðæäåíèÿ 3, ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå
(6) èìååò ðîâíî òðè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèÿ E1(x) < E0(x) < E2(x), ïðè÷åì
H ′E(E, x) < 0 ïðè E ∈ (ymax, ymin) è ïðè ëþáîì x ∈ [α, β], H ′x(E, x) > 0 ïðè
ëþáîì x ∈ [α, β] è E > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, E ′0(x) > 0, à Ei(x) < 0, i = 1, 2,
ïðè x ∈ [α, β], ïðè÷åì E0(α) = γ1, E0(β) = γ2. �

Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùåå ðåøåíèå E0(x) óðàâíåíèÿ (5) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (4).

Â ýòîì ñëó÷àå E0(x) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3).

Ñäåëàåì çàìåíó E(x) = E0(x) + u(x), òîãäà çàäà÷à (3) ýêâèâàëåíòíà ñëå-
äóþùåé êðàåâîé çàäà÷å {

Lu = jg(x)u+N(x, u),

u(α) = u(β) = 0,
(7)

ãäå Lu = −u′′ − (E0u)
′ + g0u � ëèíåéíûé îïåðàòîð èç ïðîñòðàíñòâà X =

C
(2)
0 ([α, β]) â Y = C([α, β]), g(x) = −D

′(E0(x))

D2(E0(x))
−g1(x), è îïåðàòîð N(x, u) =

j

[
D−1(|E0 + u|)−D−1(E0) +

D′(E0)

D2(E0)
u

]
+ u′u � íåëèíåéíûé îïåðàòîð èç X

â Y , ïðè÷åì N(x, 0) = 0, Nu(x, 0) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé
(j, u) ∈ R × X çàäà÷è (7) è ïóñòü Sk � ìàêñèìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà S, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó (jk, 0), ãäå jk, k = 1, 2, ..., � ñîáñòâåííûå
÷èñëà ëèíåéíîé çàäà÷è {

Lu = jg(x)u,

u(α) = u(β) = 0.
(8)

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 3.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìíîæåñòâî Sk íåîãðàíè÷åíî â R×X;

(ii) åñëè (f, u) ∈ Sk è u 6≡ 0, òî ðåøåíèå u(x) èìååò ðîâíî (k+ 1) íóëåé
íà [α, β], ïðè÷åì âñå íóëè ïðîñòûå;

(iii) äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû sk > 0, îêðåñòíîñòü
Uk ⊂ R × X ðåøåíèÿ (jk, 0) è äâà C(1) � îòîáðàæåíèÿ ĵk: (−sk, sk) → R,
ûk: (−sk, sk)→ X, òàêèå, ÷òî ĵk(s) = jk +O(s), ûk(s) = suk(x) +O(s2) ïðè
s→ 0 è S∩Uk = {(ĵk(s), ûk(s)) : |s| < sk}, ãäå uk(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (8);
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(Ýòè ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè [4].)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê òåîðåìà 1 èç [1] ñ
èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 2.3 èç [4]. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå îòðèöàòåëüíîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ïðîâîäèìîñòè ôóíêöèè D(y) è ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèé
g′1(x) è E0(x) ãàðàíòèðóþò ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè g(x) íà [α, β]. Óòâåð-
æäåíèå (iii) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3 [4] î áèôóðêàöèÿõ â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêè
ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ. Äîêàæåì (ii). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mk ìíîæå-
ñòâî âñåõ u ∈ X, òàêèõ, ÷òî u èìååò ðîâíî (k + 1) íóëåé íà [α, β] è âñå íóëè
ïðîñòûå. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî

{(j, u) ∈ Sk : u 6= 0} ⊂ R×Mk. (9)

Ñîãëàñíî (iii) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî l ∈ N èìååì Sl 6= ∅ è

{(j, u) ∈ S ∩ Ul : u 6= 0} ⊂ R×Ml, (10)

åñëè îêðåñòíîñòü Ul äîñòàòî÷íî ìàëà. Áîëåå òîãî, Ml îòêðûòî â X. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò ïàðà (j, u) ∈ Sk ∩ (R× ∂Mk), ïðè÷åì

(j, u) 6= (jk, 0), (11)

åñëè íå âûïîëíåíî (9). Äëÿ u ∈ Sk èìååì

Lu = jg(x)u+N(x, u), x ∈ [α, β]. (12)

Èç óñëîâèÿ u ∈ ∂Mk ñëåäóåò, ÷òî u(x0) = u′(x0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈
[α, β]. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (12) èìååì u(x) ≡
0 íà [α, β]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (7)
äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê (jl, 0) è, ñëåäîâàòåëüíî, j ∈ specL. Èç (11) ìû ïîëó÷àåì,
÷òî j = jl, l 6= k. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ çàäà÷è (7) äîñòàòî÷íî
áëèçêèå ê (jl, 0), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò R×Mk. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (10).

Äîêàæåì (i). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 [4] èìå-
åì, ÷òî (jl, 0) ∈ Sk, k 6= l. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (9) è (10). �

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êàæäîå áèôóðêàöèîííîå ðåøåíèå ïðîäîëæèìî ïî
ïàðàìåòðó j > jk, k = 1, 2, ..., äëÿ ÷åãî äîêàæåì ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ µ(j): R+ → R+, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (j, u) çàäà÷è (7) âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖u‖X(j) ≤ µ(j). (13)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó (3) â âèäå{
−E ′′ + E(f(x)− E ′) = j(D−1(|E|)− g′1(x)),
E(α) = γ1, E(β) = γ2.

Ñäåëàåì çàìåíó E(x) = E0(x) + u(x), òîãäà ïîëó÷èì{
−u′′ − E0u

′ = −ur(u) + jh(u),

u(α) = u(β) = 0,
(14)

ãäå r(u) = f(x) − E ′0(x) − u′(x), h(u) = D−1(|E0 + u|) − D−1(E0). Çàìåòèì,
÷òî ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ n(x) íåîòðèöàòåëüíà, òî ïðè ëþáîì x ∈
[α, β] r(u) ≥ 0, à â ñèëó ñâîéñòâ (a)�(d) êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè D ôóíêöèÿ
h(u) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ îò u.

Òåïåðü ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

c1‖u‖2L2
≤ (Lu, u) ≤ jc2‖u‖L2

+ c3‖u‖L2
, ci ≥ 0, i = 1, 2, 3,

ãäå Lu = −u′′ − E0u
′. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖u‖L2

≤ jc̃2 + c̃3. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ
îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî íîðìà ‖u′‖L2

îãðàíè÷åíà, à çíà÷èò, åñòü àíàëîãè÷íàÿ
îöåíêà â C(0)([α, β])-íîðìå. Äàëåå, èñïîëüçóÿ (14) è îãðàíè÷åííîñòü ‖u‖L2

,
‖u′‖L2

, ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîñòü ‖u′′‖L2
. Ýòà æå îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ u(x)

â C(1)([α, β])-íîðìå. Îöåíèâàÿ òåïåðü ðàâíîìåðíóþ íîðìó u′′(x) èç (14), ïî-
ëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó (13). �

Èç óòâåðæäåíèÿ (i) òåîðåìû 1 è óòâåðæäåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî áèôóðêàöè-
îííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â óòâåðæäåíèè (iii) òåîðåìû 1, ïðîäîëæèìû ïî
ïàðàìåòðó j ïðè ëþáîì j > jk, k = 1, 2, ....

Èññëåäóåì òåïåðü ïîâåäåíèå áèôóðêàöèîííûõ ðåøåíèé ïðè j → +∞, ò. å.
ïðè áîëüøèõ êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñè. Ïóñòü uk(x, j) � áèôóðêàöèîííûå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (7), òîãäà Ek(x, j) = uk(x, j)+E0(x) íàçîâåì áèôóðêàöèîííûìè
ðåøåíèÿìè çàäà÷è (3), k = 1, 2, ....

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè ëþáîì x ∈ [α, β] è ëþáîì j > jk, k = 1, 2, ...,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 < Ek(x, j) < E2(x), ò. å. âñå áèôóðêàöèîííûå

ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) îñòàþòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (3) â âèäå{
E ′′ + E ′E − g0E = jH(E, x),

E(α) = γ1, E(β) = γ2,
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ãäå
H(E, x) = g′1(x) + g1E −D−1(|E|). (15)

Ïóñòü Ek(x, j) � áèôóðêàöèîííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ (α, β), ÷òî x0 � ëîêàëüíûé ìàêñè-
ìóì ðåøåíèÿ Ek(x, j) è Ek(x0, j) = E2(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, E

′′
k(x0, j) ≤ 0,

E ′k(x0, j) = 0, Ek(x0, j) > 0, íî H(E2(x0), x0) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî â ñè-
ëó óðàâíåíèÿ (15). Òåì ñàìûì äîêàçàíà îöåíêà Ek(x, j) < E2(x) ïðè ëþáîì
x ∈ [α, β].

Äîêàæåì òåïåðü îöåíêó 0 < Ek(x, j) ïðè ëþáîì x ∈ [α, β]. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x1 ∈ (α, β), ÷òî x1 � ëîêàëüíûé
ìèíèìóì ðåøåíèÿ Ek(x, j) è Ek(x1, j) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, E ′′k(x1, j) ≥ 0,
E ′k(x1, j) = 0, íî H(0, x1) < 0, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó óðàâíåíèÿ (15). �
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