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Â ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÃÎ ÒÎÐÀ

ÎÄÍÎÉ ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÎ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÈCÒÅÌÛ 1

À.À.Áîãîëþáîâ, Þ.À.Èëüèí 2

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì ñècòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = P (x) +Q(x, ϕ),

ϕ̇ = a(x, ϕ),
(1)

ãäå x ∈ Rn, ϕ ∈ Rm, âåêòîð-ôóíêöèè P , Q è a íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
ïî ñâîèì àðãóìåíòàì, Q è a 2π-ïåðèîäè÷íû ïî ϕj, j = 1, ...,m, ãäå ϕ =
(ϕ1, ..., ϕm). Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî

P (0) = 0, (2)

γ∗(P ′x(x)) 6 −λ||x||k, (3)

||Q′x, ϕ(x, ϕ)|| 6 l||x||k + 1, (4)

||a′x, ϕ(x, ϕ)|| 6 l||x||k + 1, (5)

ãäå λ > 0, l > 0, k > 0, ||x|| è ||ϕ|| � ïðîèçâîëüíûå íîðìû â Rn è Rm,

||(x, ϕ)|| def= max(||x||, ||ϕ||), ìàòðè÷íûå íîðìû ïîíèìàþòñÿ êàê îïåðàòîðíûå.
1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-2271.2003.1, ÍØ-4609.2006.1), ÍÈÈÌÌ èì. àêàä.
Â.È.Ñìèðíîâà ÑÏáÃÓ.

2 c© À.À.Áîãîëþáîâ, Þ.À.Èëüèí, 2008
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×åðåç γ∗(A) äëÿ (n×n) ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ âåðõíÿÿ íîðìà Ëîçèíñêîãî
[6], ò.å.

γ∗‖·‖(A) = lim
h→+0

1

h
(‖E + hA‖ − 1),

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â ðàáîòå [1] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 2l < λ, òî ñèñòåìà (1) èìååò
åäèíñòâåííûé èíâàðèàíòíûé òîð, ïðåäñòàâèìûé â âèäå

x = u(ϕ),

ãäå ôóíêöèÿ u(ϕ) 2π-ïåðèîäè÷íà ïî ϕj è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

||u(ϕ1)− u(ϕ2)|| 6 L∗||ϕ1 − ϕ2|| (6)

c êîíñòàíòîé L∗ =
2l

λ− l
. Ýòîò òîð óñòîé÷èâ â òîì ñìûñëå, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå

íà÷èíàþùååñÿ â íåêîòîðîé åãî îêðåñòíîñòè, ñòðåìèòñÿ ê íåìó ïðè t→ +∞.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíîãî òîðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó òîðà ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ëîêàëüíî-èíâàðèàíòíûõ äëÿ ñèñòåìû (1) ïîâåðõíîñòåé, ïðè÷åì êàæäîå ðåøå-
íèå, íà÷èíàþùååñÿ íà òàêîé ïîâåðõíîñòè, ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ðåøå-
íèþ íà òîðå è ðåøåíèÿ, ëåæàùèå íà îäíîé ïîâåðõíîñòè, ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó
è òîìó æå ðåøåíèþ íà òîðå. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðàññëîå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè
ìåæäó ñèñòåìîé (1) è "íåâîçìóùåííîé"ñèñòåìîé ẋ = P (x), ϕ̇ = a(0, ϕ).

Çàìå÷àíèå 1. Èç ïåðèîäè÷íîñòè è íåïðåðûâíîñòè Q ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî M > 0 òàêîå ÷òî

||Q(0, ϕ)|| 6 M. (7)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàññëîåíèÿ, äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ íà òîðå x = u(ϕ) ñóùåñòâóåò
ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ýòî ðåøåíèå òàêàÿ, ÷òî ëþ-
áîå ðåøåíèå íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñòðåìèòñÿ ê äàííîìó ðåøåíèþ íà òîðå ïðè
t −→ +∞.
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé íà
òîðå, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òîðà, ïðîõîäèò îäíà èç ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé,
îïèñàííûõ â óòâåðæäåíèè 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàññëîåíèÿ, äîïîëíèòåëüíî
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

Óñëîâèå A. Ïóñòü (xi(t), ϕi(t)) � äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) òàêèå, ÷òî
||xi(t0)|| 6 ε0. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ α(t), íå çàâèñÿùàÿ íè îò t0, íè
îò xi(t0), ÷òî

||a(x1(t), ϕ1(t))− a(x2(t), ϕ2(t))|| 6 α(t)||∆z(t)|| (8)

äëÿ òåõ t > t0, ïðè êîòîðûõ ||xi(t)|| 6 ε0, ãäå zi(t) = (xi(t), ϕi(t)), ∆z(t) =
z1(t)− z2(t), ||∆z|| = max ||∆x||, ||∆ϕ||, ïðè÷åì

∞∫
t0

α(t)dt 6 Cα <∞.

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå A âûïîëíåíî ïðè Q(0, ϕ)=
0.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-

ðåìû 1 è óñëîâèþ A. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì M ó ñèñòåìû (1) ñóùå-
ñòâóåò èíâàðèàíòíîå ðàññëîåíèå ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâà ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ íîðì Ëîçèíñêîãî .

Ëåììà 1 [4]. Ïóñòü íåïðåðûâíûå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè A(θ) è B(θ) çàäà-
íû íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå 〈a, b〉, è ïóñòü íà ýòîì ïðîìåæóòêå γ∗(A(θ)) 6 0,
γ∗(B(θ)) > 0. Òîãäà

γ∗(

∫ b

a

A(θ) dθ) 6

∫ b

a

γ∗(A(θ)) dθ, γ∗(

∫ b

a

B(θ) dθ) >

∫ b

a

γ∗(B(θ)) dθ. (9)

(èíòåãðèðîâàíèå ìàòðèöû îçíà÷àåò åå ïîýëåìåíòíîå èíòåãðèðîâàíèå), ãäå
γ∗(A) = −γ∗(−A) åñòü íèæíÿÿ íîðìà Ëîçèíñêîãî.

Òåîðåìà 2 [4]. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çà-
ïèñàííóþ â âèäå

dx

dt
= Φ(t, x)x+ Ψ(t, x), (10)
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ãäå Φ åñòü íåïðåðûâíàÿ (n×n) � ìàòðè÷íàÿ, à Ψ � íåïðåðûâíàÿ âåêòîðíàÿ
ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè âñåõ t è x. Ïóñòü x(t) åñòü íåêîòîðîå åå ðåøåíèå,
è ïóñòü ‖ · ‖ åñòü ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî äâîéíîå
íåðàâåíñòâî

γ∗(Φ(t, x(t)))‖x(t)‖ − ‖Ψ(t, x(t))‖ 6
d+‖x(t)‖

dt
6 (Φ(t, x(t)))‖x(t)‖

(Φ(t, x(t)))‖x(t)‖ 6 γ∗(Φ(t, x(t)))‖x(t)‖+ ‖Ψ(t, x(t))‖. (11)

Çàïèñü âèäà (10) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, òàê êàê ëþáóþ íåëèíåéíóþ
ñèñòåìó ẋ = F (t, x), ãäå F ∈ Ct,x

0,1, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (10), ïðèìåíèâ
ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ê ôóíêöèè F (t, x).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Ëåììà 2. Ïóñòü y1(t), y2(t) � âåêòîðíî-çíà÷íûå ôóíêöèè, äåéñòâóþùèå
èç R â Rn. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫ 1

0
||y1(t)θ + y2(t)(1− θ)||kdθ > dmax{‖|y1(t)||k, ||y2(t)||k}, (12)

ãäå

d = min
||s1||6 1,||s2||=1

∫ 1

0
||s1θ + s2(1− θ)||kdθ. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 ýëåìåíòàðíî è çäåñü îïóñêàåòñÿ.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîåíèÿ, êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ íèæå, ñó-
ùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî òîð ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå

H0 = {(x, ϕ) : ||x|| 6
λd(k + 1)

2l
, ϕ ∈ Rm},

ãäå d îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (13). Ïðè ýòîì îêðåñòíîñòü òîðà, â êîòîðîé
ñòðîèòñÿ ðàññëîåíèå, òîæå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâåH0.Ïîýòîìó íàéäåì óñëî-
âèÿ, ïðè êîòîðûõ òîð x = u(ϕ) áóäåò ëåæàòü â H0.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ε ìîæíî íàéòè M = M(ε) òàêîå, ÷òî åñëè
||Q(0, ϕ)|| 6 M, òî òîð x = u(ϕ) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå H(ε) = {(x, ϕ) :
||x|| 6 ε, ϕ ∈ Rm.}

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî òîð íàõîäèòñÿ â
ìíîæåñòâå H(ε), åñëè ãðàíèöà ∂H(ε) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê ñòðîãîãî
âõîäà â H(ε), ò.å. åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d+||x||
dt

∣∣∣
∂H(ε)

< 0. (14)
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2 è óñëîâèÿ (2), (3), (4) è íåðàâåíñòâî (7), èìååì

d+||x||
dt

6

1∫
0

γ∗(P ′x(θx))dθ||x||+
1∫

0

||Q′x,ϕ(θx, ϕ)||dθ||x||+

+||Q(0, ϕ)|| 6 −λ− l||x||
k + 1

||x||k+1 +M.

Òàê êàê äëÿ x ∈ ∂H(ε) ||x|| = ε, òî ïðè M <
λ− lε
k + 1

εk+1 íåðàâåíñòâî (14)
âûïîëíåíî. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè

M <
λ− λd(k + 1)

2

k + 1

(
λd(k + 1)

2l

)k+1

(15)

òîð x = u(ϕ) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå H0. Òàê êàê d =
1

k + 1
, òî λ− λd(k + 1)

2
>

λ

2
> 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ïîëîæèòåëüíîå M ìîæíî ïîäîáðàòü.

3. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è
óñëîâèå À. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (15). Òîãäà ïðè

ε0 <
λd(k + 1)

2l
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ z0(t) = (u(ϕ0(t)), ϕ0(t)) íà òîðå x = u(ϕ)

ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Tz0, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì

ϕ = hz0(x, t), (16)

ãäå hz0 : {(x, t) : ||x|| 6 ε0, t ∈ R} → Rm, åñòü íåïðåðûâíàÿ ïî ñâîèì àðãóìåí-
òàì âåêòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R è âñåõ x1 è x2 èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ h âûïîëíÿåòñÿ

hz0(u(ϕ0), t) = ϕ0, ||hz0(x1, t)− hz0(x2, t)|| 6 ||x1 − x2||.

Áîëåå òîãî äëÿ ëþáîãî L ∈ (0, 1] ìîæíî óêàçàòü òàêèåM = M(L) è εx(L) > 0,
÷òî åñëè ||x1||, ||x2|| < εx(L), òî

||hz0(x1, t)− hz0(x2, t)|| 6 L||x1 − x2||.
Ëþáîå ðåøåíèå z(t), íà÷èíàþùååñÿ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñòðåìèòñÿ ê ðåøå-
íèþ z0(t) ïðè t −→ +∞ òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||z(t)− z0(t)|| 6 ||z(t0)− z0(t0)||
[
1 +

k

2k
(λd− lε0

k + 1
)||z(t0)− z0(t0)||k(t− t0)

]− 1
k
, t > t0.
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Çàìå÷àíèå 3. Â ïðèâåäåííîì íèæå äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
hz0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L < 1, ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî òîð ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå

H(εx(L)) = {(x, ϕ) : ||x|| 6 εx(L), ϕ ∈ Rm},

ãäå εx(L) <
Lλ

(L+ 1)l
.

Â ñèëó ëåììû 3 ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, óìåíüøàÿ M . Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî âçÿòü

M(εx(L)) <
λ− l||x||
k + 1

||x||k+1

∣∣∣∣∣
||x||

= εx(L) =
λ

(k + 1)(L+ 1)

(
Lλ

(L+ 1)l

)k+1

.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
z0(t) = (u(ϕ0(t)), ϕ0(t)) íà òîðå x = u(ϕ). Ñäåëàåì â ñèñòåìå (1) çàìåíó
ïåðåìåííûõ y(t) = x(t)− u(ϕ0(t)), ψ(t) = ϕ(t)− ϕ0(t). Òîãäà ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó 

dy

dt
= P (y + u(ϕ0(t)))− P (u(ϕ0(t))) +H(y, ψ),

dψ

dt
= b(y, ψ),

(17)

ãäå
H(y, ψ) = Q(y + u(ϕ0), ψ + ϕ0)−Q(u(ϕ0), ϕ0),

b(y, ψ) = a(y + u(ϕ0), ψ + ϕ0)− a(u(ϕ0), ϕ0).
(18)

Äåëàÿ â ñèñòåìå (17) çàìåíó âðåìåíè τ = −t è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

dy

dτ
= −(

1∫
0
P ′y(u(ϕ0) + θy)dθ)y −H(y, ψ),

dψ

dτ
= −b(y, ψ).

(19)

Çàìå÷àíèå 4. Êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî, ðàññëîåíèå áóäåò ñòðîèòñÿ â
îêðåñòíîñòè òîðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå H0. Ïîýòîìó íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü òîëüêî òå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), êîòîðûå ëåæàò â H0. Â çàìå-
÷àíèè 3 ñêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ hz0(x, t) èç òåîðåìû 3 èìåëà
êîíñòàíòó Ëèïøèöà L < 1 íåîáõîäèìî, ÷òîáû òîð ñîäåðæàëñÿ â ìíîæåñòâå
H(L). Âûáåðåì òàêîå ε1 > 0, ÷òî ε1 + max

ϕ
||u(ϕ)|| 6 ε0. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
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M = M(L) äîñòàòî÷íî ìàëîå (M âçÿòî èç (7)), âûáåðåì òàêîå ε(L) > 0, ÷òî
ε(L) + max

ϕ
||u(ϕ)|| 6 εx(L).

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 3 äîñòàòî÷íî, íàõîäÿñü â åå óñëîâèÿõ, äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà (19) èìååò åäèíñòâåííóþ ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíóþ
ïîâåðõíîñòü, ïðåäñòàâèìóþ â âèäå

ψ = h(y, τ), (20)

ãäå h : {(y, τ) : ||y|| 6 ε1, τ ∈ R} −→ Rm åñòü íåïðåðûâíàÿ ïî ñâîèì àðãóìåí-
òàì âåêòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ,÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ R è âñåõ y1 è y2 èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ h âûïîëíÿåòñÿ

h(0, τ) = 0, (21)

||h(y1, τ)− h(y2, τ)|| 6 ||y1 − y2||. (22)

Áîëåå òîãî äëÿ ëþáîãî L ∈ (0, 1] ìîæíî óêàçàòü òàêîå ε(L) > 0, ÷òî åñëè
y1, y2 6 ε(L), òî

||h(y1, τ)− h(y2, τ)|| 6 L||y1 − y2||. (23)

Ëþáîå ðåøåíèå z(τ) = (y(τ), ψ(τ)) ñèñòåìû (19), ðàñïîëîæåííîå íà h, ïðè
τ → −∞ ñòðåìèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||z(τ)|| 6 ||z(τ0)||
[
1− k

2k

(
λd− lε0

k+1

)
||z(τ0)||k(τ − τ0)

]− 1
k

, τ 6 τ0, (24)

ãäå ||z(t)|| = max(||y(τ)||, ||ψ(τ)||).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Äëÿ äîêàçàòåëüòâà òåîðåìû áóäåì ïðèìå-

íÿòü òó æå òåõíèêó, ÷òî è â ðàáîòå [2]. Íàéäåì îöåíêè äëÿ
d+||ψ||
dτ

è
d+||y||
dτ

.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè b(y, ψ) (ñì. (18)) è íåðàâåíñòâîì (5), ïî-
ëó÷àåì

d+||ψ||
dτ

6 ||b(y, ψ)|| 6

1∫
0

||b′z(θz)||dθ||z|| 6
l

k + 1
||y + u(ϕ0)||k+1||z||. (25)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2, ïîëó÷àåì

d+||y||
dτ

> γ∗(−
1∫

0

P ′y(u(ϕ0) + θy)dθ)||y|| − ||H(y, ψ)||.
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Â ñèëó ëåìì 1, 2 è óñëîâèÿ (3) èìååì

γ∗(−
1∫

0
P ′y(u(ϕ0) + θy)dθ) > −

1∫
0
γ∗(P ′y(u(ϕ0) + θy))dθ>

>λdmax{||u(ϕ0) + y||k, ||u(ϕ0)||k},
(26)

ãäå d îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (13). Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè H
(ñì. (18)) è óñëîâèåì (4), ïîëó÷àåì

||H(y, ψ)|| 6

1∫
0

||H ′z(θz)||dθ||z|| 6
l

k + 1
||y + u(ϕ0)||k+1||z||. (27)

Òàêèì îáðàçîì,

d+||y||
dτ

> λdmax ‖|u(ϕ0) + y||k, ||u(ϕ0)||k ||y|| −
l

k + 1
||y+ u(ϕ0)||k+1||z||. (28)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî G(ε) = {(ψ, y, τ) : 0 < ||ψ|| 6 ||y|| 6 ε, τ ∈ R} è
ïîâåðõíîñòü K(ε) = {(ψ, y, τ) : 0 < ||ψ|| = ||y|| 6 ε, τ ∈ R}.

Ëåììà 4. Ïðè ε 6 ε1 ïîâåðõíîñòü K(ε) åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ñòðîãîãî
âõîäà â G(ε).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ W (z) = ||ψ|| − ||y||.
ßñíî, ÷òîW |K(ε) = 0, W |G(ε) 6 0. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

d+W (τ)

dτ

∣∣∣
K(ε)

< 0.

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (25) è (28) è òîãî, ÷òî ||z| = ||y|| íà K(ε), èìååì

d+W (τ)

dτ

∣∣∣
K

(ε) =
(
d+||ψ||
dτ
− d+||y||

dτ

)∣∣∣
K(ε)

6

6
(

2l

k + 1
||y + u(ϕ0)|| − λd

)
||y + u(ϕ0)||k||y||.

Òàê êàê ||y|| 6 ε1, òî â ñèëó âûáîðà ε1 (ñì. çàìå÷àíèå 4) ||y + u(ϕ0)|| 6 ε1 +

||u(ϕ0)|| 6 ε0 <
λd(k + 1)

2l
. Ñëåäîâàòåëüíî,(

2l

k + 1
||y + u(ϕ0)|| − λd

)
6
(

2l

k + 1
ε0 − λd

)
< 0.

Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïàðó ðåøåíèé ñèñòåìû (19)

zi(τ) = (ψi, yi)(τ) = (ψ, y)(τ, τ0, ξi, ηi), i = 1, 2.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç (∆ψ,∆y)(τ) = (ψ1, y1)(τ)− (ψ2, y2)(τ),

∆z(τ) = (∆ψ,∆y)(τ).

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî L ∈ [0, 1) ñóùåñòâóþò M = M(L) è ε(L), òàêèå,
÷òî åñëè (zi(τ0), τ0) ∈ G(ε(L)) i = 1, 2 è ||∆ψ(τ0)|| 6 L||∆y(τ0)||, òî

||∆ψ(τ)|| 6 L||∆y(τ)|| (29)

äëÿ òåõ τ > τ0, ïðè êîòîðûõ (zi(τ), τ) ∈ G(ε(L)), i = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Ïðè τ = τ0 íåðàâåíñòâî (29) âûïîëíåíî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå óòâåðæäåíèþ ëåììû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ìî-
ìåíò âðåìåíè τ1 > τ0, ÷òî

||∆ψ(τ1)|| = L||∆y(τ1)||,
d+||∆ψ(τ)||

dτ

∣∣∣
τ

= τ1 > L
d+||∆y(τ)||

dτ

∣∣∣
τ

= τ1. (30)

Òàê êàê

d+∆ψ(τ)

dτ
= −b(y1, ψ1) + b(y2, ψ2) = −(

1∫
0
b′z(z2 + θ∆z)dθ)∆z,

òî â ñèëó òåîðåìû 2 è íåðàâåíñòâà (5) èìååì

d+||∆ψ(τ)||
dτ

6 (
1∫

0
||b′z(z2 + θ∆z)||dθ)||∆z|| 6 (

1∫
0
l||y2 + θ∆y + u(ϕ0))||k+1dθ)||∆z||.

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, èìååì

d+∆y(τ)
dτ

= (−
1∫

0
P ′y(y2 + θ∆y + u(ϕ0))dθ)∆y − (

1∫
0
H ′z(z2 + θ∆z)dθ)∆z,

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2, ëåììû 1, îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè H (ñì. (18)) è óñëî-
âèé (3), (4) èìååì

d+||∆y(τ)||
dτ

> (
1∫

0
γ∗(−P ′y(y2 + θ∆y + u(ϕ0)))dθ)||∆y||−

−(
1∫

0
||H ′z(z2 + θ∆z)||dθ)||∆z|| > (

1∫
0
λ||y2 + θ∆y + u(ϕ0)||kdθ)||∆y||−

−(
1∫

0
l||y2 + θ∆y + u(ϕ0)||k+1dθ)||∆z||.
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Òàê êàê ||∆ψ(τ1)|| 6 ||∆y(τ1)||, òî ||∆z(τ1)|| = ||∆y(τ1)||. Òàêèì îáðàçîì,(
d+||∆ψ(τ)||

dτ
− Ld+||∆y(τ)||

dτ

)∣∣∣
τ

= τ1 6

6

[
l

1∫
0
||y2 + θ∆y + u(ϕ0)||k+1dθ||∆y|| − λL

1∫
0
||y2 + θ∆y + u(ϕ0)||kdθ||∆y||+

+lL
1∫

0
||y2 + θ∆y + u(ϕ0)||k+1dθ||∆y||

]∣∣∣
τ

= τ1

Âîçüìåì òàêîå εx(L), ÷òî εx(L) <
L

(L+ 1)
lλ. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 3, âûáåðåì

òàêîå M , ÷òî max
ϕ
||u(ϕ)|| 6 εx(L). Òàê êàê (zi(τ), τ) ∈ G(ε(L)) ïðè i = 1, 2,

òî â ñèëó âûáîðà ε(L) (ñì. çàìå÷àíèå 4) èìååì

||y2 + θ∆y + u(ϕ0)|| 6 max{||y1 + u(ϕ0)||, ||y2 + u(ϕ0)||} 6 εx(L).

Ñëåäîâàòåëüíî,[
d+||∆ψ(τ)||

d τ − Ld+||∆y(τ)||
dτ

]∣∣∣∣∣
τ

= τ1 6[
(l(L+ 1)εx(L)− λL)

1∫
0
||y2 + θ∆y + u(ϕ0))||kdθ∆||y||

]∣∣∣∣∣
τ

= τ1 < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (30). Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5. Òàê êàê d <
1

k + 1
, òî ε0 <

λd(k + 1)

2l
<

λ

2l
. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè M óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (15) (òîð íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå H0), òî
óòâåðæäåíèå ëåììû 5 âåðíî äëÿ L = 1.

Ëåììà 6. ||y(τ)|| âîçðàñòàåò âäîëü òðàåêòîðèé â G(ε1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6. Òàê êàê ||∆z(τ)|| = ||∆y(τ)|| è ||y|| 6 ε1, òî
â ñèëó íåðàâåíñòâà (28) è çàìå÷àíèÿ 4 èìååì

d+||y||
dτ

>

(
λd− lk + 1

||y + u(ϕ0)||

)
||y + u(ϕ0)||k||y|| > 0. (31)

Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ëåììà 7. Åñëè ðåøåíèå z(τ) = z(τ, τ0, z0) ñ ||z0|| 6 ε1 òàêîâî, ÷òî äëÿ
ëþáîãî τ 6 τ0 ||ψ(τ)|| 6 ||y(τ)||, òî ýòî ðåøåíèå ñ óáûâàíèåì τ ìîíîòîííî
ñòðåìèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||z(τ)|| 6 ||z(τ0)||
[
1− k

2k
(λd− l

ε0k+1
)||z(τ0)||k(τ − τ0)

]− 1
k

, τ 6 τ0. (32)
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7. Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå (17) ñ èñõîäíûì âðåìå-
íåì t. Ïåðåïèøåì å¼ â áîëåå óäîáíîì âèäå

dy

dt
= (

1∫
0
P ′y(u(ϕ0) + θy)dθ)y +H(y, ψ),

dψ

dt
= b(y, ψ).

(17′)

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1, íåðàâåíñòâàìè (26),(27) è òåì, ÷òî ||z(τ)|| = ||y(τ)||,
ïîëó÷àåì

d+||y||
dt

6 γ∗(

1∫
0

P ′y(u(ϕ0) + θy)dθ)||y||+ ||H(y, ψ)||6

6 (−λd+
l1k + 1

||y + u(ϕ0)||
) max ‖|u(ϕ0) + y||k, ||u(ϕ0)||k ||y||.

ßñíî, ÷òî

max ‖|u(ϕ0) + y||, ||u(ϕ0)|| >
1

2
[||u(ϕ0) + y||+ ||u(ϕ0)||] >

1

2
||y||.

Òàê êàê ||y|| 6 ε1, òî, â ñèëó âûáîðà ε1(ñì. çàìå÷àíèå 4) è ε0, èìååì

−λd+
lk + 1

||y + u(ϕ0)||
6 −λd+

lk + 1

ε0

< 0.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ||y + u(ϕ0)|| 6 ε0, ïîëó÷àåì

d+||y||
dt

6
1

2k
(−λd+

l

ε0k + 1
)||y||k + 1.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

||y(t)|| 6 ||y(t0)||[1 +
k

2k
(λd− l

ε0k + 1
)||y(t0)||k(t− t0)]−

1
k , t > t0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||y(τ)|| 6 ||y(τ0)||[1− k
2k (λd− l

ε0k+1)||y(τ0)||k(τ − τ0)]
− 1

k , τ 6 τ0.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ||y(τ)|| = ||z(τ)||, ïîëó÷àåì (32). Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Ëåììà 8. Ïóñòü äâà ðåøåíèÿ zi(τ) = z(τ, τ0, ψi, y0) ñèñòåìû (19) òàêîâû,
÷òî (zi(τ0), τ0) ∈ G(ε1). Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ A > 0, íå çàâèñÿùàÿ
íè îò τ0, íè îò zi(τ0), ÷òî åñëè ||ψ1 − ψ2|| = ||∆ψ(τ0)|| > 0, òî

||∆ψ(τ)|| > A||∆ψ(τ0)|| (33)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 29



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2008

äëÿ òåõ τ 6 τ0, äëÿ êîòîðûõ (zi(τ), τ) ∈ G(ε1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (17′). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
t0 = τ0. Òàê êàê 0 = ||∆y(t0)|| 6 ||∆ψ(t0)||, òî

||∆y(t)|| 6 ||∆ψ(t)||, t > t0. (34)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñèñòåìû (19) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ||∆y(τ0)|| 6 ||∆ψ(τ0)||
â íåêîòîðûé ìîìåíò τ0, òî ||∆y(τ)|| 6 ||∆ψ(τ)|| ïðè âñåõ τ 6 τ0. Åñëè äîïó-
ñòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå τ ∗ < τ0, ÷òî ||∆y(τ ∗)|| > ||∆ψ(τ ∗)||, òî èç ëåììû
8 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè τ0 > τ ∗ ||∆y(τ0)|| > ||∆ψ(τ0)||. Íî ïî óñëîâèþ ëåììû
5 ||∆y(τ0)|| = 0, à ||∆ψ(τ0)|| > 0; ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ,
òåì ñàìûì äîêàçûâàÿ (34). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

||∆z(τ)|| = ||∆ψ(τ)||, τ 6 τ0.

Çàìåòèì, ÷òî ||∆ψ(t)|| = ||ϕ1(t) − ϕ2(t)||, ||∆y(t)|| = ||x1(t) − x2(t)||, ãäå
(x1(t), ϕ1(t)), (x2(t), ϕ2(t)) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ
(34), èìååì

||ϕ1(t)− ϕ2(t)|| > ||x1(t)− x2(t)|| t > t0.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåììû ||yi|| 6 ε1 , òî ||xi|| 6 ε0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó 2 è óñëîâèå À, ïîëó÷àåì

d+||∆ψ(t)||
dt

=
d+||∆ϕ(t)||

dt
> −||a(x1, ϕ1)− a(x2, ϕ2)||>

> − α(t)||(∆x,∆ϕ)|| = −α(t)||∆ϕ|| = −α(t)||∆ψ||,

ãäå xi = yi + u(ϕ0), ∆x = x1 − x2, ∆ϕ = ϕ1 − ϕ2. Ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ
òåîðåìó ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

||∆ψ(t)|| > ||∆ψ(t0)|| exp
(
−

t∫
t0

α(t)dt
)

t > t0.

Èç óñëîâèÿ À ñëåäóåò, ÷òî
∞∫
t0

α(t)dt 6 Cα < ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ||∆ψ(t)|| >

||∆ψ(t0)|| exp
(
−Cα

)
äëÿ t > t0. Ïîëîæèì A = exp

(
−Cα

)
. Òàêèì îáðàçîì,

||∆ψ(t)|| > A||∆ψ(t0)|| äëÿ t > t0. Ñëåäîâàòåëüíî, ||∆ψ(τ)|| > A||∆ψ(τ0)|| äëÿ
τ 6 τ0. Ëåììà 8 äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

K(L) = {h : ||y||6 ε(L)} → Rm
ψ | h(0) = 0, ||h(y1)−h(y2)||6L||y1−y2||, (35)
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ãäå L ∈ (0, 1]. Çàäàäèì íà íåì ìåòðèêó ïî ôîðìóëå

ρ(h1, h2) = max
||y||6 ε(L)

||h(y1)− h(y2)||. (36)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî (K(L), ρ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è êîìïàêòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Èç îïðåäåëåíèÿK(L) ñëåäóåò, ÷òî (h(y), y, τ) ∈ G(ε(L)) äëÿ h ∈ K(L).

Çàäàäèì íà K(L) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ τ > τ0 îïåðàòîð Fτ0,τ , ñîïîñòàâëÿÿ
êàæäîé ôóíêöèè h ∈ K(L) ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

{(ψ, y) : (ψ, y) = (ψ, y)(τ, τ0, h(η), η), (z(τ), τ) ∈ G(ε(L)), τ ∈ [τ0, τ ]},

ò. å. ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ψ = h(y) ïðè τ = τ0 ïðîâîäÿòñÿ âñåâîçìîæíûå ðåøå-
íèÿ íà âðåìÿ τ > τ0: åñëè ðåøåíèå ïîêèäàåò G(ε(L)), òî î íåì "çàáûâàþò";
ðåøåíèÿ, îñòàþùèåñÿ â G(ε(L)) íà âñåì ïðîìåæóòêå [τ0, τ ], â ìîìåíò âðåìåíè
τ îáðàçóþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå è ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèè h.

Ëåììà 9. Îïåðàòîð Fτ0,τ äåéñòâóåò èç K(L) â K(L). Ïðè ýòîì îí íåïðå-
ðûâåí è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò τ è τ0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9. Ïîêàæåì, ÷òî F (K(L)) åñòü ãðàôèê íåêî-
òîðîé ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé K(L). Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî
ëþáûå äâå òî÷êè (ψ1, y1), (ψ2, y2) ýòîãî ìíîæåñòâà ïîä÷èíåíû íåðàâåíñòâó

||ψ1 − ψ2|| 6 L||y1 − y2||. (37)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âûïóñòèì èç ýòèõ òî÷åê ðåøåíèÿ â îáðàòíóþ
ñòîðîíó. Òîãäà ÷åðåç âðåìÿ τ0 − τ , ýòè ðåøåíèÿ ïîïàäóò íà ïîâåðõíîñòü
ψ = h(y), ãäå óêàçàííííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ (35). Âîç-
âðàùàÿñü îáðàòíî è ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (37). Èç ýòîãî
íåðàâåíñòâà è òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ
äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Fτ0,τh åñòü ãðàôèê íåêîòîðîé ôóíêöèè, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L. Èç ëåììû 6 âûòåêàåò, ÷òî
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè åñòü âåñü øàð ||y|| 6 ε(L). Òàêèì îáðàçîì
îïåðàòîð Fτ0,τ äåéñòâóåò èç K(L) â K(L).

Èç òåîðåìû îá èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Fτ0,τ
íåïðåðûâåí è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò τ0 è τ â ìåòðèêå

ρF (F1, F2) = max
h∈K(L)

ρ(F1h, F2h)

(ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, òàê êàê K(L) êîìïàêòíî). Ëåììà 9 äîêàçàíà.
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Ëåììà 10. Ïóñòü h åñòü ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ èç K(L). Ïðè
ëþáîì ôèêñèðîâàííîì τ ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F−n,τh ïðè
n→∞ â ñìûñëå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà (K(L), ρ).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 10. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî (K(L), ρ) ïîëíî, òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F−n,τh ñõîäèòñÿ â ñåáå, ò. å. äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m > N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

ρ(F−n,τh, F−m,τh) 6 ε. (38)

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå T > 0 è ε∗ > 0, ÷òî ïî ëþáîìó
N > 0 ìîæíî óêàçàòü n1, n2 > N , äëÿ êîòîðûõ

ρ(F−n1,τh, F−n2,τh) > ε∗. (39)

Èç ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî

||y(T − τ ∗)|| 6 ||y(T )||
[
1 +

k

2k
(λd− l

ε0k + 1
)||y(T )||kτ ∗)

]− 1
k

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå τ ∗, ÷òî åñëè ðåøåíèå z(τ) ñèñòåìû
(19) îñòàåòñÿ â G(ε(L)) ïðè τ ∈ [T − τ ∗, T ], òî

||y(T − τ ∗)|| < 1

2
Aε∗,

ãäå A � ïîñòîÿííàÿ èç ëåììû 8. Âûáåðåì N > τ ∗ − T . Íåðàâåíñòâî (39) ïî
îïðåäåëåíèþ ìåòðèêè ρ îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò yN òàêîå, ÷òî ||yN || 6 ε(L)
è

||F−n1,T h(yN)− F−n2,T h(yN)|| > ε∗.

Çàìåòèì, ÷òî (F−ni,T h(yN), yN , T ) ∈ G(ε(L)), i = 1, 2. Ðàññìîòðèì äâà ñëå-
äóþùèõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (19): zi = z(τ, T, F−ni,T h(yN), yN), i = 1, 2. Ïî
îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà F−ni,T ïðè âñåõ τ ∈ [−N, T ] ∈ [−ni, T ] äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèå (zi(τ), τ) ∈ G(ε(L)), i = 1, 2. Òîãäà íà îñíîâàíèè ëåììû
8 ïðè âñåõ τ ∈ [−N, T ] èìååì

||ψ1(τ)− ψ2(τ)|| > Aε∗.

Â ÷àñòíîñòè,
||ψ1(T − τ ∗)− ψ2(T − τ ∗)|| > Aε∗.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ||ψ1(T − τ ∗)|| >
1

2
Aε∗, ëèáî ||ψ2(T − τ ∗)|| > 1

2
Aε∗. Îäíàêî

τ ∗ âûáèðàëîñü òàêèì, ÷òîáû

||yi(T − τ ∗)|| <
1

2
Aε∗, i = 1, 2.
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Ïîýòîìó ëèáî ||ψ1(T−τ ∗)|| > ||y1(T−τ ∗)||, ëèáî ||ψ2(T−τ ∗)|| > ||y2(T−τ ∗)||.
Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç ðåøåíèé zi(τ) â ìîìåíò T − τ ∗ äîëæíî ïîêèíóòü
G(ε(L)), à ýòî íåâîçìîæíî. Ëåììà 10 äîêàçàíà.

Çàäàäèì âåêòîð-ôóíêöèþ

h(y, τ) = lim
n→∞

F−n,τ h0(y),

ãäå h0 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç K(L). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì τ
h(y, τ) ∈ K(L) è ïîýòîìó, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L.
Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

h(y, τ2) = lim
n→∞

F−n,τ2 h0(y) = Fτ1,τ2 lim
n→∞

F−n,τ1 h0(y) = Fτ1,τ2 h(y, τ1), τ2 > τ1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ψ = h(y, τ) � ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíàÿ äëÿ
ñèñòåìû (19). Èç ðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëüíî τ íåïðåðûâíîñòè ïî y è íåïðå-
ðûâíîñòè ïî τ ñëåäóåò, ÷òî h(y, τ) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ.
Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñî
cêîëü óãîäíî ìàëîé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L. Ëþáîå ðåøåíèå, ðàñïîëîæåííîå
íà ïîâåðõíîñòè, îñòàåòñÿ ïðè âñåõ τ 6 τ0 â ñåêòîðå G(ε(L)), òàê êàê íå ìîæåò
ïîêèíóòü åãî íè ÷åðåç ãðàíèöó ||y|| = ε(L) â ñèëó ëåììû 6, íè ÷åðåç ãðàíè-
öó ||y|| = ||ψ|| â ñèëó óñëîâèÿ Ëèïøèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ëåììû 7, îòêóäà ñëåäóåò (24).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü äàííîé ïîâåðõíîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî íàðÿäó ñ
ψ = h(y, τ) ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü ψ = ĥ(y, τ). Âîçüìåì òàêèå y0 è τ0,
÷òî h(y0, τ0) 6= ĥ(y0, τ0). Ðàññìîòðèì äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (19): z1(τ) =
z(τ, τ0, h(y0, τ0), y0) è z2(τ) = z(τ, τ0, ĥ(y0, τ0), y0). Òàê êàê îáà ýòè ðåøåíèÿ
îñòàþòñÿ â G(ε(L)) ïðè τ 6 τ0, òî íà îñíîâàíèè ëåììû 7 ||∆z(τ)|| → 0 ïðè
τ → −∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ||∆ψ(τ)|| → 0 ïðè τ → −∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç
ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî ||∆ψ(τ)|| > A||∆ψ(τ0)|| ïðè τ 6 τ0, è ìû ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Åäèíñòâåííîñòü ïîâåðõíîñòè äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå èñêîìîé âîçüìåì ïîâåðõíîñòü ψ = h(y, τ), íàéäåííóþ äëÿ L =
1. Îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû 4, êðîìå (23). Äîêàæåì
(23). Ñèñòåìà (19) èìååò ëîêàëüíî-èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè ñî ñêîëü óãîäíî
ìàëîé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà, îïðåäåëåííûå â äîñòàòî÷íî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ
ðåøåíèÿ z ≡ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòèõ îêðåñòíîñòÿõ îïðåäåëåíà è h. Â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè îíè äîëæíû ñîâïàäàòü ñ h. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h èìååò
ñêîëü óãîäíî ìàëóþ êîíñòàíòó Ëèïøèöà ïðè ||y|| 6 ε(L). Òåîðåìà 4, à ñ íåé
è òåîðåìà 3 äîêàçàíû.

4. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü z1(t) = (u(ϕ1(t)), ϕ1(t)) è z2(t) = (u(ϕ2(t)), ϕ2(t)) �
ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íà òîðå x = u(ϕ). Òîãäà ïîâåðõíîñòè Tz1 è
Tz2, ïîñòðîåííûå äëÿ ðåøåíèé z1(t) è z2(t) ñîîòâåòñòâåííî, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå óòâåðæäåíèþ
òåîðåìû. Òàê êàê ïîâåðõíîñòè Tz1 è Tz2 èíâàðèàíòíû, òî èõ ïåðåñå÷åíèå èí-
âàðèàíòíî. Ïóñòü ðåøåíèå z(t) = (u(ϕ(t)), ϕ(t)) ñîäåðæèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè
Tz1 è Tz2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ1(t) = ϕ(t)−ϕ1(t), ψ1(t) = ϕ(t)−ϕ1(t),∆ϕ(t) =
ϕ1(t) − ϕ2(t), ∆ψ(t) = ψ1(t) − ψ2(t),∆z(t) = z1(t) − z2(t). Â ñèëó òåîðåìû 1

||u(ϕ1)− u(ϕ2)|| 6 L∗||ϕ1 − ϕ2||, ãäå L∗ =
2l

λ− l
. Ñëåäîâàòåëüíî,

||∆z|| = max ||ϕ1 − ϕ2||, ||u(ϕ1)− u(ϕ2)|| 6 µ||ϕ1 − ϕ2||,

ãäå µ = max{1, L∗}. Òàê êàê zi(t) � ðåøåíèÿ íà òîðå, òî ||xi(t)|| 6 ε0 äëÿ
ëþáîãî t ∈ R. Òîãäà, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì À, èìååì

d+||∆ϕ(t)||
dt

> −||a(u(ϕ1), ϕ1)− a(u(ϕ2), ϕ2)|| > −α(t)||∆z|| > −µα(t)||∆ϕ||.

Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 8, ïîëó÷àåì

||∆ϕ(t)|| > A||∆ϕ(t0)|| t > t0,

ãäå A = exp(−Cαµ). Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî ||z(t) − z1(t)|| → 0 è ||z(t) −
z2(t)|| → 0 ïðè t→∞. Âûáåðåì òàêîå t∗ > t0, ÷òî

||z(t∗)− zi(t∗)|| <
A

2
||∆ϕ(t0)|| i = 1, 2.

Òîãäà ||∆z(t∗)|| 6 ||z(t∗) − z1(t
∗)|| + ||z(t∗) − z2(t

∗)|| < A||∆ϕ(t0)||, íî ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû ||∆z(t∗)|| = ||∆ϕ(t∗)|| > A||∆ϕ(t0)||. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

5. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3

Òåîðåìà 6. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ M è ε äëÿ ëþáîé òî÷êè z0, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òîðà, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõíîñòü Tz0 èç òåîðåìû 3,
÷òî ðåøåíèå z(t) = z(t, t0, z0) ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè Tz0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåì ïðè-
ìåíÿòü òó æå òåõíèêó, ÷òî è â ðàáîòå [3]. Âîçüìåì òî÷êó z0 = (x0, ϕ0) òàêóþ,
÷òî ||x0 − u(ϕ0)|| 6 ε 6 ε1, ãäå ε1 âçÿòî èç òåîðåìû 4.

Ïóñòü z(t, t0, z0) = (x(t, t0, x0), ϕ(t, t0, ϕ0)) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1),
z(t, t0, α) = (χ(t, t0, α), ξ(t, t0, α)) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íà òîðå x = u(ϕ),
ãäå α � m-ìåðíûé âåêòîð, ëåæàùèé íà òîðå x = u(ϕ). Ðåøåíèå z(t, t0, α)
áóäåò èìåòü íà÷àëüíûå äàííûå χ(t0, t0, α) = u(α), ξ(t0, t0, α) = α.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 êàæäîìó (n+m)-ìåðíîìó âåêòîðó z0

ñîîòâåòñòâóåòm-ìåðíûé âåêòîð α òàêîé, ÷òî ðåøåíèå z(t, t0, z0) ïðèíàäëåæèò
ïîâåðõíîñòè Tα, ïîñòðîåííîé ïî ðåøåíèþ z(t, t0, α).

Ñäåëàåì â ñèñòåìå (1) çàìåíó ïåðåìåííûõ ψ(t) = ϕ(t)− ξ(t, t0, α), y(t) =
x(t)− χ(t, t0, α). Ïîëó÷èì ñèñòåìó

dy

dt
= (

1∫
0
P ′y(χ(t, t0, α) + θy)dθ)y +H(y, ψ),

dψ

dt
= b(y, ψ),

(40)

ãäå

H(y, ψ) = Q(y + χ(t, t0, α), ψ + ξ(t, t0, α))−Q(χ(t, t0, α), ξ(t, t0, α)),

b(y, ψ) = a(y + χ(t, t0, α), ψ + ξ(t, t0, α))− a(χ(t, t0, α), ξ(t, t0, α)).
(41)

Ïî òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü Tα, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå

ψ = h(t, y, α), (42)

ïðè÷åì
h(0, t, α) = 0, ||h(y, t, α)− h(y, t, α)|| 6 L||y − y||. (43)

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå (y(t), ψ(t)) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

t = t0, y = y0, ψ = h(y0, t0, α)

ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè Tα.

Äëÿ òîãî. ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî α ðåøåíèå z(t, t0, z0) ëå-
æèò íà ïîâåðõíîñòè Tα, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ t âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà {

ψ(t) = ϕ(t, t0, ϕ0)− ξ(t, t0, α),

y(t) = x(t, t0, x0)− χ(t, t0, α).
(44)

Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè, åñëè ðàâåíñòâà (44) ñîáëþäàþòñÿ ïðè t = t0, òî
îíè ñîáëþäàþòñÿ è ïðè âñåõ t. Ïðè t = t0 ðàâåíñòâà (44) èìåþò âèä{

h(y0, t0, α) = ϕ0 − α
y0 = x0 − u(α).

(45)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàâåíñòâà (45) êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî y0

è α. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå y0 èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷àåì

α = ϕ0 − h(x0 − u(α), t0, α). (46)
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Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (46) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ ϕ0,x0. Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâà (6) è (43), ïîëó÷àåì

||α− ϕ0|| = ||h(x0 − u(α), t0, α)|| 6 L||x0 − u(α)||6

6L||x0 − u(ϕ0)||+ L||u(α)− u(ϕ0)|| 6 L||x0 − u(ϕ0)||+ LL∗||α− ϕ0||
èëè

||α− ϕ0|| 6
L

1− L
L∗||x0 − u(ϕ0)||, (47)

ãäå L∗ =
2l

λ− l
. Â ñèëó òåîðåìû 4, óìåíüøàÿM è ε, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî L <
1

1 + L∗
. Òîãäà

L

1− L
L∗ < 1. (48)

Ðàññìîòðèì â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå øàð B, îïðåäåëÿåìûé íåðàâåíñòâîì
||α−ϕ0||6 ||x0−u(ϕ0)||. Èç íåðàâåíñòâ (47) è (48) ñëåäóåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå
(46) ïåðåâîäèò øàð B â ñåáÿ, à òîãäà ïî òåîðåìå Áðàóýðà ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (46) èìååò ðåøåíèå
α = α∗. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå α∗ âî âòîðîå óðàâíåíèå (45), íàõîäèì, ÷òî ïàðà
α∗, y∗0, ãäå y

∗
0 = x0 − u(α∗), óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (44). Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6. Òàê êàê λ > 2l ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1, òî L∗ =
2l

λ− l
< 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ h(t, y, α) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ

êîíñòàíòîé L <
1

3
, òî íåðàâåíñòâî (48) âûïîëíÿåòñÿ. Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò

÷òî ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè âçÿòü ε = ε(1
3) èM = M(ε(1

3)) (ñì. çàìå÷àíèå
3). Òàêèì îáðàçîì, â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 6 â êà÷åñòâå M ìîæíî âçÿòü

M <
3λ

4(k + 1)

(
λ

4l

)k+1

. (49)

Ïðè ýòîì òîð áóäåò ëåæàòü â ìíîæåñòâå H(1
3). Çàìåòèì, ÷òî εx(1

3) 6
λ

4l
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðàññëîåíèÿ äîêàçàíî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ À è äëÿ M , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó (49).
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