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Êíèãà çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ íåêîòîðûìè íîâûìè çàäà÷àìè ïàðàìåòðè-
÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ïî-
ñâÿùåíî òåîðåòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ êîððåêòíîñòè òàêèõ çàäà÷ � óñëîâèÿì
ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè äèñêðåòíîì õàðàêòåðå íàáëþäåíèé.

Äëÿ íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, èíæåíåðîâ è àñïèðàíòîâ, çàíèìàþùèõñÿ èçó-
÷åíèåì ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ ïðîáëåìû èäåíòèôèêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
è îáúåêòîâ.
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Ïðåäèñëîâèå

Èçó÷åíèå è îïòèìèçàöèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìåòîäîâ íà÷èíàþòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ èõ ìîäåëåé. Êîãäà ñòðóêòóðà èñ-
ñëåäóåìîãî îáúåêòà âûÿâëåíà è îïðåäåëåí êëàññ ìîäåëåé, ïðèãîäíûõ äëÿ åãî
îïèñàíèÿ, ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëèòü (èäåíòèôèöèðîâàòü)
íåêîòîðûå íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè âûáðàííîãî êëàññà, ÷òî ñîñòàâëÿåò
ñóùíîñòü çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè. Ïðîáëåìà ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè óñëîâèé, óêàçûâàþ-
ùèõ íà ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà. Òàêèå óñëîâèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöè-
ðóåìîñòè ìîæíî íàçâàòü òåîðåòè÷åñêèìè, òàê êàê îíè îòíîñÿòñÿ ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì ñâîéñòâàì ñàìîé èçó÷àåìîé ìîäåëè. Åñëè òåîðåòè÷åñêèå óñëîâèÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè
ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ èíôîðìàòèâíîñòè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà, à â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è ê åãî ïîëíîìó ïðîâàëó.

Ñâîéñòâî ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè � âîçìîæíîñòü îöåíèâàíèÿ
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðûõ çàðàíåå çàäàííûõ òî÷åê
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê ïðàâèëî, òàêèìè òî÷êàìè ñëóæàò íîìè-
íàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, íàéäåííûå ðàñ÷åòíûì ïóòåì èëè èçâåñòíûå èç
äðóãèõ èñòî÷íèêîâ. Â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ èìåí-
íî ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ ïàðàìåòðîâ.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðåæäå âñåãî ýòî ðàçëè÷èå ñâÿ-
çàíî ñ ðàçíîîáðàçèåì òèïîâ èçó÷àåìûõ ñèñòåì (ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ, àâ-
òîíîìíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ, äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ, ñèñòåì ñ ñîñðåäî-
òî÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñ ïîìåõàìè ëèáî äåòåðìèíèðî-
âàííûõ è ò. ä.). Êðîìå òîãî, ýòî ðàçëè÷èå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî íàáëþäàåòñÿ
(èçìåðÿåòñÿ) è òåì, íà êàêîì âðåìåííîì ìíîæåñòâå ïðîâîäèòñÿ íàáëþäåíèå.
Íàáëþäàòü ìîæíî êàêîå-òî îäíî ðåøåíèå, íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ýòîãî ðåøå-
íèÿ, êàêèå-ëèáî ñïåöèôè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèé è ò. ä., à âðåìåíåì
íàáëþäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîìåæóòêè � êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå, äèñêðåò-
íûå íàáîðû ìîìåíòîâ âðåìåíè (òàêæå êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå), à òàêæå
è ìíîæåñòâà èíîé ñòðóêòóðû. Ââèäó áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ òèïîâ èññëåäó-
åìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðàçëè÷èÿ ïðîâîäèìûõ íàáëþäåíèé ñëîæíîñòü
çàäà÷è ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ìîæåò êîëåáàòüñÿ
â î÷åíü øèðîêèõ ïðåäåëàõ, ïðåâðàùàÿñü èíîãäà â ñàìîñòîÿòåëüíóþ òðóäíóþ
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ïðîáëåìó.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàèáîëåå èçó÷åííîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ìîäåëåé â ñòîõàñòè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêå, êîãäà íàáëþäåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ èñêàæåííûìè ñëó÷àéíûì øó-
ìîì. Ðàáîò ïî ïðîáëåìå èäåíòèôèöèðóåìîñòè â äåòåðìèíèñòñêîé ïîñòà-
íîâêå çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ áîëüøèíñòâà ðà-
áîò ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå î íàáëþäåíèè âûõîäà ñèñòåìû íà íåêî-
òîðîì îòðåçêå âðåìåíè. Çàäà÷à èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ìîäå-
ëåé ïðè äèñêðåòíûõ íàáëþäåíèÿõ îñòàâàëàñü íåðåøåííîé. Àêòóàëüíîñòü
ýòîé çàäà÷è íåñîìíåííà, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, â áîëüøèíñòâå ïðèìåíÿåìûõ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ öèôðîâûõ ñèñòåì àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîâåäåíèÿ ýêñ-
ïåðèìåíòà íàáëþäåíèÿ ðåãèñòðèðóþòñÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Öåëü ýòîé êíèãè � ïîïûòêà ëèêâèäèðîâàòü óêàçàííûé ïðîáåë â òåîðèè
èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Â íåé ïðåæäå âñåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî ýòà çàäà-
÷à î ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè äèñêðåòíûõ íàáëþäåíèÿõ.
Âñå îñòàëüíûå ðàññìîòðåííûå â êíèãå çàäà÷è ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè â ñâîèõ ïîñòàíîâêàõ îáúåäèíÿþòñÿ îáùåé èäååé î äèñ-
êðåòíîì õàðàêòåðå íàáëþäåíèé è ÿâëÿþòñÿ, íà íàø âçãëÿä, åñòåñòâåííûìè ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êíèãè áàçèðóåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ïóáëèêàöèé [87�
98]. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ çäåñü ïóáëèêóåòñÿ âïåðâûå.

Ðàáîòà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ íå òîëüêî ïîëó÷åííûìè â íåé íîâûìè
ðåçóëüòàòàìè îá èäåíòèôèöèðóåìîñòè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
íî è ïðèåìàìè è òåõíèêîé, êîòîðûå áûëè ïðåäëîæåíû â õîäå äîêàçàòåëüñòâ
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè
âñåõ òèïîâ ðàññìîòðåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïîñòàíîâêè íîâûõ çàäà÷.

Àâòîð áóäåò ïðèçíàòåëåí ÷èòàòåëÿì çà ëþáûå çàìå÷àíèÿ ïî ñîäåðæàíèþ
êíèãè.
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Ââåäåíèå

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îáû÷íî ñîäåðæàò íåèçâåñòíûå
ïàðàìåòðû, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ñóùíîñòü çàäà÷è ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé èäåíòèôèêàöèè. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ëèáî ïðèåìëåìûå îöåíêè íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ îáû÷íî íàõîäÿò â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèã-
íàëîâ ñèñòåìû íà ýòàïå èäåíòèôèöèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà.

�Èäåíòèôèêàöèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ � îáÿçàòåëüíûé ýëåìåíò è íàèáîëåå
ñëîæíàÿ ñòàäèÿ ïðîöåññà ðåøåíèÿ àêòóàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â ïðîöåñ-
ñå èäåíòèôèêàöèè ñîçäàþòñÿ àäåêâàòíûå ìîäåëè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðàêòè-
÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ñëîæíûõ íàóêîåìêèõ òåõ-
íîëîãèé. Ââèäó ýòîãî ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè ïðè-
îáðåòàåò â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé íàóêè� [1].

Ïîíÿòèÿì è ìåòîäàì èäåíòèôèêàöèè ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ ïîñâÿùåíû èçâåñòíûå êíèãè [2�6], ðÿä ñáîðíèêîâ (íàïðèìåð, [7]) è ñïðà-
âî÷íèêîâ ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ (íàïðèìåð, [8]), ìíîãî÷èñëåííûå îáçîðû ([9�
12] è äð.) è îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ñòàòåé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì
òåîðèè è ïðàêòèêè èäåíòèôèêàöèè. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èç èìåþùèõ-
ñÿ ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíî ìåòîäàì è àëãîðèòìàì èäåíòèôèêàöèè. Êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ ðàáîò óñòîé÷èâî ðàñòåò, à îáëàñòü ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ ïîñòîÿííî ðàñøèðÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, ðàñøèðÿåòñÿ
êðóã ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé è
ìåòîäîâ (ñì., íàïðèìåð, [13�17]).

×èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ
ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè è âîçìîæíîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ, çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøå. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî åùå äî ïðîâåäåíèÿ èäåíòèôèöèðóþùåãî
ýêñïåðèìåíòà èññëåäîâàòåëü äîëæåí áûòü óâåðåí, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì îäíîçíà÷íî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûâîäû, îñíîâàííûå íà ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè, áóäóò
âåñüìà ñîìíèòåëüíûìè.

Ôóíäàìåíòàëüíûé âîïðîñ � âîçìîæíî èëè íåò íàõîæäåíèå åäèíñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïî èìåþùèìñÿ íàáëþäåíèÿì � ñîñòàâëÿåò ñóù-
íîñòü ïðîáëåìû ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Çàäà÷à ïàðàìåòðè-
÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè íå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, à â îêðåñò-
íîñòè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íîñèò íàçâàíèå ëîêàëüíîé èäåíòèôè-
öèðóåìîñòè.
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Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïðîáëåìå èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Âîç-
ìîæíîñòü îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè îòñóòñòâèè øó-
ìà íàáëþäåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåòåðìèíèñòñêóþ ïîñòàíîâêó ïðîáëåìû,
òîãäà êàê ïðè ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå íàáëþäåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ èñêà-
æåííûìè ñëó÷àéíûì øóìîì.

Ïåðâûå ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè â ñòîõàñòè-
÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ïîÿâèëèñü, ïîæàëóé, ðàíüøå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äåòåð-
ìèíèñòñêîé ïîñòàíîâêå è îòíîñÿòñÿ ê ðóáåæó 50�60-õ ãîäîâ äâàäöàòîãî ñòîëå-
òèÿ (ñì., íàïðèìåð, [18�23]). Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îïóáëèêîâàíî äîñòàòî÷íî
ìíîãî ðåçóëüòàòîâ ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè â ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àå, èìåþ-
ùèõ ðàçëè÷èÿ è â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, è â èññëåäóåìûõ ìîäåëÿõ, è äàæå â
òåðìèíîëîãèè (â êíèãàõ [6], [7] è ñòàòüÿõ [10�12] ïðèâåäåí îáçîð îáøèðíîé
ëèòåðàòóðû ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå).

Ê ïåðâûì ïóáëèêàöèÿì ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè â äåòåðìèíèñòñêîé ïî-
ñòàíîâêå îòíîñÿòñÿ [24]�[26], îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ ââåäåíû â ðàáî-
òå [27], à íàèáîëåå âàæíûå ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ [28]�[30] è
äðóãèõ. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (íåïðåðûâíûå ìîäåëè) ëèáî ñèñòå-
ìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (äèñêðåòíûå ìîäåëè). Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ
ðàáîò ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà-
áëþäåíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà âñåãäà ïðîâîäèòñÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìå-
íè. Ïðèâåäåì öèòàòó èç èçâåñòíîãî ñïðàâî÷íèêà ïî òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ: �Ïîä ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ îáû÷íî ïîíèìà-
þò âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû
èëè ïðîöåññà ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ îïðåäåëåííûõ âûõîäíûõ âåëè÷èí â
òå÷åíèå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè� [8, c. 55]. Ïî ëîêàëüíîé èäåíòèôèöè-
ðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé íàèáîëåå îáùèìè è ñèëüíûìè ïðîäîëæàþò
îñòàâàòüñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [27] è [28]. Äàííûå
óñëîâèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì, çàâèñÿùèõ îò ïîñòîÿííîãî âåê-
òîðíîãî ïàðàìåòðà, èìåþò âèä ðàíãîâûõ êðèòåðèåâ (íåçíà÷èòåëüíîå îñëàá-
ëåíèå ýòèõ óñëîâèé äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [31]),
à äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñâîäÿòñÿ ê âûïîëíåíèþ óñëîâèé ëîêàëüíîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåàðèçîâàííûõ ìîäåëåé.

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì, íà êîòîðîì áàçèðóåòñÿ ñâîéñòâî ëîêàëüíîé èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè, ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè [27], çà-
êëþ÷àþùèéñÿ â ñëåäóþùåì: ïàðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ {p1, p2} íàçûâàåòñÿ
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íåðàçëè÷èìîé, åñëè

y(t, p1) ≡ y(t, p2), t ∈ [t0, T ],

ãäå y(t, p) � èçìåðÿåìûé íà îòðåçêå âðåìåíè [t0, T ] âûõîä ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïàðà {p1, p2} íàçûâàåòñÿ ðàçëè÷èìîé. Ïðè ýòîì
ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
p = p0, åñëè ïàðà {p, p0} ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èìîé ïðè âñåõ p, ïðèíàäëåæàùèõ
íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p0. Åñëè ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòè-
ôèöèðóåìà ïðè âñåõ p ∈ P , òî åå íàçûâàþò ãëîáàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé
íà ìíîæåñòâå P . Çàìåòèì, ÷òî ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ â îñíîâíîì òåðìèíîëî-
ãèè ðàáîòû [32], áëèçêîé ê ñîáëþäàåìîé áîëüøèíñòâîì àâòîðîâ (â 80-å ãî-
äû ïî ïîâîäó îòñóòñòâèÿ óñòàíîâèâøåéñÿ ñîâîêóïíîñòè ïîíÿòèé è òåðìèíî-
ëîãèè íåêîòîðûìè àâòîðàìè âåëàñü äèñêóññèÿ, îòðàçèâøàÿñÿ â ñòàòüÿõ [30,
33, 34, 35]). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ââåäåííîå ïîíÿòèå ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè íå ñâÿçûâàåò ýòî ñâîéñòâî ñî ñïîñîáîì îáðàáîò-
êè ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè, òî åñòü îòíîñèòñÿ ê ÷èñòî ñòðóêòóðíûì
ñâîéñòâàì ìîäåëè. Â òî æå âðåìÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàííèõ îïðåäåëåíèé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè, êîòîðîå îðèåíòèðîâàíî íà îïðåäåëåííûé ìåòîä òàêîé
îáðàáîòêè, áûëà òàê íàçûâàåìàÿ ëîêàëüíàÿ ÌÍÊ-èäåíòèôèöèðóåìîñòü [24].
Êðîìå òîãî, â [28] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè �â ñìûñëå ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè�. Â [30] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ çàäà÷ â
äåòåðìèíèñòñêîé ïîñòàíîâêå ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü íåïðåðûâíûõ
ìîäåëåé ïî íàáëþäåíèÿì âûõîäà íà îòðåçêå âðåìåíè, ÌÍÊ-èäåíòèôèöèðóå-
ìîñòü è èäåíòèôèöèðóåìîñòü â ñìûñëå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíû (ñì.
òàêæå [36]).

Óïîìÿíóòîå âûøå ðàíãîâîå óñëîâèå ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p = p0 ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû

ẋ = A(p)x, x(0) = x0, x ∈ Rn, p ∈ Rm,

ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáëþäåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè y = C(p)x ïðîâîäèòñÿ íà
íåêîòîðîì îòðåçêå [0, T ], èìååò âèä rankQ(p0) = m, ãäå

Q(p) =

 C ′p1
C ′p2

... C ′pm
(CA)′p1

(CA)′p2
... (CA)′pm. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(CA2n−1)′p1
(CA2n−1)′p2

... (CA2n−1)′pm

 ,
(p = [p1, p2, ..., pm]t, t � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòî-
ãî óñëîâèÿ ëåæèò íåâûðîæäåííîñòü îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ
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â ïðîñòðàíñòâî âûõîäîâ, ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè è òåîðåìà Êýëè �Ãàìèëü-
òîíà. Äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p = p0, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñâîäÿòñÿ ê âûïîëíå-
íèþ óñëîâèé èäåíòèôèöèðóåìîñòè äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé âäîëü ðåøåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî p0, ñèñòåìû. Îäíàêî ýòà ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ
â îáùåì ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîé è ïðîâåðêà óñëîâèé åå èäåíòèôèöèðóåìîñòè
ñîïðÿæåíà ñ îïðåäåëåííûìè ñëîæíîñòÿìè (ïîëó÷åííîå, íàïðèìåð, â [27] óñëî-
âèå ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ëèíåéíîé íåñòà-
öèîíàðíîé ñèñòåìû, ÿâíûé âèä êîòîðîé, êàê èçâåñòíî, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â
ðåäêèõ ñëó÷àÿõ).

Ñ ïåðâûõ ðàáîò ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé àâòîðà-
ìè âûñêàçûâàëèñü ïðåäïîëîæåíèÿ î ñâÿçè ìåæäó èõ èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ,
óïðàâëÿåìîñòüþ è íàáëþäàåìîñòüþ. Èíòåðåñ ê âûÿñíåíèþ ýòîé ñâÿçè ñóùå-
ñòâåííî óìåíüøèëñÿ ïîñëå òîãî, êàê â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [37�43],
[30], [32]) íà ïðèìåðàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óïðàâëÿåìîñòü è íàáëþäàåìîñòü
íå ÿâëÿþòñÿ íè íåîáõîäèìûìè, íè äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ èäåíòèôè-
öèðóåìîñòè ìîäåëåé.

Â 90-å ãîäû äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé â äåòåðìèíèñòñêîé ïîñòàíîâêå
ñóùåñòâåííî óìåíüøèëîñü. Îòìåòèì ðàáîòó [44], â êîòîðîé äåëàåòñÿ ïîïûòêà
àêñèîìàòèçèðîâàòü òåîðèþ èäåíòèôèêàöèè íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ è îòîá-
ðàæåíèé ìíîæåñòâà âõîäîâ íà ìíîæåñòâî âûõîäîâ. Àíàëèçèðóþòñÿ óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëè âõîäíûõ âîçäåéñòâèé, ðàçðåøàþùåé âîïðîñ îá àïîñòå-
ðèîðíîì ðàñïîçíàâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäóåìîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû. Â ðàáîòå [45] èññëåäóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ëèíåéíîé íåñòàöè-
îíàðíîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû, â êîòîðóþ àääèòèâíî âõîäÿò ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè êîîðäèíàò íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé âåêòîð-ôóíêöèè, ÿâëÿ-
þùåéñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûì íà÷àëüíûì
óñëîâèåì. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ýòîãî âåêòîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Èçìåðÿþòñÿ ôóíêöèè ðåøåíèé íà îòðåçêå âðåìåíè. Ïîëó÷åíû àëãåáðàè÷å-
ñêèå (ðàíãîâûå) óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Â ðàáîòå [46] äëÿ ëèíåéíûõ
íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êâàçèèäåíòèôèöèðóåìîñòè, ñâÿçàí-
íîå ñ íàõîæäåíèåì áëèçêîé ïî âûõîäó ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû. Îò-
ìåòèì åùå ðàáîòó [47], â êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñòðóêòóðíîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ (îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî íà îñíîâå ïðèíöèïà íåðàç-
ëè÷èìîñòè) è ââåäåííîé àâòîðàìè àëãåáðàè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ.
Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íåâûðîæäåííîñòü ÿêîáèàíà íåêîòî-
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ðîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè, ñâÿçûâàþùåé âõîäíûå è âûõîäíûå ñèãíàëû, è
áëèçêî ïî ñìûñëó ê óïîìÿíóòîé âûøå èäåíòèôèöèðóåìîñòè â ñìûñëå ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè.

Â ýòîì êðàòêîì îáçîðå ìû îñòàíîâèëèñü ëèøü íà íåêîòîðûõ, íàèáîëåå
âàæíûõ ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöè-
ðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìîäåëåé. Îáùèì ýòèõ ðåçóëüòà-
òîâ, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íàáëþäåíèå âûõîäà ìîäåëè
ïðîâîäèòñÿ íà íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùåéñÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ïî íàáëþäàåìûì â äèñêðåòíûå ìîìåí-
òû âðåìåíè âûõîäíûì ñèãíàëàì. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îñîáåííî âàæíà ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, òàê êàê â ðåàëüíîñòè áîëüøèíñòâî íàáëþäàþùèõ ñè-
ñòåì ôèêñèðóþò íàáëþäàåìûé ñèãíàë â äèñêðåòíîì ðåæèìå. Íîâîé ÿâëÿåò-
ñÿ è çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî êàêèì-ëèáî ñâîéñòâàì
ñèñòåìû èëè åå ðåøåíèé, ïðîÿâëÿþùèìñÿ íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíè ëèáî â äèñêðåòíûå ìîìåíòû ýòîãî ïðîìåæóòêà. Ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì ñ
ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè òàêæå ïðèõîäèòñÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàñ-
ñìàòðèâàòü íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â ñî÷åòàíèè ñ
áåñêîíå÷íûìè âðåìåííûìè ïðîìåæóòêàìè. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ÷àñòî íå óêëàäûâàþòñÿ â ðàìêè èçâåñòíîé îñ-
íîâíîé òåîðèè è òðåáóþò ñïåöèàëüíîé ïîñòàíîâêè è îñîáîãî ðåøåíèÿ.

Íåêîòîðûå èç òàêèõ íîâûõ çàäà÷ ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôè-
öèðóåìîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàñòîÿùåé êíèãå.

Êàê îòìå÷àëîñü â [48], ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ëîêàëüíîé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ìîæíî îáîáùèòü è ðàññìàòðèâàòü èõ, êàê
÷àñòíûå ñëó÷àè ñëåäóþùåé çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

x = Fp(t, x0),

ãäå x ∈ X, p ∈ P ; x, P � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Çäåñü p � ïàðàìåòð,
ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ ïî íàáëþäåíèþ òðàåêòîðèé ñ ôèêñèðîâàííûì íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì Fp(0, x0) = x0 èëè êàêèõ-ëèáî ôóíêöèé îò ýòèõ òðàåêòî-
ðèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé âðåìåíè t.

Ôèêñèðóåòñÿ ìíîæåñòâî T çíà÷åíèé t (ýòî ìîæåò áûòü êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé íàáîð çíà÷åíèé t (T = {t1, t2, ..., tn, ...}) ëèáî îáúåäèíåíèå êî-
íå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ (T =

⋃
n

(t1n, t2n))).
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Ðåçóëüòàòîì íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

V (p) = {Gn(Fp(t, x0)), t ∈ T},

ãäå Gn � ôóíêöèè èëè ôóíêöèîíàëû â çàâèñèìîñòè îò ïðèðîäû ìíîæåñòâà
T .

Ìû ãîâîðèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ëîêàëüíî ïàðà-
ìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìà ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p0 ∈ P ïî ðåçóëüòà-
òàì íàáëþäåíèé íà ìíîæåñòâå T , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè
p0 â P , ÷òî

V (p) 6= V (p0) ïðè p ∈ U \ {p0}.

Âñå ðàññìîòðåííûå â ýòîé êíèãå çàäà÷è â ñâîèõ ïîñòàíîâêàõ óêëàäûâà-
þòñÿ â ðàìêè óêàçàííîé ñõåìû.

Èçëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû.

1. Ðàññìîòðåíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìî-
ñòè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïî íà-
áëþäåíèþ åå âûõîäà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (ïðè ýòîì âîçìîæíî íåñîâïà-
äåíèå ìîìåíòîâ íàáëþäåíèÿ ñ ìîìåíòàìè èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà).
Ïîëó÷åíû ðàíãîâûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Ðàññìîòðåí âî-
ïðîñ îá èäåíòèôèöèðóåìîñòè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ âûõîäà
ñèñòåìû èçâåñòåí íå òî÷íî, à ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà
ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ñèñòåìû íîñèò àïðèîðíûé õàðàêòåð è
ïîçâîëÿåò ñóäèòü î êà÷åñòâå ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè.

2. Ðàçðàáîòàí îáùèé àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ïà-
ðàìåòðà íåëèíåéíîé ñèñòåìû, îñíîâàííûé íà ãðàäèåíòíîì ìåòîäå ìèíèìèçà-
öèè ñïåöèàëüíîãî ôóíêöèîíàëà, ñâÿçûâàþùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ðåçóëüòà-
òàìè èçìåðåíèé. Íà îñíîâå èçó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ñâåäåíèÿ çàäà÷è ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçðàáîòàí àë-
ãîðèòì èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà, èñïîëüçóþùèé äèñêðåòíûé
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû äîïóñêàþò ýô-
ôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ íà ÝÂÌ, à èõ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîäòâåðæäåíà ÷èñ-
ëåííûìè ïðèìåðàìè.

3. Äåòàëüíî èçó÷åí ÷àñòíûé ñëó÷àé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî íàáëþäåíèþ
âûõîäà ñèñòåìû íà êîíöàõ ôèêñèðîâàííîãî âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà (èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòü ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ). Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì
(óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà) è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì ïî ïåðâîìó ïðèáëè-
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æåíèþ. Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà íå âûïîëíÿþòñÿ, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âûñøèõ
ïîðÿäêîâ. Ýòè óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ òåéëî-
ðîâñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé è ñïåöèàëüíûõ äèàãðàìì Íüþòîíà.

4. Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ââåäåíî ïîíÿòèå ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðó-
åìîñòè, ñâÿçàííîå ñ çàâèñèìîñòüþ ñòðîãèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðåøåíèé
ýòèõ ñèñòåì îò âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà. Èçó÷åíà ñâÿçü ëîêàëüíîé àñèìïòîòè-
÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñ ðàññìîòðåííîé ðàíåå ëîêàëüíîé èäåíòèôèöè-
ðóåìîñòüþ ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èç
ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòü ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ.

5. Äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ çà-
ïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, ìîäåëèðóþùåãî ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ áëîêîì
âðåìåííîé çàäåðæêè â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè, èññëåäîâàíà çàäà÷à îá èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ ñèñòåìû ïî èçìåðåíèþ åå âûõîäà â
ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîëó÷åíà îöåíêà íà âåëè÷èíó çàïàçäûâàíèÿ,
ïðè êîòîðîé ýòà çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷å-
íèè çàïàçäûâàíèÿ óñëîâèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè ìîæåò íàðóøàòüñÿ.

6. Ðàññìîòðåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàáëþäåíèå ïðîèñõîäèò ñ îøèáêàìè, ïðè
ýòîì â ïðîöåññå íàáëþäåíèÿ îøèáêè àñèìïòîòè÷åñêè óìåíüøàþòñÿ ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè. Ââåäåíî ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíîé ðàçëè÷èìîñòè
èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìîâ, êîòîðîå â ñî÷åòàíèè ñ ðåçóëü-
òàòàìè òåîðèè îòñëåæèâàíèÿ ïñåâäîòðàåêòîðèé è òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â äàííîé ïîñòàíîâêå.

7. Äëÿ íåëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, èìåþùåé ãèïåðáîëè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå, èññëåäîâàíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà õàðàêòåðèñòèêè ïðèìåíÿåìî-
ãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà è íà âåëè÷èíó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ âîç-
ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöè-
ðóåìîñòè ëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ïî èõ äèñêðåòèçàöèÿì ñ àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ òàêèõ ñèñòåì.

8. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè
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äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàáëþäàþòñÿ äèñêðåòèçàöèè êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé,
óòî÷íÿþùèåñÿ ñ ðîñòîì äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ýâî-
ëþöèîííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäåííûõ ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíè-
ÿìè, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ñëó÷àå èçâåñòíîé çàäà÷è ×ýôè�Èíôàíòå.

9. Äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èññëåäîâàíà çàäà÷à ëî-
êàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèé äèñ-
êðåòèçàöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî èäåíòèôèêàöèÿ íåèçâåñòíîãî ïà-
ðàìåòðà âîçìîæíà áåç òðåáîâàíèÿ óòî÷íåíèÿ íàáëþäåíèÿ ñ ðîñòîì âðåìåíè.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû
îáùåé è êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è òåîðèè
âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ, ìåòîäû ãëîáàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé äèíàìèêè,
â ÷àñòíîñòè, òåîðèè îòñëåæèâàíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Áûëè èñïîëü-
çîâàíû ìåòîäû ãëîáàëüíîé êà÷åñòâåííîé òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäàåìûõ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå
ïðèåìû è ìåòîäû ñîâðåìåííîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Ññûëêè íà ñîîòâåòñòâó-
þùèå èñòî÷íèêè ïîìîãóò ÷èòàòåëþ ïðè ðàáîòå ñ êíèãîé.
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1 Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü

íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïðè äèñêðåòíûõ íàáëþäåíèÿõ

�1. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè. Àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x, p), x(t0) = x0, (1.1)

ãäå t ∈ [t0, T ]; x ∈ Rn; ïàðàìåòð p = p(t) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì:
p(t) = pi ∈ Ω ⊂ Rm ïðè t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, ..., N − 1, tN = T ; âåêòîð-ôóíê-
öèÿ f(t, x, p) ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé è îáåñïå÷èâàþùåé ïðîäîë-
æèìîñòü ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1.1) íà ïðîìåæóòîê [t0, T ] ïðè ëþáûõ çíà-
÷åíèÿõ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ

π =


p0

p1
...

pN−1

 ∈ D ⊂ RNm (D = ΩN).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, π) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1): ïðè t ∈ [ti, ti+1), i =
0, 1, ..., N − 1, x(t, π) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = f(t, x, pi), x(t0, π) = x0,

x(ti, π) = lim
t→ti−0

x(t, π), i = 1, 2, ..., N.

Ñ÷èòàåì, ÷òî íàáëþäàåìûé âûõîäíîé ñèãíàë çàäàåòñÿ ãëàäêèì îòîáðà-
æåíèåì y = α(x), α : Rn → Rk. Ðåçóëüòàòîì íàáëþäåíèé ñëóæèò íàáîð
âåêòîðîâ yi(π) = α(x(ti, π)), i = 1, 2, ..., N .

Ñëåäóÿ èçâåñòíîìó îïðåäåëåíèþ [27], íàçîâåì ïàðó çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
{π1, π2}, π1, π2 ∈ D, íåðàçëè÷èìîé, åñëè äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., N yi(π1) = yi(π2).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïàðà {π1, π2} íàçûâàåòñÿ ðàçëè÷èìîé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñèñòåìà (1.1) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
èäåíòèôèöèðóåìîé â òî÷êå π0 ∈ D, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî
ïàðà {π0, π1} ðàçëè÷èìà äëÿ ëþáîé òî÷êè π1, òàêîé, ÷òî 0 < ‖π1− π0‖ < ε.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

J(π1, π2) =
N∑
i=1

‖yi(π1)− yi(π2)‖2 ≥ 0, π1, π2 ∈ D.

Ïîñêîëüêó íåðàçëè÷èìîñòü ïàðû {π1, π2} îçíà÷àåò, ÷òî J(π1, π2) = 0, óñëî-
âèå ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (1.1) â òî÷êå π0 ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ðàâíîãî íóëþ, ôóíêöèè

F (π) = J(π, π0) =
N∑
i=1

‖yi(π)− yi(π0)‖2 (1.2)

â òî÷êå π = π0.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïðîâåäåì ñëåäóþùèå äîïîëíè-
òåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 ïî x, p, ðàñ-
ñìîòðèì íà îòðåçêå [ti, ti+1], i = 0, 1, ..., N − 1, ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

v̇ =
∂f

∂x
(t, x(t, π), pi)v +

∂f

∂p
(t, x(t, π), pi), v(ti) = 0, (1.3)

ãäå v(t) � (n ×m)-ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì vi+1(π) = v(ti+1). Îïðåäåëèì òåïåðü
(k ×m)-ìàòðèöû

wi(π) =
∂α

∂x
(x(ti, π))vi(π), i = 1, 2, ..., N. (1.4)

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü òî÷êà π0 ∈ D îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

ran k(wi(π0)) = m, i = 1, 2, ..., N.

Òîãäà π0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè F (π), ò. å. ñè-
ñòåìà (1.1) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x(t, π) íà îòðåçêå
[ti, ti+1]. Îáîçíà÷èì

z(t) =
∂x(t, π)

∂pi
.

Èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó (ñì., íàïðèìåð,
[49, c. 120]) ñëåäóåò, ÷òî

ż(t) =
∂f

∂x
(t, x(t, π), pi)z(t) +

∂f

∂p
(t, x(t, π), pi), z(ti) = 0.
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Òàêèì îáðàçîì,
∂x(ti+1, π)

∂pi
= vi+1(π).

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî yi+1(π) = α(x(ti+1, π)) ïî pi, ïîëó÷àåì

∂yi+1(π)

∂pi
=
∂α

∂x
(x(ti+1, π))

∂x(ti+1, π)

∂pi
= wi+1(π).

Òàêèì îáðàçîì,
∂yi+1

∂pi
(π0) = wi+1(π0). (1.5)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà íåâåðíà. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ πq ∈ D, q = 1, 2, ..., òàêàÿ, ÷òî πq → π0 ïðè q → ∞,
πq 6= π0 è F (πq) = 0 (ñì. (1.2)). Ó âåêòîðà π êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò,
ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ i ∈ {0, 1, ..., N − 1}, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ q âåðíû ðàâåíñòâà pqi = p0

i + δq, ãäå δq ∈ Rm, δq 6= 0,
δq → 0 ïðè q →∞,

πq =


pq0
pq1
...

pqN−1

 , π0 =


p0

0

p0
1
...

p0
N−1

 .
Ïóñòü yqj = α(x(tj, π

q)), j = 1, 2, ..., N . Òàê êàê F (πq) = 0, î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ âñåõ q è j = 1, 2, .., N

yqj = y0
j = α(x(tj, π0)).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óêàçàííîãî âûøå èíäåêñà i

yqi+1 = y0
i+1 ïðè âñåõ q. (1.6)

Èç ôîðìóëû (1.5) ñëåäóåò, ÷òî

yqi+1 = y0
i+1 + wi+1(π0)δq + g(δq), (1.7)

ãäå
‖g(δq)‖
‖δq‖

→ 0 ïðè δq → 0.

Ðàâåíñòâà (1.6) è (1.7) îçíà÷àþò, ÷òî

wi+1(π0)δq + g(δq) = 0
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èëè

wi+1(π0)
δq
‖δq‖

+
g(δq)

‖δq‖
= 0. (1.8)

Îáîçíà÷èì zq =
δq
‖δq‖

, ‖zq‖ = 1. Ïîñêîëüêó ñôåðà ‖z‖ = 1 êîìïàêòíà, èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zq ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Íå ìåíÿÿ èíäåêñà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî zq → z̃, ‖z̃‖ = 1. Ïåðåõîäÿ â (1.8) ê
ïðåäåëó ïðè q →∞, ïîëó÷àåì

wi+1(π0)z̃ = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî z̃ = 0, òàê êàê ïî óñëîâèþ ran k(wi+1(π0)) = m. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå (‖z̃‖ = 1) äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå 1.1. Óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1 ìîãóò áûòü âûïîëíåíû òîëüêî â
ñëó÷àå k ≥ m, ò. å. êîãäà ðàçìåðíîñòü ïàðàìåòðà ñèñòåìû íå áîëüøå ðàçìåð-
íîñòè âåêòîðà íàáëþäåíèé (ñì. ôîðìóëó (1.4)).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â òî÷êå π0 ñèñòåìà (1.1) ëîêàëüíî èäåíòèôè-
öèðóåìà è èçâåñòíû ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé � íàáîð âåêòîðîâ y0

i = yi(π0),
i = 1, 2, ..., N . Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè äëÿ ñèñòåìû
(1.1) íåèçâåñòíîãî âåêòîðà π0 ∈ D ïî óêàçàííûì ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé.

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àëãîðèòìîì èäåíòè-
ôèêàöèè, îñíîâàííîì íà ãðàäèåíòíîì ìåòîäå ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè F (π).

Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî ïîòðåáóþòñÿ ïðîèçâîäíûå
∂x(t, π)

∂pi

∣∣∣∣
t=tj

, j ≥ i + 1

(ïðè j ≤ i x(tj, π) íå çàâèñèò îò pi). Íà îòðåçêå [t0, t1] x(t, π) çàâèñèò ëèøü
îò p0 è, èñïîëüçóÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, ìîæåì çàïèñàòü

∂x(t, π)

∂p0

∣∣∣∣
t=t1

= v1.

Àíàëîãè÷íî
∂x(t, π)

∂p1

∣∣∣∣
t=t2

v2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé
∂x(t, π)

∂p0

∣∣∣∣
t=t2

ïðèìåíèì òåîðåìó î äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì (ñì., íàïðèìåð, [49, c. 120]). Ïóñòü
Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû

u̇ =
∂f

∂x
(t, x(t, π), pj)u, t ∈ [tj, tj+1], Φ(tj) = E, (1.9)
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ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì uj = Φ(tj+1). Òîãäà, åñëè x(tj, π) =
= xj, òî

∂x(t, π)

∂xj

∣∣∣∣
t=tj+1

= uj.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì

∂x(t, π)

∂p0

∣∣∣∣
t=t2

=
∂x(t, π)

∂x1

∣∣∣∣
t=t2

∂x(t, π)

∂p0

∣∣∣∣
t=t1

= u1v1

è, àíàëîãè÷íî,
∂x(t, π)

∂p0

∣∣∣∣
t=t3

= u2u1v1.

Òåïåðü ñ äîñòàòî÷íîé î÷åâèäíîñòüþ ìîæåò áûòü çàïèñàíà îáùàÿ ôîðìóëà:
åñëè j > i+ 1, i ≥ 0, j ≤ N , òî

∂x(t, π)

∂pi

∣∣∣∣
t=tj

= uj−1uj−2...ui+1vi+1. (1.10)

Èñïîëüçóÿ (1.10) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂yj(π)

∂pi
=
∂α

∂x
(x(tj, π))

(
∂x(t, π)

∂pi

∣∣∣∣
t=tj

)
,

íàõîäèì ïðîèçâîäíûå
∂yi+1(π)

∂pi
= wi+1(π)

(ýòî îáîçíà÷åíèå íàìè óæå èñïîëüçîâàëîñü â (1.5)) è

∂yj(π)

∂pi
= ξj,i(π) ïðè j ≥ i+ 2.

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂F

∂pi
(ãäå, êàê è

âûøå, F (π) =
N∑
j=1

‖yj(π)− y0
j‖2). Ïðè ýòîì, åñëè pi = [p1

i , p
2
i , ..., p

m
i ]t, òî

∂F

∂pli
=

N∑
j=i+1

2 <
∂yj(π)

∂pli
, yj(π)− y0

j >, l = 1, 2, ...,m. (1.11)

Çäåñü
∂yj(π)

∂pli
� l-é ñòîëáåö ìàòðèöû wj(π), åñëè j = i + 1, ëèáî ìàòðèöû

ξj,i(π), åñëè j ≥ i+ 2; < ·, · > � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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Çíàíèå âñåõ ïðîèçâîäíûõ (1.11) ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ìèíèìèçàöèþ
ôóíêöèè F (π) ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì (ñì., íàïðèìåð, [50, c.29]), ïåðåõîäÿ îò

ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà π ∈ D ê π + ∆π, ãäå ∆π = −s∂F
∂π

, s > 0.

Ïðè ýòîì ìîæíî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå s0 èç óñëîâèÿ

F (π)− s0

∥∥∥∥∂F∂π
∥∥∥∥2

= 0

è èäòè ïî îòðåçêó s ∈ [0, s0], íàõîäÿ ìèíèìóì F (π).

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì äîïóñêàåò ðåàëèçàöèþ íà ÝÂÌ, ïðè êîòîðîé ïðî-
âîäÿòñÿ ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ:

1) èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1.1) � íàõîæäåíèå x(ti+1, π) è yi+1 =
α(x(ti+1, π));

2) èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1.3) � íàõîæäåíèå v(ti+1);

3) èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû (1.9) � íàõîæäåíèå Φ(ti+1).

Ïîñëå ýòîãî ôîðìèðóþòñÿ ìàòðèöû wi+1(π) è ξj,i(π) è îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-

èçâîäíàÿ
∂F

∂π
. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïîëó÷àåì íîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåò-

ðà π̃ = π − s∂F
∂π

, äëÿ êîòîðîãî F (π̃) < F (π).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàáîòû àëãîðèòìà èäåíòèôèêàöèè ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü ìîäåëü îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: {

ẋ1 = px1 + x2,

ẋ2 = x1 − px2,

t ∈ [t0, T ] = [0, 2]. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: x1(0) = 2, x2(0) = −2. Ïàðàìåòð
p ∈ R êóñî÷íî-ïîñòîÿíåí è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå p0 íà ïðîìåæóòêå t ∈ [0, 1) è
çíà÷åíèå p1 íà ïðîìåæóòêå t ∈ [1, 2). Òàêèì îáðàçîì, π = [p0, p1]

t. Èñòèííîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p òàêîâî: p0

0 = 1, p0
1 = 1.2, òàê ÷òî

π0 =

[
1

1.2

]
.

Â êà÷åñòâå íàáëþäåíèé â òî÷êàõ t1 = 1, t2 = T = 2 èñïîëüçóþòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, ò. å. α(x) � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå: y1(π) = [x1(1, π), x2(1, π)]t, y2(π) = [x1(2, π), x2(2, π)]t.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè x1(0) = 2,
x2(0) = −2 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íà îòðåçêå [0, 1] ñëóæàò ôóíêöèè

x1(t) =

(
p− 1√
p2 + 1

+ 1

)
e
√
p2+1 t +

(
1− p− 1√

p2 + 1

)
e−
√
p2+1 t,

x2(t) =

(
p+ 1√
p2 + 1

− 1

)
e
√
p2+1 t −

(
1 +

p+ 1√
p2 + 1

)
e−
√
p2+1 t.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 , ìî-
æåì çàïèñàòü

v1(π0) = v1(1) =

[
∂x1(1)

∂p

∣∣∣∣
p=1

,
∂x2(1)

∂p

∣∣∣∣
p=1

]t
. (1.12)

Äàëåå íàõîäèì

∂x1(1)

∂p
=


√
p2 + 1− (p− 1)

p√
p2 + 1

p2 + 1
+

+

(
p− 1√
p2 + 1

+ 1

)
p√
p2 + 1

]
e
√
p2+1+

+


−
√
p2 + 1 + (p− 1)

p√
p2 + 1

p2 + 1
+

+

(
1− p− 1√

p2 + 1

)(
− p√

p2 + 1

)]
e−
√
p2+1.

Òàêèì îáðàçîì,
∂x1(1)

∂p

∣∣∣∣
p=1

=
√

2e
√

2 −
√

2e−
√

2 6= 0. (1.13)

Èç (1.12) è (1.13) ñëåäóåò, ÷òî ran k(v1(π0)) = 1. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå
wi(π) = vi(π), ñëåäîâàòåëüíî, ran k(wi(π0)) = ran k(vi(π0)). Òàêèì îáðàçîì,
óñëîâèå òåîðåìû 1.1 âûïîëíåíî ïðè i = 1. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî è ïðè
i = 2 ran k(v2(π0)) = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà â îêðåñò-
íîñòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà π0 ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà è ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðåäëîæåííûé âûøå àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè.
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Áûëî âçÿòî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà π = [1.1, 1.1]t, ò. å. íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ p0 = p1 = 1.1, à èíòåãðèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.1), (1.3) è (1.9) ïðîâîäèëîñü ïî ìåòîäó
Ýéëåðà ñ ôèêñèðîâàííûì ðàíãîì äðîáëåíèÿ îòðåçêà [0, 2] íà 100 ÷àñòåé äëÿ
êàæäîãî øàãà àëãîðèòìà. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.1.

Òàáëèöà 1.1
Íîìåð Çíà÷åíèå Îöåíêà p0

0 Îöåíêà p0
1

øàãà F (π) (t ∈ [0, 1)) (t ∈ [1, 2))

1 1.4584 1.0994 1.0966

2 1.0260 1.0971 1.0831

3 0.6796 1.0918 1.0620

4 0.2276 1.0439 1.1164

5 0.0081 1.0096 1.1832

6 0.0004 1.0016 1.1971

�2. Ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïî
äèñêðåòíûì íàáëþäåíèÿì, ñîäåðæàùèì ïîãðåøíîñòè

Ïðåæäå âñåãî â ýòîì ïàãðàãðàôå ìû îáîáùèì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû
ïî èäåíòèôèöèðóåìîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì íà ñëó÷àé, êîãäà ìîìåíòû íà-
áëþäåíèÿ ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ ìîìåíòàìè èçìåíåíèÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî
ïàðàìåòðà ñèñòåìû. Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó, ìîäåëü îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé (1.1), ãäå x ∈ Rn, p ∈ Rk, f ∈ C1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð p ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèÿ pi íà ïðîìåæóòêàõ [τi, τi+1), ãäå t0 = τ0 < τ1 < ... < τs < τs+1 = T .

Ââåäåì âåêòîð ïàðàìåòðîâ π =


p0

p1
...

ps

 ∈ Rk(s+1) è îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, π) ðå-

øåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1), îïðåäåëÿåìîå ïî ðàíåå îïèñàííîé ñõåìå. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðîäîëæèìîñòè ëþáûõ ðåøå-
íèé ñèñòåìû (1.1) íà [t0, T ].

Ôèêñèðóåì òî÷êè t0 < t1 < ... < tm = T è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå α : Rn →
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Rd. Íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

Y (π) =

 y1(π) = α(x(t1, π))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym(π) = α(x(tm, π))

 . (1.14)

Ïðè ýòîì óñëîâèå ðàçëè÷èìîñòè äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ π1 è π2 îçíà÷àåò,
÷òî Y (π1) 6= Y (π2), à óñëîâèå ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (1.1)
â òî÷êå π0 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî ïàðà {π, π0} ðàçëè÷èìà
äëÿ ëþáîãî π: 0 < ‖π − π0‖ < ε.

Èòàê, â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè òåïåðü
ìîìåíòû íàáëþäåíèÿ ti íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò ñ êîíöàìè ïðîìåæóòêîâ
ïîñòîÿíñòâà ïàðàìåòðà. Òàêîå îáîáùåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðè ñëåäó-
þùåì ïîäõîäå ê çàäà÷å ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè: ìîìåíòû íàáëþäå-
íèÿ ti ôèêñèðîâàíû, à ïåðåìåííûé ïàðàìåòð p(t) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé, ïðè ýòîì ïðîìåæóòêè [τi, τi+1) ïîñòîÿíñòâà ïàðàìåò-
ðà âûáèðàþòñÿ, èñõîäÿ èç êàêîé-ëèáî àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè
ôóíêöèè p(t).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáúåêòû. Ïóñòü Ψi(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n × k, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíîé ñèñòåìå

ψ̇ =
∂f

∂x
(t, x(t, π), pi)ψ +

∂f

∂p
(t, x(t, π), pi)

íà îòðåçêå [τi, τi+1] è òàêàÿ, ÷òî Ψi(τi) = 0, i = 0, 1, ..., s.

Ïóñòü Φi(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíîé ñèñòåìå

ϕ̇ =
∂f

∂x
(t, x(t, π), pi)ϕ

íà îòðåçêå [τi, τi+1] è òàêàÿ, ÷òî Φi(τi) = E. Êîíå÷íî, ìàòðèöû Ψi è Φi çàâèñÿò
îò ïàðàìåòðà π, íî ìû íå îòìå÷àåì ýòó çàâèñèìîñòü â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Ðàññìîòðèì èíäåêñ i ∈ {1, 2, ...,m} è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
[t0, ti) ∩ {τ0, τ1, ..., τs} = {τ0, ..., τj}. Îïðåäåëèì ìàòðèöû Θi

l(π), l = 0, 1, ..., s,
ðàçìåðà n× k ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Θi
j(π) = Ψj(ti),

Θi
j−1(π) = Φj(ti)Ψj−1(τj),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Θi
0(π) = Φj(ti)Φj−1(τj) · · ·Φ1(τ2)Ψ0(τ1).
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Íàêîíåö, Θi
l(π) = 0 ïðè l = j + 1, ..., s.

Èç òåîðåì î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïà-
ðàìåòðàì ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôèêñèðîâàíî çíà÷åíèå π0 ∈ Rk(s+1), òî

∂x(ti, π)

∂pj

∣∣∣∣
π=π0

= Ψj(ti) = Θi
j(π0),

∂x(ti, π)

∂pj−1

∣∣∣∣
π=π0

= Φj(ti)Ψj−1(τj) = Θi
j−1(π0)

è òàê äàëåå (êîíå÷íî, âñå çíà÷åíèÿ ìàòðèö Φ è Ψ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè π = π0).
Òàê êàê çíà÷åíèÿ x(ti, π) íå çàâèñÿò îò pj+1, ..., ps, òî

∂x(ti, π)

∂pl

∣∣∣∣
π=π0

= 0 = Θi
l(π0), l = j + 1, ..., s.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ l = 0, 1, ..., s

∂x(ti, π)

∂pl

∣∣∣∣
π=π0

= Θi
l(π0). (1.15)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Îòîáðàæåíèå α � òîæäåñòâåííîå, ò. å. α(x) = x ∈ Rn (â ýòîì
ñëó÷àå íàáëþäàþòñÿ çíà÷åíèÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ x(t, π) â ìîìåíòû t1, ..., tm).
Ââåäåì ìàòðèöó ðàçìåðà nm× k(s+ 1)

Θ(π) =

 Θ1
0(π) Θ1

1(π) ... Θ1
s(π)

Θ2
0(π) Θ2

1(π) ... Θ2
s(π)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Θm

0 (π) Θm
1 (π) ... Θm

s (π)

 .
Òåîðåìà 1.2. Åñëè

ran k (Θ(π0)) = k(s+ 1), (1.16)

òî ñèñòåìà (1.1) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà â òî÷êå π0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñèñòåìà (1.1) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé ïðè π = π0. Òîãäà
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πq ∈ Rk(s+1), q = 1, 2, ..., òàêàÿ, ÷òî πq → π0

ïðè q →∞, πq 6= π0 è
x(ti, π

q) = x(ti, π0) (1.17)
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ïðè âñåõ i = 1, 2, ...,m è ïðè âñåõ q ∈ N .

Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðàâåíñòâ, ìîæåì çàïèñàòü

x(ti, π
q) = x(ti, π0) +

j∑
l=0

Θi
l(π0)(p

q
l − p

0
l ) +G(πq),

ãäå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

πq =


pq0
pq1
...

pqs

 , π0 =


p0

0

p0
1
...

p0
s

 .
à âåêòîð-ôóíêöèÿ G îáëàäàåò ñâîéñòâîì

‖G(πq)‖
‖πq − π0‖

→ 0 ïðè q →∞.

Èç (1.17) ñëåäóåò, ÷òî

j∑
l=0

Θi
l(π0)(p

q
l − p

0
l ) +G(πq) = 0. (1.18)

Òàê êàê Θi
l(π0) = 0 ïðè l = j + 1, ..., s, ìîæíî ïåðåïèñàòü (1.18) â âèäå

s∑
l=0

Θi
l(π0)(p

q
l − p

0
l ) +G(πq) = 0. (1.19)

Ïóñòü Θi(π0) =
[
Θi

0(π0) Θi
1(π0) ... Θi

s(π))
]
� �áëîê� ìàòðèöû Θ(π0). Òîãäà

ÿñíî, ÷òî
s∑
l=0

Θi
l(π0)(p

q
l − p

0
l ) = Θi(π0)(π

q − π0).

Ïîýòîìó (1.19) ïðèíèìàåò âèä

x(ti, π
q)− x(ti, π0) = Θi(π0)(π

q − π0) +G(πq) = 0. (1.20)

Ðàçäåëèì (1.20) íà ‖πq − π0‖ è óñòðåìèì q → ∞. Ïîñêîëüêó ñôåðà ‖z‖ = 1
êîìïàêòíà, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

zq =
πq − π0

‖πq − π0‖
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ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî zq →
z0 ïðè q →∞, ‖z0‖ = 1. Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå

Θi(π0)z
q +

G(πq)

‖πq − π0‖
= 0

ê ïðåäåëó ïðè q →∞, ïîëó÷èì

Θi(π0)z0 = 0. (1.21)

Òàê êàê πq íå çàâèñèò îò èíäåêñà i ìîìåíòà íàáëþäåíèÿ ti, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî ðàâåíñòâî (1.21) âåðíî ïðè ëþáîì i = 1, 2, ...,m, à, ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî
ðàâåíñòâî

Θ(π0)z0 = 0,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.16), òàê êàê z0 6= 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.2. Óñëîâèå (1.16) ïîêàçûâàåò, ÷òî ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöè-
ðóåìîñòü âîçìîæíà ëèøü ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà k(s+ 1) ≤ nm.

Çàìå÷àíèå 1.3. Òåîðåìà 1.2 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
p = p0 ∈ Rk ïðè t ∈ [t0, tm]. Íàáëþäåíèå ðåøåíèÿ, ïî-ïðåæíåìó, ïðîèñõîäèò
â íåêîòîðûå ìîìåíòû t1, t2, ..., tm.

Åñëè, êàê è âûøå, ââåñòè ìàòðèöó Ψ(t, p) ðàçìåðà n×k, óäîâëåòâîðÿþùóþ
ñèñòåìå

ψ̇ =
∂f

∂x
(t, x(t, p), p)ψ +

∂f

∂p
(t, x(t, p), p)

è óñëîâèþ Ψ(t0, p) = 0, òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðó-
åìîñòè ñèñòåìû (1.1) ïðè p = p0 ïî íàáëþäåíèÿì ðåøåíèÿ â ìîìåíòû t1, t2,
..., tm ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

ran k [Ψ(t1, p0) Ψ(t2, p0) ... Ψ(tm, p0)] = k.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá èäåíòèôèêàöèè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ïàðà-
ìåòðà â ñèñòåìå (1.1) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ (íàáëþäåíèÿ)
âåëè÷èí x(ti, π) èçâåñòåí íå òî÷íî, à ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ (êàê ýòî è
ïðîèñõîäèò ÷àùå âñåãî íà ïðàêòèêå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî òî÷íîãî çíà-
÷åíèÿ (1.14) âåêòîðà Y (π) óäàåòñÿ èçìåðèòü âåêòîð Ỹ (π), òàêîé, ÷òî

‖Ỹ (π)− Y (π)‖ < ∆ (1.22)

ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà π.
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Òåîðåìà 1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f â ñèñòåìå (1.1) íåïðåðûâ-
íà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è ïðèíàäëåæèò êëàññó C2 ïî x, p. Ïóñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå (1.16). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîí-
ñòàíòû µ è G, çàâèñÿùèå òîëüêî îò π0 è ñèñòåìû (1.1), ÷òî åñëè â íåðà-
âåíñòâå (1.22)

∆ <
µ2

8G
, (1.23)

òî èç ðàâåíñòâà
Ỹ (π) = Ỹ (π0) (1.24)

ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ‖π − π0‖ ≥
µ

2G
, ëèáî

‖π − π0‖ ≤
4∆

µ+
√
µ2 − 8∆G

. (1.25)

Çàìå÷àíèå 1.4. Ïðè ìàëûõ ∆ > 0 âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (1.25), ðàâíà 2∆

µ + o(∆). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïîãðåø-
íîñòè èçìåðåíèÿ, èìåþùåé ïîðÿäîê ∆ (ãäå ∆ ìàëî), �çîíà íåðàçëè÷èìîñòè�,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà π â ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè
‖π − π0‖ < µ

2G , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (1.24), èìååò òîò æå ïîðÿäîê ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3 . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.16) ìàòðè-
öà Θ(π0) èìååò íåîñîáóþ ïîäìàòðèöó Θ∗ ðàçìåðà k(s+ 1)× k(s+ 1). Íàéäåì
÷èñëî µ > 0, òàêîå, ÷òî

‖Θ∗z‖ ≥ µ‖z‖ (1.26)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà z ∈ Rk(s+1) (ïîñêîëüêó èç íåðàâåíñòâà

‖z‖ = ‖Θ∗−1Θ∗z‖ ≤ ‖Θ∗−1‖ · ‖Θ∗z‖

ñëåäóåò, ÷òî
‖Θ∗−1‖−1‖z‖ ≤ ‖Θ∗z‖,

òî â êà÷åñòâå µ ìîæíî âçÿòü ÷èñëî ‖Θ∗−1‖−1, ãäå ‖ · ‖ � îïåðàòîðíàÿ íîðìà
ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åâêëèäîâîé íîðìå âåêòîðà).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (α(x) ≡ x) èç ðàâåíñòâ (1.15) è èç ñäåëàííûõ
ïðåäïîëîæåíèé î âåêòîð-ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî

Y (π)− Y (π0) =


x(t1, π)− x(t1, π0)

x(t2, π)− x(t2, π0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x(tm, π)− x(tm, π0)

 = Θ(π0)(π − π0) + g(π),
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ãäå ‖g(π)‖ ≤ G‖π − π0‖2 ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé G > 0. Îòìåòèì, ÷òî èç
íåðàâåíñòâà (1.26) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖Θ(π0)(π − π0)‖ ≥ ‖Θ∗(π − π0)‖ ≥ µ‖π − π0‖,

ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (1.22), ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

‖Ỹ (π)− Ỹ (π0)‖ =

= ‖Ỹ (π)− Ỹ (π0) + Y (π)− Y (π) + Y (π0)− Y (π0)‖ ≥
≥ ‖Y (π)− Y (π0)‖ − 2∆ ≥ µ‖π − π0‖ −G‖π − π0‖2 − 2∆.

(1.27)

Îáîçíà÷èì a = ‖π − π0‖ è ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

Ga2 − µa+ 2∆. (1.28)

Ïðè óñëîâèè (1.23) ÷èñëî µ2−8∆G ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó êîðíè a1 è a2

êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà (1.28) ïîëîæèòåëüíû è ðàâíû

a1,2 =
µ±

√
µ2 − 8∆G

2G
.

Ìåíüøèé èç ýòèõ êîðíåé

a1 =
µ−

√
µ2 − 8∆G

2G
=

4∆

µ+
√
µ2 − 8∆G

≈ 2∆

µ

ïðè ìàëûõ ∆, à áîëüøèé èç êîðíåé

a2 =
µ+

√
µ2 − 8∆G

2G
>

µ

2G
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

‖π − π0‖ <
µ

2G
è ‖π − π0‖ > a1,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.27) ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî
(1.24) íåâîçìîæíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.5. Êîíñòàíòà G îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè
âåêòîð-ôóíêöèè f . Êîíñòàíòà µ çàâèñèò îò âûáîðà ïîäìàòðèöû Θ∗. ßñíî,
÷òî îöåíêà (1.25) òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå ÷èñëî µ.

Ñëó÷àé 2. Ôèêñèðóåì îòîáðàæåíèå α: Rn → Rd è ðàññìîòðèì ìàòðèöû
Ai ðàçìåðà d× n, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

Ai =
∂α

∂x
(x(ti, π0)), i = 1, 2, ...,m.
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Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

∂yi
∂pj

∣∣∣∣
π=π0

= AiΘ
i
j(π0), i = 1, 2, ...,m; j = 0, 1, ..., s;

(íàïîìíèì, ÷òî yi = α(x(ti, π))).

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A ðàçìåðà md×mn ñëåäóþùåãî âèäà:

A =

 A1 0 ... 0

0 A2 ... 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 ... Am


Òàê æå, êàê òåîðåìà 1.2 , äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè

ran k(AΘ(π0)) = k(s+ 1),

òî ñèñòåìà (1.1) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà â òî÷êå π0.

Åñëè îòîáðàæåíèå α ïðèíàäëåæèò êëàññó C2, òî âåðíî è óòâåðæäåíèå,
àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 1.3 . Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà-
ôå àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ñèñòåìû (1.1) ñ íåîá-
õîäèìûìè óòî÷íåíèÿìè ïðèãîäåí è â ðàññìàòðèâàåìîì ñåé÷àñ ñëó÷àå, êîãäà
èçìåðåíèÿ ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòè.

�3. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî äèñêðåòíûì íàáëþäåíèÿì ðå-
øåíèé ñ ïîçèöèé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ẋ = f(t, x, p), (1.29)

ãäå x ∈ Rm � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, p ∈ Rl � âåêòîð ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ñèñòåìû
(1.29) ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè x(0) = x0, ñ÷èòàÿ âåêòîð x0 ôèêñèðîâàííûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè èçìåðÿåòñÿ âåëè÷èíà

y = ϕ(t, x, p), y ∈ Rr, t ∈ I = {t1, t2, ..., tn0
}, t1 ≥ 0 (1.30)
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(â ÷àñòíîì ñëó÷àå y = ϕ(x)), ò. å. â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ïîëó÷àåì
íàáîð âåêòîðîâ èçìåðåíèÿ Y = {y1, y2, ..., yn0

}, yi = ϕ(ti, x(ti), p(ti)),
i = 1, 2, ..., n0.

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ p =
p(t), t ∈ [0, T ], T = tn0

, òàêîãî, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(t, x, p(t)), x(0) = x0 (1.31)

äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

J(x(t)) =

n0∑
i=1

‖yi − ϕ(ti, x(ti), p(ti))‖2 (1.32)

ãäå ‖y‖ = (yty)1/2 � åâêëèäîâà íîðìà. Íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ íàêëàäûâàåòñÿ
îãðàíè÷åíèå

p(t) ∈ P , t ≥ 0, (1.33)

ãäå P � çàäàííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rl.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ � çàäà÷ó ñëåæåíèÿ, â êîòîðîé
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå � èäåíòèôèöèðóåìûé ïàðàìåòð p(t) � ñëåäóåò âû-
áèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êðèòåðèé (1.32) áûë ìèíèìàëüíûì.

Âîçüìåì ëþáîé äîïóñòèìûé ïàðàìåòð p(t) ∈ P , 0 ≤ t ≤ T . Òîãäà çàäà÷à
Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.29) ïðèíèìàåò âèä (1.31). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíå-
íû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ x(t) çàäà÷è (1.31).

Äèñêðåòíûé õàðàêòåð èçìåðåíèé (1.30) íå ïîçâîëÿåò èìåòü èíôîð-
ìàöèþ î ïîâåäåíèè íàáëþäàåìîé ñèñòåìû (1.29) ìåæäó ìîìåíòàìè
ti ∈ I ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü íåêîòîðóþ
àïïðîêñèìàöèþ ïàðàìåòðà p(t), à çíà÷èò è ñîîòâåòñòâóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ
èñõîäíîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòð p(t) êóñî÷íî-
íåïðåðûâåí íà [0, T ]. Äëÿ ñèñòåìû (1.31) ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ðàçíîñòíóþ
àïïðîêñèìàöèþ Ýéëåðà. Ïóñòü

τk = kh, k = 0, 1, ..., n, nh = T,

xh(τk+1) = xh(τk + h) = xh(τk) + hf(τk, xh(τk), p(τk)),

xh(0) = x0, k = 0, 1, ..., n− 1.

Ââåäåì òåïåðü êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

x̃h(t) = x̃(τk) + (t− τk)f(τk, x̃h(τk), p(τk)),

τk ≤ t ≤ τk+1; k = 0, 1, ..., n− 1; x̃h(0) = x0.
(1.34)
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ßñíî, ÷òî x̃h(τk) = xh(τk).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð-ôóêíöèÿ f(t, x, p) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî (t, x, p). Â òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(ñì., íàïðèìåð, [51, c. 12]) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.5. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

max
0≤t≤T

‖x(t)− x̃h(t)‖−→
h→0

0.

Íà îòðåçêå [0, T ] ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè

xh(τ + h) = xh(τ) + hf(τ, xh(τ), ph(τ))

xh(0) = x0, τ = 0, h, ..., T − h,
(1.35)

ph(τ) ∈ P , (1.36)

J(xh(t)) = min . (1.37)

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè t1, t2, ..., tn0
íàõîäÿòñÿ ñðåäè ìîìåíòîâ

τ = kh.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè h→ 0 ðåøåíèå ýòîé äèñêðåòíîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè
ñõîäèòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è (1.31)�(1.33).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p∗h(τ), τ = 0, h, ..., T − h, îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð çàäà÷è
(1.35)�(1.37). Ïóñòü x∗h(τ) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ. Ïóñòü, êðîìå
òîãî, x∗(t), p∗(t) � ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.31)�(1.33). Äîîïðåäåëèì äèñêðåòíûé
ïàðàìåòð p∗h(τ) íà âåñü îòðåçîê [0, T ], çàìåíèâ åãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïà-
ðàìåòðîì p̂∗h(t). Î÷åâèäíî, p̂

∗
h(t) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïàðàìåòðîì-ðåøåíèåì

íåïðåðûâíîé çàäà÷è (1.31)�(1.33). Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó òðàåêòî-
ðèþ ñèñòåìû (1.31) ÷åðåç x̂∗h(t).

Òåîðåìà 1.6.

J(x∗h(t))→ J(x∗(t)) ïðè h→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ∆J = J(x∗h(t)) − J(x∗(t)). Ïóñòü
ε > 0.

1) ïóñòü ∆J ≤ 0. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð p̂∗h(t) íå ëó÷øå p
∗(t), òî

0 ≥ ∆J ≥ J(x∗h(t))− J(x̂∗h(t)).
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Â ñèëó òåîðåìû 1.5 x∗h(t) ⇒ x̂∗h(t) ïðè h → 0, t ∈ [0, T ], ph(t) ∈ P . Ñëåäîâà-
òåëüíî, 0 ≥ ∆J ≥ −ε èëè |∆J | ≤ ε ïðè ìàëûõ h;

2) ïóñòü ∆J ≥ 0. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòð ph(τ) = p∗(τ) äëÿ τ = 0, h, ..., T −
h, è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó òðàåêòîðèþ x̃h(τ) çàäà÷è (1.35). Î÷åâèäíî,

∆J ≤ J(x̃h(t))− J(x∗(t)).

Ïî òåîðåìå 1.5 x̃h ⇒ x∗(t) ïðè h→ 0, t ∈ [0, T ] (áîëåå òî÷íî, x̃h(t) � êóñî÷íî-
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (1.34)). Ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≤ ∆J ≤ ε èëè |∆J | ≤ ε ïðè
ìàëûõ h.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0, òàêîå,
÷òî ïðè 0 < h < δ áóäåò |∆J | < ε, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 1.6. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè h→ 0

J(x̂∗h(t))→ J(x∗(t)).

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð çàäà÷è (1.35)�(1.37) äîîïðåäåëèòü
íà îòðåçîê [0, T ], ñäåëàâ åãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì, òî ïîëó÷èòñÿ äîïóñòèìûé
ïàðàìåòð èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
J ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îïòèìàëüíîãî. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåí-
íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðåøåíèé èíûõ
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ íåïðåðûâíîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè.

Îáðàòèìñÿ ê äèñêðåòíîé çàäà÷å (1.35)�(1.37).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

δh(t) =

{
1, t = t1, t2, ..., tn0

(t ∈ I),

0, t = kh, k = 0, 1, ..., n, t 6∈ I.

Î÷åâèäíî, ÷òî

J(xh(t)) =
n∑
i=0

‖yi − ϕ(ih, xh(ih), ph(ih))‖2δh(ih),

ãäå yi ∈ Y ïðè ih ∈ I (ñì. (1.30)) è yi � ïðîèçâîëüíû ïðè îñòàëüíûõ i.

Ñ÷èòàÿ xh =
[
x

(1)
h , x

(2)
h , ..., x

(m)
h

]t
, ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ x

(m+1)
h (óâå-

ëè÷èì íà åäèíèöó ðàçìåðíîñòü âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ xh), ïîëàãàÿ

x
(m+1)
h (τ + h) = x

(m+1)
h (τ)+

+δh(τ)

∥∥∥∥y τ
h
− ϕ(τ, xh(τ), ph(τ))

∥∥∥∥2

,

x
(m+1)
h (0) = 0, τ = 0, h, ..., T.

(1.38)
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Òîãäà
x

(m+1)
h (T + h) = J(xh(t)) =

=
n∑
i=0

δh(ih)‖yi − ϕ(ih, xh(ih), ph(ih))‖2. (1.39)

Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷èâàÿ íà åäèíèöó ðàçìåðíîñòü çàäà÷è (ïîëàãàÿ

f (m+1)(τ) =
1

h
δh(τ)

∥∥∥∥y τ
h
− ϕ(τ, xh(τ), ph(τ))

∥∥∥∥2

,

xh(τ) :=

[
xh(τ)

x
(m+1)
h (τ)

]
∈ Rm+1, f :=

[
f

f (m+1)

]
∈ Rm+1,

x0 :=

[
x0

0

]
∈ Rm+1,

f 0(xh(T + h)) = x
(m+1)
h (T + h)) è äîáàâëÿÿ îäèí øàã îò τ = T äî τ = T +

h, ñ ó÷åòîì (1.38), (1.39) çàäà÷à (1.35)�(1.37) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íîâîé
äèñêðåòíîé çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè âèäà

xh(τ + h) = xh(τ) + hf(τ, xh(τ), ph(τ)),

xh(0) = x0, τ = 0, h, ..., T,
(1.40)

ph(τ) ∈ P , (1.41)

f 0(xh(T + h)) = min . (1.42)

Çàìåòèì, ÷òî f 0(xh(T + h)) = (c, xh(T + h)), ãäå c = [0, ..., 0, 1]t ∈ Rm+1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè (1.40)�(1.42) ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðè ýòîì îïòèìàëüíûé ïà-
ðàìåòð ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïðèìåíèì äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà [52, c. 102].

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëåäóþùèé âàðèàíò çàäà÷è (1.40)�(1.42):

x(k + 1) = A(k)x(k) + f(k, p(k)), x(0) = x0, (1.43)

p(k) ∈ P(k), k = 0, 1, ..., n− 1, (1.44)

f 0(x(n)) = (c, x(n)) = min, (1.45)

ò. å. çäåñü ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.43) ëèíåéíà ïî x(k), ëèíåéíîñòü æå ôóíêöèè
f(k, p(k)) íå îáÿçàòåëüíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x(k) ∈ Rm, p(k) ∈ Rl. Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.43)�(1.45) ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí èçâåñòíûé àëãîðèòì:
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1) èç ñîîòíîøåíèé

λ(n) = −c,
λ(k) = At(k)λ(k + 1), k = n− 1, ..., 1, 0

(1.46)

îïðåäåëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå λ(k) ∈ Rm;

2) íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð p(k) â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è

(λ(k + 1), f(k, p(k))) = max
v(k)∈P(k)

(λ(k + 1), f(k, v(k))); (1.47)

3) èç (1.43) íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x(k).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èäåíòèôèöèðóåìûé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ íåëè-
íåéíûìè óðàâíåíèÿìè, ò. å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
f 0(x(n)) ïðè óñëîâèÿõ

x(k + 1) = f(k, x(k), p(k)), (1.48)

x(0) = x0, k = 0, 1, ..., n− 1,

p(k) ∈ P(k), k = 0, 1, ..., n− 1,

ãäå x(k) ∈ Rm, P(k) � âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rl. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèÿ (1.48).

Ïóñòü p0(k) � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð èç P(k), x0(k) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åìó òðàåêòîðèÿ; ps(k), xs(k) � ïàðàìåòð è òðàåêòîðèÿ, ïîëó÷åííûå ïîñëå s
èòåðàöèé. Íîâûé ïàðàìåòð ps+1(k) íàõîäèì ïî ôîðìóëå

ps+1(k) = ps(k) + ρ (p̂s(k)− ps(k)) , (1.49)

ãäå p̂s(k) � ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, ρ � øàãîâûé
ìíîæèòåëü. ßñíî, ÷òî ïðè 0 ≤ ρ ≤ 1 âåêòîð ps+1(k) ∈ P(k), ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî P(k) âûïóêëîå.

Òðàåêòîðèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ps+1(k), çàïèøåì â âèäå

xs+1(k) = xs(k) + ρx̂s(k), k = 1, 2, ..., n, (1.50)

è íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå p̂s(k) è x̂s(k). Èìååì:

xs+1
i (k + 1) = xsi (k + 1) + ρx̂si (k + 1) =

= fi (k, x
s(k) + ρx̂s(k), ps(k) + ρ (p̂s(k)− ps(k))) =

= fi (k, x
s(k), ps(k)) + ρ (fix (k, xs(k), ps(k)) , x̂s(k)) +
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+ρ
(
fip (k, xs(k), ps(k)) , p̂s(k)− ps(k)

)
+ o(ρ).

Çäåñü ïîä fix è fip ïîíèìàþòñÿ âåêòîðû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ i-é êîìïîíåíòû
âåêòîð-ôóíêöèè f ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ x è p ñîîòâåòñòâåííî.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ps(k), xs(k) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (1.48), ïðè ρ→ 0
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

x̂si (k + 1) = (fix (k, xs(k), ps(k)) , x̂s(k)) +

+
(
fip (k, xs(k), ps(k)) , p̂s(k)

)
−

−
(
fip (k, xs(k), ps(k)) , ps(k)

)
. (1.51)

Ïîýòîìó íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð p̂s(k) ìîæíî îòûñêèâàòü ïóòåì ðåøåíèÿ ñëå-
äóþùåé çàäà÷è âèäà (1.43)�(1.45):

ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

f 0 (x̂s(n)) = (c, x̂s(n))

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.51), ãäå x̂si (0) = 0, i = 1, 2, ...,m; k = 0, 1, ..., n − 1;
p̂s(k) ∈ P(k).

Ïóñòü p̂s(k), x̂s(k) � îïòèìàëüíûå ïàðàìåòð è òðàåêòîðèÿ ýòîé çàäà÷è.
Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.46), (1.47) ïàðàìåòð p̂s(k) îïðåäåëÿþò èç óñëîâèÿ

m∑
i=1

λsi (k + 1)
(
fip (k, xs(k), ps(k)) , p̂s(k)

)
=

= max
v∈P(k)

m∑
i=1

λsi (k + 1)
(
fip (k, xs(k), ps(k)) , v

)
,

ãäå
λs(n) = −c,

λsj(k − 1) =
m∑
i=1

λsi (k)fixj (k, xs(k), ps(k)) ,

k = n, n − 1, ..., 1; j = 1, 2, ...,m. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ p̂s(k) èç ñèñòåìû (1.51)
íàõîäÿò x̂s(k).

Íîâûé ïàðàìåòð òåïåðü îïðåäåëèòñÿ ïî ôîðìóëå (1.49), à íîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ xs+1(k) � ïî ôîðìóëå (1.50) (áåç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.48)). Ïðè ýòîì
çíà÷åíèå øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ ρ îïðåäåëÿþò èç ñîîòíîøåíèÿ

f 0 (xs(n) + ρx̂s(n)) = min
0≤ρ̂≤1

f 0 (xs(n) + ρ̂x̂s(n)) .
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Îäíàêî, åñëè ρ íåäîñòàòî÷íî ìàëî, òî ìåæäó xs+1(k) è èñòèííîé òðàåê-
òîðèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå (1.48) ïðè p(k) = ps+1(k), âîîáùå ãîâîðÿ,
áóäåò ðàñõîæäåíèå. ×òîáû ýòî ðàñõîæäåíèå íå ñòàëî çíà÷èòåëüíûì â ïðîöåñ-
ñå äàëüíåéøèõ èòåðàöèé, íåîáõîäèìî íà íåêîòîðûõ èòåðàöèÿõ (ìîæíî è íà
âñåõ) ïðîèçâîäèòü êîððåêöèþ òðàåêòîðèè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
òðàåêòîðèè xsρi(k), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå (1.48) ïðè âñåâîçìîæíûõ

pρi(k) = ps(k) + ρi (p̂
s(k)− ps(k)) ,

ãäå ρi =
i

N
, i = 0, 1, ..., N , (çíà÷åíèå N ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíûì, ïðè

ýòîì ñ ðîñòîìN óâåëè÷èâàåòñÿ îáúåì âû÷èñëåíèé, íî âìåñòå ñ òåì è òî÷íîñòü
ðåøàåìîé çàäà÷è) è ïîëàãàòü

xs+1(k) = xsρi(k),

ãäå i � òî çíà÷åíèå (ìèíèìàëüíîå) èç ìíîæåñòâà {0, 1, ..., N}, ïðè êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè f 0

(
xsρi(n)

)
.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó îïèñàííîãî àëãîðèòìà ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåí-
òèôèêàöèè íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Äëÿ ïðîñòîòû è áîëüøåé íàãëÿäíîñòè â
êà÷åñòâå èñõîäíîé âîçüìåì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó âèäà{

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k) + p(k), x1(0) = 1,

x2(k + 1) = x2(k)− x1(k), x2(0) = 1,

k = 0, 1, ..., 9; p(k) ∈ [0, 1].

(1.52)

Íàéäåì ïàðàìåòð p(k) èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè x1(10). Èç ñèñòåìû (1.52)
íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

x1(10) = 32 + 16p(0) + 16p(1) + 8p(2)− 4p(4)− 4p(5)− 2p(6) + p(8) + p(9).

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ëåãêî íàõîäèì,÷òî ïðè óñëîâèè p(k) ∈ [0, 1]

minx1(10) = 32− 4− 4− 2 = 22

è äîñòèãàåòñÿ ïðè
p(0) = 0, p(1) = 0, p(2) = 0, p(4) = 1,

p(5) = 1, p(6) = 1, p(8) = 0, p(9) = 0,

p(3) è p(7) − ïðîèçâîëüíûå.

(1.53)

Ïîëó÷èâ äàííóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå (1.52), ðåøèì äëÿ íåå çàäà÷ó ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ ñëóæèò
x1(10) = 22.
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Óâåëè÷èâàÿ íà åäèíèöó ðàçìåðíîñòü âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ïåðåéäåì îò ñè-
ñòåìû (1.52) ê ñèñòåìå

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k) + p(k), x1(0) = 1,

x2(k + 1) = x2(k)− x1(k), x2(0) = 1,

x3(k + 1) = x3(k) + δ(k)(22− x1(k))2, x3(0) = 0,

(1.54)

â êîòîðîé δ(0) = δ(1) = ... = δ(9) = 0, δ(10) = 1, k = 0, 1, ..., 10. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ïàðàìåòð p(k) ∈ [0, 1] èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè

f 0(x(11)) = (c, x(11)),

ãäå x = [x1, x2, x3]
t, c = [0, 0, 1]t.

Â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ïàðàìåòðà âîçüìåì
p0(k) ≡ 0, k = 0, 1, ..., 10. Èç ñèñòåìû (1.54) íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùóþ
òðàåêòîðèþ x0

1(k), x0
2(k), x0

3(k), äëÿ êîòîðîé îêàçûâàåòñÿ x0
1(10) = 32,

x0
3(11) = 100.

Ñîãëàñíî (1.49) íîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàõîäèì ïî ôîðìóëå

p1(k) = p0(k) + ρ
(
p̂1(k)− p0(k)

)
= ρp̂1(k), (1.55)

ãäå íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð p̂1(k) íàõîäèòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è
(ñì. (1.51)) 

x̂1
1(k + 1) = x̂1

1(k) + x̂1
2(k) + p̂1(k),

x̂1
2(k + 1) = x̂1

2(k)− x̂1
1(k),

x̂1
3(k + 1) = x̂1

3(k)− 2δ(k)
(
22− x0

1(k)
)
x̂1

1(k),

(1.56)

x̂1
1(0) = 0, x̂1

2(0) = 0, x̂1
3(0) = 0, p̂1(k) ∈ [0, 1],

x̂1
3(11) =

(
c, x̂1(11)

)
= min,

ãäå c = [0, 0, 1]t. Ñèñòåìà (1.56) åñòü ñèñòåìà âèäà (1.43), äëÿ êîòîðîé

A(k) =

 1 1 0

−1 1 0

0 0 1

 , k = 0, 1, ..., 9; A(10) =

 1 1 0

−1 1 0

20 0 1

 ,
f
(
k, p̂1(k)

)
=
[
p̂1(k), 0, 0

]t
.
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Èñïîëüçóÿ (1.46), íàõîäèì ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå

λ(11) = [0, 0,−1]t, λ(10) = [−20, 0,−1]t,

λ(9) = [−20,−20,−1]t, λ(8) = [0,−40,−1]t,

λ(7) = [40,−40,−1]t, λ(6) = [80, 0,−1]t,

λ(5) = [80, 80,−1]t, λ(4) = [0, 160,−1]t,

λ(3) = [−160, 160,−1]t, λ(2) = [−320, 0,−1]t,

λ(1) = [−320,−320,−1]t, λ(0) = [0,−640,−1]t.

Òåïåðü, ñ ó÷åòîì (1.47), âèäèì, ÷òî åñëè ïåðâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà λ(k + 1)
îòðèöàòåëüíà, òî p̂1(k) = 0, åñëè ïîëîæèòåëüíà, òî p̂1(k) = 1, à åñëè ðàâíà
íóëþ, òî p̂1(k) ìîæíî áðàòü ëþáûì, â ÷àñòíîñòè, ðàâíûì íóëþ. Èòàê,

p̂1(0) = 0, p̂1(1) = 0, p̂1(2) = 0, p̂1(3) = 0, p̂1(4) = 1,

p̂1(5) = 1, p̂1(6) = 1, p̂1(7) = 0, p̂1(8) = 0, p̂1(9) = 0, p̂1(10) = 0.

Ïî ôîðìóëå (1.55) íàõîäèì íîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p1(k):

p1(0) = 0, p1(1) = 0, p1(2) = 0, p1(3) = 0,

p1(4) = ρ, p1(5) = ρ, p1(6) = ρ, p1(7) = 0,

p1(8) = 0, p1(9) = 0, p1(10) = 0, 0 ≤ ρ ≤ 1.

(1.57)

Âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ïàðàìåòðó òðàåêòîðèþ x1
1(k), x1

2(k), x1
3(k)

ñèñòåìû (1.54), ïîëó÷àåì,÷òî x1
3(11) = (−10 + 10ρ)2.

ßñíî, ÷òî ìèíèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ρ = 1, ò. å. îï-
òèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p(k) ñëóæèò íàáîð (1.57) ïðè ρ = 1, ÷òî
ñîâïàäàåò ñ (1.53). Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå p(10) â ñèñòåìå (1.54) íå âëèÿåò íà
x3(11) è íå âõîäèò â íàáîð çíà÷åíèé èäåíòèôèöèðóåìîãî ïàðàìåòðà.
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2 Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü

äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþ-

äåíèþ

�1. Ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïî äâóõòî÷å÷íîìó íà-
áëþäåíèþ è íàáëþäåíèþ íà îòðåçêå âðåìåíè

Ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è îá èäåíòèôèöèðóåìîñòè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé
ïî íàáëþäåíèÿì â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè òåñíî ñâÿçàíà çàäà÷à î ëî-
êàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ.

Ïîä äâóõòî÷å÷íûì íàáëþäåíèåì ïîíèìàåòñÿ íàáëþäåíèå, âûïîëíåííîå â
äâóõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Ïî ñóòè äåëà âñÿêóþ çàäà÷ó ñ
ìíîãîòî÷å÷íûì íàáëþäåíèåì (ò. å. íàáëþäåíèÿìè, ïðîâåäåííûìè âî ìíîãèõ
òî÷êàõ äèñêðåòíîãî âðåìåíè) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çà-
äà÷ ñ äâóõòî÷å÷íûì íàáëþäåíèåì. Â ýòîì ñìûñëå çàäà÷à ñ äâóõòî÷å÷íûì íà-
áëþäåíèåì åñòü ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ñ ìíîãîòî÷å÷íûì íàáëþ-
äåíèåì, ê êîòîðîìó, âìåñòå ñ òåì, ñâîäèòñÿ ëþáàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x, p), x(t0) = x0, (2.1)

x ∈ Rn, t ∈ [t0, T ], çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà p ∈ Rm. Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè: èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû
(2.1) â äâóõ òî÷êàõ t1 è t2. Ñëåäóåò îïðåäåëèòü ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ
x(t1) è x(t2) ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p.

Äàäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü x(t, x0, p) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(2.1), ïðåäïîëàãàÿ òåïåðü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî t0 = 0. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ìîìåíòàìè íàáëþäåíèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ t1 = 0 è t2 = T > 0
(ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèé è ÷òî êàæäîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà îòðåçêå [0, T ]).

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå x(0) = x0 íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p.
Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè çàäà÷à èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñâîäèòñÿ ê èññëåäî-
âàíèþ âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà p ïî çàâèñÿùåìó îò p çíà÷åíèþ
ðåøåíèÿ x(t) çàäà÷è (2.1) â ìîìåíò t2 = T . Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäå-
íèè, ïðåäëàãàåìûå àâòîðàìè àëãîðèòìû èäåíòèôèêàöèè çà÷àñòóþ íå èìåþò
äîëæíîãî îáîñíîâàíèÿ âîçìîæíîñòè èõ ïðèìåíåíèÿ. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê çà-
äà÷å èäåíòèôèêàöèè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå



38

[53] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðà ìîäåëè ïî îäíîêðàò-
íîìó íàáëþäåíèþ åå ñîñòîÿíèÿ (èäåéíî áëèçêèé ê ïðåäëîæåííîìó íàìè â
� 3 ïðåäûäóùåé ãëàâû), îäíàêî óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è â äàííîé
ðàáîòå îòñóòñòâóþò.

Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p0 è ââåäåì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

F (p, x0) = ‖x(T, x0, p)− x(T, x0, p0)‖ ,
Φ(p, x0) = max

t∈[0,T ]
‖x(t, x0, p)− x(t, x0, p0)‖ .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ãîâîðèì, ÷òî ñèñòåìà (2.1) ïðè p = p0 ëî-
êàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïî íàáëþäåíèÿì ðåøåíèÿ x(t, x0, p) â òî÷-
êàõ 0, T , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ∆ > 0, ÷òî F (p, x0) > 0 äëÿ
0 < ‖p− p0‖ < ∆.

Áóäåì ïèñàòü â ýòîì ñëó÷àå p0 ∈ Iloc(T, x0) è ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (2.1)
ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p = p0 ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ.

Ïî àíàëîãèè ñ [27] äàäèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ãîâîðèì, ÷òî ñèñòåìà (2.1) ïðè p = p0 ëîêàëüíî
èäåíòèôèöèðóåìà ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ x(t, x0, p) íà ïðîìåæóòêå [0, T ],
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ∆ > 0, ÷òî Φ(p, x0) > 0 ïðè 0 < ‖p− p0‖ < ∆.

Áóäåì äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé p0 = 0.

Ðàññìîòðèì çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

ẋ = A(p)x, x ∈ Rn, p ∈ Rm, (2.2)

è èçó÷èì ñâÿçü ìåæäó ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòüþ ïî íàáëþäåíèþ ðå-
øåíèÿ â òî÷êàõ 0, T è ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [0, T ]. ßñíî,
÷òî âñåãäà 0 ≤ F (p, x0) ≤ Φ(p, x0), ïîýòîìó ðàâåíñòâî Φ(p, x0) = 0 âëå÷åò
F (p, x0) = 0, ò. å. èç ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (2.1) (â ÷àñòíî-
ñòè, ñèñòåìû (2.2)) ïðè p = p0 ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ 0, T âñåãäà
ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ýòîé ñèñòåìû ïðè p = p0 ïî íàáëþ-
äåíèþ ðåøåíèÿ íà ïîëíîì îòðåçêå [0, T ].

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ìàòðèöà A(p) íåïðåðûâíà ïðè p0 = 0 è ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ∆1 > 0, ÷òî

A(p) · A(0) = A(0) · A(p) (2.3)
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ïðè ‖p‖ < ∆1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn è äëÿ ëþáîãî T > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
∆2 > 0, ÷òî ïðè ‖p‖ < ∆2 ðàâåíñòâî F (p, x0) = 0 âëå÷åò Φ(p, x0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì x0 ∈ Rn, T > 0 è îáîçíà÷èì D(p) = A(p)−
A(0). ßñíî, ÷òî èç (2.3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî D(p)A(0) = A(0)D(p). Çàïèøåì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2)

x(t, x0, p) = eA(p)t x0, x(t, x0, 0) = eA(0)t x0.

Óñëîâèå èõ ñîâïàäåíèÿ ïðè t = T òàêîâî:

eA(p)T x0 = eA(0)T x0,

îòñþäà (
eA(p)T − eA(0)T

)
x0 = eA(0)T

(
eD(p)T − E

)
x0 = 0 (2.4)

(ìû èñïîëüçóåì êîììóòàòèâíîñòü ìàòðèö D(p) è A(0) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâåí-
ñòâà

eA(p)T = e(A(0)+D(p))T = eA(0)T eD(p)T
)
.

Òàê êàê ìàòðèöà eA(0)T íåâûðîæäåííàÿ, ðàâåíñòâî (2.4) ðàâíîñèëüíî(
eD(p)T − E

)
x0 = 0

èëè (
E +D(p)T +

D2(p)T 2

2
+
D3(p)T 3

6
+ ...− E

)
x0 = 0.

Îòñþäà (
E +

D(p)T

2
+
D2(p)T 2

6
+ ...

)
D(p)Tx0 = 0.

Òàê êàê ðÿä â ñêîáêàõ ñõîäèòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê E ïðè ‖D(p)‖ → 0, íàéäåòñÿ
òàêîå ∆2 > 0, ÷òî ïðè ‖p‖ < ∆2 ìàòðèöà

E +
D(p)T

2
+
D2(p)T 2

6
+ ...

íåîñîáàÿ, îòñþäà ïðè ýòèõ p D(p)Tx0 = 0 (D(p)x0 = 0). Èç ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî

eD(p)t x0 =

(
E +D(p)t+

D2(p)t2

2
+ ...

)
x0 = x0 + 0 + 0 + ... = x0

ïðè ëþáîì t ∈ R. Îòñþäà

x(t, x0, p) = eA(0)t eD(p)t x0 = eA(0)t x0 = x(t, x0, 0)
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ïðè t ∈ R, ‖p‖ < ∆2 è ïîýòîìó Φ(p, x0) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.1. Çíà÷åíèå ÷èñëà ∆2, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, îïðå-
äåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ìàëîñòüþ âåëè÷èíû ‖D(p)T‖ è íå çàâèñèò îò êîíêðåò-
íîãî ñåìåéñòâà ìàòðèö A(p) è îò x0.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = Ax, x ∈ Rn,

òàêîå, ÷òî x(0) = x0, x(T ) = x1, T > 0. Ïóñòü ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì

ẋ = Amx,

ãäå Am → A ïðèm→∞, åñòü ðåøåíèÿ xm(t), òàêèå, ÷òî xm(0) = x0, xm(T ) =
x1. Åñëè AmA = AAm, òî íàéäåòñÿ òàêîå m0, ÷òî äëÿ m ≥ m0

x(t) ≡ xm(t).

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1 . Äîñòàòî÷íî

ïîëîæèòü A(0) = A è ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûé ïàðàìåòð p =
1

m
, m ∈ N , äëÿ

êîòîðîãî A(p) = A

(
1

m

)
= Am.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà 2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3)
äëÿ ñèñòåìû (2.2) îáà ââåäåííûõ ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè
ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîñèëüíûìè. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå äëÿ ñèñòåìû (2.2) íåâåðíî. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé ñèñòåìû

ẋ = (A+D(p))x,

ãäå x ∈ R2, p ∈ R,

A =

[
0 0

0 1

]
, D(p) = p

[
r1(p) r2(p)

r3(p) r4(p)

]
.

Çäåñü r1(p), r2(p), r3(p), r4(p) � íåîïðåäåëåííûå ïîêà àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Çàïèøåì ìàòðèöó

e(A+D(p))t − eAt =
∞∑
k=0

[A+D(p)]k − Ak

k!
tk =
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= p
∞∑
k=1

tk

k!

k−1∑
m=0

Am

[
r1 r2

r3 r4

]
Ak−1−m + p2B(t, p, r)

(çäåñü r = (r1, r2, r3, r4)).

Çàìåòèì, ÷òî Am = E ïðè m = 0 è Am = A ïðè m > 0. Òàê êàê[
r1 r2

r3 r4

][
0 0

0 1

]
=

[
0 r2

0 r4

]
,

[
0 0

0 1

][
r1 r2

r3 r4

]
=

[
0 0

r3 r4

]
,[

0 0

0 1

][
r1 r2

r3 r4

][
0 0

0 1

]
=

[
0 0

0 r4

]
,

èìååì:

k−1∑
m=0

Am

[
r1 r2

r3 r4

]
Ak−1−m =



[
r1 r2

r3 r4

]
ïðè k = 1,[

0 r2

r3 kr4

]
ïðè k > 1.

Ïîýòîìó
∞∑
k=1

tk

k!

k−1∑
m=0

Am

[
r1 r2

r3 r4

]
Ak−1−m =

= t

[
r1 r2

r3 r4

]
+
t2

2

[
0 r2

r3 2r4

]
+
t3

6

[
0 r2

r3 3r4

]
+ ... =

=

[
tr1 r2(e

t − 1)

r3(e
t − 1) r4te

t

]
.

Ïóñòü òåïåðü

r1(p) =
(e− 1)2

e
+ ρ1(p), r2(p) = r3(p) = 1, r4(p) = 1 + ρ2(p),

ãäå ôóíêöèè ρ1(p), ρ2(p) áóäóò íàéäåíû ïîçæå. Ïîñêîëüêó

A(A+D(p)) = A2 + AD(p) = A2 + p

[
0 0

r3 r4

]
,
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(A+D(p))A = A2 +D(p)A = A2 + p

[
0 r2

0 r4

]
,

óñëîâèå (2.3) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû íå âûïîëíÿåòñÿ (r2 = r3 = 1).
Ïóñòü

x0 =

 1
1− e
e

 .
Òîãäà ïîëó÷àåì: (

e(A+D(p))t − eAt
)
x0 =

= p

 (e− 1)2

e
t+ (et − 1)

1− e
e

+ tρ1(p)

et − 1 + tet
1− e
e

+ tet
1− e
e

ρ2(p)

+

+p2

[
B1(p, ρ1, ρ2, t)

B2(p, ρ1, ρ2, t)

]
. (2.5)

Îòñþäà ïðè t = 1 è p 6= 0 ðàâåíñòâî(
e(A+D(p)) − eA

)
x0 = 0

ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ äâóõ ðàâåíñòâ:{
g1(p, ρ1, ρ2) = ρ1(p) + pB1(p, ρ1, ρ2, 1) = 0,

g2(p, ρ1, ρ2) = (1− e)ρ2(p) + pB2(p, ρ1, ρ2, 1) = 0.
(2.6)

Èç ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî g1, g2 ∈ C1, g1(0, 0, 0) =
g2(0, 0, 0) = 0 è, êðîìå òîãî,

∂(g1, g2)

∂(ρ1, ρ2)

∣∣∣∣
(0,0,0)

=

[
1 0

0 1− e

]
.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè íàéäóòñÿ ðåøàþùèå ñèñòåìó (2.6) ôóíêöèè
ρ1(p), ρ2(p), àíàëèòè÷åñêèå ïðè ìàëûõ p è òàêèå, ÷òî ρ1(0) = ρ2(0) = 0.
Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ p ðåøåíèÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì

ẋ = (A+D(p))x

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x(0) = x0, ãäå x0 óêàçàíî âûøå, ñîâïàäàþò ïðè t = 1.
Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ p 6= 0 ýòè ðåøåíèÿ íå ñîâ-
ïàäàþò òîæäåñòâåííî ñ ðåøåíèåì x(t, x0, 0) íà [0, 1]. Òåì ñàìûì ïîñòðîåí-
íàÿ ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p = 0 ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ
x(t, x0, p) íà [0, 1] è 0 6∈ Iloc(1, x0).
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Äëÿ ñèñòåìû (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (2.3) òåîðåìû 2.1 , ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (2.2) âûïîëíåíî óñëîâèå (2.3), òî ýòà
ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p = 0 ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ
x(t, x0, p) çàäà÷è Êîøè x(0, x0, p) = x0 â òî÷êàõ 0, T (0 ∈ Iloc(T, x0)) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ p ∈ Rm, òàêèõ, ÷òî 0 < ‖p‖ < δ ≤ ∆1

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(A(p)− A(0))x0 6= 0. (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîñòàòî÷íîñòü. Îáîçíà÷èì D(p) = A(p)−A(0). Òî-
ãäà ñ ó÷åòîì (2.4)

x(T, x0, p)− x(T, x0, 0) = eA(0)T
[
eD(p)T − E

]
x0 =

= eA(0)T

[
D(p)T +

D2(p)T 2

2
+ ...

]
x0 =

= eA(0)T

[
E +

D(p)T

2
+
D2(p)T 2

6
+ ...

]
D(p)Tx0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (2.2) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé
ïðè p = 0. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk}, pk 6= 0, pk → 0 ïðè
k →∞, òàêàÿ, ÷òî x(T, x0, pk) = x(T, x0, 0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

eA(0)T

[
E +

D(pk)T

2
+
D2(pk)T

2

6
+ ...

]
D(pk)Tx0 = 0 (2.8)

ïðè âñåõ pk. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû eA(0)T èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî[
E +

D(pk)T

2
+
D2(pk)T

2

6
+ ...

]
D(pk)x0 = 0.

Íî ïðè ìàëûõ ‖pk‖ ìàòðèöà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåâûðîæäåííàÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ ‖pk‖

D(pk)x0 = 0,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (2.7).

2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà (2.2) ëîêàëüüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè
p = 0 ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ x(t, x0, p) â òî÷êàõ 0, T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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óñëîâèå (2.7) íå âûïîëíåíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {pk}, pk 6= 0, pk → 0 ïðè k →∞, ÷òî

(A(pk)− A(0))x0 = 0.

Íî òîãäà
x(T, x0, pk)− x(T, x0, 0) =

= eA(0)T

[
E +

D(pk)T

2
+
D2(pk)T

2

6
+ ...

]
D(pk)Tx0 = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè ìàòðèöà A(p) â ñèñòåìå (2.2) êëàññà C1, òî äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ýòîé ñèñòåìû ïðè p = 0
ïî äâóõòî÷å÷íîìó (â òî÷êàõ 0, T > 0) íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
x(0, x0, p) = x0 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3) ñëóæèò

ran k [R1x0, R2x0, ..., Rmx0] = m, (2.9)

ãäå Ri =
∂A(p)

∂pi

∣∣∣∣
p=0

, i = 1, 2, ...,m, p = [p1, p2, ..., pm]t.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

A(p) = A(0) + p1R1 + p2R2 + ...+ pmRm +Rm+1(p),

ãäå
‖Rm+1(p)‖
‖p‖

→ 0 ïðè p→ 0. Íî òîãäà

(A(p)− A(0))x0 = (p1R1 + p2R2 + ...+ pmRm)x0 +Rm+1(p)x0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü pk, pk → 0 ïðè k →∞ (pk 6= 0), òàêàÿ, ÷òî(

A(pk)− A(0)
)
x0 = 0

èëè (
pk1R1 + pk2R2 + ...+ pkmRm

)
x0 +Rm+1(p

k)x0 = 0 (2.10)

(pk =
[
pk1, p

k
2, ..., p

k
m

]t
). Îáîçíà÷èì πk =

pk

‖pk‖
, ‖πk‖ = 1. Âñëåäñòâèå êîìïàêò-

íîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû â Rm èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {πk} ìîæíî âûáðàòü
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ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áóäåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñ÷è-
òàòü, ÷òî πk → π ïðè k → ∞, ‖π‖ = 1. Äåëÿ (2.10) íà ‖pk‖ è ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (π = [π1, π2, ..., πm]t)

(π1R1 + π2R2 + ...+ πmRm)x0 = 0

èëè
[R1x0, R2x0, ..., Rmx0] π = 0, (2.11)

ïðîòèâîðå÷àùåå óñëîâèþ (2.9) (ïî ýòîìó óñëîâèþ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (2.11)
äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííîå íóëåâîå ðåøåíèå). Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 2.2
óñòàíîâëåíà.

�2. Ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïî äâóõòî÷å÷íîìó íà-
áëþäåíèþ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.2) áóäóò ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ. Áó-
äåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì îíè ñëóæàò óñëîâèÿìè èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ è ïîýòîìó ýòè óñëîâèÿ åñòåñòâåííî
íàçûâàòü óñëîâèÿìè èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èçó÷åíèå ñèñòå-
ìû (2.2) ìû íà÷íåì ñ îñîáîãî ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðà p ∈ R. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü p ∈ R è (n×n)-ìàòðèöà A(p) îáëàäàåò ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè:

1) A(p) êëàññà C1;

2) A = A(0) = diag(a1, ..., an), ai 6= aj ïðè i 6= j;

3) A′(0) = R = {rij}, 1 ≤ i, j ≤ n.

Òîãäà
eA(p)t − eA(0)t = pB(t) +B1(t, p),

ãäå B(t) = {bij(t)}, 1 ≤ i, j ≤ n;

bii(t) = riite
ait, i = 1, ..., n;

bij(t) = rij
eait − eajt

ai − aj
ïðè 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j;

ìàòðèöà B1(t, p) � êëàññà C1 ïî t, p è

‖B1(t, p)‖
p

−→
p→0

0
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ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

A(p) = A+ pR +R1(p),

ãäå
‖R1(p)‖

p
−→
p→0

0.

Èìååì:

e(A+pR+R1(p))t − eAt =
∞∑
k=0

[
(A+ pR +R1(p))

k − Ak
]
tk

k!
=

= p

∞∑
k=1

tk

k!

k−1∑
m=0

AmRAk−1−m +B1(t, p).

Â ïåðâîå ñëàãàåìîå âîøëè ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå p â ïåðâîé ñòåïåíè è íå ñî-
äåðæàùèå ýëåìåíòîâ R1(p). ßñíî, ÷òî ìàòðèöà B1(t, p) îáëàäàåò íóæíûìè
ñâîéñòâàìè.

Òàê êàê

Am =

 am1 0 ... 0

0 am2 ... 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 ... amn

 ,

Ak−1−m =

 ak−1−m
1 0 ... 0

0 ak−1−m
2 ... 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 ... ak−1−m

n

 ,
èìååì

RAk−1−m =

[
r11a

k−1−m
1 r12a

k−1−m
2 ... r1na

k−1−m
n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn1a
k−1−m
1 rn2a

k−1−m
2 ... rnna

k−1−m
n

]
,

AmRAk−1−m=

 r11a
k−1
1 r12a

m
1 a

k−1−m
2 ... r1na

m
1 a

k−1−m
n

r21a
m
2 a

k−1−m
1 r22a

k−1
2 ... r2na

m
2 a

k−1−m
n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn1a
m
n a

k−1−m
1 rn2a

m
n a

k−1−m
2 ... rnna

k−1
n

,
ò. å. ýëåìåíò ñ èíäåêñàìè (i, j) â ìàòðèöå AmRAk−1−m èìååò âèä

rija
m
i a

k−1−m
j .
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Ïîýòîìó â ìàòðèöå
k−1∑
m=0

AmRAk−1−m

äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ñ èíäåêñàìè (i, i) ðàâåí

k−1∑
m=0

riia
k−1
i = kriia

k−1
i ,

à âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ñ èíäåêñàìè (i, j) ðàâåí

k−1∑
m=0

rija
m
i a

k−1−m
j = rija

k−1
j

k−1∑
m=0

(
ai
aj

)m
=

= rija
k−1
j

(
ai
aj

)k
− 1

ai
aj
− 1

= rij
aki − akj
ai − aj

.

(Çàìåòèì, ÷òî ïðè aj = 0 âûâîä ôîðìóëû íå áóäåò êîððåêòíûì, îäíàêî åå
ñïðàâåäëèâîñòü â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíà.) Îòñþäà

bii(t) =
∞∑
k=1

tk

k!
kriia

k−1
i = riite

ait, i = 1, 2, ..., n;

à ïðè i 6= j

bij(t) =
∞∑
k=1

tk

k!
rij
aki − akj
ai − aj

= rij
eait − eajt

ai − aj
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.2) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) A(p) äèôôåðåíöèðóåìà ïî p ïðè p = 0;

2) A = A(0) = diag(a1, ..., an), ai 6= aj ïðè i 6= j;

3) äëÿ x0 ∈ Rn B(T )x0 6= 0 (ìàòðèöà B(t) = {bij(t)} îïðåäåëåíà â
ëåììå 2.1).

Òîãäà 0 ∈ Iloc(T, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

x(T, x0, p)− x(T, x0, 0) = eA(p)Tx0 − eA(0)Tx0 =
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= pB(T )x0 +B1(T, p)x0 = pB(T )x0 +Q(p),

ãäå
‖Q(p)‖
p

−→
p→0

0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {pm}, pm → 0 ïðè m → ∞, pm 6= 0, òàêàÿ, ÷òî
F (pm, x0) = 0, ò. å. x(T, x0, pm)− x(T, x0, 0) = 0, èëè

pmB(T )x0 +Q(pm) = 0. (2.12)

Äåëèì (2.12) íà pm è ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè m→∞. Ïîëó÷àåì B(T )x0 =
0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 3) òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè óñëîâèå 3) òåîðåìû 2.3 çàìåíèòü íà óñëîâèå
det(B(T )) 6= 0, òî äëÿ ëþáîãî x0 6= 0, x0 ∈ Rn, 0 ∈ Iloc(T, x0).

Çàìå÷àíèå 2.2. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

∂

∂p
x(T, x0, p)

∣∣∣∣
p=0

= B(T )x0. (2.13)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 3) òåîðåìû 2.3 ñ ó÷åòîì (2.13) îçíà÷àåò, ÷òî äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðè p = 0 ñèñòåìû (2.2)
ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ â 0, T åå ðåøåíèÿ x(t, x0, p) ñëóæèò óñëîâèå

∂

∂p
x(T, x0, p)

∣∣∣∣
p=0

6= 0.

Çàìå÷àíèå 2.3 . Ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 2.3 äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëî-
êàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (2.2) ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü äàíû ìàòðèöû A =
diag(a1, ..., an), ai 6= aj ïðè i 6= j, è R = {rij}, 1 ≤ i, j ≤ n. Ïîñòðîèì ïî íèì
ìàòðèöó B(t) òàê æå, êàê ýòî ñäåëàíî â ëåììå 2.1 . Òîãäà B(T ) = {bij(T )},
ãäå

bii(T ) = riiTe
aiT , i = 1, ..., n;

bij(T ) = rij
eaiT − eajT

ai − aj
ïðè i 6= j.

Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì x0 6= 0, x0 ∈ Rn, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî B(T )x0 = 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà (2.2), òàêàÿ, ÷òî:

1) A(p) ∈ C1(p), A(0) = A, A′(0) = R;
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2) 0 6∈ Iloc(T, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

A(p) = A+ pR + pQ(p),

ãäå Q(p) = {qij(p)}, qij(p) � íå îïðåäåëåííûå ïîêà àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè,
qij(0) = 0. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1 , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

eA(p)t − eA(0)t = pB(t) + p
∞∑
k=1

tk

k!

k−1∑
m=0

AmQ(p)Ak−1−m + p2C(t) +D(p, t),

ãäå ìàòðèöà C(t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç A è R, à

‖D(p, t)‖
p2

−→
p→0

0.

Óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà x0 è ïîëîæèì t = T :(
eA(p)T − eA(0)T

)
x0 = pB(T )x0 + p

∞∑
k=1

T k

k!

k−1∑
m=0

AmQ(p)Ak−1−mx0+

+p2C(T )x0 +D(p, T )x0 =

= p

∞∑
k=1

T k

k!

k−1∑
m=0

AmQ(p)Ak−1−mx0 + p2C(T )x0 +D(p, T )x0.

Ïóñòü
∞∑
k=1

T k

k!

k−1∑
m=0

AmQ(p)Ak−1−m = G(p).

Äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò gii(p) ìàòðèöû G(p) ðàâåí

qii(p)Te
aiT = qiilii,

à âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò gij(p) �

qij(p)
eaiT − eajT

ai − aj
= qij(p)lij.

ßñíî, ÷òî lij 6= 0, 1 ≤ i, j ≤ n.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà x0 íå
ðàâíà íóëþ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç α. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñ ó÷åòîì ïîëó-
÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ðàâåíñòâî(

eA(p)T − eA(0)T
)
x0 = 0
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ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùèõ n ðàâåíñòâ
αl11q11(p) + pc1 + d1(p) = 0,

αl21q21(p) + pc2 + d2(p) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αln1qn1(p) + pcn + dn(p) = 0,

(2.14)

åñëè òîëüêî â ìàòðèöå Q(p) âçÿòü âñå qij(p) ≡ 0 ïðè 1 ≤ i ≤ n,
2 ≤ j ≤ n. ×åðåç c1, c2, ..., cn è d1(p), d2(p), ..., dn(p) îáîçíà÷åíû êîîðäè-

íàòû âåêòîðîâ C(T )x0 è
1

p
D(p, T )x0 ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî

di(p)

p
−→
p→0

0, 1 ≤ i ≤ n.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå di(p) çàâèñÿò îò qj1(p), 1 ≤ j ≤ n. Ïî òåîðåìå î íåÿâ-
íîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò ðåøàþùèå ñèñòåìó (2.14) ôóíêöèè q11(p), q21(p),
..., qn1(p), àíàëèòè÷åñêèå ïðè ìàëûõ p è òàêèå, ÷òî q11(0) = ... = qn1(0) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëûõ p ðåøåíèÿ x(t, x0, p) âñåõ ñèñòåì âè-
äà (2.2), ãäå A(p) = A + pR + pQ(p), ñîâïàäàþò ïðè t = T , ò. å.
0 6∈ Iloc(T, x0).

Çàìå÷àíèå 2.4. Â äàííîì ïðèìåðå íå òîëüêî 0 6∈ Iloc(T, x0), íî è äëÿ
ìàëûõ p0 âûïîëíåíî óñëîâèå p0 6∈ Iloc(T, x0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü êâàçèëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

ẋ = A(p)x+ g(t, x, p), (2.15)

ãäå x ∈ Rn, p ∈ R. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà A(p) êëàññà C1 ïî p, à
âåêòîð-ôóíêöèÿ g(t, x, p) � êëàññà C1 ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.15) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

1) A = A(0) = diag(a1, ..., an), ai 6= aj ïðè i 6= j;

2) g(t, x, p) = 0,
∂g

∂p
(t, x, p) = 0,

∂g

∂x
(t, x, p) = 0 ïðè p = 0 è ïðè âñåõ t, x.

Åñëè äëÿ x0 ∈ Rn

B(T )x0 6= 0, (2.16)

ãäå ìàòðèöà B(t) ââåäåíà â ëåììå 2.1, òî äëÿ ñèñòåìû (2.15)
0 ∈ Iloc(T, x0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v(t) =
∂x(t, x0, p)

∂p

∣∣∣∣
p=0

.

Êàê èçâåñòíî, v(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû

v̇ =
∂

∂x
[A(p)x+ g(t, x, p)] v +

∂

∂p
[A(p)x+ g(t, x, p)],

ãäå áåðåòñÿ p = 0, à âìåñòî x íàäî ïîäñòàâëÿòü ðåøåíèå x(t, x0, 0) = eA(0)tx0.
Ïðè ýòîì v(0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, v(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

v̇ = A(0)v +ReA(0)tx0, v(0) = 0. (2.17)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x̃(t, x0, p) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2), ÿâëÿþùåéñÿ �óêîðî÷å-
íèåì� ñèñòåìû (2.15) è

w(t) =
∂x̃(t, x0, p)

∂p

∣∣∣∣
p=0

,

òî w(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

ẇ = A(0)w +ReA(0)tx0, w(0) = 0,

ñîâïàäàþùåé ñ (2.17). Òàêèì îáðàçîì, v(t) = w(t).

Â ÷àñòíîñòè, v(T ) = w(T ) =
∂x̃(T, x0, p)

∂p

∣∣∣∣
p=0

= B(T )x0 (ñì. (2.13)). Èç

(2.16) âûòåêàåò, ÷òî

v(T ) =
∂x(T, x0, p)

∂p

∣∣∣∣
p=0

6= 0,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ìàëûõ p 6= 0

x(T, x0, p) 6= x(T, x0, 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåìû (2.15) 0 ∈ Iloc(T, x0). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.4 (ñì. ñëåäñòâèå 2.3 ). Åñëè â òåîðåìå 2.4 óñëîâèå (2.16)
çàìåíèòü íà óñëîâèå det(B(T )) 6= 0, òî ïðè ëþáîì x0 6= 0, x0 ∈ Rn, äëÿ
ñèñòåìû (2.15) 0 ∈ Iloc(T, x0).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû íàáëþäàåì íå ñàìî ðåøåíèå x(t, x0, p) ñè-
ñòåìû (2.1), à ôóíêöèþ y(t) = g (x(t, x0, p)), ãäå g: R

n → Rl � îòîáðàæåíèå
êëàññà C1. Çàôèêñèðóåì x0 ∈ Rn, p0 ∈ Rm, T > 0 è âåäåì ôóíêöèþ

Ψ(p, x0) = ‖g (x(T, x0, p))− g (x(T, x0, p0))‖ .
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Îïðåäåëåíèå 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (2.1) ïðè
p = p0 ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïî íàáëþäåíèþ â òî÷êàõ 0, T g-îáðà-
çà ðåøåíèÿ x(t, x0, p), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ∆ > 0, ÷òî Ψ(p, x0) > 0 ïðè
0 < ‖p− p0‖ < ∆.

Áóäåì ïèñàòü â ýòîì ñëó÷àå

p0 ∈ Iloc(g, T, x0).

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì îïÿòü, ÷òî p0 = 0. Ââåäåì ìàòðèöó

Q(x) =

{
∂gi(x)

∂xj

}
, i = 1, ..., l; j = 1, 2, ..., n;

(gi(x) � êîîðäèíàòû âåêòîð-ôóíêöèè g(x)).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.15) (ëèáî åå ÷àñòíûé ñëó÷àé � ñèñòåìó (2.2)), ñ÷è-
òàÿ, ÷òî p ∈ R.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.15) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
2.4 (åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà (2.2), òî óñëîâèå 2) òåîðåìû 2.4 ñëå-
äóåò îïóñòèòü) è ïóñòü B(t) � ìàòðèöà, ââåäåííàÿ â ëåììå 2.1. Åñëè äëÿ
x0 ∈ Rn

Q (x(T, x0, 0))B(T )x0 6= 0, (2.18)

òî 0 ∈ Iloc(g, T, x0) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4 âûòåêàåò, ÷òî

∂g (x(T, x0, p))

∂p

∣∣∣∣
p=0

= Q (x(T, x0, 0))B(T )x0,

îòñþäà è èç óñëîâèÿ (2.18) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ p 6= 0
Ψ(p, x0) > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n = l è ìàòðèöà Q(x) íåâûðîæäåííàÿ, òî óñëîâèå
(2.18) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ 3) òåîðåìû 2.3 (óñëîâèþ (2.16)). Ïîñêîëüêó âñå-
ãäà èç (2.18) ñëåäóåò (2.16), çàêëþ÷àåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 0 ∈ Iloc(g, T, x0) âñåãäà
ñëåäóåò, ÷òî 0 ∈ Iloc(T, x0).

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ïîëó÷åííûå âûøå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôè-
öèðóåìîñòè ñèñòåìû (2.15) (â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû (2.2)) ïî äâóõòî÷å÷íîìó
íàáëþäåíèþ åå ðåøåíèÿ (òåîðåìû 2.3 è 2.4 ) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé,
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êîãäà ìàòðèöà A = A(0) íå îáÿçàòåëüíî äèàãîíàëüíàÿ, à èìååò ïðîèçâîëüíóþ
æîðäàíîâó ôîðìó âèäà

A(0) =

 J1 0
. . .

0 Jk

 , ãäå Jm =


λm 0

1 . . . 0
. . . . . .

0 1 λm

 , (2.19)

Jm � ìàòðèöà ðàçìåðà (am × am), m = 1, 2, ..., k;
k∑

m=1

am = n.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó (2.2) (ïîçæå ðàññìîòðèì �âîçìóùåííóþ�
ñèñòåìó (2.15)) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî p ∈ R, A(p) ∈ C1, à ìàòðèöà A(0)
èìååò óêàçàííûé âûøå âèä (2.19).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̃(t, x0, p) = eA(p)tx0 ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè x̃(0, x0, p) = x0.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè,
êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

∂x̃(t, x0, p)

∂p

∣∣∣∣
p=0

=
(
eA(p)tx0

)′
p

∣∣∣∣
p=0

.

Óêàæåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå. Â ñèëó òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó äàííàÿ
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé:

ẏ = A(0)y +
∂A

∂p
(0)eA(0)tx0, y(0) = 0.

Ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

y(t) = eA(0)t

t∫
0

e−A(0)τA′p(0)eA(0)τx0 dτ.

Òàêèì îáðàçîì,

(
eA(p)tx0

)′
p

∣∣∣∣
p=0

= eA(0)t

t∫
0

e−A(0)τA′p(0)eA(0)τx0 dτ. (2.20)



54

Îáîçíà÷èì

A′p(0) = R =

[
r11 ... r1n. . . . . . . . . . . . .
rn1 ... rnn

]
è ïóñòü R1 = ReA(0)τ . Âû÷èñëèì ýëåìåíò i-îé ñòðîêè, j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû
R1. Ìàòðèöà eA(0)τ ñîñòîèò èç k áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì áëîê ðàçìåðíîñòè al×al, ñîîòâåòñòâóþùèé áëîêó Jl ìàòðèöû
A(0); åãî ýëåìåíòû ρkj, 1 ≤ k, j ≤ al, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

ρkj =


eλlτ , åñëè k=j;

0, åñëè j>k;

τ k−j

(k − j)!
eλlτ , åñëè j<k.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû R1 çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå

(R1)i,j = eλlτ
a1+...+al∑
k=j

rik
τ k−j

(k − j)!
,

ïðè ýòîì l íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ a1 + ...+ al−1 < j ≤ a1 + ...+ al. Àíàëîãè÷íî
íàõîäèì: (

e−A(0)τR1

)
i,j

=
i∑

k=a1+...+am−1

e−λmτ
(−τ)i−k

(i− k)!
(R1)k,j =

=
i∑

k=a1+...+am−1

e−λmτ
(−τ)i−k

(i− k)!
eλlτ

a1+...+al∑
p=j

rkp
τ p−j

(p− j)!
=

=
i∑

k=a1+...+am−1

e(λl−λm)τ (−τ)i−k

(i− k)!

a1+...+al∑
p=j

rkp
τ p−j

(p− j)!
,

ãäå èíäåêñû l, m íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé:

a1 + ...+ al−1 < j ≤ a1 + ...+ al,

a1 + ...+ am−1 < i ≤ a1 + ...+ am.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷åðåç S(t) = {sij(t)} îáîçíà÷èòü ìàòðèöó
t∫

0

e−A(0)τR1 dτ , òî

sij(t) =

t∫
0

(
e−A(0)τR1

)
i,j
dτ =

=
i∑

k=a1+...+am−1

a1+...+al∑
p=j

(−1)i−krkp

t∫
0

e(λl−λm)τ τ i−k+p−j

(i− k)!(p− j)!
dτ.

Åñëè λl = λm, òî
sij(t) =

=
i∑

k=a1+...+am−1

a1+...+al∑
p=j

(−1)i−krkp
ti−k+p−j+1

(i− k)!(p− j)!(i− k + p− j + 1)
.

Åñëè λl 6= λm, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà

I =

t∫
0

e(λl−λm)ττ i−k+p−jdτ

ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Íà ïåðâîì øàãå áóäåì èìåòü:

I = τ i−k+p−j e
(λl−λm)τ

λl − λm

∣∣∣∣t
0

−
t∫

0

(i− k + p− j)τ i−k+p−j−1e
(λl−λm)τ

λl − λm
dτ =

= ti−k+p−j e
(λl−λm)t

λl − λm
− (i− k + p− j)

t∫
0

τ i−k+p−j−1e
(λl−λm)τ

λl − λm
dτ.

Åùå ðàç ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

I = ti−k+p−j e
(λl−λm)t

λl − λm
− (i− k + p− j)

[
ti−k+p−j−1 e(λl−λm)t

(λl − λm)2
−

−
t∫

0

τ i−k+p−j−2(i− k + p− j − 1)
e(λl−λm)τ

(λl − λm)2
dτ

 =

= ti−k+p−j e
(λl−λm)t

λl − λm
− (i− k + p− j)ti−k+p−j−1 e(λl−λm)t

(λl − λm)2
+
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+(i− k + p− j)(i− k + p− j − 1)

t∫
0

τ i−k+p−j−2 e
(λl−λm)τ

(λl − λm)2
dτ.

Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âèäà:

I =

i−k+p−j∑
A=0

(−1)A
(i− k + p− j)!

(i− k + p− j − A)!
ti−k+p−j−A e(λl−λm)t

(λl − λm)A+1
+

+(−1)i−k+p−j+1(i− k + p− j)! 1

(λl − λm)i−k+p−j+1
. (2.21)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè λl 6= λm

sij(t) =
i∑

k=a1+...+am−1

a1+...+al∑
p=j

(−1)i−krkp
I

(i− k)!(p− j)!
,

ãäå I âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.21).

Íàêîíåö, ýëåìåíòû ìàòðèöû B(t) = eA(0)tS(t) = {bij(t)} âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå

bij(t) =
i∑

q=a1+...+ak−1

ti−q

(i− q)!
eλktsqj(t),

ãäå èíäåêñ k íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

a1 + ...+ ak−1 < i ≤ a1 + ...+ ak.

Èç (2.20) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî(
eA(p)tx0

)′
p

∣∣∣∣
p=0

= B(t)x0. (2.22)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû B(t) ïðåäâàðèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿ-
þòñÿ ìàòðèöû R, R1, S(t) ïî íàéäåííûì âûøå ôîðìóëàì.

Ñ ó÷åòîì óêàçàííîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû B(t) ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 2.4 äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû A(0) ïðî-
èçâîëüíîé ôîðìû.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü â ñèñòåìå (2.15):

1) ìàòðèöà A(0) èìååò âèä (2.19);

2) g(t, x, 0) ≡ 0,
∂g

∂p
(t, x, p)

∣∣∣∣
p=0

≡ 0,
∂g

∂x
(t, x, p)

∣∣∣∣
p=0

≡ 0.

Åñëè äëÿ x0 ∈ Rn âûïîëíåíî óñëîâèå (2.16), òî 0 ∈ Iloc(T, x0).
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Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü â ñèñòåìå (2.15) ôóíêöèÿ g(t, x, p) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ 2) òåîðåìû 2.4 è âûïîëíåíî óñëîâèå

A(0)A′(0) = A′(0)A(0). (2.23)

Åñëè äëÿ x0 ∈ Rn

A′(0)x0 6= 0, (2.24)

òî äëÿ ñèñòåìû (2.15) 0 ∈ Iloc(T, x0) ïðè ëþáîì T > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4 óñëîâèå
0 ∈ Iloc(T, x0) âûïîëíåíî äëÿ ñèñòåìû (2.15), åñëè

∂x(T, x0, p)

∂p

∣∣∣∣
p=0

6= 0, (2.25)

ãäå x(t, x0, p) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x(0, x0, p) = x0 äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû
(2.2), ò. å.

x(t, x0, p) = eA(p)tx0.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2.25) îçíà÷àåò, ÷òî(
eA(p)Tx0

)′
p

∣∣∣∣
p=0

6= 0. (2.26)

Çàïèñûâàÿ ðàçëîæåíèå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû, ïîëó÷èì

eA(p)Tx0 =
∞∑
k=0

Ak(p)T k

k!
x0. (2.27)

Ïîñêîëüêó ïðè k ≥ 1

(
Ak(p)

)′
=

k−1∑
l=0

Al(p)A′(p)Ak−l−1(p),

ñ ó÷åòîì (2.23) ïîëó÷àåì

(
Ak(p)

)′∣∣∣
p=0

=
k−1∑
l=0

Al(0)A′(0)Ak−l−1(0) = kAk−1(0)A′(0).

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.27) ïî p è ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì(
eA(p)Tx0

)′
p

∣∣∣∣
p=0

=
∞∑
k=1

kAk−1(0)A′(0)T k

k!
x0 =



58

=

( ∞∑
k=1

A(k−1)(0)

(k − 1)!
T k−1

)
A′(0)Tx0 = eA(0)T A′(0)Tx0.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èç óñëîâèÿ (2.24) ñëåäóåò óñëîâèå
(2.26). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, êàê ïîëó÷åííûå â ýòîì ïàðàãðàôå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåì (2.2) è (2.15) ïî äâóõòî÷å÷-
íîìó íàáëþäåíèþ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðà ìîãóò áûòü îáîáùåíû
íà ñëó÷àé ïàðàìåòðà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ñèñòåìó (2.2), ãäå

p =

 p1
...

pm

 ∈ Rm.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A(p) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Îáîçíà÷èì
ïî àíàëîãèè ñ (2.22)

Bi(t) =
∂

∂pi
eA(p)t

∣∣∣∣
p=0

, i = 1, 2, ...,m.

Òåîðåìà 2.8. Åñëè äëÿ âåêòîðà x0 ∈ Rn è äëÿ T > 0

ran k (B1(T )x0, B2(T )x0, ..., Bm(T )x0) = m, (2.28)

òî äëÿ ñèñòåìû (2.2) 0 ∈ Iloc(T, x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî.
Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk}, pk −→

k→∞
0, pk 6= 0, òàêàÿ, ÷òî

x(T, x0, p
k) = x(T, x0, 0). Ïóñòü

pk =

 pk1
...

pkm

 .
Òîãäà

x(T, x0, p
k) = x(T, x0, 0) +

m∑
i=1

Bi(T )x0p
k
i + o(‖pk‖),

èëè

0 =
m∑
i=1

Bi(T )x0p
k
i + o(‖pk‖). (2.29)
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Îáîçíà÷èì

πk =
1

‖pk‖
pk, ‖πk‖ = 1.

Âñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû âRm èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {πk}
ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áóäåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî

πk −→
k→∞

π.

Òîãäà ‖π‖ = 1. Äåëÿ (2.29) íà ‖pk‖ è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

0 =
m∑
i=1

Bi(T )x0πi,

èëè
(B1(T )x0, B2(T )x0, ..., Bm(T )x0) π = 0, (2.30)

ïðîòèâîðå÷àùåå óñëîâèþ (2.28) (ïî ýòîìó óñëîâèþ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (2.30)
äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííîå íóëåâîå ðåøåíèå). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ ñèñòåìû (2.2) ñ ìíîãîìåðíûì ïàðàìåòðîì p ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé
àíàëîã òåîðåìû 2.7 .

Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (2.2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

A(0)Ci = CiA(0), i = 1, 2, ...,m, (2.31)

ãäå Ci = A′pi(p)
∣∣
p=0

. Åñëè äëÿ âåêòîðà x0 ∈ Rn

ran k (C1x0, C2x0, ..., Cmx0) = m, (2.32)

òî äëÿ ñèñòåìû (2.2) 0 ∈ Iloc(T, x0) ïðè ëþáîì T > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 2.7 , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç (2.31) ñëåäóåò, ÷òî

Bi(T ) =
∂

∂pi
eA(p)T

∣∣∣∣
p=0

= eA(0)TTCi.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (2.28) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïðèíèìàåò âèä

ran k
(
eA(0)TTC1x0, e

A(0)TTC2x0, ..., e
A(0)TTCmx0

)
= m.

Ñ ó÷åòîì íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû eA(0)T ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ (2.32). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 2.5. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (2.15) âûïîëíåíî óñëîâèå 2) òåîðåìû
2.4 è óñëîâèå (2.28) ëèáî óñëîâèÿ (2.31) è (2.32), òî 0 ∈ Iloc(T, x0) äëÿ ýòîé
ñèñòåìû. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.31) è (2.32) T � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 2.4 .

Çàìå÷àíèå 2.5. Âñå âûøåñôîðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿþò
ñèëó äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå p =
p0. Ïðè ýòîì âî âñåõ ôîðìóëàõ p = 0 ñëåäóåò çàìåíèòü íà p = p0.

�3. Óñëîâèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ â çàäà÷å î ëîêàëüíîé èäåíòè-
ôèöèðóåìîñòè

Ïîëó÷åííûå â ãëàâå 1 è â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ýòîé ãëàâû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (2.1) è ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
ýòîé ñèñòåìû � ñèñòåì (2.2) è (2.15) áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ðàí-
ãîâ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö (ñì. òåîðåìû 1.1 , 1.2 , 1.4 , 2.8, 2.9 , à
òàêæå ñëåäñòâèÿ 2.2 è 2.5 ) è ýòè óñëîâèÿ åñòåñòâåííî íàçâàòü óñëîâèÿìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè âûñøèõ ïîðÿäêîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óñëîâèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ïî-ïðåæíåìó, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (2.1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïî âñåì ñâîèì
àðãóìåíòàì, àíàëèòè÷íà ïî x è p, è ÷òî îáåñïå÷åíà ïðîäîëæèìîñòü íà [t0, T ]
ðåøåíèÿ x(t, p) çàäà÷è Êîøè (2.1) äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà p ∈ Rm.

Âî èçáåæàíèå èçëèøíå ãðîìîçäêèõ êîíñòðóêöèé (íå âíîñÿùèõ íè÷åãî
ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî), ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ñëó÷àåì äâóõòî÷å÷íîãî íà-
áëþäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) (ò. å. íàáëþäåíèÿ â òî÷êàõ t0, T ïðè ïîñòî-
ÿííîì íà [t0, T ] ïàðàìåòðå p) è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòð p ∈ R èëè
p ∈ R2.

Ïóñòü yi(p), i = 1, 2, ..., n � êîìïîíåíòû âåêòîðà y(p) = x(T, p). Ñëå-
äóÿ îïðåäåëåíèþ 2.1, ñèñòåìà (2.1) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà p0 (îïóñêàåì ñëîâà �ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ�), åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî y(p) 6= y(p0) ïðè 0 < ‖p− p0‖ < ε.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñ ó÷åòîì
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çàìå÷àíèÿ 2.2 â íàøåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíû òàê: åñëè ðàíã

ìàòðèöû
∂y

∂p

∣∣∣∣
p=p0

ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïàðàìåòðà p, òî ñèñòåìà (2.1) ëîêàëüíî

èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p = p0 (óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà).

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, êàê è ïðåæäå, ÷òî p0 = 0. Èçó÷èì
âîïðîñ î ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðè íàðóøåíèè ñôîðìóëèðîâàííîãî
âûøå óñëîâèÿ.

Ñëó÷àé 1. Îäíîìåðíûé ïàðàìåòð.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà p ∈ R, ìàòðèöà ∂y

∂p

∣∣∣∣
p=0

ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì:

∂y

∂p

∣∣∣∣
p=0

=

[
∂y1

∂p
, ...,

∂yn
∂p

]t∣∣∣∣∣
p=0

.

Íàðóøåíèå óñëîâèé ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà îçíà-
÷àåò, ÷òî ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ, ò. å. âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

∂yi
∂p

∣∣∣∣
p=0

= 0, i = 1, 2, ..., n. (2.33)

Èç àíàëèòè÷íîñòè ïî x, p âåêòîð-ôóíêöèè f(t, x, p) â ñèñòåìå (2.1) âûòå-
êàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ

∂myi
∂pm

, i = 1, 2, ..., n, m = 1, 2, ...

Òåîðåìà 2.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (2.33) è ñóùå-
ñòâóþò j ∈ {1, 2, ..., n} è m > 1, m ∈ N , òàêèå, ÷òî

∂myj
∂pm

∣∣∣∣
p=0

6= 0. (2.34)

Òîãäà ñèñòåìà (2.1) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Îòñóòñòâèå ëîêàëüíîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (2.1) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{pk}, pk → 0 ïðè k →∞, pk 6= 0, òàêàÿ, ÷òî yj(pk) = yj(0), j = 1, 2, ..., n. Äëÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè yj(p) ýòî óñëîâèå âëå÷åò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

∂lyj
∂pl

∣∣∣∣
p=0

= 0
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äëÿ âñåõ l ≥ 1, ïðîòèâîðå÷àùåå (2.34). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëó÷àé 2. Äâóìåðíûé ïàðàìåòð.

Ïóñòü p = [p1, p2]
t ∈ R2. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ai =
∂yi
∂p1

∣∣∣∣
p1=p2=0

, bi =
∂yi
∂p2

∣∣∣∣
p1=p2=0

, i = 1, 2, ..., n.

Íàðóøåíèå óñëîâèé ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà îçíà-
÷àåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû 

a1 b1

a2 b2
...

...

an bn

 (2.35)

ðàâåí ëèáî 1, ëèáî 0.

Ïóñòü ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 1. Â ýòîì ñëó÷àå îäèí èç åå ýëåìåíòîâ
îòëè÷åí îò íóëÿ. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì,÷òî a1 6= 0. Òîãäà ïî òåîðåìå î
íåÿâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
p2 = 0 ôóíêöèÿ ϕ(p2), òàêàÿ, ÷òî

ϕ(0) = 0, y1 (ϕ(p2), p2)− y1(0, 0) ≡ 0. (2.36)

Ââåäåì ôóíêöèè zi(p2) = yi (ϕ(p2), p2), i = 2, 3, ..., n.

Òåîðåìà 2.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ
j ∈ {2, 3, ..., n} è m ∈ N , òàêèå, ÷òî

∂mzj
∂pm2

∣∣∣∣
p2=0

6= 0. (2.37)

Òîãäà ñèñòåìà (2.1) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p1 = p2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü
{
p(k) = (p

(k)
1 , p

(k)
2 )
}
, p

(k)
1 → 0, p

(k)
2 → 0 ïðè k →∞, òàêàÿ, ÷òî

yi(p
(k)
1 , p

(k)
2 ) = yi(0, 0), i = 1, 2, ..., n.

Èç ðàâåíñòâ y1(p
(k)
1 , p

(k)
2 ) = y1(0, 0) è èç åäèíñòâåííîñòè íåÿâíîé ôóíêöèè

ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî p
(k)
1 = ϕ(p

(k)
2 ).

Òîãäà ïðè ýòèõ k ñ ó÷åòîì (2.36)

zj(p
(k)
2 ) = yj

(
ϕ(p

(k)
2 ), p

(k)
2

)
= yj(p

(k)
1 , p

(k)
2 ) = yj(0, 0) = zj(0).
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Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè zj ýòî âëå÷åò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

∂lzj
∂pl2

∣∣∣∣
p2=0

= 0, l = 1, 2, ...,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.37). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü ðàíã ìàòðèöû (2.35) ðàâåí íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè
zi(p1, p2) = yi(p1, p2)− yi(0, 0) � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè (â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè p1 = p2 = 0), íå èìåþùèå ñâîáîäíûõ è ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Ïóñòü
I = {1, 2, ..., n}. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè zi ìîãóò èìåòü
ìåñòî ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

à) zi ≡ 0 (â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì i ∈ I0);

á) zi = pl1p
m
2 ui(p1, p2), ãäå l > 0, m > 0, ui � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

ui(0, 0) 6= 0 (ïèøåì i ∈ Ip1,p2
);

â) zi(p1, 0) 6≡ 0, ò. å. â ðàçëîæåíèè zi åñòü ÷ëåí a0p
l0
1 , a0 6= 0 (ïèøåì i ∈ Ip1

);

ã) zi(0, p2) 6≡ 0, ò. å. â ðàçëîæåíèè zi åñòü ÷ëåí b0p
m0
2 , b0 6= 0 (ïèøåì i ∈ Ip2

).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà I0,
Ip1,p2

, Ip1
è Ip2

. Ïðè ýòîì ïåðåñå÷åíèå ïîäìíîæåñòâ I0 è Ip1,p2
ñ ëþáûìè äðó-

ãèìè óêàçàííûìè ïîäìíîæåñòâàìè âñåãäà ïóñòî, â òî âðåìÿ, êàê íå âñåãäà
Ip1
∩ Ip2

= ∅.

Òåîðåìà 2.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1) Ip1
6= ∅, Ip2

6= ∅;
2) ñóùåñòâóþò i, j ∈ I \ I0, òàêèå, ÷òî ëîìàíûå Íüþòîíà Γi, Γj ôóíê-

öèé zi, zj íå èìåþò ïàðàëëåëüíûõ êîíå÷íûõ ðåáåð. Òîãäà ñèñòåìà (2.1) ëî-
êàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p1 = p2 = 0 ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè x(t0) = x0 â òî÷êàõ t0, T .

Çàìå÷àíèå 2.6. Óñëîâèå 1) ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ è íåîá-
õîäèìûì (â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàíã ìàòðèöû (2.35) ðàâåí íóëþ). Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè, íàïðèìåð, Ip1

= ∅, òî äëÿ âñåõ i zi(p1, 0) ≡ 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
p1, |p1| > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü
p(k) = (p

(k)
1 , p

(k)
2 )→ (0, 0) ïðè k →∞, p(k) 6= (0, 0) è ïðè ýòîì zi(p

(k)
1 , p

(k)
2 ) ≡ 0,

i = 1, 2, ..., n. Åñëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé k p
(k)
1 = 0, òî äëÿ

ôóíêöèè zi, i ∈ Ip2
, ïîëó÷àåì zi(0, p

(k)
2 ) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íî

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî p
(k)
2 = 0 âîçìîæíî ëèøü ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå
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èíäåêñîâ k. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p
(k)
1 6= 0, p

(k)
2 6= 0 ïðè

âñåõ çíà÷åíèÿõ k.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

αk =
ln |p(k)

1 |
ln |p(k)

2 |
.

Ïóñòü α ∈ [0,+∞] � ïðåäåë îäíîé èç ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αk} (ÿñíî,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âûïîëíÿåòñÿ: αk > 0). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,
ñ÷èòàåì, ÷òî αk → α ïðè k →∞.

Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè zi, zj, i, j ∈ I \I0, òàêèå, ÷òî èõ ëîìàíûå Íüþòî-
íà Γi, Γj íå èìåþò ïàðàëëåëüíûõ êîíå÷íûõ ðåáåð. Ïóñòü (l0,m0), ..., (ls,ms) �
âåðøèíû Γi, çàíóìåðîâàííûå òàê, ÷òî l0 > ... > ls. Èì ñîîòâåòñòâóþò ãëàâíûå
÷ëåíû â ðàçëîæåíèè zi(p1, p2) âèäà

a0p
l0
1 p

m0
2 , ..., asp

ls
1 p

ms
2 ; a0 6= 0, ..., as 6= 0.

Ïóñòü (λ0, µ0), ..., (λt, µt) � âåðøèíû Γj, çàíóìåðîâàííûå òàê, ÷òî λ0 > ... > λt.
Èç ñâîéñòâ ëîìàíûõ Íüþòîíà, îïèñàííûõ â [54], ñëåäóåò, ÷òî:

� åñëè α = 0, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k∣∣∣zi(p(k)
1 , p

(k)
2 )
∣∣∣ ≥ 1

2
|a0| |p(k)

2 |l0αk+m0 > 0,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ;

� åñëè α = +∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k∣∣∣zi(p(k)
1 , p

(k)
2 )
∣∣∣ ≥ 1

2
|as| |p(k)

2 |lsαk+ms > 0,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ;

� åñëè α ∈ (0,+∞) è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ÷èñåë

γr =
mr −mr−1

lr−1 − lr
, r = 1, 2, ..., s,

(ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè êîíå÷íûõ ðåáåð ëîìàíîé
Íüþòîíà Γi íà ïëîñêîñòè (p1, p2)), òî íàéäåòñÿ òàêîå r ∈ {0, ..., s}, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k∣∣∣zi(p(k)

1 , p
(k)
2 )
∣∣∣ ≥ 1

2
|ar| |p(k)

2 |lrαk+mr > 0,

÷òî âíîâü ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ëèøü òîò ñëó÷àé, êîãäà α ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ÷è-
ñåë γr. Â ýòîì ñëó÷àå èç âòîðîãî óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî α íå ñîâïàäàåò
íè ñ îäíèì èç ÷èñåë

µr − µr−1

λr−1 − λr
, r = 1, 2, ..., t.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå r ∈ {0, 1, ..., t}, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k è ïðè
íåêîòîðîì b > 0 ∣∣∣zj(p(k)

1 , p
(k)
2 )
∣∣∣ ≥ b|p(k)

2 |λrαk+µr > 0,

÷òî âíîâü ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3 Ñïåöèàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ëîêàëüíîé ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè

�1. Ëîêàëüíàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ëèíåé-
íûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ çàäà÷è ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî íàáëþäåíèþ
ðåøåíèé èëè ôóíêöèé îò ðåøåíèé â ìîìåíòû âðåìåíè èç íåêîòîðîãî êîíå÷-
íîãî ïðîìåæóòêà ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíûìè çàäà÷àìè òåîðèè èäåíòèôèöèðó-
åìîñòè. Îäíàêî âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð,
ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé èëè èõ àñèìïòîòè÷åñêèì
ïîâåäåíèåì, ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé èëè ôóíêöèè îò ýòèõ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.
Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ÷àñòî íå óêëàäû-
âàþòñÿ â ðàìêè îñíîâíîé òåîðèè è òðåáóþò ñïåöèàëüíîé ïîñòàíîâêè è îñîáîãî
ðåøåíèÿ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì îäíó ñïåöèàëüíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î
ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè äëÿ ñòàöèîíàðíîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé ëè-
íåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû, êîãäà íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé ñëóæèò
íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìîãî íà áåñêîíå÷íîì
ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó âèäà

ẋ = A(p)x, (3.1)

ãäå x ∈ Rn, ïàðàìåòð p ∈ Rm, èëè ëèíåéíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó âèäà

ẋ = A(t, p)x, (3.2)

ãäå x ∈ Rn, p ∈ Rm, A(t+ ω, p) ≡ A(t, p), ω > 0.

Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìû îïðåäåëèì ñâîéñòâî ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè, ñâÿçàííîå ñ àñèìï-
òîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì èõ ðåøåíèé ïðè t → +∞. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
x(t, x0, p) ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

x(0, x0, p) = x0. (3.3)

Èçâåñòíî [55, ò. 3.9.1], ÷òî åñëè x(t) � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñòàöèîíàð-
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íîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

χ[x] = lim
t→+∞

1

t
ln ‖x(t)‖,

íàçûâàþùèéñÿ ñòðîãèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ðåøåíèÿ x(t).

Îïðåäåëåíèå 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (3.1) èëè (3.2) ëî-
êàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p = p0 ïî àñèìïòîòè÷åñêîìó íàáëþäå-
íèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.3) ñ x0 6= 0 (ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè
èäåíòèôèöèðóåìà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

χ[x(t, x0, p)] 6= χ[x(t, x0, p0)]

ïðè 0 < ‖p− p0‖ < δ.

Ïðåæäå âñåãî ìû èçó÷èì ñâÿçü ââåäåííîãî ñâîéñòâà ëîêàëüíîé àñèìïòî-
òè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñ ðàññìîòðåííîé ðàíåå ëîêàëüíîé èäåíòèôè-
öèðóåìîñòüþ ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (3.1). Çàäà÷à î ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè
äëÿ ñèñòåìû (3.1) ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ áûëà èçó÷åíà â ãëàâå 2. Â
òåîðåìå 2.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà A(p) â ñèñòåìå (3.1) íåïðå-
ðûâíà ïðè p = 0 è ñóùåñòâóåò òàêîå ∆1 > 0, ÷òî

A(p)A(0) = A(0)A(p) (3.4)

ïðè ‖p‖ < ∆1, òî äëÿ ëþáûõ x0 ∈ Rn è T > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ∆2 > 0, ÷òî
ïðè ‖p‖ < ∆2 èç ðàâåíñòâà

x(T, x0, p) = x(T, x0, 0) (3.5)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

x(t, x0, p) = x(t, x0, 0), t ∈ [0, T ]. (3.6)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàâåíñòâî (3.6)
âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ R, íî òîãäà ïðè ‖p‖ < ∆2

χ[x(t, x0, p)] = χ[x(t, x0, 0)]. (3.7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû (3.1) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü â ñèñòåìå (3.1) ìàòðèöà A(p) íåïðåðûâíà ïðè
p = 0 è âûïîëíåíî óñëîâèå (3.4). Òîãäà äëÿ ëþáûõ x0 ∈ Rn, x0 6= 0, è T > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå ∆2 > 0, ÷òî åñëè ‖p‖ < ∆2 è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.5),
òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.7).

Çàìå÷àíèå 3.1 . Òåîðåìà 3.1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óñëîâèè (3.4)
èç ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè (χ[x(t, x0, p)] 6=
6= χ[x(t, x0, 0)] ïðè 0 < ‖p‖ < ∆2) ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü
ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ (x(T, x0, p) 6= x(T, x0, 0) ïðè 0 < ‖p‖ < ∆2).

Òåïåðü èç òåîðåì 2.2 è 3.1 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ: åñëè â ñèñòåìå (3.1) ìàòðèöà A(p) íåïðåðûâíà ïðè p = 0 è âûïîëíåíî
óñëîâèå (3.4), òî èç íåðàâåíñòâà

χ[x(t, x0, p)] 6= χ[x(t, x0, 0)] ïðè 0 < ‖p‖ < ∆2

ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ p 6= 0

(A(p)− A(0))x0 6= 0.

Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.1) ñòðîãèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà åå ðåøåíèé
ñëóæàò âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λi(p), i =1, 2, ..., n, ìàòðè-
öû A(p). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (3.1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (3.4), íå ìî-
æåò áûòü íåèäåíòèôèöèðóåìîé ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ è îäíîâðå-
ìåííî ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìîé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå î ïîâåäåíèè ñïåêòðà ìàòðèöû A(p); åñëè ìàòðèöà A(p) íåïðå-
ðûâíà ïðè p = 0, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.4) è äëÿ íåêîòîðîãî x0 6= 0
(A(p)−A(0))x0 = 0 ïðè ‖p‖ < ∆, ∆ > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {pk}, pk 6= 0, pk → 0 ïðè k →∞, ÷òî

{Reλi(pk), i = 1, 2, ..., n} ∩ {Reλi(0), i = 1, 2, ..., n} 6= ∅.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (3.4) óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.1 ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = (A+D(p)), x ∈ R2, p ∈ R, (3.8)

ãäå

A =

[
0 0

0 1

]
, D(p) = p

 (e− 1)2

e
+ ρ1(p) 1

1 1 + ρ2(p)

 ,
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à ôóíêöèè ρ1(p) è ρ2(p) àíàëèòè÷íû ïðè ìàëûõ |p| è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ρi(0) = 0, i = 1, 2. Â � 1 ãëàâû 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî íàéòè ôóíêöèè
ρ1, ρ2, ïðè êîòîðûõ äëÿ ñèñòåìû (3.8)

x(1, x0, p) = x(1, x0, 0)

ïðè ìàëûõ |p|, ãäå

x0 =

 1
1− e
e

 , (3.9)

ò. å. ïðè ýòèõ ρ1, ρ2 ñèñòåìà (3.8) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé
ïðè p = 0 ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ (â ìîìåíòû 0, 1) ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè x(t, x0, p), ãäå x0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.9).

Äëÿ ñèñòåìû(3.8) óñëîâèå (3.4) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. ïðè p 6= 0

(A+D(p))A 6= A(A+D(p)).

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (3.8) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè èäåíòèôèöè-
ðóåìîé ïðè p = 0 ïî íàáëþäåíèþ çàäà÷è Êîøè (3.3), ãäå x0 èç (3.9).

Ïðè p = 0 ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è Êîøè èìååò âèä

x(t, x0, 0) =

[
1

(e−1 − 1)et

]
. (3.10)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A+D(p) èìååò âèä

λ2 + b1(p)λ+ b2(p), (3.11)

ãäå b1(p) = −[1 + p+ ap− o(p)], b2(p) = (1 + p)ap+ o(p), a =
(e− 1)2

e
> 0. Èç

ôîðìóëû (3.10) ñëåäóåò, ÷òî χ[x(t, x0, 0)] = 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ìàëûõ |p| 6=
0 ñòðîãèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ðåøåíèé x(t, x0, p) íå ìîæåò áûòü ðàâíûì
åäèíèöå. Åñëè áû îí ðàâíÿëñÿ åäèíèöå, òî ëèáî îäèí èç âåùåñòâåííûõ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà (3.11) áûë áû ðàâåí åäèíèöå, ëèáî êîðíè (êîìïëåêñíûå) ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà áûëè áû ðàâíû λ1 = 1 + iβ, λ2 = 1− iβ. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîëæíî
áûëî áû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

1 + b1(p) + b2(p) = 0 ⇐⇒ −p+ o(p) = 0,

÷òî íåâîçìîæíî ïðè ìàëûõ |p| 6= 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå äîëæíî áûëî áû âû-
ïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

λ1 + λ2 = 2 = −b1(p),
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÷òî òàêæå íåâîçìîæíî ïðè ìàëûõ |p| 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.7) íå
âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêîì p, 0 < |p| < δ, δ > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à
ýòî è îçíà÷àåò ëîêàëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïðè p = 0
ñèñòåìû (3.8).

Èòàê, ìû ïðèâåëè ïðèìåð ñèñòåìû (3.1), íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
(3.4), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìîé, íî íå
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ñèñòåìû (3.1), íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
(3.4). Ïóñòü â (3.1) x ∈ R2, p ∈ R è

A(p) =

[
0 1

−p2 0

]
.

Òîãäà ïðè p 6= 0

A(p)A(0) =

[
0 0

0 −p2

]
6= A(0)A(p) =

[
−p2 0

0 0

]
,

ò. å. óñëîâèå (3.4) äëÿ òàêîé ñèñòåìû íå âûïîëíåíî. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

x(0) =

[
1

0

]
.

Ëåãêî âûäåòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
ñëóæèò

x(t, p) =

[
cos(pt)

−p sin(pt)

]
.

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ p

χ[x(t, p)] = χ[x(t, 0)] = 0,

ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìîé. Â òî æå
âðåìÿ ïðè ìàëûõ p 6= 0

x(1, p) 6= x(1, 0),

ò. å. ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþ-
äåíèþ ðåøåíèÿ âûáðàííîé çàäà÷è Êîøè (â ìîìåíòû 0, 1).

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ñèñòåìû (3.1), óäîâëåòîâðÿþùåé óñ-
ëîâèþ (3.4), äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïî
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äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ, îäíàêî íåò ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè (òåì ñàìûì ìû óñòàíîâèì, ÷òî òåîðåìà 3.1 íåîáðàòèìà).
Èòàê, ïóñòü â (3.1) x ∈ R2, p ∈ R è

A(p) =

[
1 p

−p 1

]
.

Ïîñêîëüêó A(0) = E, óñëîâèå (3.4) âûïîëíåíî. Ïóñòü

x0 =

[
1

1

]
.

Òîãäà

(A(p)− A(0))x0 =

[
0 p

−p 0

][
1

1

]
=

[
p

−p

]
6=

[
0

0

]
ïðè p 6= 0. Ïî òåîðåìå 2.2 äàííàÿ ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïî
äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ âûáðàííûì íà÷àëüíûì
çíà÷åíèåì x0 â ìîìåíòû 0, T > 0. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A(p) ðàâíû

λ1,2(p) = 1± ip

è ïîýòîìó ïðè âñåõ p

χ[x(t, x0, p)] = χ[x(t, x0, 0)] = 1,

ò. å. äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè èäåíòèôèöèðóå-
ìîé.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû
(3.1) ñâîéñòâà ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè è ëîêàëüíîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó âèäà (3.2), ãäå A(t, p) � íåïðåðûâíàÿ ïî t è p
ìàòðèöà. Ïóñòü Φ(t, p) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (3.2), íîðìèðî-
âàííàÿ â òî÷êå t = 0, ò. å.

Φ(0, p) = E, (3.12)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïî òåîðåìå Ôëîêå [55] ìàòðèöà Φ(t, p) ïðåäñòà-
âèìà â âèäå

Φ(t, p) = G(t, p)eB(p)t, (3.13)
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ãäå ìàòðèöà G(t, p) ω-ïåðèîäè÷íà ïî t, à ìàòðèöà B(p) ïîñòîÿííàÿ. Èç (3.12)
è ω-ïåðèîäè÷íîñòè G(t, p) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ p

G(lω, p) = G(0, p) = E (3.14)

ïðè âñåõ öåëûõ l.

Ðåøåíèå x(t, x0, p) çàäà÷è Êîøè (3.3) äëÿ ñèñòåìû (3.2) ïðåäñòàâèìî â
âèäå

x(t, x0, p) = Φ(t, p)x0 = G(t, p)eB(p)tx0. (3.15)

Äëÿ ñèñòåìû (3.2) ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 3.1 .

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ñèñòåìà (3.2) òàêîâà, ÷òî äëÿ ìàòðèöû B(p) èç
ïðåäñòàâëåíèÿ (3.13) ñóùåñòâóåò òàêîå ∆ > 0, ÷òî

B(p)B(0) = B(0)B(p) (3.16)

ïðè ‖p‖ < ∆. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn, x0 6= 0, è ëþáîãî T = lω, l �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè ‖p‖ < δ èç ðàâåíñòâà
(3.5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.15) ñ ó÷åòîì (3.14) äëÿ T = lω è ëþáîãî p ñëå-
äóåò, ÷òî

x(T, x0, p) = G(lω, p)eB(p)Tx0 = eB(p)Tx0.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.5) ïðè T = lω îçíà÷àåò, ÷òî

eB(p)Tx0 = eB(0)Tx0. (3.17)

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (3.2) ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó

ẋ = B(p)x, x(0) = x0. (3.18)

Èç íåïðåðûâíîñòè ìàòðèöû A(t, p) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ìàòðèöû B(p).
Ðàâåíñòâî (3.16) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýòîé ñèñòåìû âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 2.1. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè ‖p‖ < δ èç ðàâåíñòâà (3.17),
îçíà÷àþùåãî äëÿ ñèñòåìû (3.18) âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.5), ñëåäóåò, ÷òî ïðè
âñåõ t ∈ R

eB(p)tx0 = eB(0)tx0. (3.19)

Ìàòðèöà G(t, p) â ïðåäñòàâëåíèè Ôëîêå (3.13) äëÿ ñèñòåìû (3.2) ω-ïåðèîäè÷-
íà è íåïðåðûâíà, à ïîýòîìó îãðàíè÷åíà. Êðîìå òîãî, ýòà ìàòðèöà íåâûðîæ-
äåííàÿ. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì p ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå
c1(p) è c2(p), ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ν âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

c1(p)‖ν‖ ≤ ‖G(t, p)ν‖ ≤ c2(p)‖ν‖. (3.20)
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Èç (3.20) ñ ó÷åòîì (3.15) ïîëó÷àåì

c1(p)
∥∥∥eB(p)tx0

∥∥∥ ≤ ‖x(t, x0, p)‖ ≤ c2(p)
∥∥∥eB(p)tx0

∥∥∥ .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ln c1(p)

t
+

1

t
ln
∥∥∥eB(p)tx0

∥∥∥ ≤ 1

t
ln ‖x(t, x0, p)‖ ≤

≤ ln c2(p)

t
+

1

t
ln
∥∥∥eB(p)tx0

∥∥∥ .
Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè t→ +∞, ïîëó÷àåì

χ[x(t, x0, p)] = lim
t→+∞

1

t

∥∥∥eB(p)tx0

∥∥∥ . (3.21)

Òåïåðü èç (3.19) è (3.21) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ‖p‖ < δ

χ[x(t, x0, p)] = χ[x(t, x0, 0)].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óêàæåì òåïåðü îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû
(3.2), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.16) òåîðåìû 3.2 .

Àíàëîãîì óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ (3.4) â ñëó÷àå ñèñòåìû (3.2) ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóùåñòâóåò òàêîå ∆ > 0, ÷òî

ω∫
0

A(s, p)ds

ω∫
0

A(s, 0)ds =

ω∫
0

A(s, 0)ds

ω∫
0

A(s, p)ds (3.22)

ïðè ‖p‖ < ∆.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìàòðèöû A(t, p) ≡ A(p)

ω∫
0

A(s, p)ds =

ω∫
0

A(p)ds = A(p)ω,

ïîýòîìó â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû) óñëîâèå (3.22) ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ
(3.4).
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (3.2) íàéäåòñÿ òàêîå
∆ > 0, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.22) ïðè ‖p‖ < ∆. Ïóñòü, êðîìå òî-
ãî, âûïîëíåíî óñëîâèå Ëàïïî �Äàíèëåâñêîãî [55], ò. å. t∫

0

A(s, p)ds

A(t, p) = A(t, p)

 t∫
0

A(s, p)ds

 (3.23)

ïðè ‖p‖ < ∆ è t ∈ R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Rn, x0 6= 0, è ëþáîãî ÷èñëà
T = lω, l � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî åñëè ‖p‖ < δ è
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.5), òî âûïîëíåíî è ðàâåíñòâî (3.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðèè ñèñòåì Ëàïïî �Äàíèëåâñêîãî [55] ñëåäóåò,
÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.23) ìàòðèöà

Φ(t, p) = e

t∫
0

A(s,p)ds
(3.24)

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (3.2).

Ïîñêîëüêó B(p) =
1

ω
ln Φ(ω, p), èç (3.24) ñëåäóåò, ÷òî

B(p) =
1

ω

ω∫
0

A(s, p)ds. (3.25)

Èç óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ (3.22) ñëåäóåò, ÷òî

B(p)B(0) = B(0)B(p)

ïðè ‖p‖ < ∆. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû âûïîëíåíû âñå
óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.2. Òåîðåìû 3.2 è 3.3 îçíà÷àþò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óêà-
çàííûõ â íèõ óñëîâèé äëÿ ñèñòåìû (3.2) èç ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïî äâóõòî÷å÷íîìó
íàáëþäåíèþ íà êîíöàõ ëþáîãî îòðåçêà [0, lω], l ∈ N .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñòðîãèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ðåøåíèé ñèñòåìû
(3.2), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (3.23), ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë λi(p), i = 1, 2, ..., n, ìàòðèöû B(p), îïðåäåëåííîé ôîðìó-
ëîé (3.25). Ïîýòîìó óñëîâèå ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìî-
ñòè (χ[x(t, x0, p)] 6= χ[x(t, x0, p0)] ïðè 0 < ‖p−p0‖ < δ) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
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ïðè p, áëèçêèõ ê p0 (p 6= p0) ìíîæåñòâà {Reλi(p)} è {Reλi(p0)} íå ïåðåñå-
êàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðó-
åìîñòè (à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè (3.22) è çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäåíèþ íà îòðåçêàõ [0, lω]) â
äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ÷óâñòâèòåëü-
íîñòüþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ê èçìåíåíèþ åå ïàðàìåòðîâ.

Ïðèìåðîì ñèñòåìû (3.2), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (3.22) è (3.23) ìî-
æåò ñëóæèòü äâóìåðíàÿ (n = 2) ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé

A(t, p) =

[
a(t, p) αb(t, p)

βb(t, p) a(t, p)

]
,

ãäå a(t, p), b(t, p) � ω-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, α è β � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
Òàê âûãëÿäèò, íàïðèìåð, ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñëåäÿùåé ñèñòåìå ïåðåìåííîãî òîêà, êîãäà ïåðåäàòî÷íûå ôóíê-
öèè óñèëèòåëÿ è ñòàöèîíàðíîé ÷àñòè èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê, à îïîðíûìè
ñèãíàëàìè ìîäóëÿòîðà è äåìîäóëÿòîðà ñëóæèò ïðîèçâîëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ [56]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (3.22) è (3.23) âûïîëíåíû äëÿ
ìàòðèöû A(t, p) óêàçàííîãî âèäà ïðè ëþáîì p.

Çàìå÷àíèå 3.3. Â òåîðåìå 2.2 ãëàâû 2 áûëî ïîëó÷åíî óñëîâèå (2.7)
ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (3.1) ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþäå-
íèþ, êîãäà äëÿ ýòîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîììóòèðîâàíèÿ (3.4).
Äëÿ ñèñòåìû (3.2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.16) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëî-
ãè÷íîå óñëîâèå. À èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.4. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (3.2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.16) òåî-
ðåìû 3.2, òî ýòà ñèñòåìà ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè p = 0 ïî íàáëþ-
äåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.3) â òî÷êàõ 0, T = lω, ãäå l � ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè 0 < ‖p‖ < ∆

(B(p)−B(0))x0 6= 0. (3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ñ ó÷åòîì (3.14), (3.15) è (3.16)

x(lω, x0, p)− x(lω, x0, 0) =

= G(lω, p)eB(p)lωx0 −G(lω, 0)eB(0)lωx0 =
(
eB(p)lω − eB(0)lω

)
x0 =

= eB(0)lω
(
eD(p) − E

)
x0 = eB(0)lω

(
E +

D(p)

2
+
D2(p)

6
+ ...

)
D(p)x0,
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ãäå D(p) = [B(p)−B(0)]lω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (3.2) íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìîé
ïðè p = 0. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk}, pk 6= 0, pk → 0 ïðè
k → +∞, òàêàÿ, ÷òî x(lω, x0, pk) = x(lω, x0, 0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ pk

eB(0)lω

(
E +

D(pk)

2
+
D2(pk)

6
+ ...

)
D(pk)x0 = 0. (3.27)

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû eB(0)lω èç (3.27) ñëåäóåò, ÷òî[
E +

D(pk)

2
+
D2(pk)

6
+ ...

]
D(pk)x0 = 0.

Íî ïðè ìàëûõ ‖pk‖ ìàòðèöà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåâûðîæäåííàÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ ‖pk‖

D(pk)x0 = 0,

èëè
[B(pk)−B(0)]lωx0 = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (3.26).

2. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (3.26) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïî-
ëó÷åííîãî âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè x(lω, x0, p) − x(lω, x0, 0) è ïîâòî-
ðåíèåì ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (3.2) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 3.3. Óñëîâèå: äëÿ x0 ∈ Rn è 0 < ‖p‖ < ∆ ω∫

0

[A(s, p)− A(s, 0)]ds

x0 6= 0

� ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè
ñèñòåìû (3.2) ïðè p = 0 ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.3) â òî÷êàõ
0, T = lω, ãäå l � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3.4 íåìåäëåííî âûòåêàåò èç
ôîðìóë (3.25) è (3.26).

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàøå îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî âûÿñíåíèþ ñâÿ-
çè ìåæäó ââåäåííûì ñâîéñòâîì ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðó-
åìîñòè è ðàññìîòðåííûì ðàíåå ñâîéñòâîì ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè ïî äèñêðåòíûì (â ÷àñòíîñòè, äâóõòî÷å÷íûì) íàáëþäåíèÿì
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äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ
ýòîé ñâÿçè äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì áûëè ïî-
ëó÷åíû íîâûå äîñòàòî÷íûå (à òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå) óñëîâèÿ
ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïî äâóõòî÷å÷íîìó íàáëþ-
äåíèþ.

Ñâîéñòâî ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè, êàê ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ 3.1 , îçíà÷àåò ðàçëè÷èå ñòðîãèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðåøå-
íèé çàäà÷è Êîøè äëÿ èäåíòèôèöèðóåìîãî (p0) è áëèçêèõ ê íåìó çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà p. Äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ
ïîâåäåíèåì ñïåêòðà ìàòðèöû A(p), à äëÿ ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé � ñ ïîâå-
äåíèåì åå ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ýòè çàäà÷è èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå â
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [57]). Îíè òåñíî ñâÿ-
çàíû ñ âîïðîñàìè óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì è âûõîäÿò çà ðàìêè íàøèõ
ðàññìîòðåíèé. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå óñëîâèÿ çàâèñèìîñòè ñïåêòðà ìàòðè-
öû A(p) îò ïàðàìåòðà p óêàçàíû, íàïðèìåð, â [58, c. 275] è [59, c. 444].

�2. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü îäíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàþ-
ùèì àðãóìåíòîì

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàìè áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòèôèöèðóåìîñòè âõîä-
íîãî âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ÷àñòíîãî âèäà, ñîäåðæàùåé áëîê
âðåìåííîé çàäåðæêè, ïî íàáëþäåíèþ ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè (âûõîäà)
ýòîé ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Ñïåöèôèêà òàêèõ óðàâíåíèé íå ïîçâî-
ëÿåò ïðèìåíèòü ê íèì îáùèå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òðåáó-
åò ðàçðàáîòêè ñîáñòâåííûõ ìåòîäîâ.

Â ðàáîòàõ [60], [61] ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì ïî êîñâåííûì
èçìåðåíèÿì èõ âõîäà è âûõîäà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ èçâåñòíîé ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà âõîäíîå âîçäåéñòâèå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìå-
íè èäåíòèôèêàöèè óêàçàííàÿ ðåàêöèÿ íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ïîøàãîâîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû. Óêàæåì åùå ðàáîòó [62], â êîòîðîé ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ
èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñèñòåìû òðåáóþò ñóùåñòâåííîé
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èíôîðìàöèè î ñîîòíîøåíèè �âõîä � âûõîä� ñèñòåìû íà îòðåçêå âðåìåíè èäåí-
òèôèêàöèè. Â íàøåé ïîñòàíîâêå, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, íàáëþäåíèå âû-
õîäà ïðîèçâîäèòñÿ â îäèí ïðîèçâîëüíî âûáèðàåìûé ìîìåíò âðåìåíè.

Èòàê, èçó÷àåìîé ìîäåëüþ ñëóæèò ëèíåéíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ è ýëåìåíòîì çàäåðæêè, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ
ñèãíàë px(t) òèïà �ðàçìûòîãî ñêà÷êà�. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû èçîáðà-
æåíà íà ðèñ. 3.1.

-⊗ - -

6
•

�

•
px(t) k

Ts+ 1

u(t− τ)
Á3

u(t)

u(t)

Ðèñ. 3.1

Çäåñü ÁÇ � áëîê çàäåðæêè íà âðåìÿ τ > 0. Ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëèíåé-
íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà

Tu′(t) + u(t) = k[px(t)− u(t− τ)], (3.28)

ãäå T > 0, τ > 0, k > 0, x(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî

η(t− t0) ≤ x(t) ≤ η(t), 0 ≤ t0 ≤ τ, (3.29)

η(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, p ≥ 0 � ïàðàìåòð, çàäàþùèé ïîëîñó ñêà÷êà px(t),
ïîäàâàåìîãî íà âõîä ñèñòåìû. Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.28) ñòàâèòñÿ íà÷àëüíàÿ çà-
äà÷à

u(t) = 0 ïðè t ∈ [−τ, 0]. (3.30)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p è ïîýòîìó áóäåì îáîçíà÷àòü åãî â
îáùåì ñëó÷àå u(t, p). Çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà p ñôîð-
ìóëèðóåì, êàê çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ïî èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ
ðåøåíèÿ u(t, p) (âûõîäà ñèñòåìû) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ > 0.
Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.28) ëîêàëüíî ïà-
ðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìî ïðè p = p0 ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ u(t, p)
íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.30) â ìîìåíò âðåìåíè t∗ > 0, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå
δ > 0, ÷òî

u(t∗, p) 6= u(t∗, p0) ïðè 0 < |p− p0| < δ.
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Èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (3.28) ñëåäóåò, ÷òî u(t, p) = pu(t, 1). Îòñþäà ñ
î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå

u(t∗, 1) 6= 0 (3.31)

ãàðàíòèðóåò äëÿ ëþáîãî p = p0 ≥ 0 ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðè÷å-
ñêóþ èäåíòèôèöèðóåìîñòü óðàâíåíèÿ (3.28) ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ
u(t, p0) íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.30) â ìîìåíò âðåìåíè t = t∗, ïîñêîëüêó

u(t∗, p) 6= u(t∗, p0) ïðè ëþáîì p, p 6= p0.

Ïîýòîìó, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (3.31), ãîâîðèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.28) ãëî-
áàëüíî ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìî ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ íà÷àëü-
íîé çàäà÷è (3.30) â ìîìåíò âðåìåíè t∗.

Íàêîíåö, åñëè óðàâíåíèå (3.28) ãëîáàëüíî ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöè-
ðóåìî ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.30) â ëþáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè t∗ èç íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà I, ãîâîðèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ãëîáàëüíî
ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìî íà ïðîìåæóòêå I.

Íà÷íåì èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ (3.28) ñî ñëó÷àÿ, êîãäà â óñëîâèè (3.29) t0 = 0,
ò. å. x(t) = η(t). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.28) ïðèíèìàåò âèä

Tu′(t) + u(t) = k[p− u(t− τ)]. (3.32)

Áóäåì èññëåäîâàòü íà ïîëóîñè t ∈ [0; +∞) ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ u(t) óðàâíåíèÿ
(3.32), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3.30). Â ðåçóëüòàòå çàìåíû

u(t) = py(t) (3.33)

óðàâíåíèå (3.32) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå

Ty′(t) + y(t) = k[1− y(t− τ)], (3.34)

à íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (3.30) äëÿ y(t) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä:

y(t) = 0 ïðè t ∈ [−τ, 0]. (3.35)

Òåîðåìà 3.5. Ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (3.34), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-
íîìó óñëîâèþ (3.35), ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùèì íà ïîëóîñè [0,+∞), åñëè
τ ∈ [0, τ ∗], ãäå

τ ∗ =
T

1 + k
(
√

2 + 1)2

2

. (3.36)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèì, ïðåæäå âñåãî, êàê âåäåò ñåáÿ ðåøåíèå y(t)
â �âûðîæäåííîì� ñëó÷àå, êîãäà τ = 0. Óðàâíåíèå (3.34) òîãäà çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

Ty′(t) + (k + 1)y(t) = k,

à åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(0) = 0, çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

y(t) =
k

k + 1

(
1− e

−k+1
T

t
)

è, î÷åâèäíî, âîçðàñòàåò ïðè t ∈ [0; +∞), ïðè÷åì y(t) → k

k + 1
ïðè

t→ +∞.

Ïóñòü òåïåðü τ > 0. Ìîíîòîííîñòü èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ ìîæíî äîêà-
çàòü, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ýòîãî ðåøåíèÿ

yn(t) =
n∑
i=0

(−1)iki+1e
iτ−t
T

[
e
t−iτ
T −

i∑
j=0

1

j!

(
t− iτ
T

)j]
. (3.37)

Çäåñü yn(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.34), (3.35) íà îòðåçêå [nτ, (n+ 1)τ ] (ïðè i = 0
âòîðàÿ ñóììà ðàâíà åäèíèöå).

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ôîðìóëû óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîøàãîâûì èíòåãðèðîâà-
íèåì óðàâíåíèÿ (3.34) ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ìû
äîêàæåì âîçðàñòàíèå ðåøåíèÿ y(t) áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû (3.37).

Èçâåñòíî [63, c. 63], ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå y(t) ñóùåñòâóåò, åäèí-
ñòâåííî è ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 íà (0,+∞) è êëàññó C2 íà (τ,+∞). Íà-
õîæäåíèå ðåøåíèÿ y(t) íà îòðåçêå [0, τ ] ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè

Ty′(t) + y(t) = k, y(0) = 0.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

y(t) = k

(
1− e

− t
T

)
, t ∈ [0, τ ]. (3.38)

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå y(t) ïðè t > τ . Äèôôåðåíöèðóÿ (3.34), íàõîäèì

Ty′′(t) + y′(t) = −ky′(t− τ).

Óìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå íà
1

k
e
t
T , ïîëó÷àåì

T

k
e
t
T y′′(t) +

1

k
e
t
T y′(t) = −e

t
T y′(t− τ)
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èëè [
T

k
e
t
T y′(t)

]′
= −e

τ
T

[
e
t−τ
T y′(t− τ)

]
. (3.39)

Èç (3.39) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

v(t) =
T

k
e
t
T y′(t) (3.40)

ïðè t > τ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

v′(t) = − k
T
e
τ
T v(t− τ) (3.41)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

v(t) = 1 ïðè t ∈ [0, τ ]. (3.42)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ v(t) ïîëó÷àåòñÿ èç (3.38): y′(t) =
k

T
e
t
T ïðè

t ∈ [0, τ ]. Ñ ó÷åòîì (3.40) äëÿ âîçðàñòàíèÿ y(t) ïðè t ≥ τ (ïðè t ∈ [0, τ ]
y(t) âîçðàñòàåò, ÷òî ñëåäóåò èç (3.38)) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî v(t) > 0 ïðè
t ≥ τ , à äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 1

v(nτ) > 0, (3.43)

èáî, åñëè ðåøåíèå v(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü (åñòåñòâåííî, ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè
òîëüêî ïðè íåêîòîðîì t > τ ), òî îíî ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì è îñòàåòñÿ
òàêîâûì íà ïðîìåæóòêå äëèíîé íå ìåíüøå τ (ñì. (3.41)). Äëÿ n = 1 íåðàâåí-
ñòâî (3.43) âûïîëíåíî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 1

v((n+ 1)τ) ≥ (
√

2− 1)v(nτ), (3.44)

òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèå (3.43) áóäåò óñòàíîâëåíî. Äîêàçàòåëüñòâî (3.44) ïðî-
âåäåì ïî èíäóêöèè. Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.41) íà îòðåçêå [τ, 2τ ]. Äëÿ
ýòîãî ðåøèì çàäà÷ó Êîøè

v′(t) = − k
T
e
τ
T , v(τ) = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî

v(t) = 1− k

T
e
τ
T (t− τ), t ∈ [τ, 2τ ]

è, ñëåäîâàòåëüíî,

v(2τ) = 1− k

T
τe

τ
T . (3.45)



82

Ïîêàæåì, ÷òî

1− k

T
τe

τ
T ≥
√

2− 1. (3.46)

Íåðàâåíñòâî (3.46) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

e
− τ
T ≥ k

2−
√

2

τ

T
. (3.47)

Äîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.47) âûïîëíåíî ïðè τ ∈ [0, τ ∗], ãäå τ ∗ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé (3.36).

Òàê êàê e
− τ
T ≥ 1 − τ

T
( íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè), òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî

1− τ

T
≥ k

2−
√

2

τ

T
ïðè τ ∈ [0, τ ∗]. (3.48)

Ñ ó÷åòîì (3.36) èìååì:

1− τ ∗

T
= 1− 1

1 + k
(
√

2 + 1)2

2

=
k

(
√

2 + 1)2

2

1 + k
(
√

2 + 1)2

2

=
k(
√

2 + 1)2

2 + k(
√

2 + 1)2
, (3.49)

à òàêæå
k

2−
√

2

τ ∗

T
=

k

2−
√

2

1

1 + k
(
√

2 + 1)2

2

=

=
k(2 +

√
2)

2 + k(
√

2 + 1)2
=
√

2
k(
√

2 + 1)

2 + k(
√

2 + 1)2
. (3.50)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.49) è (3.50) ïîêàçûâàþò, ÷òî íåðàâåíñòâî
(3.48) âûïîëíåíî ïðè τ = τ ∗, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïðè âñåõ τ ∈ [0, τ ∗]. Òà-
êèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü (3.46) óñòàíîâëåíà, à çíà÷èò, ñ ó÷åòîì (3.42) è
(3.45) íåðàâåíñòâî (3.44) äëÿ n = 1 äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.44) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ n ∈
{1, 2, ..., n} è äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n + 1. Èç óðàâíåíèÿ (3.41)
ïîëó÷àåì:

v((n+ 2)τ) = v((n+ 1)τ)− k

T
e
τ
T

(n+2)τ∫
(n+1)τ

v(t− τ)dt. (3.51)
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Îöåíèì ñâåðõó èíòåãðàë (ñì. ðèñ. 3.2)

J =

(n+2)τ∫
(n+1)τ

v(t− τ)dt.

-

6

t

v

0 nτ (n+ 1)τ

v((n+ 1)τ)

v(nτ)

•

•

J

•

•

• •

Ðèñ. 3.2

Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ v(nτ) ≤ v((n+ 1)τ)√
2− 1

, à ôóíêöèÿ

v(t) íà îòðåçêå [nτ, (n+ 1)τ ] ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, òàê êàê

v′′(t) = − k
T
e
τ
T v′(t− τ) =

(
k

T
e
τ
T

)2

v(t− 2τ) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (ñì. ðèñ. 3.2),

J ≤ τ

2
[v(nτ) + v((n+ 1)τ)] ≤ τ

2

(
v((n+ 1)τ)√

2− 1
+ v((n+ 1)τ)

]
=

= τ
v((n+ 1)τ)

2−
√

2
.

Èç (3.51) ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé îöåíêè èíòåãðàëà J íàõîäèì:

v((n+ 2)τ) ≥ v((n+ 1)τ)− k

T
e
τ
T τ

v((n+ 1)τ)

2−
√

2
=

= v((n+ 1)τ)

(
1− k

T
τe

τ
T 1

2−
√

2

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî

1− k

T
τe

τ
T 1

2−
√

2
≥
√

2− 1 ïðè τ ∈ [0, τ ∗]. (3.52)

Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (3.44) áóäåì äîêàçàíî äëÿ n ∈ {n+1}, ÷òî è çàâåðøèò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Íåðàâåíñòâî (3.52) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

k

T
τe

τ
T ≤ (2−

√
2)2
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èëè

e
− τ
T ≥ k

(2−
√

2)2

τ

T
. (3.53)

Òàê êàê e−u ≥ 1− u, òî íåðàâåíñòâî (3.53) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

1− τ

T
≥ k

(2−
√

2)2

τ

T
, (3.54)

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

1 ≥ τ

T

[
1 +

k

(2−
√

2)2

]
. (3.55)

Íåðàâåíñòâî (3.55) âûïîëíÿåòñÿ ïðè τ = τ ∗:

τ ∗

T

[
1 +

k

(2−
√

2)2

]
=

1

1 + k
(
√

2 + 1)2

2

[
1 +

k

(2−
√

2)2

]
=

=
(2−

√
2)2 + k

(2−
√

2)2 + k
(
√

2 + 1)2(2−
√

2)2

2

= 1.

Èòàê, íåðàâåíñòâî (3.54) âûïîëíÿåòñÿ ïðè τ = τ ∗, à, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñïðà-
âåäëèâî ïðè âñåõ τ ∈ [0, τ ∗], è òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.6. Ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35) îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïðè
τ ∈ [0, τ ∗].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.34) â âèäå

y′(t) =
k

T
− k

T
y(t− τ)− 1

T
y(t). (3.56)

Èç (3.56) ñ ó÷åòîì âîçðàñòàíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, íåîòðèöàòåëüíîñòè ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ t ∈ [0,+∞)
íåðàâåíñòâó

y′(t) ≤ k

T
− 1

T
y(t).

Ñëåäîâàòåëüíî,
y(t) ≤ z(t), (3.57)

ãäå z(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

z′(t) =
k

T
− 1

T
z(t),
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óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(0) = y(0) = 0. Ýòî ðåøåíèå èìååò
âèä (ñì. (3.38))

z(t) = k

(
1− e

− t
T

)
. (3.58)

Èç (3.57) è (3.58) ïîëó÷àåì, ÷òî

y(t) ≤ k

(
1− e

− t
T

)
≤ k, t ∈ [0,+∞). (3.59)

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.4. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó
(3.59) äëÿ ðåøåíèÿ y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35).

Òåîðåìà 3.7. Ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35) óäîâëåòâîðÿåò ïðå-
äåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

y(t)→ k

k + 1
ïðè t→ +∞. (3.60)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñëåäóåò èç âîçðàñòàíèÿ è
îãðàíè÷åííîñòè ñâåðõó y(t). Îáîçíà÷èì lim

t→+∞
y(t) = c. Î÷åâèäíî, ÷òî y′(t)→

0 ïðè t→ +∞. Ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (3.34) ê ïðåäåëó ïðè t→ +∞. Ïîëó÷èì

0 + c = k(1− c), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî c =
k

k + 1
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.2. Äëÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåãî ðåøåíèÿ y(t) çàäà÷è (3.34),
(3.35) îöåíêà ñâåðõó (3.59) ìîæåò áûòü óëó÷øåíà:

y(t) <
k

k + 1
, t ∈ [0,+∞).

Ïîëó÷èì åùå íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ðåøåíèÿ y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35).

Ëåììà 3.1. Ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35) ïðè âñåõ t ≥ 0 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

y(t) ≤ k

k + 1

(
1− e

−k+1
T

t
)

+
k

T
τe

τ
T

(
e
− t
T − e

−k+1
T

t
)
. (3.61)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç (3.38),

y′(t) =
k

T
e
− t
T , t ∈ [0, τ ]. (3.62)

Ôîðìóëó (3.40) ïåðåïèøåì â âèäå

y′(t) =
k

T
v(t)e

− t
T , t ≥ τ. (3.63)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.5 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî v(t) > 0 ïðè t ≥ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (3.41) ïðîèçâîäíàÿ v′(t) îòðèöàòåëüíà ïðè t ≥ τ ,
ò. å. ôóíêöèÿ v(t) óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå [τ,+∞). Ïîñêîëüêó v(t) = 1 ïðè
t ∈ [0, τ ], ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

v(t) ≤ 1 ïðè t ≥ 0.

Ïîýòîìó ïðè t ≥ τ

y′(t) ≤ k

T
e
− t
T . (3.64)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ (3.62), ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.64) ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

y(t)− y(t− τ) = y′(θ)τ, θ ∈ [t− τ, t]. (3.65)

Ó÷èòûâàÿ (3.64) è î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà

θ ≥ t− τ, −θ ≤ −(t− τ),

ïîëó÷àåì:

y(t)− y(t− τ) ≤ k

T
τe
− θ
T ≤ k

T
τe
− t−τ
T .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0

−y(t− τ) ≤ k

T
τe
− t−τ
T − y(t). (3.66)

Èç (3.56) è (3.66) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t ≥ 0

y′(t) ≤ k

T

(
1 +

k

T
τe
− t−τ
T

)
− k + 1

T
y(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, y(t) ≤ z(t), ãäå z(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

z′(t) =
k

T

(
1 +

k

T
τe
− t−τ
T

)
− k + 1

T
z(t),
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óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(0) = y(0) = 0. Ýòî ðåøåíèå èìååò
âèä

z(t) =
k

k + 1

(
1− e

−k+1
T

t
)

+
k

T
τe

τ
T

(
e
− t
T − e

−k+1
T

t
)
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3.2. Ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35) ïðè âñåõ t ≥ 0 óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

y(t) ≥ k

k + 1

1− e
− (k+1)t(

1− kT τ
)
T

 . (3.67)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (3.62) è (3.63) ñëåäóåò, ÷òî y′(t) � óáûâàþùàÿ ôóíê-
öèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (3.65) ïîëó÷àåì:

y(t)− y(t− τ) ≥ y′(t)τ

èëè
−y(t− τ) ≥ y′(t)τ − y(t). (3.68)

Èç (3.56) è (3.68) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0

y′(t) ≥ k

T
+
k

T
[y′(t)τ − y(t)]− 1

T
y(t).

Îòñþäà

y′(t)

(
1− k

T
τ

)
≥ k

T
− k + 1

T
y(t)

èëè

y′(t) ≥ k(
1− k

T
τ

)
T

− k + 1(
1− k

T
τ

)
T

y(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, y(t) ≥ z(t), ãäå z(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

z′(t) =
k(

1− k

T
τ

)
T

− k + 1(
1− k

T
τ

)
T

z(t),

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(0) = y(0) = 0. Ýòî ðåøåíèå èìååò
âèä

z(t) =
k

k + 1

1− e
− (k+1)t(

1− kT τ
)
T

 .
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Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.5. Îöåíêè (3.61) è (3.67) ñïðàâåäëèâû äëÿ τ ∈ [0, τ ∗], ãäå

τ ∗ îïðåäåëÿåòñÿ â (3.36). Ïðè ýòîì äëÿ âåëè÷èíû 1 − k

T
τ , èñïîëüçóåìîé â

(3.67), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 < 1− k

T
τ < 1.

Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35) ìîæ-
íî çàêëþ÷èòü â ýêñïîíåíöèàëüíî ñóæàþùóþñÿ ïðè t→ +∞ ïîëîñó, ñòðåìÿ-

ùóþñÿ ê çíà÷åíèþ
k

k + 1
, ÷òî, ðàçóìååòñÿ, ñîãëàñóåòñÿ c óñëîâèåì (3.60).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (3.28). Èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ u(t)
ïðè p > 0 íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.30). Èíòåãðèðóÿ (3.28) íà îòðåçêå [0, τ ], ïîëó-
÷àåì

u(t) =
kp

T

t∫
0

x(θ)e
θ−t
T dθ, t ∈ [0, τ ]. (3.69)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

z(t) = e
t
T w(t), (3.70)

ãäå

w(t) = y(t)− 1

p
u(t), (3.71)

y(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.34), (3.35). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè t ≥ τ óðàâíåíèå (3.28)
ïðèíèìàåò âèä (3.32), à òàêæå òî, ÷òî ïðè t ∈ [0, τ ] ôóíêöèè u(t) è y(t) èìåþò
âèä (3.69) è (3.38) ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè t ≥ τ ôóíêöèÿ
z(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

z′(t) = −Az(t− τ), A =
k

T
e
τ
T , (3.72)

óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

z(t) = k

(
e
t
T − 1

)
− k

T

t∫
0

x(θ)e
θ
T dθ, t ∈ [0, τ ]. (3.73)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z(τ) > 0 (èç (3.73) ñëåäóåò, ÷òî z(τ) ≥ 0, ïðè ýòîì
ðàâåíñòâî z(τ) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî u(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.32), (3.30),
êîòîðàÿ óæå èçó÷åíà, òàê êàê çàìåíîé (3.33) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (3.34), (3.35)).
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Òåîðåìà 3.8. Åñëè τ ∈ [0, τ ∗], òî ôóíêöèÿ z(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòà-
þùåé è ïîëîæèòåëüíîé ïðè t ≥ τ (τ ∗ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.36)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.5 áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî ïðè τ ∈ [0, τ ∗] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Aτ ≤
(

2−
√

2
)2

. (3.74)

Èç (3.73) ñëåäóåò, ÷òî z(t) íå óáûâàåò ïðè t ∈ [0, τ ]. Ïîýòîìó

z(2τ) = z(τ)− A
2τ∫
τ

z(t− τ)dt > z(τ)− Aτz(τ) =

= z(τ)(1− Aτ) > 0. (3.75)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
z(nτ) > 0 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 2, èáî åñëè ðåøåíèå z(t) óðàâíåíèÿ
(3.72) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = t1, ïðè÷åì z(t) > 0 ïðè t ∈ [τ, t1), òî îíî
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïðè t > t1 è îñòàåòñÿ òàêîâûì íà ïðîìåæóòêå
äëèíîé íå ìåíüøå τ . Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè n ≥ 2

z((n+ 1)τ) >
(√

2− 1
)
z(nτ). (3.76)

Ó÷èòûâàÿ (3.75) è òî, ÷òî z(t) ≤ z(τ) ïðè t ∈ [τ, 2τ ] (z′(t) ≤ 0 ïðè
t ∈ [τ, 2τ ]), ïîëó÷àåì:

z(3τ) = z(2τ)− A
3τ∫

2τ

z(t− τ)dt > z(2τ)− Aτz(τ) >

> z(2τ)− z(2τ)
Aτ

1− Aτ
=

1− 2Aτ

1− Aτ
z(2τ).

Èç (3.74) ñëåäóåò, ÷òî
1− 2Aτ

1− Aτ
≥
√

2 − 1. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî

(3.76) âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = 2. Ïðåäïîëàãàÿ (3.76) âûïîëíåííûì ïðè âñåõ
n ∈ {2, 3, ..., n}, äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n+ 1. Èç (3.72) íàõîäèì:

z((n+ 2)τ) = z((n+ 1)τ)− A
(n+2)τ∫

(n+1)τ

z(t− τ)dt. (3.77)
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Èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è âèäà óðàâíåíèÿ (3.72) ñëåäóåò, ÷òî
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (3.77) ïîëîæèòåëüíà è âîãíóòà (z′′(t) > 0 ïðè
t ∈ [nτ, (n+ 1)τ ]). Ñëåäîâàòåëüíî,

z((n+ 2)τ) > z((n+ 1)τ)− Aτ

2
[z(nτ) + z((n+ 1)τ)] >

> z((n+ 1)τ)− Aτ

2

[
z((n+ 1)τ)√

2− 1
+ z((n+ 1)τ)

]
=

= z((n+ 1)τ)

(
1− Aτ

2−
√

2

)
≥ z((n+ 1)τ)

[
1−

(
2−
√

2
)2

2−
√

2

]
=

= z((n+ 1)τ)(
√

2− 1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïðè τ ∈ [0, τ ∗] ðåøåíèå u(t) çàäà÷è (3.28), (3.30) ÿâëÿåòñÿ
íà ïîëóîñè [τ,+∞) âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

p

(
y(t)− z0e

− t
T

)
≤ u(t) ≤ py(t), (3.78)

ãäå y(t) ðåøåíèå çàäà÷è (3.34), (3.35), à z0 = z(τ), ôóíêöèÿ z(t) îïðåäåëåíà
ôîðìóëîé (3.73).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w(t) = z(t)e
− t
T ÿâ-

ëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïðè t ≥ τ . Îáîçíà÷èì z0 = max
[0,τ ]

z(t) = z(τ). Òîãäà

0 < w(t) ≤ z0e
− t
T ,

ò. å. ïðè τ ∈ [0, τ ∗] äëÿ ðåøåíèÿ u(t) çàäà÷è (3.28), (3.30) ñ ó÷åòîì (3.71)
ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà (3.78), ñïðàâåäëèâàÿ ïðè t ≥ τ .

Ïîñêîëüêó u(t) = p(y(t) − w(t)), ôóíêöèÿ u(t) âîçðàñòàåò ïðè t ≥ τ êàê
ñóììà âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Èç òåîðåìû 3.7 è îöåíêè (3.78) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→+∞

u(t) =
pk

k + 1
.

Òåîðåìà 3.9. Ïðè τ ∈ [0, τ ∗] óðàâíåíèå (3.28) ãëîáàëüíî ïàðàìåòðè-
÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìî ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ u(t, p) íà÷àëüíîé çàäà÷è
(3.30) íà ïðîìåæóòêå (τ,+∞).
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Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

u(t, 1) 6= 0 ïðè t ∈ (τ ; +∞)

(ñì. óñëîâèå (3.31)),òàê êàê u(t, p) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [τ ; +∞) ïðè
ëþáîì p > 0 (ñëåäñòâèå 3.3 ) è u(τ, 1) ≥ 0.

Çàìå÷àíèå 3.6. Ïðè τ ∈ [0, τ ∗] óðàâíåíèå (3.32) òàêæå ãëîáàëüíî ïà-
ðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìî íà ïðîìåæóòêå (τ,+∞), òàê êàê ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (3.28).

Çàìå÷àíèå 3.7. Êàê ñëåäóåò èç ââåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèé, ãëîáàëü-
íàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ïî íàáëþäåííîìó â ïðîèçâîëüíûé ìî-
ìåíò t > τ ðåøåíèþ u(t) ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p â óðàâíåíèè
(3.28) (ëèáî (3.32)) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ âûøå
îöåíîê (3.61), (3.67) è (3.78) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó èäåíòèôèöèðóåìîãî ïà-
ðàìåòðà p.

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.61) ÷åðåç f(t), à íåðàâåíñòâà
(3.67) � ÷åðåç g(t). Òîãäà èç (3.78) ñëåäóåò, ÷òî

u(t)

y(t)
≤ p ≤ u(t)

y(t)− z0e
− t
T

,

à îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.61) è (3.67) ïîëó÷àåì

u(t)

f(t)
≤ p ≤ u(t)

g(t)− z0e
− t
T

. (3.79)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (3.79) ÿâíûõ âûðàæåíèé ôóíêöèé f(t), g(t) è çíà÷åíèÿ
z0 = z(τ), âû÷èñëÿåìîãî ïî ôîðìóëå (3.73), ýòà îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

u(t)

k

k + 1

(
1− e

−k+1
T

t
)

+
k

T
τe

τ
T

(
e
− t
T − e

−k+1
T

t
) ≤ p ≤

≤ u(t)

k

k + 1

[
1− e

− (k+1)t
T−kτ

]
− k

(
e
τ
T − 1

)
e
− t
T +

k

T
e
− t
T

τ∫
0

x(θ)e
θ
T dθ

.

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ çàïàçäûâàíèÿ τ è
ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè k > 1 ñâîéñòâî ãëîáàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè çàäà÷è (3.32), (3.30) íàðóøàåòñÿ.
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Òåîðåìà 3.10. Ïðè τ ≥ τ ∗∗, ãäå

τ ∗∗ =
4T

k − 1
, (3.80)

y(2τ) < 0, y(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.34), (3.35).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (3.37) ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35)
íà îòðåçêå [τ, 2τ ] èìååò âèä

y(t) = ke
− t
T

(
e
t
T − 1

)
− k2e

τ−t
T

(
e
t−τ
T − 1− t− τ

T

)
.

Îòñþäà

y(2τ) = k − ke
−2τ
T − k2 + k2e

− τ
T
(

1 +
τ

T

)
.

Íåðàâåíñòâî y(2τ) < 0 îçíà÷àåò, ÷òî

1− e
−2τ
T − k + ke

− τ
T
(

1 +
τ

T

)
< 0

èëè
τ

T
<
k − 1

k
e
τ
T +

1

k
e
− τ
T − 1. (3.81)

Îáîçíà÷èì

f(τ) =
k − 1

k
e
τ
T +

1

k
e
− τ
T − 1.

Ïðè τ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(τ) >
k − 1

k

[
1 +

τ

T
+

1

2

( τ
T

)2
]

+
1

k

(
1− τ

T

)
− 1 = g(τ). (3.82)

Óðàâíåíèå
τ

T
= g(τ) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

k − 1

2k

( τ
T

)2

− 2

k

τ

T
= 0,

åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì êîòîðîãî ñëóæèò τ ∗∗.

Ïóñòü h(τ) = g(τ)− τ

T
. Ïðè τ ≥ τ ∗∗

h′(τ) =
k − 1

k

(
1

T
+

τ

T 2

)
− 1

kT
− 1

T
=

1

kT

(
k − 1

T
τ − 2

)
≥

≥ 1

kT
(4− 2) =

2

kT
> 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè τ > τ ∗∗ h(τ) > h(τ ∗∗) = 0, ò. å.

g(τ) >
τ

T
. (3.83)

Èç (3.82) è (3.83) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (3.81). Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Òåîðåìà 3.11. Ïðè τ ≥ τ ∗∗ è k > 1 çàäà÷à (3.32), (3.30) íå ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíî ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìîé íà ïðîìåæóòêå (τ,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(t, p1) è u(t, p0) � ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.32), (3.30),
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà p1 è p0. Ïóñòü p1 > p0. Îáîçíà÷èì

u(t) = u(t, p1)− u(t, p0).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.32), (3.30), ñî-
îòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà p = p1 − p0 > 0. Â ðåçóëüòàòå çàìåíû
(3.33) ïîëó÷àåì ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.34), (3.35). Ïî òåîðåìå 3.10 y(2τ) < 0,
â òî âðåìÿ, êàê y(τ) > 0. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê ðåøåíèþ u(t). Ñëåäîâàòåëü-
íî, õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå t ∈ (τ, 2τ) u(t) = 0, ò. å. u(t, p1) = u(t, p0). Ñëó÷àé
p0 > p1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî è ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó. Ïî-
ëó÷åííîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïóñòü òåïåðü â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ (ðèñ. 3.1) ïå-

ðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ W (s) =
k

Ts+ 1
çàìåíÿåòñÿ íà ôóíêöèþ W (s) =

k

s
.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ãëîáàëüíîé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îãðàíè÷åíèè íà âå-
ëè÷èíó çàïàçäûâàíèÿ τ . Ñèñòåìà òåïåðü îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì âèäà

u′(t) = kpx(t)− ku(t− τ). (3.84)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3.29), à íà÷àëüíîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ (3.84) ñëóæèò (3.30). Èçó÷åíèå ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà â óñëîâèè (3.29) t0 = 0 (x(t) = η(t)).
Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (3.84) ïðèîáðåòàåò âèä

u′(t) = kp− ku(t− τ). (3.85)

Çàìåíà (3.33) ïðåîáðàçóåò óðàâíåíèå (3.85) â óðàâíåíèå

y′(t) = k − ky(t− τ) (3.86)

ñ íà÷àëüíîé çàäà÷åé (3.35).
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Òåîðåìà 3.12. Ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (3.86), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ (3.35), ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùèì íà ïîëóîñè [0,+∞), åñëè
τ ∈ [0, τ ∗], ãäå

τ ∗ =
6− 4

√
2

k
. (3.87)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè τ = 0 óðàâíåíèå (3.86) ïðèíèìàåò âèä

y′(t) = k − ky(t), y(0) = 0,

à åãî ðåøåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

y(t) = 1− e−kt

è, î÷åâèäíî, âîçðàñòàåò ïðè t ∈ [0,+∞), ïðè÷åì y(t)→ 1 ïðè t→ +∞.

Ïóñòü òåïåðü â óðàâíåíèè (3.86) τ > 0. Íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ y(t) íà
îòðåçêå [0, τ ] ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè

y′(t) = k, y(0) = 0 (3.88)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðåøåíèå ðàâíî

y(t) = kt, t ∈ [0, τ ].

ßñíî, ÷òî y(t) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, τ ], ïðè÷åì y(τ) = kτ .

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå y(t) ïðè t > τ . Äèôôåðåíöèðóÿ (3.86), íàõîäèì

y′′(t) = −ky′(t− τ).

Îáîçíà÷èì v(t) = y′(t). Ôóíêöèÿ v(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ

v′(t) = −kv(t− τ), (3.89)

óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

v(t) = k, t ∈ [0, τ ]. (3.90)

Äîêàæåì, ÷òî
v(t) > 0 ïðè t > τ. (3.91)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ (3.91) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè âñåõ n ≥ 1

v(nτ) > 0. (3.92)
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Ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

v((n+ 1)τ) ≥ (
√

2− 1)v(nτ), (3.93)

òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü (3.92) áóäåò óñòàíîâëåíà. Íà îòðåçêå [τ, 2τ ]

v(t) = v(τ) +

t∫
τ

v′(θ)dθ = k − k
t∫

τ

kdθ = k(1− k(t− τ)) =

= v(τ)(1− k(t− τ)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

v(2τ) = v(τ)(1− kτ) ≥ v(τ)(1− kτ ∗) =

= v(τ)(1− 6 + 4
√

2) = v(τ)(4
√

2− 5) =

= v(τ)(
√

2− 1 + 3
√

2− 4) > v(τ)(
√

2− 1)

è íåðàâåíñòâî (3.93) äëÿ n = 1 äîêàçàíî. Ïóñòü íåðàâåíñòâî (3.93) ñïðàâåä-
ëèâî äëÿ âñåõ n = 1, 2, ..., k. Äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n = k + 1. Èç
óðàâíåíèÿ (3.89) ïîëó÷àåì:

v((k + 2)τ) = v((k + 1)τ)− k
(k+2)τ∫

(k+1)τ

v(θ − τ)dθ =

= v((k + 1)τ)− k
(k+1)τ∫
kτ

v(s)ds ≥ v((k + 1)τ)− kτ

2
[v((k + 1)τ) + v(kτ)] ≥

≥ v((k + 1)τ)− kτ

2
v((k + 1)τ)

(
1 +

1√
2− 1

)
=

= v((k + 1)τ)

(
1− kτ

2−
√

2

)
≥ v((k + 1)τ)

(
1− kτ ∗

2−
√

2

)
=

= v((k + 1)τ)

(
1− 6− 4

√
2

2−
√

2

)
= v((k + 1)τ)

3
√

2− 4

2−
√

2
=

= v((k + 1)τ)
3− 2

√
2√

2− 1
= v((k + 1)τ)(3− 2

√
2)(
√

2 + 1) =

= v((k + 1)τ)(
√

2− 1)

è íåðàâåíñòâî (3.93), à ñëåäîâàòåëüíî, è íåðàâåíñòâî (3.91) äîêàçàíû. Òåïåðü
âîçðàñòàíèå ðåøåíèÿ y(t) ñëåäóåò èç (3.91). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3.13. Ðåøåíèå y(t) çàäà÷è (3.86), (3.35) îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïðè
τ ∈ [0, τ ∗].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèÿ (3.89) ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîñòè v(t)
ïðè âñåõ t ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ v(t) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïðè t ≥ τ , ò. å.
ïðè t ≥ τ

v(t) ≤ v(t− τ)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
v′(t) ≤ −kv(t), t ∈ [τ,+∞). (3.94)

Ïîñêîëüêó v(τ) = k, èç íåðàâåíñòâà (3.94) ñëåäóåò, ÷òî

v(t) ≤ ke−k(t−τ), t ∈ [τ,+∞),

ò. å.
y′(t) ≤ ke−k(t−τ) ïðè t ∈ [τ,+∞).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè t ≥ τ

y(t) ≤ y(τ) +

t∫
τ

ke−k(θ−τ)dθ = kτ − e−k(θ−τ)
∣∣∣t
τ

=

= kτ − e−k(t−τ) + 1 ≤ 1 + kτ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 3.12 è 3.13 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
t→+∞

y(t).

Ïîñêîëüêó ñî âñåé î÷åâèäíîñòüþ y′(t) = v(t)→ 0 ïðè t→ +∞, èç óðàâíåíèÿ
(3.86) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→+∞

y(t) = 1.

Ó÷èòûâàÿ çàìåíó (3.33), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(t) çàäà÷è
(3.85), (3.30) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
t→+∞

u(t) = p.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ (3.84). Äëÿ ýòîãî óðàâíå-
íèÿ ìîæíî ïîâòîðèòü âñå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè, ïðîâåäåííûå íàìè äëÿ
óðàâíåíèÿ (3.28) ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.8 è ñëåäñòâèÿ 3.3 . Îïóñêàÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå äëÿ
óðàâíåíèÿ (3.84).
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Òåîðåìà 3.14. Ïðè τ ∈ [0, τ ∗], ãäå τ ∗ îïðåäåëÿåòñÿ â (3.87), óðàâíåíèå
(3.84) ãëîáàëüíî ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìî ïî íàáëþäåíèþ ðåøå-
íèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.30) íà ïðîìåæóòêå
(τ,+∞).

Çàìåòèì, ÷òî ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê óðàâíåíèþ (3.85), ïðè÷åì äëÿ óðàâíå-
íèÿ (3.85) ïðîìåæóòêîì èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñëóæèò âñÿ ïîëóîñü (0,+∞).

Ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 3.9 è 3.14 óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè óðàâíåíèé (3.28) è (3.84) ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì ñëåäóþùåãî âèäà

au′(t) + bu(t) + cu(t− τ) = λx(t), (3.95)

ãäå a > 0, b ≥ 0, c > 0, λ ≥ 0 � ïàðàìåòð, x(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.29).
Åñëè b = 0, òî ïîëàãàÿ

c

a
= k,

λ

c
= p, (3.96)

ïðèâîäèì óðàâíåíèå (3.95) ê óðàâíåíèþ (3.84). Åñëè æå b > 0, òî ïîëàãàÿ

a

b
= T,

c

b
= k,

λ

c
= p, (3.97)

ïðèâîäèì óðàâíåíèå (3.95) ê óðàâíåíèþ (3.28). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óðàâíåíèÿ
(3.95) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.15. Óðàâíåíèå (3.95) ãëîáàëüíî ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôè-
öèðóåìî ïî íàáëþäåíèþ ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è (3.30) íà ïðîìåæóòêå
(τ,+∞) ïðè τ ∈ [0, τ ∗], ãäå

τ ∗ =
a

b+ c
(
√

2 + 1)2

2

. (3.98)

Çàìå÷àíèå 3.8 . Çíà÷åíèå τ ∗ èç (3.98) ïîëó÷àåòñÿ èç (3.36) ñ ó÷åòîì

(3.97). Åñëè b = 0, òî çíà÷åíèå τ ∗ ïîëó÷àåì èç (3.87), çàìåíÿÿ k íà
c

a
ñ

ó÷åòîì (3.96). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

τ ∗ =
a

c
(6− 4

√
2),

÷òî, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì τ ∗ èç (3.98) ïðè b = 0.
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4 Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü

íåëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì

�1. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ
ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè óòî÷íåíèè íà-
áëþäåíèé

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé ïðàêòè÷åñêè
âñåãäà ñîïðÿæåíî ñ èäåàëèçàöèåé ìîäåëåé, êîòîðûå â àáñîëþòíîì áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ �ðàñõîäÿòñÿ� ñ îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèìè ôèçè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè. Âîïðîñû ñîîòâåòñòâèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûì ñèñòåìàì
(ôèçè÷åñêèì, õèìè÷åñêèì, ýêîíîìè÷åñêèì, áèîëîãè÷åñêèì è ò. ï.) âõîäÿò â
êîìïåòåíöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé çíàíèÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàì-
êàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí. ×àùå âñåãî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ïîñòóëèðóåìàÿ èç àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé,
â ñèëó íåïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, îöåíêè êî-
òîðûõ íàõîäÿòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí íà ýòàïå
èäåíòèôèöèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ýòîì èäåàëèçàöèÿ ìîäåëè ïîçâîëÿ-
åò ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïîëó÷àþòñÿ ïðè íàèëó÷øèõ óñëîâè-
ÿõ ýêñïåðèìåíòà, ò. å. ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí.
Èìåííî â òàêîé ïîñòàíîâêå ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïàðàìåòðè-
÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Îíà âïîëíå åñòåñòâåííà, èáî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîãðåøíîñòè íàáëþ-
äåíèé �êîìïåíñèðóþòñÿ� ïîãðåøíîñòüþ ñàìîé ìîäåëè. Ìîæíî îáîñíîâàííî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè �íåòî÷íàÿ� ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëüíîé ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìîé ïî ðåçóëüòàòàì òî÷íûõ íà-
áëþäåíèé, òî â ðåçóëüòàòå èäåíòèôèöèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà è ïîñëåäóþùåé
èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïðîèçîéäåò óòî÷íåíèå ìîäåëè è ïîëó÷åííàÿ ìî-
äåëü áóäåò âïîëíå àäåêâàòíà ðåàëüíîé ñèñòåìå.

Âìåñòå ñ òåì ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è â ñëó÷àå, êîãäà íàáëþäåíèÿ ñî-
äåðæàò íåçíà÷èòåëüíûå ïîãðåøíîñòè, èäåíòèôèöèðóþùèé ýêñïåðèìåíò ïîç-
âîëÿåò óòî÷íÿòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, â ÷àñòíîñòè, êîððåêòèðîâàòü çíà-
÷åíèÿ åå ïàðàìåòðîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ óñëîâèé
ýêñïåðèìåíòà, ò. å. ê óìåíüøåíèþ îøèáîê â íàáëþäåíèÿõ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôè-
öèðóåìîñòè èìåííî â òàêîé ïîñòàíîâêå, ò. å. â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàáëþäå-
íèå ïðîèñõîäèò ñ îøèáêîé, ïðè ýòîì â ïðîöåññå íàáëþäåíèÿ îøèáêà óìåíüøà-
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åòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàáëþäåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, îòñòîÿùèå äðóã îò äðóãà íà ïîñòîÿííóþ âå-
ëè÷èíó ω > 0, ñîâïàäàþùóþ ñ ïåðèîäîì èññëåäóåìîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ôîðìàëèçóåì ýòó çàäà÷ó.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
= f(t, x, p), x ∈ Rn, (4.1)

ãäå p ∈ Rm � ïàðàìåòð. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
p ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (4.1) èìååò ïåðèîä ω > 0 ïî t:

f(t+ ω, x, p) ≡ f(t, x, p)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è ïðîäîëæèìîñòè
ðåøåíèé íà âñþ âðåìåííóþ îñü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, t0, x0, p) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè x(t0, t0, x0, p) = x0 äëÿ ñèñòåìû (4.1) è ïóñòü Tp � ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå
[64, c. 77] ýòîé ñèñòåìû,ò. å.

Tp(x) = x(ω, 0, x, p).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Äëÿ òî÷êè y0 ∈ Rn è äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p ∈
Rm áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàáëþäåíèé ñ íà÷àëüíûì äàííûì
y0 è ñ îøèáêàìè δk(p), k ≥ 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk(p) ∈ Rn, k ≥ 1, äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

δk(p) = ‖x (kω, (k − 1)ω, yk−1(p), p)− yk(p)‖ , k ≥ 1.

Çàìå÷àíèå 4.1. ×èñëà δk(p) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: â ìîìåíò âðåìåíè (k − 1)ω èçìåðÿþùàÿ àïïàðàòóðà �íàñòðàèâàåò-
ñÿ�íà òî÷êó yk−1(p), îòñëåæèâàåò ðåøåíèå x(t, (k− 1)ω, yk−1(p), p) íà ïåðèîäå
[(k−1)ω, kω] è âûäàåò åãî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå yk(p) â ìîìåíò kω ñ îøèá-
êîé δk(p).

Îïðåäåëåíèå 4.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íàáëþäåíèé yk(p), k ≥ 1, ñ íà÷àëüíûì äàííûì y0 è ñ îøèáêàìè δk(p)
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàáëþäåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûì óòî÷íåíèåì
(ï.í.í.ó.), åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

δk(p)→ 0 ïðè k → +∞.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà V ⊂ Rn, P ⊂ Rm. Äàäèì îñíîâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (4.1) ïàðàìåòðè÷å-
ñêè èäåíòèôèöèðóåìà íà ïàðå (V, P ) ïî ïîñëåäîâàòåëüíîòÿì íàáëþäåíèé
ñ íåîãðàíè÷åííûì óòî÷íåíèåì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ï.í.í.ó. yk(p1), yk(p2),
yk(pi) ∈ V , i = 1, 2; p1, p2 ∈ P , p1 6= p2, íàéäåòñÿ òàêîå k0 ∈ N , ÷òî ïðè
k ≥ k0

yk(p1) 6= yk(p2).

Íàøåé îñíîâíîé çàäà÷åé áóäåò ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòåìû (4.1) íà ïàðå (V, P ) ïî ï.í.í.ó.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x, p) íåïðåðûâíà ïî t, x
ïðè ëþáîì p âìåñòå ñ ìàòðèöåé ßêîáè

Y (t, x, p) =
∂f(t, x, p)

∂x

è ÷òî f(t, x, p), Y (t, x, p) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò p. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå Tp(x) ñèñòåìû (4.1) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
êëàññà C1 ïðè ëþáîì p è çàâèñèò îò p íåïðåðûâíî â C1-òîïîëîãèè.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæå-
ñòâà è àòòðàêòîðà äèôôåîìîðôèçìà (ñì., íàïðèìåð, [65]). Äëÿ òî÷êè x èç
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W s(x) åå óñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ àòòðàêòîðà I äèôôåîìîðôèçìà F îáîçíà÷èì ÷åðåç D(I)
åãî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ, ò. å. ìíîæåñòâî

D(I) = {x : d(F k(x), I)→ 0 ïðè k →∞}

(çäåñü d(q, A) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè q äî ìíîæåñòâà A). Ïðè ε > 0 áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Nε(A) îòêðûòóþ ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà A.

Â íàøåì äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè îñíîâíîé èíòåðåñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü
ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû äèôôåîìîðôèçìîâ Tp (îáçîð òåîðèè ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [65]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p = p0 äèôôåîìîðôèçì Tp0

èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð Ip0
. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî p0 = 0, ò. å. ðàññìàòðèâàåì äàëåå àòòðàêòîð I0.

Èç îáùèõ ñâîéñòâ àòòðàêòîðîâ äèôôåîìîðôèçìîâ ñëåäóåò [66], ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ Rn, ÷òî

I0 ⊂ V ⊂ V ⊂ D(I0), T0(V ) ⊂ V, (4.2)
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ïðè ýòîì
I0 =

⋂
k≥0

T k0 (V ).

Òàê êàê äèôôåîìîðôèçìû Tp çàâèñÿò îò p íåïðåðûâíî, íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0,
÷òî ïðè ‖p‖ < ε âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

Tp(V ) ⊂ V. (4.3)

Ïîýòîìó (ñì. [65]) ïðè ‖p‖ < ε ìíîæåñòâî

Ip =
⋂
k≥0

T kp (V ) (4.4)

ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ Tp, ëåæàùèì â ñèëó (4.3) â V .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ââåäåì îäíî äîïîëíèòåëüíîå ïî-
íÿòèå, êîòîðîå íàì ïîòðåáóåòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå
ìíîæåñòâà K1, K2 äèôôåîìîðôèçìîâ F1, F2 äèíàìè÷åñêè ïîëîæèòåëüíî
ðàçëè÷èìû, åñëè äëÿ ëþáûõ x1 ∈ K1, x2 ∈ K2 íàéäóòñÿ òàêèå β > 0 è l > 0,
÷òî ∥∥F k

1 (x1)− F k
2 (x2)

∥∥ ≥ β ïðè k ≥ l.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ïîäòâåðäèì ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå (4.1) p ∈ Rn, à âåêòîð-ôóíêöèè f(t, x, p)
çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì

f(t, x, p) = f(t, x− p, 0),

ò. å. ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà

ẋ = f(t, x− p, 0). (4.5)

×åðåç x(t, 0, x0, p) îáîçíà÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (4.5) ñ íà-
÷àëüíûìè äàííûìè x(0, 0, x0, p) = x0, à ÷åðåç Tp � ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå
ýòîé ñèñòåìû.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t ðàâåíñòâî

y(t) = x(t, 0, x0, 0) + p,

íàõîäèì

ẏ(t) = ẋ(t, 0, x0, 0) = f(t, x(t, 0, x0, 0), 0) = f(t, y(t)− p, 0). (4.6)
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Ïîñêîëüêó y(0) = x0 + p, ôóíêöèÿ y(t), êàê ñëåäóåò èç (4.6), ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì x(t, 0, x0 + p, p) ñèñòåìû (4.5), ò. å. ïðè âñåõ t

x(t, 0, x0 + p, p) = x(t, 0, x0, 0) + p.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = ω ïîëó÷àåì

Tp(x0 + p) = T (x0) + p. (4.7)

Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì h: h(x) = x+ p. ßñíî, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû
Tp òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ñ äèôôåîìîðôèçìîì T0 ïîñðåäñòâîì ýòîãî ãî-
ìåîìîðôèçìà, ò. å. Tp = h ◦ T0 ◦ h−1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y0 = x0 + p = h(x0)
(x0 = h−1(y0)), òî ñ ó÷åòîì (4.7)

Tp(y0) = T0(x0) + p = h(T0(x0)) = h ◦ T0 ◦ h−1(y0).

Ïóñòü K0 � ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà T0. Èç òîïî-
ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Kp =
h(K0) � ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîæåñòâà äëÿ Tp.

Èç òåîðåìû Ïåððîíà ([67], ñ. 109) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî α > 0
(çàâèñÿùåå îò K0), îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè x ∈ K0, y ∈ Rn

è
‖T k0 (x)− T k0 (y)‖ < α, k ≥ 0,

òî y ∈ W s(x) è ïîýòîìó

‖T k0 (x)− T k0 (y)‖ → 0 ïðè k →∞.

ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì p ìíîæåñòâî Kp îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì (ñ òåì æå
α > 0).

Ëåììà 4.1. Ïðè p1 6= p2, ‖pi‖ <
α

3
, i = 1, 2, ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíî-

æåñòâà Kp1
è Kp2

äèôôåîìîðôèçìîâ Tp1
è Tp2

äèíàìè÷åñêè ïîëîæèòåëüíî
ðàçëè÷èìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ p, x è k ≥ 1

T kp (x) = T k0 (x− p) + p. (4.8)

(Èç (4.7) ñëåäóåò, ÷òî Tp(x) = T0(x − p) + p. Íî òîãäà T 2
p (x) = Tp(Tp(x)) =

T0(Tp(x)− p) + p = T0(T0(x− p)) + p = T 2
0 (x− p) + p è ò. ä.)
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Kp1
è Kp2

. Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå ÷èñëà β (ñì.

îïðåäåëåíèå 4.4 ) ìîæíî âçÿòü β =
1

2
‖p2−p1‖. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê.

Òîãäà íàéäóòñÿ òî÷êè x1 ∈ Kp1
è x2 ∈ Kp2

, äëÿ êîòîðûõ

lim
k→∞

∥∥T kp1
(x1)− T kp2

(x2)
∥∥ < β. (4.9)

Èç (4.9) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå l0, ÷òî ïðè k ≥ l0∥∥T kp1
(x1)− T kp2

(x2)
∥∥ < 1

2
‖p2 − p1‖ = β. (4.10)

Òåïåðü ñ ó÷åòîì (4.8) è (4.10) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè k ≥ l0∥∥T k0 (x1 − p1)− T k0 (x2 − p2)
∥∥ =

∥∥T kp1
(x1)− p1 − T kp2

(x2) + p2

∥∥ ≤
≤
∥∥T kp1

(x1)− T kp2
(x2)

∥∥+ ‖p2 − p1‖ <
3

2
‖p2 − p1‖ ≤

≤ 3

2
(‖p2‖+ ‖p1‖) < α. (4.11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç x1 ∈ Kp1
ñëåäóåò, ÷òî (x1−p1) ∈ K0, ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû

Ïåððîíà ïîëó÷àåì, ÷òî∥∥T k0 (x1 − p1)− T k0 (x2 − p2)
∥∥→ 0 ïðè k →∞.

Èç ðàâåíñòâà â (4.11) òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî∥∥T kp1
(x1)− T kp2

(x2)
∥∥→ ‖p2 − p1‖ = 2β ïðè k →∞.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå l ≥ l0, ÷òî ïðè k ≥ l∥∥T kp1
(x1)− T kp2

(x2)
∥∥ > β.

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (4.10). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìîòðåííîì
ïðèìåðå âûïîëíåíî ñâîéñòâî áîëåå ñèëüíîå, ÷åì äèíàìè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëü-
íàÿ ðàçëè÷èìîñòü (÷èñëî β çàâèñèò ëèøü îò ìíîæåñòâ Kp1

, Kp2
, à íå îò òî÷åê

x1, x2).

Ñôîðìóëèðóåì, íàêîíåö, åùå îäèí íåîáõîäèìûé äëÿ íàñ ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4.2 [68]. Ïóñòü I � ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð äèôôåîìîð-
ôèçìà F , à ìíîæåñòâî V îáëàäàåò ñâîéñòâîì, àíàëîãè÷íûì (4.2). Äîïó-
ñòèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xk ∈ V , k ≥ 0, âûïîëíåíî ñîîò-
íîøåíèå

‖xk+1 − F (xk)‖ → 0 ïðè k →∞.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ V , ÷òî

‖F k(x)− xk‖ → 0 ïðè k →∞.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà ñèñòåì (4.1):

à) ìíîæåñòâî I0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà T0;

á) äëÿ ìíîæåñòâà V âûïîëíåíî (4.2);

â) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü P0 íóëÿ â R
m, ÷òî äëÿ ëþáûõ p1, p2 ∈

P0 ñ p1 6= p2 àòòðàêòîðû Ip1
, Ip2

, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (4.4), äèíàìè÷åñêè
ïîëîæèòåëüíî ðàçëè÷èìû.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü P íóëÿ â Rm, ÷òî ñèñòåìà (4.1)
ïàðàìåòðè÷åñêè èäåíòèôèöèðóåìà íà ïàðå (V, P ) ïî ï.í.í.ó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç èçâåñòíîãî ñâîéñòâà ãðóáîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî
ìíîæåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [67]) ñëåäóåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî I0

äèôôåîìîðôèçìà T0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì: íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ∆ > 0, ÷òî
åñëè Tp � äèôôåîìîðôèçì, îòëè÷àþùèéñÿ îò T0 ìåíüøå ÷åì íà ∆ â C1-ìåò-
ðèêå, à Ip � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Tp, ëåæàùåå â N∆(I0), òî Ip
� ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ Tp.

Ôèêñèðóåì òàêîå ∆ > 0. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà V (ñì. (4.2)) è
áëàãîäàðÿ ðàâíîìåðíîñòè ïðèòÿæåíèÿ ê àòòðàêòîðó (ñì. [65]), íàéäåòñÿ òàêîå
k ∈ N , ÷òî

T k0 (V ) ⊂ N∆(I0),

íî òîãäà ïðè ìàëûõ p (ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïðè ‖p‖ < ε0)

T kp (V ) ⊂ N∆(I0).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (4.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ‖p‖ < min{ε, ε0} (ε ââåäåíî íàìè äëÿ
âûïîëíåíèÿ (4.3))

Ip ⊂ N∆(I0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ óêàçàííîå âûøå ñâîéñòâî ãðóáîñòè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî ìíîæåñòâà, ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè ìàëûõ p àòòðàêòîðû Ip äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Tp � ãèïåðáîëè÷åñêèå.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü òàêóþ îêðåñòíîñòü P íóëÿ â Rm, ÷òî P ⊂ P0

è äëÿ p ∈ P àòòðàêòîðû Ip � ãèïåðáîëè÷åñêèå. Ïóñòü p1, p2 ∈ P è p1 6= p2.
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Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå ï.í.í.ó. yk(pi) ∈ V , k ≥ 0, i = 1, 2. Èç
ñîîòíîøåíèé

‖Tpi (yk−1(pi))− yk(pi)‖ =

= ‖x (kω, (k − 1)ω, yk−1(pi), pi)− yk(pi)‖ −→
k→∞

0, i = 1, 2,

â ñèëó ëåììû 4.2 âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òî÷åê xi ∈ V , i = 1, 2, ÷òî∥∥yk(pi)− T kpi(xi)∥∥→ 0 ïðè k →∞, i = 1, 2. (4.12)

Åñëè I � àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà F , òî îí ëîêàëüíî ìàêñèìàëåí, ò. å. ó
íåãî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , ÷òî

I =
⋂
k∈Z

F k(U).

Â [91] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ òî÷êè x è ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîãî ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî ìíîæåñòâà I äèôôåîìîðôèçìà F âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

d
(
F k(x), I

)
→ 0 ïðè k →∞,

òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà z ∈ I, ÷òî∥∥F k(x)− F k(z)
∥∥→ 0 ïðè k →∞.

Ïîñêîëüêó d
(
T kpi(xi), Ipi

)
→ 0 ïðè k →∞, íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè zi ∈ Ipi,

i = 1, 2, ÷òî ∥∥T kpi(xi)− T kpi(zi)∥∥→ 0 ïðè k →∞. (4.13)

Èç (4.12) è (4.13) ñëåäóåò, ÷òî∥∥yk(pi)− T kpi(zi)∥∥→ 0 ïðè k →∞, i = 1, 2.

Òàê êàê àòòðàêòîðû Ip1
, Ip2

äèíàìè÷åñêè ïîëîæèòåëüíî ðàçëè÷èìû, ñóùå-
ñòâóþò òàêèå β > 0 è l ∈ N , ÷òî∥∥T kp1

(z1)− T kp2
(z2)

∥∥ ≥ β, k ≥ l.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå k0, ÷òî

‖yk(p1)− yk(p2)‖ > 0, k ≥ k0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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�2. Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïåðè-
îäè÷åñêèõ ñèñòåì ïî íàáëþäåíèþ èõ äèñêðåòèçàöèé

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè äëÿ ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x, λ), (4.14)

ãäå λ � ïàðàìåòð, ñîñòîèò â âûÿñíåíèè âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñò-
íîãî ïàðàìåòðà ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé íà÷àëüíîé
çàäà÷è.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (4.14) â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ íåèçâåñòíû è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðè-
õîäèòñÿ ïðèìåíÿòü òå èëè èíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêà-
åò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé íà õàðàêòåðèñòèêè ïðèìåíÿåìîãî ÷èñëåííîãî
ìåòîäà (íàïðèìåð, íà åãî ïîðÿäîê) è íà âåëè÷èíó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè
êîòîðûõ âîçìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ñ ïðåäïèñàííîé
òî÷íîñòüþ (â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à èäåíòèôèöèðóåìîñòè áëèçêà ê îäíîé
èç ïðîáëåì, ñôîðìóëèðîâàííûõ â [70] (Preface, Question II)).

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ñèñòåìà (4.14) ω-ïåðèîäè÷íà ïî t è èìååò ãèïåðáîëè÷åñêè óñòîé-
÷èâîå ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ = λ0.

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (4.14), ãäå x ∈ RN , λ ∈ Rm è

f(t+ ω, x, λ) ≡ f(t, x, λ), ω > 0

äëÿ âñåõ t, x, λ. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî âñåì
àðãóìåíòàì è äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ïî x è λ (ìû íå áóäåì óêàçûâàòü òî÷íûå
òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè, ïîñêîëüêó îíè ÿñíû èç êîíòåêñòà).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, t0, x0, λ) ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è
x(t0) = x0 äëÿ ñèñòåìû (4.14). Åñëè ðåøåíèå x(t, 0, x0, λ) îïðåäåëåíî íà îòðåç-
êå [0, ω], òî äëÿ òî÷êè x0 ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå Tλ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì
Tλ(x0) = x(ω, 0, x0, λ).

Íàøå îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðè λ = λ0

ñèñòåìà (4.14) èìååò ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ϕλ0
(t), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãè-

ïåðáîëè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè p(λ0) = ϕλ0
(0) � íà÷àëüíîå

çíà÷åíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ(ò. å. p(λ0) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ïóàíêàðå Tλ0

), òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà µj ìàòðèöû ßêîáè DTλ0
(p(λ0))

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|µj| < 1, j = 1, 2, ..., N. (4.15)
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ λ, áëèçêèõ ê λ0, ñèñòåìà (4.14)
èìååò ω-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ϕλ(t), íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ p(λ) =
ϕλ(0) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

p(λ)→ p(λ0) ïðè λ→ λ0.

Âñå ýòè ðåøåíèÿ òàêæå ãèïåðáîëè÷åñêè óñòîé÷èâû, ò. å. ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèö ßêîáè DTλ(p(λ)) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (4.15), åñëè âåëè÷èíà
‖λ− λ0‖ äîñòàòî÷íî ìàëà.

Ðàññìîòðèì äëÿ ñèñòåìû (4.14) ÷èñëåííûé ìåòîä Θλ,h ñ øàãîì h ïî âðå-
ìåíè t. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòîò ìåòîä èìååò ïîðÿäîê q. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îäíîøàãîâàÿ îøèáêà ìåòîäà èìååò ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖x(t0 + h, t0, x0, λ)−Θλ,h(t0, x0)‖ ≤ Chq+1. (4.16)

Îöåíêà (4.16) ñ ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé C ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ h > 0, íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèé x0 èç íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà
RN è λ, ïðèíàäëåæàùèõ îãðàíè÷åííîìó ïîäìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà Rm.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ν è ïóñòü h =
ω

ν
. Ïðîöåäóðà èäåíòèôè-

êàöèè ïàðàìåòðà λ îñíîâàíà íà íàáëþäåíèè âåêòîðîâ

τλ(n, x0) = Θnνh
λ,h (0, x0). (4.17)

Ýòè âåêòîðû ñëóæàò ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè èòåðàöèé

T nλ (x0) = x(nω, 0, x0, λ)

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå ñèñòåìû (4.14) äëÿ òî÷êè x0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a0, A
è l, ÷òî

‖p(λ)− p(λ0)‖ ≥ A ‖λ− λ0‖l (4.18)

äëÿ ‖λ− λ0‖ ≤ a0. Ïóñòü R � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè ïðèòÿ-
æåíèÿ Bλ0

íåïîäâèæíîé òî÷êè p(λ0) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå Tλ0
. Òîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî a1 > 0, ÷òî ñèñòåìà (4.14) ëîêàëüíî èäåíòèôèöè-
ðóåìà ïî íàáëþäåíèþ âåêòîðîâ äèñêðåòèçàöèé (4.17) â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
äëÿ ëþáîãî λ, 0 < ‖λ − λ0‖ < a1, ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà h0 è n0, ÷òî
åñëè h < h0 è x, y ∈ R, òî äëÿ n ≥ n0

τλ(n, x) 6= τλ0
(n, y). (4.19)
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Çàìå÷àíèå 4.3. Óñëîâèå (4.18) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð,

p′(λ0) = p′′(λ0) = ... = p(l−1)(λ0) = 0, p(l)(λ0) 6= 0. (4.20)

Äëÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+ g(t, λ) (4.21)

â ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x (4.22)

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (ò. å. èìååò ìåñòî òàê íà-
çûâàåìûé íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé), óñëîâèå (4.20) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ

y′(λ0) = y′′(λ0) = ... = y(l−1)(λ0) = 0, y(l)(λ0) 6= 0, (4.23)

ãäå

y(k)(λ0) = [E −X(ω)]−1X(ω)

ω∫
0

X−1(t)
∂kg

∂λk
(t, λ0)dt,

X(t) � íîðìèðîâàííàÿ (X(0) = E) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû.

Â ñâîþ î÷åðåäü, íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé äëÿ ñèñòåìû (4.22) èìååò ìå-
ñòî, íàïðèìåð, êîãäà ýòà ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Â ýòîì ñëó÷àå,
êàê õîðîøî èçâåñòíî, íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (4.21) ïðè ëþáîì λ èìååò åäèí-
ñòâåííîå ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ãèïåðáîëè÷åñêè óñòîé÷èâûì
â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ëè-
íåéíîé îäíîðîäíîé ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (4.22) â ñî÷åòàíèè ñ óñëîâèÿìè
(4.23) îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé òåîðåìû 4.2 äëÿ ñèñòåìû (4.21).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â çàäà÷å ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè
ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì (4.21) ïî èõ äèñêðåòèçàöèÿì
âàæíóþ ðîëü èãðàåò àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2 . Çàôèêñèðóåì êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî R îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ Bλ0

íåïîäâèæíîé òî÷êè p(λ0) äèôôåîìîðôèçìà
Tλ0

. Èç ñòàíäàðòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò ñóùåñòâîâà-
íèå òàêîãî ÷èñëà a2 > 0, ÷òî ìíîæåñòâî R ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè
ïðèòÿæåíèÿ Bλ íåïîäâèæíîé òî÷êè p(λ) äèôôåîìîðôèçìà Tλ äëÿ ëþáîãî λ,
‖λ− λ0‖ ≤ a2.

Ëþáàÿ òî÷êà p(λ) ïðè λ, áëèçêèõ ê λ0, ãèïåðáîëè÷åñêè óñòîé÷èâà, ïðè
ýòîì

DTλ(p(λ))→ DTλ0
(p(λ0)) ïðè λ→ λ0.
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Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ÷èñëî a3 ∈ (0, a2) ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóþò
òàêèå ÷èñëà K ≥ 1 è µ ∈ (0, 1), ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ R

‖T nλ (x)− p(λ)‖ ≤ Kµn‖x− p(λ)‖, n ≥ 0,

ïðè âñåõ λ, ‖λ− λ0‖ ≤ a3.

Áëèçêîå óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [71] äëÿ àòòðàêòîðà áîëåå
îáùåé ñòðóêòóðû, ÷åì îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî R
äëÿ íåêîòîðîãî b > 0 ñîäåðæèò b-îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè p(λ) ïðè ‖λ −
λ0‖ ≤ a3.

Èç ñòàíäàðòíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âûòåêàåò ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè S-îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà RN ,
ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà Θλ,h óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (4.16), à òî÷íàÿ
òðàåêòîðèÿ {T nλ (x0)} è åå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ {τλ(n, x0)} ñîäåðæàòñÿ â
S äëÿ 0 ≤ n ≤ n∗, òî

‖τλ(n, x0)− T nλ (x0)‖ ≤ C0L
nhq (4.24)

äëÿ 0 ≤ n ≤ n∗, ãäå L � ïîñòîÿííàÿ Ëèïøèöà äèôôåîìîðôèçìà Tλ íà S.

Ìîæíî íàéòè òàêèå ïîñòîÿííûå C0, h1 > 0 è a1 ≤ min{a0, a3}, ÷òî åñëè
h < h1, òî îöåíêà (4.24) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ R,
ëþáîãî λ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖λ − λ0‖ ≤ a1, è ëþáîãî n ≥ 0 (ñì.,
íàïðèìåð, [70, Chapter 7]). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî L ≥ 1 â îöåíêå (4.24).

Çàôèêñèðóåì òåïåðü λ′, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < ‖λ′ − λ0‖ < a1.
Îáîçíà÷èì

∆ =
A‖λ′ − λ0‖l

4
.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ÷èñëî a1 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ∆ < b (íàïîìíèì, ÷òî R ñîäåðæèò b-îêðåñòíîñòü ëþ-
áîé òî÷êè p(λ) ïðè ‖λ− λ0‖ ≤ a3). Ïóñòü

∆1 =
∆

K
.

Íàéäåì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n1, ÷òî

Kµn1 <
1

2
(4.25)

(çàìåòèì, ÷òî n1 íå çàâèñèò îò ∆).
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå λ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
‖λ − λ0‖ < a1 (çàìåòèì, ÷òî âñå ïîëó÷àåìûå íèæå îöåíêè äëÿ λ ñïðàâåä-
ëèâû è äëÿ λ0 è äëÿ λ

′).

Åñëè ‖x− p(λ)‖ < ∆1, òî

‖T nλ (x)− p(λ)‖ = ‖T nλ (x)− T nλ (p(λ))‖ ≤ Kµn‖x− p(λ)‖ ≤ K∆1 = ∆

äëÿ n ≥ 0 (ïîñêîëüêó ∆1 ≤ ∆ < b).

Óêàæåì ïåðâîå îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó h:

C0L
n1hq <

∆1

2
. (4.26)

Åñëè òî÷êà ζ0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖ζ0 − p(λ)‖ < ∆1,

òî
‖τλ(n, ζ0)− p(λ)‖ ≤

≤ ‖τλ(n, ζ0)− T nλ (ζ0)‖+ ‖T nλ (ζ0)− p(λ)‖ ≤ C0L
nhq + ∆. (4.27)

Åñëè 0 ≤ n ≤ n1, òî ïðàâàÿ ÷àñòü â íåðàâåíñòâå (4.27) íå ïðåâûøàåò 2∆, è
èç (4.25) è (4.26) ñëåäóåò, ÷òî

‖τλ(n1, ζ0)− p(λ)‖ < ∆1.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âçÿòü òî÷êó ζ1 = τλ(n1, ζ0) è ïîâòîðèòü íàøè ðàññóæ-
äåíèÿ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì, ÷òî

‖τλ(n, ζ0)− p(λ)‖ < 2∆, n ≥ 0. (4.28)

Íàéäåì òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r, ÷òî

‖z − p(λ)‖ < r

äëÿ âñåõ z ∈ R è âñåõ λ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖λ− λ0‖ < a1.

Íàéäåì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n0, ÷òî

Kµn0r <
∆1

2
. (4.29)

Óêàæåì âòîðîå îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó h:

C0L
n0hq <

∆1

2
. (4.30)
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z ∈ R. Èç íåðàâåíñòâ (4.29) è (4.30) ñëåäóåò,
÷òî

‖τλ(n0, z)− p(λ)‖ ≤ ‖τλ(n0, z)− T n0

λ (z)‖+ ‖T n0

λ (z)− p(λ)‖ < ∆1 (4.31)

åñëè ‖λ− λ0‖ < a1.

Âîçüìåì òåïåðü h < h1, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî h óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
(4.26) è (4.30), è ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x, y ∈ R. Èç (4.31) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè
x0 = τλ0

(n0, x) è y0 = τλ′(n0, y) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

‖x0 − p(λ0)‖ < ∆1 è ‖y0 − p(λ′)‖ < ∆1.

Èç íåðàâåíñòâ (4.28) ñëåäóåò, ÷òî

‖τλ0
(n, x0)− p(λ0)‖ < 2∆

è
‖τλ′(n, y0)− p(λ′)‖ < 2∆

äëÿ n ≥ 0. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî

‖τλ0
(n, x)− τλ′(n, y)‖ > ‖p(λ0)− p(λ′)‖ − 4∆ > 0

äëÿ n ≥ n0, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (4.19). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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5 Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî ðàçëè÷íûì äèñêðåòè-

çàöèÿì

�1. Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî óòî÷íÿþùèìñÿ äèñêðåòíûì
íàáëþäåíèÿì èõ ðåøåíèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåí-
òèôèöèðóåìîñòè äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî â áîëüøåé ÷àñòè ðàáîò ïî èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì ñ ðàñïðåäå-
ëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ìîäåëèðóåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû è àëãîðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ
âõîäíûõ ñèãíàëîâ ïî ðåçóëüòàòàì ïðèáëèæåííûõ èçìåðåíèé ôàçîâûõ ïîëî-
æåíèé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, áëèçêèå ê ìåòîäàì ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè (ñì., íàïðèìåð, [72]�[74]). Â îáçîðíîé ñòàòüå
[75] äàåòñÿ ââåäåíèå â ïðîáëåìàòèêó òàêèõ çàäà÷, ïîäðîáíî îïèñàíû íåêîòî-
ðûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîøàãîâûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûå íà ñî÷åòà-
íèè ìåòîäîâ òåîðèè ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ è òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷.
Â íåçíà÷èòåëüíîé ÷àñòè èìåþùèõñÿ ðàáîò çàòðàãèâàþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå âî-
ïðîñû èäåíòèôèêàöèè è, â ÷àñòíîñòè, èññëåäóåòñÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñèñòåì. Ïðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ ê ïðîáëåìå èäåíòèôèöèðóå-
ìîñòè îáùèì â íèõ îñòàåòñÿ íàáëþäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ
âðåìåíè t èç íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà (ýòî îòíîñèòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ê îáðàò-
íûì çàäà÷àì äèíàìèêè), ëèáî íà âñåé ïîëóîñè t > 0. Îòìåòèì ðàáîòó [76],
â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíî-
ãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî èçìåðåíèþ åãî ðåøåíèÿ u(t, x) ïðè t ≥ 0,
x ∈ [0, 1], êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ è êðàåâûì óñëîâè-
ÿì Äèðèõëå. Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýòîãî ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå [77] íàáëþäà-
åòñÿ ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè t ≥ 0 è ñ äèñêðåòèçàöèåé ïî
x ∈ (0, 1). Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ñâÿçàíû
ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàáëþäàþòñÿ äèñêðåòèçàöèè êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé,
óòî÷íÿþùèåñÿ ñ ðîñòîì äèñêðåòíîãî âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñ-
ïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ýâîëþöèîííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäåííûõ ïà-
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ðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.

Èòàê, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëóëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå
óðàâíåíèå

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(λ, u), (5.1)

ãäå x ∈ (0, π), t > 0, λ ∈ R � ïàðàìåòð. Äëÿ óðàâíåíèÿ (5.1) ñòàâÿòñÿ êðàåâûå
óñëîâèÿ Äèðèõëå

u(0, t) = u(π, t) = 0. (5.2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(λ, x, t, u0) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1), ò. å.
ôóíêöèþ u ∈ C2,1

x,t , óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1), óñëîâèÿì (5.2) è íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ

u(λ, x, 0, u0) = u0(x). (5.3)

Áóäåì èçó÷àòü ïðîáëåìó ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìî-
ñòè çàäà÷è (5.1)�(5.3) â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Ôèêñèðóåòñÿ ÷èñëî T > 0 è äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûáèðà-
åòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî m(n), ïîä÷èíåííîå óñëîâèþ

m(n)→∞ ïðè n→∞. (5.4)

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

V (λ, n, u0) = {u(λ, khn, Tn, u0) : 0 < k ≤ m(n)− 1},

îïðåäåëåííûå äëÿ âñåõ n > 0, ãäå

hn =
π

m(n)
.

Êàæäûé íàáîð V (λ, n, u0) � ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ðåøåíèÿ
u(λ, x, t, u0) íà êîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå

{(khn, Tn) : 0 < k ≤ m(n)− 1}

ìíîæåñòâà (0, π)× {Tn}.
Óñëîâèå (5.4) îçíà÷àåò, ÷òî íàáîðû V (λ, n, u0) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðå-

çóëüòàòû íàáëþäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1)�(5.3) â ìîìåíòû âðåìåíè Tn ñ
óòî÷íåíèåì ýòîãî íàáëþäåíèÿ (óìåíüøåíèåì øàãà äèñêðåòèçàöèè ïî x) ïî
ìåðå ðîñòà âðåìåíè.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèî-
íàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî H1
[0,π] ñ íîðìîé

‖u‖ =

 π∫
0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣2 dx

1/2

.

×åðåç H1
0 îáîçíà÷èì ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî â H1

[0,π]:

H1
0 = {u ∈ H1

[0,π] : u(0) = u(π) = 0}.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî H2
0 ⊂ H1

0 ñ íîðìîé

‖u‖2 =

 π∫
0

∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣2 dx
1/2

.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(λ, ·) ∈ C2(R).

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåëèíåéíîñòü f â óðàâíåíèè (5.1) óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ C(λ), λ ∈ R, ÷òî

uf(λ, u) ≤ C(λ). (5.5)

Èçâåñòíî [78], ÷òî ïðè óñëîâèè (5.5) çàäà÷à (5.1)�(5.3) ãåíåðèðóåò â ïðî-
ñòðàíñòâå H1

0 ýâîëþöèîííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó S(λ, t), t > 0, òàêóþ, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u0 ∈ H1

0 ðåøåíèå u(λ, x, t, u0) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0
è ïðåäñòàâèìî ôîðìóëîé

u(λ, x, t, u0) = S(λ, t)u0(x).

Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ (5.5) ñëåäóåò, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà S(λ, t) èìååò
ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð A(λ) â ïðîñòðàíñòâå H1

0 [78, 79].

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à (5.1)− (5.3) ëîêàëüíî
èäåíòèôèöèðóåìà ïðè λ = λ0 ïî óòî÷íÿþùèìñÿ äèñêðåòíûì íàáëþäåíè-
ÿì ðåøåíèÿ u(λ0, x, t, u0), åñëè ñóùåñòâóåò ε > 0, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî λ, 0 < |λ − λ0| < ε, è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v0 ∈ H1

0

íàéäåòñÿ òàêîå n0 > 0, ÷òî

V (λ0, n, u0) 6= V (λ, n, v0) ïðè n ≥ n0.
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Òàêîå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè çàäà÷è (5.1)�(5.3) ñî-
îòâåòñòâóåò ââåäåííîìó â ãëàâå 1 ïîíÿòèþ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè
íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî íàáëþ-
äåíèþ èõ ðåøåíèé â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè (îïðåäåëåíèå 1.1 ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (λ), λ ∈ R, ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìû
S(λ, t). Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû
S(λ, t) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u(x) ñëóæèò ðåøåíèåì ñëåäóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è:

d2u

dx2
+ f(λ, u) = 0, u(0) = u(π) = 0. (5.6)

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà S(λ, t) èìååò ãëîáàëüíóþ ôóíêöèþ Ëÿïó-
íîâà [78, 79] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u0 ∈ H1

0 ðåøåíèå S(λ, t)u0 ñòðåìèòñÿ ïðè
t → +∞ (â ìåòðèêå H1

0 ) ê ìíîæåñòâó F (λ). Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ω(λ, u0)
ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèÿ S(λ, t)u0 [79], òî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

ω(λ, u0) ⊂ F (λ) ⊂ A(λ), u0 ∈ H1
0 , λ ∈ R. (5.7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè λ = λ0 ôóíêöèÿ f(λ, u) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùå-
ìó óñëîâèþ.

Óñëîâèå I â òî÷êå λ0. Äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà v+ ∈
(0, δ), v− ∈ (−δ, 0) è µ > 0, ÷òî

f(λ, v+) 6= f(λ0, v
+),

f(λ, v−) 6= f(λ0, v
−)

ïðè 0 < |λ− λ0| < µ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Óñëîâèå I â òî÷êå λ0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè ñëåäóþùåì óñëîâèè.

Óñëîâèå II â òî÷êå λ0. Ôóíêöèÿ f(λ, u) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
ïî λ íà ìíîæåñòâå R× {0} è

∂f

∂λ
(λ, 0)

∣∣∣∣
λ=λ0

6= 0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Òåîðåìà 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(a) âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû S(λ0, t) ãèïåðáîëè÷åñêèå;
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(b) åñëè f(λ0, 0) = 0, òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà u ≡ 0 ñèñòåìû S(λ0, t)
íåóñòîé÷èâà;

(c) âûïîëíåíî Óñëîâèå I â òî÷êå λ0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå è ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî H ïðî-
ñòðàíñòâà H1

0 , ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u0 ∈ H çàäà÷à (5.1)− (5.3) ëîêàëüíî
èäåíòèôèöèðóåìà ïðè λ = λ0 ïî óòî÷íÿþùèìñÿ äèñêðåòíûì íàáëþäåíèÿì
ðåøåíèÿ u(λ0, x, t, u0).

Åñëè f(λ0, 0) 6= 0, òî ìîæíî áðàòü H = H1
0 .

Ïðåæäå ÷åì íà÷èíàòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ñôîðìóëèðóåì âñïî-
ìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíî Óñëîâèå I â òî÷êå λ0. Åñëè u(λ0, x) �
íåíóëåâîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5.6), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ∆ > 0, ÷òî
ïðè 0 < |λ − λ0| < ∆ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(λ, x) çàäà÷è (5.6) âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå

u(λ, x) 6≡ u(λ0, x). (5.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó u(λ0, x) 6≡ 0,

u∗ = max
x∈[0,π]

|u(λ0, x)| > 0.

Èç Óñëîâèÿ I â òî÷êå λ0 íàéäåì ÷èñëà v+ ∈ (0, u∗), v− ∈ (−u∗, 0) è ñî-
îòâåòñòâóþùåå µ > 0. Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî ïðè
∆ = µ.

Ôèêñèðóåì òàêîå x0 ∈ (0, π), ÷òî

u∗ = |u(λ0, x0)|.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(λ0, x0) > 0 (ñëó÷àé u(λ0, x0) < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå x1 ∈ (0, π), ÷òî

u(λ0, x1) = v+

(ïîñêîëüêó u(λ0, 0) = 0).

Âîçüìåì λ ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < |λ−λ0| < ∆ è ëþáîå ðåøå-
íèå u(λ, x) ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è (5.6). Åñëè u(λ, x1) 6= u(λ0, x1),
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òî (5.8) âûïîëíåíî. Åñëè ýòî íå òàê, òî u(λ, x1) = u(λ0, x1) = v+ è èç Óñëîâèÿ
I â òî÷êå λ0 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

∂2u(λ0, x)

∂x2

∣∣∣∣
x=x1

= −f(λ0, v
+) 6= −f(λ, v+) =

∂2u(λ, x)

∂x2

∣∣∣∣
x=x1

.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 . Ïî íàáîðó V (λ, n, u0) ïîñòðîèì íà îò-
ðåçêå [0, π] íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ v∗(λ, x, n, u0) ñî ñâîé-
ñòâàìè:

v∗(λ, khn, n, u0) = u(λ, khn, Tn, u0), k = 0, 1, ...,m(n),

v∗(λ, ·, n, u0) ëèíåéíà íà ëþáîì îòðåçêå

[khn, (k + 1)hn], k = 0, 1, ...,m(n)− 1.

Èçâåñòíî (ñì. [80, ãëàâà 1]), ÷òî äëÿ ëþáîãî λ ∈ R îïåðàòîð S(λ, t) ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç H1

0 â H
2
0 , ò. å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v0 ∈ H1

0

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ K = K(λ, v0), ÷òî

‖S(λ, t)v0‖2 ≤ K, t > 0.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v0 ∈ H1
0 è äëÿ ëþáîãî λ ∈ R

‖v∗(λ, x, n, v0)− u(λ, x, Tn, v0)‖ → 0 ïðè n→∞. (5.9)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [khn, (k+1)hn]. Îáîçíà÷èì åãî ∆k. Ïî
òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ ∆k, ÷òî

u′(λ, ξ, Tn, v0) =
u(λ, (k + 1)hn, Tn, v0)− u(λ, khn, Tn, v0)

hn
≡

≡ v∗′(λ, x, n, v0)

ïðè âñåõ x ∈ ∆k. Ïîýòîìó äëÿ x ∈ ∆k

|u′(λ, x, Tn, v0)− v∗′(λ, x, n, v0)| =

∣∣∣∣∣∣∣
x∫
ξ

u′′(λ, s, Tn, v0)ds

∣∣∣∣∣∣∣ .
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, òåïåðü ïîëó÷àåì

‖v∗(λ, x, n, v0)− u(λ, x, Tn, v0)‖2
H1

∆k

=
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=

(k+1)hn∫
khn

|v′(λ, x, n, v0)− u′(λ, x, Tn, v0)|2dx =

=

(k+1)hn∫
khn

∣∣∣∣∣∣∣
x∫
ξ

u′′(λ, s, Tn, v0)ds

∣∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
(k+1)hn∫
khn

hn (k+1)hn∫
khn

|u′′(λ, s, Tn, v0)|2ds

 dx =

= h2
n

 (k+1)hn∫
khn

|u′′(λ, s, Tn, v0)|2ds

 =

= h2
n‖u(λ, x, Tn, v0)‖2

H2
∆k

≤ Kh2
n.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

‖v∗(λ, x, n, v0)− u(λ, x, Tn, v0)‖2 ≤ m(n)Kh2
n =

Kπ2

m(n)

è, ñ ó÷åòîì (5.4), óñëîâèå (5.9) äîêàçàíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(λ0, 0) = 0 (ñëó÷àé f(λ0, 0) 6= 0 áîëåå ïðîñò, ïî-
ñêîëüêó ïðè ýòîì óñëîâèè u ≡ 0 íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû
S(λ0, t)).

Èç óñëîâèé (a) è (b) òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî u ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû S(λ0, t). Ïîýòîìó åå óñòîé-
÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s(0) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ êîðàçìåðíîñòü â ïðîñòðàí-
ñòâå H1

0 . Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

H = H1
0 \W s(0) (5.10)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà H1
0 .

Âîçüìåì u0 ∈ H è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå
u(λ0, x, t, u0). Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

u(λ0, x, t, u0)→ F (λ0) ïðè t→∞.



119

Ïîñêîëüêó âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû S(λ0, t) ãèïåðáîëè÷åñêèå, îíè
ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè. Ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð A(λ0) êîìïàêòåí è ñîäåð-
æèò âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû S(λ0, t). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî F (λ0) êî-
íå÷íî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ω(λ0, u0) ñâÿçíî [79], îíî ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåí-
íîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Îáîçíà÷èì åå w(x). Èç (5.10) ñëåäóåò, ÷òî w(x) 6≡ 0.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.1 , íàéäåì äëÿ ðåøåíèÿ w(x) òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî
ïðè 0 < |λ−λ0| < ε ëþáîå ðåøåíèå u(λ, x) êðàåâîé çàäà÷è (5.6) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

u(λ, x) 6≡ w(x). (5.11)

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòî ÷èñëî ε > 0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì, óêàçàííûì â
îïðåäåëåíèè 5.1 .

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì λ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < |λ− λ0| < ε è
ïðîèçâîëüíóþ íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ v0 ∈ H1

0 .

Ìíîæåñòâî ω(λ, v0) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì êîìïàêòíîãî
ìíîæåñòâà A(λ) (ñì. âêëþ÷åíèå (5.7)). Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ðåøåíèé
u(λ, x) êðàåâîé çàäà÷è (5.6). Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (5.11) ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a > 0, ÷òî

dist(w(x), ω(λ, v0)) = a, (5.12)

ãäå dist � ðàññòîÿíèå, ïîðîæäåííîå íîðìîé ïðîñòðàíñòâà H1
0 .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷èñåë {nm}, òàêàÿ, ÷òî nm →∞ ïðè m→∞ è

V (λ0, nm, u0) = V (λ, nm, v0) (5.13)

äëÿ âñåõ m.

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðåðûâíûå êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè
v∗(λ0, x, nm, u0) è v

∗(λ, x, nm, v0). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ïåðåîáîçíà÷èì ýòè
ôóíêöèè ÷åðåç v∗0,m(x) è v∗m(x) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó (5.13)

v∗0,m(x) ≡ v∗m(x) (5.14)

äëÿ âñåõ m.

Ïîñêîëüêó

‖u(λ0, x, nm, u0)− w(x)‖ → 0 ïðè m→∞,

èç (5.9) ñëåäóåò, ÷òî

‖v∗0,m(x)− w(x)‖ → 0 ïðè m→∞. (5.15)
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Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó

dist(u(λ, x, nm, v0), ω(λ, v0))→ 0 ïðè m→∞,

èõ (5.9) ñëåäóåò, ÷òî

dist(v∗m(x), ω(λ, v0))→ 0 ïðè m→∞. (5.16)

Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå óñëîâèé (5.12), (5.14), (5.15) è (5.16) íåâîç-
ìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ f(λ0, 0) =
0. Åñëè f(λ0, 0) 6= 0, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü H = H1

0 è ïîâòîðèòü âñå ðàññóæäå-
íèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.1. Â òî âðåìÿ, êàê óñëîâèÿ (b) è (c) òåîðåìû 5.1 äîñòàòî÷-
íî ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ è âïîëíå åñòåñòâåííû, óñëîâèå (a) ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûì. Îäíàêî â ðàáîòå [81] äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (5.1), íå
ñîäåðæàùåãî ïàðàìåòðà λ

ut = uxx + f(u),

áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóþùåé ýâîëþöè-
îííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé äëÿ íåëèíåéíîñòåé f(u), ïðèíàäëå-
æàùèõ ïîäìíîæåñòâó ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Ck(R), k ≥ 2, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè ïî Áýðó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (ò. å. ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà îòêðûòûõ è ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ
ýòîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (a) íåçíà-
÷èòåëüíî ñóæàåò êëàññ íåëèíåéíîñòåé f(λ, u) óðàâíåíèÿ (5.1), äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1 .

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1 ìîãóò áûòü ëåãêî ïðîâåðåíû äëÿ
çàäà÷è ×ýôè�Èíôàíòå [78, 82] (óðàâíåíèå (5.1) ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ îò
ïàðàìåòðà λ).

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèè (5.1) f(λ, u) = λg(u), ãäå ôóíêöèÿ
g ∈ C2(R) è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(CI1) g(0) = 0, g′(0) = 1;

(CI2) lim sup
|u|→∞

g(u)

u
≤ 0;

(CI3) ug′′(u) < 0 ïðè u 6= 0.

Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ôóíêöèè g(u), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
(CI1)�(CI3), ñëóæèò g(u) = u− u3.

Èçâåñòíî [78], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà S(λ, t) èìååò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð ïðè âñåõ
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λ > 0 è åå òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðè
t→∞.

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ïðè

λ > 1, λ 6= m2, m ∈ Z, (5.17)

ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñèñòåìû S(λ, t)ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, â òî
âðåìÿ êàê íåïîäâèæíàÿ òî÷êà u ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.

Èç óñëîâèÿ (CI3) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(u) èìååò íå áîëåå äâóõ íåíó-
ëåâûõ êîðíåé. Ïîýòîìó Óñëîâèå I î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ ïðè
f(λ, u) = λg(u) â ëþáîé òî÷êå λ0 (ïðè ýòîì ÷èñëî µ > 0 ìîæåò áûòü ïðîèç-
âîëüíûì).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå òåîðåìû 5.1 .

Òåîðåìà 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óðàâíåíèè (5.1) f(λ, u) = λg(u), ãäå
ôóíêöèÿ g(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (CI1)�(CI3). Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ =
λ0, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâàì (5.17), ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå è
ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî H ïðîñòðàíñòâà H1

0 , ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u0 ∈
H çàäà÷à (5.1)− (5.3) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè λ0 ïî óòî÷íÿþùèìñÿ
äèñêðåòíûì íàáëþäåíèÿì ðåøåíèÿ u(λ0, x, t, u0).

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [83].

�2. Ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòü äèñ-
êðåòèçàöèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè, îñíîâàííîì íà èñïîëüçîâàíèè òåõ èëè
èíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, èññëåäóåìîå óðàâíåíèå (5.1) çàìåíÿåòñÿ íåêî-
òîðîé àïïðîêñèìèðóþùåé åãî ñèñòåìîé, äëÿ êîòîðîé âíîâü âîçíèêàåò çàäà÷à
î âîçìîæíîñòè èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà λ. Â ýòîì ïàðàãðàôå
ìû ïîêàæåì, ÷òî èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðà λ âîçìîæíà äëÿ äèñêðåòèçàöèè
óðàâíåíèÿ (5.1), ïðè÷åì áåç òðåáîâàíèÿ óòî÷íåíèÿ íàáëþäåíèé ñ ðîñòîì âðå-
ìåíè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ïîëóíåÿâíóþ äèñêðåòèçàöèþ óðàâíå-

íèÿ (5.1). Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ïîëîæèì d =
π

N + 1
, è ïóñòü

h > 0 � øàã äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè t. Áóäåì ïðèáëèæàòü çíà÷åíèÿ
u(λ,md, nh, u0) ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1)�(5.3) âåëè÷èíàìè vnm, n ≥ 0, m =
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0, 1, ..., N + 1, çàâèñÿùèìè îò λ è çàäàâàåìûìè ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé

∆vn+1 = Avn+1 + f(λ, vn), n ≥ 0, (5.18)

ãäå
vn = (vn1 , ..., v

n
N) ∈ RN , f(λ, v) = (f(λ, v1), ..., f(λ, vN)),

∆vn+1 =
1

h
(vn+1 − vn), (Av)m =

1

d2
(vm+1 − 2vm + vm−1),

à v0 = vN+1 = 0 (ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (5.2)). Ñèñòåìà (5.18) çàäàåò îòîáðàæåíèå

ϕ(λ, ·) : RN → RN , (5.19)

òàêîå, ÷òî vn+1 = ϕ(λ, vn).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

h‖A‖ < 1, (5.20)

ãäå ‖A‖ � îïåðàòîðíàÿ íîðìà ìàòðèöû A. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.20)
îòîáðàæåíèå (5.19) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

ϕ(λ, v) = J−1(v + hf(λ, v)), (5.21)

ãäå J = E − hA, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N .

Â ðàáîòå [84] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè λ

f(λ, ·) ∈ C1,

∣∣∣∣ ∂∂u f(λ, u)

∣∣∣∣ ≤M, hM < 1, (5.22)

òî ϕ(λ, v) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà RN .

Îñíîâíîå âíèìàíèå ìû óäåëèì èçó÷åíèþ ñëó÷àÿ f(λ, u) = λg(u), ïîñêîëü-
êó â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñèñòå-
ìû (5.18) (îïðåäåëåíèå äàäèì íèæå) ôîðìóëèðóþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî
(îáùèé ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí ïîçæå, â çàìå÷àíèè 5.3 ).

Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòå-
ìà (5.18) ëîêàëüíî èäåíòèôèöèðóåìà ïðè λ0 ïî íàáëþäåíèþ òðàåêòîðèè
{ϕn(λ0, u0) : n ≥ 0}, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ,
0 < |λ − λ0| < ε, è äëÿ ëþáîãî v0 ∈ RN íàéäåòñÿ òàêîå n0 > 0, ÷òî ïðè
n ≥ n0

ϕn(λ0, u0) 6= ϕn(λ, v0).
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Òåîðåìà 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(λ, u) = λg(u) è äëÿ ôèêñèðîâàííî-
ãî çíà÷åíèÿ λ0 ∈ R óñëîâèÿ (5.22) âûïîëíåíû äëÿ âñåõ (λ, u) ∈ Λ×R, ãäå Λ �
íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè λ0. Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ0, ·) ÿâëÿþòñÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêèìè;

(b) åñëè g(0) = 0, òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà u = 0 äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ0, ·)
íåóñòîé÷èâà.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå è ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî H ïðî-
ñòðàíñòâà RN , ÷òî äëÿ ëþáîãî u0 ∈ H ñèñòåìà (5.18) ëîêàëüíî èäåíòèôè-
öèðóåìà ïðè λ0 ïî íàáëþäåíèþ òðàåêòîðèè {ϕn(λ0, u0) : n ≥ 0}.

Åñëè g(0) 6= 0 è λ0 6= 0, òî ìîæíî âçÿòü H = RN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [84] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ëþáîì λ äèôôåî-
ìîðôèçì ϕ(λ, ·) èìååò ãëîáàëüíóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþ-
áàÿ òðàåêòîðèÿ ýòîãî äèôôåîìîðôèçìà ñòðåìèòñÿ ê ìíîæåñòâó F (λ) åãî
íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Ïîñêîëüêó âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ, ·) ãèïåðáîëè-
÷åñêèå, êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé â F (λ0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè u0 ∈ RN ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ ϕn(λ0, u0)
ñòðåìèòñÿ ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(0) = 0 (ñëó÷àé g(0) 6= 0 áîëåå ïðîñò, ïîñêîëüêó
ïðè ýòîì óñëîâèè u = 0 íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äèôôåîìîðôèçìà
ϕ(λ0, ·)).

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.1 (ôîðìóëà (5.10)) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî H ôîð-
ìóëîé H = RN \ W s(0), ãäå W s(0) � óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ãèïåðáîëè-
÷åñêîé íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè u = 0 äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ0, ·).
Ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà
RN .

Çàôèêñèðóåì u0 ∈ H è ïóñòü

ϕn(λ0, u0) →
n→∞

w0,

ãäå w0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ0, ·).
Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (5.21), w ∈ RN ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé

äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ, ·) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

J−1(w + hλg(w)) = w.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

w + hλg(w) = Jw = w − hAw,

èëè
Aw + λg(w) = 0. (5.23)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Φ(λ,w) = ϕ(λ,w)− w.

Îíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî w è λ, ïîñêîëüêó ϕ(λ, ·) ÿâëÿåòñÿ äèô-
ôåîìîðôèçìîì, à λ âõîäèò â âûðàæåíèå (5.21) ëèíåéíî â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå. Êðîìå òîãî,

Φ(λ0, w0) = 0,

ïîñêîëüêó w0 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ0, ·).
Òàê êàê w0 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ϕ(λ0, ·), âñå ñîáñòâåí-

íûå ÷èñëà λj ìàòðèöû ßêîáè

∂ϕ(λ0, w)

∂w

∣∣∣∣
w=w0

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì |λj| 6= 1. Ïîýòîìó λj 6= 1 è

det

(
∂Φ(λ0, w)

∂w

∣∣∣∣
w=w0

)
= det

(
∂ϕ(λ0, w)

∂w

∣∣∣∣
w=w0

− EN

)
6= 0.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè óðàâíåíèå

Φ(λ,w) = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå w(λ) â îêðåñòíîñòè λ0, ÿâëÿþùååñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, ïðè ýòîì w(λ0) = w0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâ-
íåíèå (5.23), çàäàþùåå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ, ·), ìîæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü ïî λ â òî÷êå λ0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåí-
ñòâî:

A
∂w

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ0

+ g(w(λ0)) + λ0D
∂w

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ0

= 0, (5.24)

ãäå
D = diag (g′ (w0,1(λ0)) , ..., g

′ (w0,N(λ0)))

è
w0 = (w0,1, ..., w0,N).
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Èç óñëîâèÿ (b) òåîðåìû è âûáîðà ìíîæåñòâà H ñëåäóåò, ÷òî w0 6= 0, à
ïîñêîëüêó ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ, Aw0 6= 0. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (5.23)
ïðè λ = λ0 ñëåäóåò, ÷òî g(w0) 6= 0. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ñîîòíîøåíèÿ (5.24)
íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

∂w

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ0

6= 0. (5.25)

Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñóùåñòâóåò òàêîå
ε > 0, ÷òî äëÿ âñåõ λ, 0 < |λ − λ0| < ε, äèôôåîìîðôèçì ϕ(λ, ·) íå èìååò
íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñîâïàäàþùèõ ñ w0.

Çàôèêñèðóåì λ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 0 < |λ− λ0| < ε è îáîçíà÷èì
÷åðåç A(λ) ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà ϕ(λ, ·) (åãî ñóùåñòâî-
âàíèå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (5.5) áûëî äîêàçàíî â [85]). Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíîå v0 ∈ RN . Äëÿ ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ω(λ, v0) òðàåêòîðèè ϕ

n(λ, v0)
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:

ω(λ, v0) ⊂ F (λ) ⊂ A(λ).

F (λ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà A(λ), à
ïîòîìó ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî w0 6∈ F (λ).
Ñëåäîâàòåëüíî,

dist (w0, ω(λ, v0)) > 0. (5.26)

Óñëîâèå (5.26) è ñîîòíîøåíèÿ

dist (ϕn(λ, v0), ω(λ, v0))→ 0 ïðè n→∞

è
ϕn(λ0, u0)→ w0 ïðè n→∞

óñòàíàâëèâàþò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîé òåîðåìû 5.3 .

Çàìå÷àíèå 5.2. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
çàäà÷è ëîêàëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèöèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ (5.1) ïî
óòî÷íÿþùèìñÿ äèñêðåòíûì íàáëþäåíèÿì åãî ðåøåíèÿ, óñëîâèÿ ëîêàëüíîé
èäåíòèôèöèðóåìîñòè àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû (5.18) íå òðåáóþò óòî÷íå-
íèÿ íàáëþäåíèé òðàåêòîðèé ϕn(λ0, u0) è ϕ

n(λ, v0).

Çàìå÷àíèå 5.3. Òåîðåìà 5.3 ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëü-
íîé íåëèíåéíîñòè f(λ, u), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (5.22). Äîïîëíèòåëü-
íîå îãðàíè÷åíèå

∂f

∂λ
∈ C, ∂

∂λ
f(λ, u)

∣∣∣∣
λ=λ0

6= 0 äëÿ âñåõ u (5.27)
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ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5.3 â ýòîì
ñëó÷àå (ðàçóìååòñÿ, óñëîâèÿ (a) è (b) òåîðåìû ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííû-
ìè).

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (5.24) çàìåíÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

A
∂w

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ0

+

(
∂f

∂λ
(λ0, w0,1), ...,

∂f

∂λ
(λ0, w0,N)

)
+

+diag

(
∂f

∂u
(λ0, w0,1), ...,

∂f

∂u
(λ0, w0,N)

)
∂w

∂λ

∣∣∣∣
λ=λ0

= 0.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è óñëîâèÿ (5.27) ñëåäóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (5.25).
Â îñòàëüíîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Çàìå÷àíèå 5.4. Óñëîâèå (a) òåîðåìû 5.3 íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì
îãðàíè÷åíèåì ìíîæåñòâà íåëèíåéíîñòåé g(u) è ìíîæåñòâà èäåíòèôèöèðóå-
ìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ. Â ðàáîòå [86] äîêàçàíî, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿ-
åòñÿ òèïè÷íûì äëÿ ìíîæåñòâà B ïàð (λ, g), ò. å. ìíîæåñòâî ïàð (λ, g) ∈ B,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (a), ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
îòêðûòûõ è ïëîòíûõ â B ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ λ0 è ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîñòè f(λ, u)
òèïè÷íîñòü óñëîâèÿ (a) òåîðåìû 5.3 áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [85].
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