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Аннотация

Рассмотрены задачи математического моделирования эффективной
тепловой защиты проницаемых поверхностей гиперзвуковых летательных
аппаратов. Приведены постановки одномерных и двумерной обратных задач
тепломассообмена. Обсуждены результаты вычислительных экспериментов
по восстановлению управления (вдува) по параметрам тепломассообмена
(локальным тепловому потоку и трению).

Ключевые слова: тепломассообмен, гиперзвуковые течения, ламинар-
ный пограничный слой, управление, обратные задачи, интерполяционная
постановка, аппроксимационная постановка, вычислительные эксперименты.

Abstract

The hypersonic aircraft permeable surfaces effective heat protection
mathematical modeling problems are considered. The statements of one- and
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two-dimensional inverse problems of heat and mass transfer are given. The
computational experiments results on control (the blowing) restoration by heat
and mass transfer parameters (local heat flow and local friction) are discussed.

Keywords: heat and mass transfer, hypersonic flows, laminar boundary layer,
control, inverse problems, interpolation statement, approximation statement,
computational experiments.

Введение

Данная работа, продолжающая исследования [1], является расширенным
вариантом материалов докладов, представленных на Воронежскую зимнюю
математическую школу «Современные методы теории функций и смежные
проблемы – 2017» [2] и международную конференцию «Некоторые актуаль-
ные проблемы современной математики и математического образования. Гер-
ценовские чтения – 2017» [3], и доклада [4], прочитанного 25 мая 2017 года на
международной конференции «Конструктивный негладкий анализ и смеж-
ные вопросы», посвящённой памяти профессора В.Ф.Демьянова (CNSA –
2017), на секции 3 «Проблемы негладкой механики». Кроме того, матери-
ал данной статьи был частично использован при прочтении докладов [5, 6]
14 июня 2017 года на секции 3.3 «Прикладные задачи управления» XI Между-
народной Четаевской конференции «Аналитическая механика, устойчивость
и управление».

1. Прямая задача тепломассообмена

В работах [7–13] была рассмотрена следующая прямая задача.
По заданным управлениям (x ∈ [0; 1]):
m(x) – вдуву в ламинарный пограничный слой,
τ(x) – температурному фактору поверхности:
τ(x) = Tw(x)/Te0, где Tw(x) – температура стенки,
Te0 – температура в точке торможения, и

s(x) = σB2
0(x) – магнитному полю,

требуется рассчитать параметры модели пограничного слоя θ0, θ1, ω0, ω1

и определить:
локальные тепловой поток q(x;m, τ, s)
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и напряжение трения f(x;m, τ, s),
интегральные тепловой поток Q(m, τ, s)

и силу трения F (m, τ, s),
а также мощность N(m, τ, s) системы,

обеспечивающей вдув, т.е.

(m, τ, s)→ (q, f ; Q, F, N) .

Прямая экстремальная задача

В работах [7–9,11,12] для заданных τ(x) и s(x) оптимальное управление
m(x) было построено, как решение экстремальной задачи

Q(m, τ, s)→ inf
m

(для непрерывных функций m(x)), при наличии ограничения

N(m, τ, s) ≤ Nmax .

Для тропо-, страто- и нижних слоёв мезосферы (10–30 [км]) типы рас-
чётных моделей для каждого диапазона скоростей представлены в таблице 1,
аналогичной приведённой в [12].

Таблица 1. Типы моделей газа

Число Маха 2,5 < M∞ < 6 6 < M∞ < 10 10 < M∞

Режим полёта Сверх-
звуковой

Гиперзвуковой

Тип
сжимаемого
газа

Совершенный Равновесно
диссоции-
рующий

Ионизи-
рованный

Метод полных
(эффективных)
коэффициентов

Не
применяется

Применяется

Электро-
проводность
газа

Отсутствует Присут-
ствует
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2. Обратные по вдуву задачи тепломассообмена

Приведём по [1, 14] постановки обратных задач по управлению – вдуву
m(x) в ламинарный пограничный слой, где x ∈ X = [0; 1] (ось x направлена
вдоль контура тела).

Пусть заданы:
1) сетка управления X1: x∧0 = 0 < x∧1 < . . . < x∧n1 = 1;
2) сетка наблюдения X2: x∨0 = 0 < x∨1 < . . . < x∨n2 = 1;
3) непрерывное управление s(x) = σB2

0(x) – магнитное поле.
При непрерывно-дифференцируемом управлении τ(x) и ограничениях

Imj,k = [bmj,k; t
m
j,k] , j = 1, . . . , n1 , k = 0, . . . , νm1 , νm1 ≥ 0 ,

для «контрольных» значений локального теплового потока

q∨ = (q∨j )j=0,...,n2

требуется найти непрерывное на X управление m∼, задаваемое [15] элемен-
тами

m∼(x) = m∼j (x) для x ∈ [x∧j−1;x
∧
j ] , j = 1, . . . , n1 ,

удовлетворяющими условиям

(m∼)(k)(x) ∈ Imj,k для x ∈ [x∧j−1;x
∧
j ] , k = 0, . . . , νm1 , (1)

такое, что вычисленные [7,8, 12] на X2 значения

q∼ = (q∼j )j=0,...,n2 , где q∼j = q(x∨j ;m
∼, τ, s) ,

должны быть близкими к q∨, т.е.

q∨ → m∼ , (m∼, τ, s)→ (q∼ ≈ q∨, f∼) , (2)

где
f∼ = (f∼j )j=0,...,n2 , f∼j = f(x∨j ;m

∼, τ, s) .

Если вместо q∨ задать «контрольные» значения локального напряжения
трения

f∨ = (f∨j )j=0,...,n2 ,

то обратная задача по m для напряжения трения будет иметь вид:

f∨ → m∼ , (m∼, τ, s)→ (q∼, f∼ ≈ f∨) . (3)
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Замечания

1) Элементыm∼j (x) управления будем искать в виде многочленов степени
deg(m∼j ) = µ ≥ ν1 + 1, а всё m∼ будем строить в классе кусочно-полиноми-
альных функций с точками стыка в узлах X1.

В работе [1] приведены постановки обратных задач для кусочно-
линейного (µ = 1) случая. Для установления условий однозначной разре-
шимости задачи в [1] были рассмотрены случаи вида:

a) X1 = X2;
b) X1 ⊇ X2 при X1 6= X2;
c) X1 ⊆ X2 при X1 6= X2.

X2 x∨i x∨i+1 x∨i+2 x∨i x∨i+1 x∨i x∨i+1 x∨i+2 x∨i+3

q∨/f∨ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

m∼ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑

X1 x∧i x∧i+1 x∧i+2 x∧j x∧j+1 x∧j+2 x∧j+3 x∧j x∧j+1

2) Пусть µ ≥ ν1 + 1 и X1 ⊆ X2.
Предполагая для простоты, что все множества

X+
1,j = (X2 \X1) ∩ [x∧j−1;x

∧
j ] , j = 1, . . . , n1 ,

содержат одинаковое количество ν2 ≥ 0 точек, можно считать, что

X+
1,j = (x+j,k)k=1,...,ν2 – дополнительные сетки управления

(при ν2 = 0 – они пусты). В зависимости от соотношения между µ и ν2 задача
будет

либо однозначно определённой,
либо недоопределённой,
либо переопределённой,

что влечёт разные возможности для введения условий близости [1,14] наборов
q∼ и q∨ (или f∼ и f∨).
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3. Аппроксимационная и интерполяционная постановки

Введём
R∞ (q∼; q∨) = max

j=0,...,n2

∣∣q∼j − q∨j ∣∣ , (4)

Rp (q
∼; q∨) =

( n2∑
j=0

∣∣q∼j − q∨j ∣∣p)1/p при p ∈ [1; +∞) . (5)

Постановка обратной задачи (2), (1) называется [1,14] интерполяционной
(ИПОЗ), если для заданного малого ε1 > 0 требуется найти такое управле-
ние m∼, что в узлах X2 значения q∼ совпадают с q∨ с точностью ε1:

R∞ (q∼; q∨) ≤ ε1 . (6)

При реализации на ЭВМ необходимо, чтобы ε1 ≥ εmin, где εmin зависит
от способа представления вещественных чисел и применяемых численных
методов.

Постановка обратной задачи (2), (1) называется [1,14] аппроксимационной
(АПОЗ), если для заданного p ∈ [1; +∞] требуется отыскать пару (m∼, q∼),
где управлениеm∼ является приближённым решением экстремальной задачи

R∗p (q
∨) = inf

m∼
Rp (q

∼; q∨) . (7)

Определения ИПОЗ и АПОЗ для (3), (1) – аналогичны (2) и (1): требуется
заменить q∼ и q∨ на f∼ и f∨ в (6) и (7).

4. Вычислительные эксперименты по восстановлению вдува

Приведём два примера восстановления вдува m∼ как по значениям ло-
кального теплового потока q∨, так и по значениям локального напряжения
трения f∨.

Зафиксируем значения неизменяемых параметров: пусть

число Маха M∞ = 10 ∈ [10; 40] , (8)
высота полёта H = 10 ∈ [10; 30] [км] , (9)
радиус тела R = 0,1 ∈ [0,1; 1] [м] . (10)

Выбор (8), (9), (10) сделан для удобства сравнения с [7–9].
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Диапазоны изменения управляющих параметров ограничим [14]:

m(x) ∈ [0; 1] , (11)
τ(x) ∈ [0,15; 0,9] , (12)

s(x) ∈ [0; 5 · 104] [Тл/Ом · м] . (13)

С помощью программы, реализующей прямую задачу [7–9, 12], продол-
жая исследования [13,16] о влиянии температурного фактора на пограничный
слой и на восстановление вдува, были получены последовательности значе-
ний qdir и fdir для законов вдувов mdir, обобщающих рассмотренные в [9], при
различных постоянных законах τdir ∈ {0,15; 0,20; . . . ; 0,90}.

К q∨ = qdir и к f∨ = fdir была применена процедура решения ИПОЗ
для вдува при различных постоянных законах температурного фактора τinv
с ограничением

m∼(x) ∈ Im = [b; t] для x ∈ [x∧j−1;x
∧
j ] ,

где 0 ≤ bj,0 ≤ tj,0 ≤ 1 , j = 1, . . . , n1 .

Установлены предельные значения τ ∗inv , при которых построение вдува
возможно, а также зависимости τ ∗inv(b, t; τdir).

4.1. К qdir и fdir , полученным для постоянного вдува mdir ≡ 0,3 при
τdir ≡ 0,25, была применена процедура решения ИПОЗ для вдува при различ-
ных постоянных законах τinv ∈ {0,15; 0,20; . . . ; 0,90}. На рис. 1 представлены
законы m∼, построенные по тепловому потоку, на рис. 2 – по напряжению
трения.

Для ограничения bj,0 = 0 при τinv ≥ τ ∗inv, где τ
∗,cyl
inv = 0,534 и τ ∗,sphinv = 0,466,

построение по тепловому потоку невозможно. Аналогично, для ограничения
tj,0 = 1 при τinv > τ ∗inv, где τ

∗,cyl
inv = 0,755 и τ ∗,sphinv = 0,858, невозможно постро-

ение по напряжению трения.
4.2. К qdir и fdir , полученным для закона «вертикальная трапеция»

mdir(x;m0,m1) = m0 · (1− x) +m1 · x
при m0 = 0 , mcyl

1 = 0,3996 , msph
1 = 0,3664

(параметры из таблицы 6 для кривых 8 на рис. 4 и 5 из [9], τdir ≡ 0,25), была
применена процедура решения ИПОЗ для вдува при τinv ∈ {0,15; 0,20; . . . ;
0,90}. На рис. 3 и 4 представлены m∼, построенные по тепловому потоку и
по напряжению трения.
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При ограничении bj,0 = 0 построение невозможно при τinv > τ ∗inv = 0,25
для восстановления по тепловому потоку, а при τinv < τ ∗inv = 0,25 – по напря-
жению трения. Ограничение tj,0 = 1 при построении по напряжению трения
достигается при τ > τ ∗inv, где τ

∗,cyl
inv = 0,67 и τ ∗,sphinv = 0,79.

В приведённых примерах рассмотрен случай обтекания боковой поверхно-
сти кругового цилиндра [16] и сферического носка [17] при sdir ≡ 0 и sinv ≡ 0.

5. Допустимые формы локальных тепловых потоков
и напряжений трения

Следует отметить различный характер чувствительности q и f к ступен-
чатому изменению управления m(x). На рис. 5 и 6 приведены зависимости
локальных теплового потока и напряжения трения от координаты.

Кривые соответствуют обобщающим закон вдува «ступенька» (3) из [9]
функциям

m (x;m1,m2, x∗) =

{
m1 при x ∈ [0;x∗) ;

m2 при x ∈ (x∗; 1] ,

где x∗ ∈ {0,01; 0,05; 0,10; . . . ; 0,95}, m1 ≡ 0,3, m2 ∈ {0; 0,3; 1}. Чувствитель-
ность q падает при приближении точки переключения x∗ к 1, у f это менее
заметно.

6. Обратные по температурному фактору
задачи тепломассообмена

Аналогично п.2 сформулируем обратные задачи по управлению – темпе-
ратурному фактору τ(x).

Пусть заданы:
1) сетка управления X1: x∧0 = 0 < x∧1 < . . . < x∧n1 = 1;
2) сетка наблюдения X2: x∨0 = 0 < x∨1 < . . . < x∨n2 = 1;
3) непрерывное управление s(x) = σB2

0(x) – магнитное поле.
При непрерывном управлении m(x) и ограничениях

Iτj,k = [bτj,k; t
τ
j,k] , j = 1, . . . , n1 , k = 0, . . . , ντ1 , ντ1 ≥ 1 ,

для «контрольных» значений локального теплового потока

q∨ = (q∨j )j=0,...,n2
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требуется найти непрерывно-дифференцируемое на X управление τ∼, зада-
ваемое [15] элементами

τ∼(x) = τ∼j (x) для x ∈ [x∧j−1;x
∧
j ] , j = 1, . . . , n1 ,

удовлетворяющими условиям

(τ∼)(k)(x) ∈ Iτj,k для x ∈ [x∧j−1;x
∧
j ] , k = 0, . . . , ντ1 , (14)

такое, что вычисленные [7,8, 12] на X2 значения

q∼ = (q∼j )j=0,...,n2 , где q∼j = q(x∨j ;m, τ
∼, s) ,

должны быть близкими к q∨, т.е.

q∨ → τ∼ , (m, τ∼, s)→ (q∼ ≈ q∨, f∼) , (15)

где
f∼ = (f∼j )j=0,...,n2 , f∼j = f(x∨j ;m, τ

∼, s) .

Для «контрольных» f∨ = (f∨j )j=0,...,n2 обратная задача по τ имеет вид:

f∨ → τ∼ , (m, τ∼, s)→ (q∼, f∼ ≈ f∨) . (16)

Определения ИПОЗ и АПОЗ для (15), (14) и (16), (14) – аналогичны
(2), (1) и (3), (1): требуется заменить m∼ на τ∼ в (6) и (7).

7. Двумерная обратная задача тепломассообмена

Аналогично п.2 и п.6 сформулируем [2,18] обратную задачу по паре управ-
лений m и τ .

Пусть заданы:
1) сетка управления X1: x∧0 = 0 < x∧1 < . . . < x∧n1 = 1;
2) сетка наблюдения X2: x∨0 = 0 < x∨1 < . . . < x∨n2 = 1;
3) непрерывное управление s(x) = σB2

0(x) – магнитное поле.
Для ограничений

Icj,k = [bcj,k; t
c
j,k] , j = 1, . . . , n1 , k = 0, . . . , νc1 ,

c ∈ {m, τ} , νm1 ≥ 0 , ντ1 ≥ 1 ,

для пар «контрольных» значений

(q∨, f∨) = ((q∨j , f
∨
j ))j=0,...,n2
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требуется найти пару управлений (m∼, τ∼), удовлетворяющих условиям из
п.2 и п.6, в частности, (1) и (14), таких, что вычисленные [7,8,12] на X2 пары

(q∼, f∼) = ((q∼j , f
∼
j ))j=0,...,n2 ,

где
q∼j = q(x∨j ;m

∼, τ∼, s) , f∼j = f(x∨j ;m
∼, τ∼, s) ,

должны быть близкими к (q∨, f∨), т.е.

(q∨, f∨)→ (m∼, τ∼) , (m∼, τ∼, s)→ (q∼ ≈ q∨, f∼ ≈ f∨) . (17)

ИПОЗ и АПОЗ для (17), (1), (14) вводятся аналогично п.3 с помощью

R∞ ((q∼, f∼) ; (q∨, f∨)) = max {R∞ (q∼; q∨) , R∞ (f∼; f∨)} , (18)

Rp ((q
∼, f∼) ; (q∨, f∨)) =

(
Rp
p (q

∼; q∨) +Rp
p (f

∼; f∨)
)1/p при p ∈ [1; +∞) . (19)

В правых частях (18) и (19) используются (4) и (5).

Заключение

Для предложенных в данной работе постановок одномерных (по вдуву
и по температурному фактору) и двумерной (по паре управлений) обратных
задач приведены результаты вычислительных экспериментов восстановления
по параметрам тепломассообмена (локальным тепловому потоку и напряже-
нию трения) только одного из управлений – вдува. Анализ результатов вос-
становления другого управления (температурного фактора) и пары управле-
ний являются предметом отдельного исследования.

Вопросы существования решений ИПОЗ в точке торможения в форме
достаточных условий на диапазоны изменяемых параметров, аналогичные
рассмотренным в [14], а также приведённым в п.4 (11), (12), (13), излагаются
в продолжении [19] данной статьи.
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Рис. 1. Вдувы m∼q , восстановленные по q∨
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Рис. 2. Вдувы m∼f , восстановленные по f∨
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Рис. 3. Вдувы m∼q , восстановленные по q∨
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Рис. 4. Вдувы m∼f , восстановленные по f∨

  0         0.2         0.4         0.6         0.8         x  
 0 
   
0.1
   
0.2
   
0.3
   
0.4
   
 q 
   

m ≡ 0

m ≡ 0,3

m ≡ 1

 q cyl 

  0         0.2         0.4         0.6         0.8         x  

m ≡ 0

m ≡ 0,3

m ≡ 1

 q sph 

Рис. 5. Реакции q на ступенчатое изменение вдува
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Рис. 6. Реакции f на ступенчатое изменение вдува
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