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Îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Þ.Í.Áèáèêîâ1

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêóþ ãà-
ìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä H = H0 +H1 ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ

H0 =
λ1
2m

(p2m1 +mq21)−
λ2
2n

(p2n2 + nq22), (1)

ãäå λ1 > 0, λ2 > 0, à m > 1, n > 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàçëîæåíèå
âîçìóùåíèÿ H1 ïî ñòåïåíÿì p1, q1, p2, q2 íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà íèæå
2N+|k−`|+1, ãäåN � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåëm è n,N = m` = nk,
åñëè, ðàññìàòðèâàÿ p1 êàê âåëè÷èíó `-ãî èçìåðåíèÿ, à ïåðåìåííóþ p2 êàê âå-
ëè÷èíó k-ãî èçìåðåíèÿ, ïðèïèñàòü ïåðåìåííûì q1, q2 èçìåðåíèå, ðàâíîå N .

Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè êîíñåðâàòèâíûõ âîçìóùåíèé
ïàðû îñöèëëÿòîðîâ

p̈1 + λ21p
2m−1
1 = 0 è p̈2 + λ22p

2n−1
2 = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ê âèäó (1) ïðèâîäÿòñÿ ãàìèëüòîíèàíû, ó êîòîðûõ êîýôôè-
öèåíòàìè ïðè q21 è q

2
2 ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò 09-01-00734à.
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Â ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Åñëè n 6= m, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî ïî Ëÿ-

ïóíîâó.

Òåîðåìà 2. Åñëè n = m, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñëîâíî óñòîé÷èâî

ïî Ëÿïóíîâó äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ H 6= 0.

Èññëåäîâàíèå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ H = 0 ïðè m = n áóäåò ïðîâåäåíî â
ïîñëåäíåì ðàçäåëå ðàáîòû.

2. Ïåðåìåííûå �äåéñòâèå�óãîë�. Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì x, y, ϕ, ψ ïî
ôîðìóëàì

p1 = ((m+ 1)x)
1

m+1Cm(ϕ), q1 = ((m+ 1)x)
m

m+1Sm(ϕ),

p2 = ((n+ 1)y)
1

n+1Cn(ψ), q2 = ((n+ 1)y)
n

n+1Sn(ψ),
(2)

ãäå x > 0, y > 0, à Cm, Sm, Cn, Sn � ââåäåííûå À.Ì.Ëÿïóíîâûì [1] ôóíêöèè,
îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè

C ′m = −Sm, S ′m = C2m−1
m ,

C ′n = −Sn, S ′n = C2n−1
n ,

Cm(0) = Cn(0) = 1, Sm(0) = Sn(0) = 0.

Èìåþò ìåñòî èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

C2m
m (ϕ) +mS2

m(ϕ) = 1, C2n
n (ψ) + nS2

n(ψ) = 1.

Ôóíêöèè Cm, Sm è Cn, Sn ïåðèîäè÷íû ñ íåêîòîðûìè ïåðèîäàìè Nm è Nn

ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê
dp∧1dq1 = dx∧dϕ è dp∧1dq2 = dy∧dψ

òî çàìåíà (2) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ãàìèëüòîíèàí
F = f(x, y) + f ∗(x, y, ϕ, ψ), ãäå

f =
λ1
2m

((m+ 1)x
2m
m+1 − λ2

2n
((n+ 1)y

2n
n+1 ,

à f ∗ åñòü ðÿä ïî ñòåïåíÿì x
1

m+1 , y
1

n+1 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ϕ, ψ êîýôôèöèåí-
òàìè, ðàçëîæåíèå êîòîðîãî íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà íèæå 2N+ |k−`|+1,
åñëè x

1
m+1 ïðèïèñàòü `-å èçìåðåíèå, à y

1
n+1 � k-å èçìåðåíèå.

3. Ïîëîæåíèÿ ÊÀÌ-òåîðèè. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó îá-
ùåãî âèäà â ïåðåìåííûõ x > 0, y > 0 � �äåéñòâèå', ϕ, ψ( mod 2π) � �óãîë"ñ
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ãàìèëüòîíèàíîì F = f(x, y) + f ∗(x, y, ϕ, ψ), íåâîçìóùåííàÿ ÷àñòü f êîòîðî-
ãî íå çàâèñèò îò óãëîâûõ ïåðåìåííûõ, à âîçìóùåíèå f ∗ áåñêîíå÷íî ìàëî ïî
îòíîøåíèþ ê f ïðè ñòÿãèâàíèè îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñè â íà÷àëî
êîîðäèíàò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí F ïîëó÷åí èç âåùåñòâåííî àíàëèòè÷å-
ñêîãî ãàìèëüòîíèàíà ïåðåõîäîì ê ïåðåìåííûì �äåéñòâèå�óãîë".

Äëÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû òî÷êàì (x, y) ñîîòâåòñòâóþò äâóìåðíûå èí-
âàðèàíòíûå òîðû. Ñîãëàñíî ïîëîæåíèÿì ÊÀÌ-òåîðèè òå òîðû ñîõðàíÿþòñÿ
ïðè âîçìóùåíèÿõ, äëÿ êîòîðûõ â òî÷êå (x, y) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

fy = ∆fx (4)

(çäåñü è â äàëüíåéøåì áóêâåííûé èíäåêñ âíèçó îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî
ñîîòâåòñòâóþùåìó èíäåêñó), ãäå ïàðàìåòð ∆ óäîâëåòâîðÿåò äèîôàíòîâîìó
íåðàâåíñòâó

|k1 + k2∆| > K(|k1|+ |k2|)−2, (5)

åñëè K > 0, |k1|+ |k2+ 6= 0, k1, k2 � öåëûå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå �èçîýíåðãåòè÷åñêîé"íåâû-
ðîæäåííîñòè

A = det

 fxx fxy fx

fxy fyy fy

fx fy 0

 . (6)

Òîãäà [2], åñëè âîçìóùåíèå äîñòàòî÷íî ìàëî, òî èíâàðèàíòíûå òîðû ñó-
ùåñòâóþò íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ F = const â ëþáîé îêðåñòíîñòè
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è åñëè ïðè ýòîì K → 0 äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî ìå-
ðà îáúåäèíåíèÿ òîðîâ íà äàííîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ êàê áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
âåëè÷èíà ýêâèâàëåíòíàÿ ìåðå îòíîñèòåëüíîé îêðåñòíîñòè.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêîé íåâûðîæäåííîñòè ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà êðèâûå f(x, y) = c
è êðèâûå (4) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Êàæäûé äâóìåðíûé òîð ðàçäåëÿåò òðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü
F (x, y, ϕ, ψ) = c. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ ëèáî ïðèíàäëåæèò èí-
âàðèàíòíîìó òîðó, ëèáî �çàïåðòà"ìåæäó äâóìÿ èíâàðèàíòíûìè òîðàìè. Ðàâ-
íîìåðíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííîé c âåëè÷èíû îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé âû-
ïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå ïîëîæåíèÿ, îáåñïå÷èâàåòñÿ íåçàâèñèìîñòüþ âåëè÷èíû
K â (5) îò c. Îòñþäà âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 28



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N4, 2010

Ïðèìåð 1. Ñëó÷àé Â.È.Àðíîëüäà � Þ.Ìîçåðà (ñì. [3, äîáàâëåíèå 8]. Îí
ñîîòâåòñòâóåò m = n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

f = λ1x− λ2y +
1

2
β11x

2 + ρ12xy +
1

2
β22y

2, λ1 > 0, λ2 > 0

Óñëîâèå (6) èìååò âèä

det

 β11 β12 λ1

β12 β22 −λ2
λ1 −λ2 0

 6= 0.

Âûïîëíåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ ïî Ëÿïóíîâó.

Ïðèìåð 2. Ñëó÷àé À.Ã.Ñîêîëüñêîãî [1, òåîðåìà 4.1]. Îí ñîîòâåòñòâóåò
n = 1 â (1). Òîãäà

f = λ1x
2m
m+1 − λ2y, λ1 > 0, λ2 > 0,m > 1− öåëîå.

Ñîîòâåòñòâåííî, êðèâûå (4) � ýòî ïðÿìûå x = const, à ëèíèè óðîâíÿ f = c �
ïàðàáîëû ñ ïîêàçàòåëåì 2m

m+1 > 1. Ýòè ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî,
÷òî îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà (3). Èìååì

fx = λ1((m+ 1)x)
m−1
m+1 , fy = −λ2((n+ 1)y)

n−1
n+1 , fxy = 0,

fxx = (m− 1)λ1((m+ 1)x)
−2
m+1 , fyy = −(n− 1)λ2((n+ 1)y)

−2
n+1 .

Êðèâûå f = 0 è A = 0 çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

λ1
m

((m+ 1)x)
2m
m+1 =

λ2
n

((n+ 1)y)
2n
n+1 ,

λ1
m− 1

((m+ 1)x)
2m
m+1 =

λ2
n− 1

((n+ 1)y)
2n
n+1 .

(7)

ñîîòâåòñòâåííî. Êðèâûå (4) çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì

λ2((n+ 1)y)
n−1
n+1 = −∆λ1((m+ 1)y)

m−1
m+1 (∆ < 0). (8)

4. Ñëó÷àé m 6= n. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òîm > n (òîãäà k > `).
Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ A = 0 ëåæèò íèæå êðèâîé f = 0 (ïðè ñòàíäàðòíîì
ðàñïîëîæåíèè ïîëóîñåé êîîðäèíàò), òàê êàê

n

m
>
n− 1

m− 1
. (9)
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Áóäåì èñêàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ (8) è ëèíèé f(x, y) = c. Ââåäåì
äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèÿ X = (m + 1)x, Y = (n + 1)y. Èñêîìûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

Y
n−1
n+1 = −∆λ1

λ2
X

m−1
m+1

Y
2n
n+1 =

λ1n

λ2m
X

2m
m+1 − 2nc

λ2

(10)

Èñêëþ÷àÿ Y , íàõîäèì

c =
λ1
2m

X
2m
m+1 − λ2

2n

(
−∆λ1
λ2

) 2n
n−1

X
2n(m−1)

(n−1)(m+1) . (11)

Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî âû÷èòàåìîå èìååò áîëüøèé ïîêàçàòåëü ñòåïåíèX, íåæåëè
óìåíüøàåìîå.

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (11) ÷åðåç R(X). Ðåøàÿ óðàâíåíèå R(X) = 0,
íàõîäèì, ïîìèìî êîðíÿ X = 0, êîðåíü

X0 =
M1

∆
n(m+1)
m−n

, ãäå M1 =

(
λ1
λ2

) (n+1)(m+1)
2(n−m) ( n

m

) (n−1)(m+1)
2(m−n)

.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå R′(X) = 0, íàõîäèì òî÷êó ìàêñèìóìà R(X):

Xmax =
M2

∆
n(m+1)
m−n

, ãäå M2 =

(
λ1
λ2

) (n+1)(m+1)
2(n−m)

(
n− 1

m− 1

) (n−1)(m+1)
2(m−n)

. (12)

ãäå

Îòñþäà

cmax = R(Xmax) =
M3

∆
2mn
m−n

. (13)

Êàê îòìå÷àëîñü â ï.3, êðèâàÿ A = 0 ñîñòîèò èç òî÷åê êàñàíèÿ êðèâûõ f = c è
(8). Ïîñêîëüêó êðèâàÿ A = 0 ëåæèò íèæå êðèâîé f = 0, òî â òî÷êàõ êàñàíèÿ
c > 0. Èç (10) è (7) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Cmax =
λ1
2m

(
n

m
− n− 1

m− 1

)
X

2m
m+1
max .

Îòñþäà è èç (12) è (13)

M3 =
λ1
2m

(
n

m
− n− 1

m− 1

)
M

2m
m+1

2 .
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Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè c 6 0 êðèâûå f(x, y) = c è (8) â îá-
ëàñòè X > 0 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïðè ëþáîì ∆ < 0 â åäèíñòâåííîé
òî÷êå ñ àáñöèññîé, áîëüøåé X0.

Ïðè c > 0 èç (13) ñëåäóåò, ÷òî åñëè

∆
2mn
m−n <

M3

c
,

òî èìååòñÿ äâà òðàíñâåðñàëüíûõ ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè îäíà
ìåæäó 0 è Xmax, äðóãàÿ ìåæäó Xmax è X0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî c
ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ∆, â êîòîðîì êðèâûå f(x, y) =
c è (8) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî â ï.3 çàêëþ÷àåì, ÷òî, åñëè âåëè÷èíà |c| äîñòà-
òîòî÷íî ìàëà, òî òðåõìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F (c) òåì áîëåå ïîëíî çà-
ïîëíåíà èíâàðèàíòíûìè äâóìåðíûìè òîðàìè, ÷åì ìåíüøå ðàññìàòðèâàåìàÿ
îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò. Òðåáóåìàÿ ìàëîñòü âîçìóùåíèÿ f ∗ îáåñïå÷è-
âàåòñÿ íàëè÷èåì ñëàãàåìîãî |k − `| â îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà ìàëîñòè H1.

×òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî òðåáóåìîãî óòâåðæäåíèÿ,
ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì z1, z2, ϕ, ψ ïî ôîðìóëàì

(m+ 1)x = (ερ cos θ)N+`λ
m+1
2m
2 + εN+k+1/2ρN+kz1,

(n+ 1)y = (ερ sin θ)N+kλ
n+1
2n
1 + εN+k+1/2ρN+kz2,

(14)

ãäå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ρ > 0, |zi| < 1, i = 1, 2,

ε
1

3(N+k) < θ <
π

2
− ε

1
3(N+k) .

Âûïîëíÿÿ â ñèñòåìå

ẋ = −f ∗ϕ, ẏ = −f ∗ψ,
ϕ̇ = λ1((m+ 1)x)

m−1
m+1 + f ∗x , ψ̇ − λ2((n+ 1)y)

n−1
n+1 + f ∗y ,

Çàìåíó (14), ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà

żi = O(εN−`+1/2), i = 1, 2,

ϕ̇ = λ1λ
m−1
2m
2 (ερ cos θ)N−` +O(εN+k−2`+1),

ψ̇ = λ
n−1
n+1

1 λ2(ερ sin θ)N−k +O(εN−`+1).

(15)

Òàê êàê k > `, òî ïîðÿäîê ìàëîñòè ôóíêöèé, îáîçíà÷åííûõ ñèìâîëîì Ëàí-
äàó 0, ïðåâûøàåò ïîðÿäîê ìàëîñòè ïåðâûõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ äëÿ ϕ̇
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è ψ̇. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ÊÀÌ-òåîðèþ, ñîãëàñíî êîòîðîé ïàðàìåòðû
ρ, θ ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû ñèñòåìà (16) èìåëà êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò èíâàðèàíòíûå äâóìåðíûå òîðû, î êîòîðûõ
ãîâîðèòñÿ â ï.3. Îòñþäà âûòåêàåò òåîðåìà 1.

5. Ñëó÷àé m = n. Òîãäà k = `. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâûå A = 0 è f = 0
ñîâïàäàþò è çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì

y =

(
λ1
λ2

)m+1
2m

x. (16)

Âíå ýòîé ïðÿìîé êðèâûå f(x, y) = c è (8) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî èëè
âîîáùå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

Âòîðîé ñëó÷àé íå èìååò ìåñòà. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (11) èìååò âèä

2cm

λ2(m+ 1)
2m
m+1

= x
2m
m+1

(
λ1
λ2
−
(
−∆λ1
λ2

) 2m
m+1

)
.

Ïðè c 6= 0 è ∆ 6= −
(
λ2
λ1

)m+1
2m

ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê êðèâûå (8) � ýòî ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, à êðèâûå f = c 6= 0 � ãèïåðáîëû ñ ïîêàçàòåëåì 2m

m+1 ,
äëÿ êîòîðûõ ïðÿìàÿ (16) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé.

Âûïîëíÿÿ çàìåíó (14), ïîëó÷èì ñèñòåìó (15) ïðè k = `, ê êîòîðîé, êàê è
âûøå, ïðèìåíèìà ÊÀÌ-òåîðèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà F , áëèçêèå ê íó-
ëåâîìó, êðîìå, áûòü ìîæåò, ïîâåðõíîñòè F = 0, ñîäåðæàò èíâàðèàíòíûå äâó-
ìåðíûå òîðû. Ýòî äàåò òåîðåìó 2.

×òîáû çàêîí÷èòü ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ m = n, ïðîâåäåì ðåäóêöèþ ñè-
ñòåìû íà ïîâåðõíîñòü F = 0. Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèÿ F = 0 îòíîñèòåëüíî y,
ïîëó÷èì y = G(x, ϕ, ψ). Â ñèñòåìå

ẋ = −Fϕ, ẏ = −Fψ,
ϕ̇ = Fx, ψ̇ = Fy

ïîëîæèì y = G(x, ϕ, ψ). Òàê êàê F (x,G, ϕ, ψ) = 0, òî FyGϕ + Fϕ = 0 è
Fx + FyGx = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

dx

dψ
= −Fϕ

Fy
= Gϕ,

dϕ

dψ
=
Fx
Fy

= −Gx.
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Èòàê, íà ïîâåðõíîñòè F = 0 äâèæåíè îïèñûâàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîâîé ñè-
ñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì −G è ñ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ψ. Ýòî ñèñòå-
ìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, íî íå àâòîíîìíàÿ, à ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùàÿ
îò �âðåìåíè"ψ. Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî èññëåäîâàòü îòîãóàðòíûìè ìåòîäàìè
ÊÀÌ-òåîðèè.

Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

G =

(
λ1
λ2

)m+1
2m

x+ g(x
1

m+1 , ϕ, ψ),

ãäå g = O
(
x

m+2
m+1

)
. Ãàìèëüòîíèàíó −G ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà

dx

dψ
= Gϕ,

dϕ

dψ
= −

(
λ1
λ2

)m+1
2m

− gx. (17)

Åñëè
(
λ1
λ2

)m+1
2m

èððàöèîíàëüíî, òî êàíîíè÷åñêîé çàìåíîé ïåðåìåííîé ãà-

ìèëüòîíèàí −G ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

E =

(
λ1
λ2

)m+1
2m

z + dz
n+2
n+1 +O

(
z

m+3
m+1

)
,

ãäå d � ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà g ïðè x
m+2
m+1 .

Åñëè d 6= 0, òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ çàêðó÷èâàþùèì â ñìûñëå
[5] è ñèñòåìà (17) èìååò â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò èíâàðèàíòíûå
äâóìåðíûå òîðû [5], êîòîðûå ðàçäåëÿþò òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ñèñòåìû. Îòñþäà è èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò

Òåîðåìà 3. Åñëè
(
λ1
λ2

)n+1
2n

èððàöèîíàëüíî è ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöè-

åíòà g1 îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòî-

íèàíîì H(p1, q1, p2, q1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
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