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×àñòü I

Ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà

1 Ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1.1 Ôîðìàëüíûå ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Èõ
ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10].

Ïóñòü f � ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä îò ïåðåìåííûõ u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn)
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K, ãäå K � ýòî R èëè C.

Ñëîâà "ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé" â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü.

Ïîä çàïèñüþ f(u, v) =
∑∞

k=0 fk(u, v) áóäåì ïîíèìàòü ðàçëîæåíèå ðÿäà f â ñóììó
îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ fk ñòåïåíè k.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïîðÿäêîì ðÿäà f íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r ≥ 0,
äëÿ êîòîðîãî fr 6≡ 0. Ïîðÿäîê áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ord f. Åñëè f ≡ 0, òî ord f = +∞.

Îïðåäåëåíèå 2 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðÿäîâ f = f(u, v), ϕ = ϕ(u, v) ñêîáêîé Ïóàññîíà

ðÿäà f ñ ϕ íàçûâàåòñÿ ðÿä

f̂(ϕ) = {f, ϕ} =
n∑
j=1

∂f

∂uj

∂ϕ

∂vj
− ∂f

∂vj

∂ϕ

∂uj
. (1)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñàìèõ ïåðåìåííûõ uj, vk âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà:

{uj, vk} ≡ δjk, {uj, uk} ≡ 0, {vj, vk} ≡ 0 (j, k = 1, n ),

ãäå δjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ñêîáêà Ïóàññîíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) f̂(ϕ) = −ϕ̂(f) (êîñîñèììåòðè÷íîñòü);

2) f̂(αϕ+ β ψ) = α f̂(ϕ) + β f̂(ψ) ∀α, β ∈ K (ëèíåéíîñòü);

3) f̂ (ϕψ) = f̂(ϕ)ψ + ϕ f̂ (ψ) (ïðàâèëî Ëåéáíèöà);

4) f̂({ϕ, ψ}) = {f̂ (ϕ), ψ}+ {ϕ, f̂ (ψ)} (òîæäåñòâî ßêîáè).

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí, ïðåäñòàâëåííûé ðÿäîì

H(u, v) = Hr(u, v) +
∞∑

k=r+1

Hk(u, v) (r ≥ 2). (2)

Îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè Hr â ðàçëîæåíèè (2) áóäåì íàçûâàòü
íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì, à ðÿä H −Hr � âîçìóùåíèåì.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H èìååò âèä

u̇j =
∂H

∂vj
, v̇j = −∂H

∂uj
(j = 1, n ). (3)

Òî÷êà O � íà÷àëî êîîðäèíàò � ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîêîÿ ñèñòåìû (3), òàê êàê ordH ≥ 2.

Îïðåäåëåíèå 3 Ðÿä ϕ = ϕ(u, v) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòî-

íèàíà Hr, åñëè
Ĥr(ϕ) = {Hr, ϕ} = 0.

Ïóñòü ϕ =
∑∞

k=0 ϕk, òîãäà {Hr, ϕ} =
∑∞

k=0{Hr, ϕk} � ðàçëîæåíèå {Hr, ϕ} â ñóììó
îäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ {Hr, ϕk} ñòåïåíè k + r − 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ϕ � èíòåãðàë íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Hr, òî îäíîðîäíûå
ìíîãî÷ëåíû ϕk òàêæå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíèàíà Hr.

1.2 Ôîðìàëüíûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ðÿäû uj(x, y), vk(x, y), ãäå x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) è
orduj, ord vk ≥ 1 (j, k = 1, n ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðÿäà f(u, v) ïîëîæèì

f̃(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ðÿäà f̃ íå ìåíüøå ïîðÿäêà ðÿäà f.

Îïðåäåëåíèå 4 Ðÿäû uj = ũj(x, y), vk = ṽk(x, y) ñ ord ũj, ord ṽk = 1 îïðåäåëÿþò ôîð-

ìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, åñëè

{ũj, ṽk} ≡ δjk, {ũj, ũk} ≡ 0, {ṽj, ṽk} ≡ 0 (j, k = 1, n ). (4)

Äàííîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

(D(ũ, ṽ)/D(x, y)) I (D(ũ, ṽ)/D(x, y))T = I, (5)

ãäå I =

(
0 En
−En 0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, det (D(ũ, ṽ)/D(x, y)) = ±1.

Óòâåðæäåíèå 1 Ñêîáêà Ïóàññîíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ôîðìàëüíûõ êàíîíè÷å-

ñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé uj = ũj(x, y), vk = ṽk(x, y), ò. å.

{f, ϕ} = {f̃ , ϕ̃}. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2,

{f̃ , ϕ̃} =
n∑
j=1

∂f̃

∂xj

∂ϕ̃

∂yj
− ∂f̃

∂yj

∂ϕ̃

∂xj
. (7)
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Ïîëîæèì â (7)
∂

∂xj
=

n∑
k=1

∂ũk

∂xj

∂

∂uk
+
∂ṽk

∂xj

∂

∂vk
,

∂

∂yj
=

n∑
k=1

∂ũk

∂yj

∂

∂uk
+
∂ṽk

∂yj

∂

∂vk
.

Ñ ó÷åòîì (4) âû÷èñëèì ñêîáêó Ïóàññîíà (7) â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ êðàòêîñòè
áóäåì îïóñêàòü àðãóìåíòû è ïîäðàçóìåâàòü ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.

Èìååì: {f̃ , ϕ̃} =

=

(
∂ũk

∂xj

∂f

∂uk
+
∂ṽk

∂xj

∂f

∂vk

)(
∂ũl

∂yj

∂ϕ

∂ul
+
∂ṽl

∂yj

∂ϕ

∂vl

)
−

(
∂ũk

∂yj

∂f

∂uk
+
∂ṽk

∂yj

∂f

∂vk

)(
∂ũl

∂xj

∂ϕ

∂ul
+
∂ṽl

∂xj

∂ϕ

∂vl

)
=

=
∂f

∂uk

∂ϕ

∂ul
{ũk, ũl}+

∂f

∂uk

∂ϕ

∂vl
{ũk, ṽl}+

∂f

∂vk

∂ϕ

∂ul
{ṽk, ũl}+

∂f

∂vk

∂ϕ

∂vl
{ṽk, ṽl}

(4)
=

=
∂f

∂uj

∂ϕ

∂vj
−
∂f

∂vj

∂ϕ

∂uj
= {f, ϕ}. �

Óòâåðæäåíèå 2 Ôîðìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå uj = ũj(x, y), vk = ṽk(x, y)
ïåðåâîäèò ñèñòåìó (3) â ñèñòåìó

ẋj =
∂H̃

∂yj
, ẏj = −

∂H̃

∂xj
(j = 1, n ), (8)

ãäå ñîãëàñíî ââåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì H̃(x, y) = H(ũ, ṽ).

Äîêàçàòåëüñòâî Äèôôåðåíöèðóÿ ðÿäû uj, vk ïî âðåìåíè â ñèëó ñèñòåìû (3), ïîëó÷àåì

u̇j = {uj, H}
(6)
= {ũj, H̃}, v̇k = {vk, H}

(6)
= {ṽk, H̃}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

u̇j =
∂ũj

∂xl
ẋl +

∂ũj

∂yl
ẏl, v̇k =

∂ṽj

∂xl
ẋl +

∂ṽj

∂yl
ẏl.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

∂ũj

∂xl

(
ẋl −

∂H̃

∂yl

)
+
∂ũj

∂yl

(
ẏl +

∂H̃

∂xl

)
= 0,

∂ṽk

∂xl

(
ẋl −

∂H̃

∂yl

)
+
∂ṽk

∂yl

(
ẏl +

∂H̃

∂xl

)
= 0.

ßêîáèàí ôîðìàëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ, ïîýòîìó èç
ýòèõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò ñèñòåìà (8). �

1.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëè

Äëÿ êàæäîãî ðÿäà f = f(x, y) ñ ord f ≥ 3 îïðåäåëèì îïåðàòîð exp(f̂ ) :

exp(f̂ )(ϕ) =
∞∑
k=0

f̂
k
(ϕ)

k!
,

ãäå ϕ = ϕ(x, y) � ðÿä, à f̂
k

= f̂ · · · f̂ � k-êðàòíàÿ êîìïîçèöèÿ f̂ èç (1), f̂
0
(ϕ) = ϕ.

Ïðè ýòîì ord f̂
k
(ϕ) = ordϕ+ k(ord f − 2) ≥ k, åñëè f̂

k
(ϕ) 6≡ 0, èíà÷å ord f̂

k
(ϕ) = +∞.
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Óòâåðæäåíèå 3 Îïåðàòîð exp(f̂ ) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) exp(f̂ )(αϕ+ βψ) = α exp(f̂ )(ϕ) + β exp(f̂ )(ψ) ∀α, β ∈ K;

2) exp(f̂ )(ϕψ) = exp(f̂ )(ϕ) exp(f̂ )(ψ);

3) exp(f̂ )({ϕ, ψ}) = {exp(f̂ )(ϕ), exp(f̂ )(ψ)};

4) exp(−f̂ )(exp(f̂ )(ϕ)) = ϕ,

ò.å. exp(f̂ ) ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì àëãåáðû ðÿäîâ, ñíàáæåííîé îïåðàöèåé { . , . }.

Äîêàçàòåëüñòâî 1) ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè f̂ ;

2) äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Ëåéáíèöà:

exp(f̂ )(ϕψ) =
∞∑
k=0

f̂
k
(ϕψ)

k!
=
∞∑
k=0

k∑
l=0

C l
k f̂

l
(ϕ) f̂

k−l
(ψ)

k!
=

=
∞∑
k=0

k∑
l=0

f̂
l
(ϕ) f̂

k−l
(ψ)

l! (k − l)!
= exp(f̂ )(ϕ) exp(f̂ )(ψ);

3) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâà ßêîáè;

4) ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

exp(−f̂ )(exp(f̂ )(ϕ)) =
∞∑
k=0

1

k!
(−f̂ )

k

(
∞∑
l=0

1

l!
f̂
l
(ϕ)

)
=

∞∑
k,l=0

(−f̂ )
k
( f̂

l
(ϕ))

k! l!
=

=
∞∑

k,l=0

(−1)k f̂
k+l

(ϕ)

k! l!
=

∞∑
m=0

f̂
m

(ϕ)

m!

m∑
k=0

(−1)km!

k! (m− k)!
= f̂

0
(ϕ) = ϕ; �

Óòâåðæäåíèå 4 Ðÿäû

uj = exp(f̂ )(xj), vk = exp(f̂ )(yk) (ord f ≥ 3, j, k = 1, n ) (9)

îïðåäåëÿþò ôîðìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3 îïåðàòîðà exp(f̂ ), äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (9)
èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

{ũj, ṽk} = {exp(f̂ )(xj), exp(f̂ )(yk)} = exp(f̂ )({xj, yk}) = exp(f̂ )(δjk) = δjk.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì {ũj, ũk} ≡ 0, {ṽj, ṽk} ≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (9) � ôîðìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî îïðåäåëåíèþ 4. �

Ñëåäóÿ [8, 9, 10, 11], ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5 Ôîðìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (9) áóäåì íàçûâàòü

ïðåîáðàçîâàíèåì Ëè.
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Óòâåðæäåíèå 5 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëè îáðàçóþò ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî îïðåäåëåíèþ

exp(f̂ ) exp( ĝ ) =
∞∑
k=0

1

k!
f̂
k

(
∞∑
l=0

1

l!
ĝ l

)
=

∞∑
k,l=0

f̂
k
ĝ l

k! l!
.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî îïåðàòîðíîãî ðÿäà â ëîãàðèôìè÷åñêèé ðÿä (ñì. [7, Ëåêöèÿ 4])

lnZ = (Z − E)−
1

2
(Z − E)2 + . . . =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(Z − E)k,

ãäå E � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, äàåò îïåðàòîðíûé ðÿä

ln(exp(f̂ ) exp( ĝ )) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k

∑ f̂
p1
ĝ q1 · · · f̂

pk
ĝ qk

p1!q1! . . . pk!qk!
,

ãäå âî âíóòðåííåé ñóììå ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíî íà âñåâîçìîæíûå íàáîðû
(p1, . . . , pk, q1, . . . , qk) öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ïîä÷èíåííûõ óñëîâèÿì:

p1 + q1 ≥ 1, . . . , pk + qk ≥ 1.

Ýòîò ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Êåìïáåëëà�Õàóñäîðôà. Ñîãëàñíî [7, Ëåêöèÿ 4,Óòâ. B],
êàæäîå îäíîðîäíîå ñëàãàåìîå ðÿäà Êåìïáåëëà�Õàóñäîðôà êàê ðÿäà îò, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ f̂ , ĝ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèåâîãî ìíîãî÷ëåíà, ò. å. ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè ñêîáîê Ëè ýòèõ ïåðåìåííûõ.

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî òîæäåñòâó ßêîáè, äëÿ ñêîáêè Ëè îïåðàòîðîâ f̂ è ĝ, èìååì:

[f̂ , ĝ ] = f̂ ĝ − ĝ f̂ = {̂f, g} è ord {f, g} ≥ 4, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ðÿä h ñ ordh ≥ 3, ÷òî

exp(f̂ ) exp( ĝ ) = exp(ĥ).

Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ëè åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëè.

Àññîöèàòèâíîñòü êîìïîçèöèè î÷åâèäíà.

Åäèíèöåé ñëóæèò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå exp( 0̂ ).

Îáðàòíîå ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëè ñóùåñòâóåò è ïî ñâîéñòâó 4 îïåðàòîðà exp(f̂ ) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëè. �

Êàê áûëî ïîêàçàíî â óòâåðæäåíèè 2, ïðè ôîðìàëüíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
ãàìèëüòîíèàí ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó H̃(x, y) = H(ũ, ṽ). Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

(9), ñîãëàñíî ñâîéñòâàì 1 è 2 îïåðàòîðà exp(f̂ ), ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

H̃(x, y) = exp(f̂ )(H(x, y)). (10)

Âûïèøåì ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (10):

H̃ = H + {f, H}+
1

2
{f, {f, H}}+ . . . . (11)

Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ord(f) ≥ 3, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëè íå ìåíÿþò íåâîçìó-

ùåííûé ãàìèëüòîíèàí, ò. å. â (10) H̃r = Hr.
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2 Ôîðìàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì

2.1 Ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåííûõ x, y íàä K ÷åðåç P.

Ïîëîæèì z = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), D = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn, ∂/∂y1, . . . , ∂/∂yn) .

Ôîðìóëà
〈〈P,Q〉〉 = P (D)Q(z)|z=0 P,Q ∈ P,

â êîòîðîé Q � ïîëèíîì, ïîëó÷åííûé èç Q êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì êîýôôèöèåíòîâ,
îïðåäåëÿåò íà P ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñî ñâîéñòâàìè (ñì. íàïð. [6, Ãë. 0, �5]):

1) 〈〈xpyq, xp ′
yq

′〉〉 = p!q!δpp ′δ
q
q′ ,

2) 〈〈PQ,R〉〉 = 〈〈P,Q∗R〉〉 (P,Q,R ∈ P),

ãäå δpp ′ =
∏n

j=1 δ
pj
p ′
j
, δqq′ =

∏n
j=1 δ

qj
q ′
j
� ïðîèçâåäåíèÿ ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà, à Q∗ = Q(D) �

äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê Q îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Èç ñâîéñòâà 1 âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îðòîãîíàëü-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Pk îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè k.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí

H(x, y) = Hr(x, y) +
∑

|p+q|≥r+1

h(p,q)xpyq (r ≥ 2). (12r)

Ïî ñâîéñòâó 2 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈〈 . , . 〉〉 îïåðàòîð Ĥ∗r , ñîïðÿæåííûé ê Ĥr,
èìååò âèä

Ĥ∗r =
n∑
j=1

yj(∂Hr/∂xj)
∗ − xj(∂Hr/∂yj)

∗ èëè Ĥ∗r =
n∑
j=1

(∂Hr/∂xj)
∗yj − (∂Hr/∂yj)

∗xj. (13)

Çäåñü ðàâåíñòâî (132) ïîëó÷åíî èç (131) ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà.

Îïðåäåëåíèå 6 Ðåçîíàíñíûì óðàâíåíèåì äëÿ Hr áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèå

Ĥ∗rP = 0, P ∈ P. (14)

Åãî ðåøåíèÿ áóäåì íàçûâàòü ðåçîíàíñíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ðåçîíàíñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç J.

Ïîñêîëüêó íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí Hr � îäíîðîäíûé ïîëèíîì, ïðîñòðàíñòâî J
ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Jk îäíîðîäíûõ ðåçîíàíñíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k.

2.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî

ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé Ëè

Îïðåäåëåíèå 7 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ãàìèëüòîíèàíà H è H ′ ñ ordH, ordH ′ = r è
Hr = H ′r ýêâèâàëåíòíû â ïîðÿäêå r +m (m ≥ 1), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëè, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ãàìèëüòîíèàíà H̃ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

H̃k = H ′k (k = r, r +m ).
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Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ðÿäîâ îò ïåðåìåííûõ x, y íàä K ÷åðåç Φ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà

Js = {ψ ∈ Φ : ordψ ≥ 3, {ψ,Hr+l} = 0 (l = 0, s )} (s = 0,m− 2 ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jks ïîäïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ â Js ñòåïåíè k.

Ëåììà 1 Ïóñòü f =
∑m+1

k=3 fk + ϕ, ãäå m ≥ 1, fk ∈ Jkm−k+1, à ϕ ∈ Φ, ordϕ ≥ m + 2.
Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå (9) ñîõðàíÿåò Hr, . . . , Hr+m−1, à ïðåîáðàçîâàíèå âîçìóùåíèÿ â ïî-

ðÿäêå r +m çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

H̃r+m = Hr+m +
m+1∑
k=3

{fk, Hr+m−k+2}+ {ϕm+2, Hr}. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ψ1, . . . , ψs (s ≥ 0) � íàáîð ðÿäîâ (ïðè s = 0 ïóñòîé) òàêîé, ÷òî
ordψν ≥ 3 (ν = 1, s ), è ïóñòü ψ ∈ Jm−k+1, ordψ = k (k ∈ {3, . . . ,m+ 1}). Òîãäà

ord {ψ1, {ψ2, . . . {ψs, {ψ,Hr+l}}}} ≥ r +m+ s (∀ l ≥ 0),

ãäå ïðè s = 0 ïî ñîãëàøåíèþ â àðãóìåíòå ord ñòîèò {ψ,Hr+l}.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ord 0 = +∞, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

{ψ1, {ψ2, . . . {ψs, {ψ,Hr+l}}}} 6≡ 0.

Ïðè ýòîì l ≥ m− k + 2, òàê êàê ψ ∈ Jm−k+1, è {ψ,Hr+l} = 0 äëÿ l = 0,m− k + 1. Îòñþäà

ord {ψ1, {ψ2, . . . {ψs, {ψ,Hr+l}}}} =
s∑

ν=1

ordψν + ordψ − 2s− 2 + r + l ≥

≥ 3s+ k − 2s− 2 + r +m− k + 2 = r +m+ s.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî âñå ñêîáêè Ïóàññîíà â ôîðìóëå (11) èìåþò ïî-
ðÿäêè íå ìåíüøèå ÷åì r+m, ïîýòîìó Hr, . . . , Hr+m−1 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, ñêîáêè Ïóàññîíà êðàòíîñòåé âûøå ïåðâîé èìåþò
ïîðÿäêè ñòðîãî áîëüøèå ÷åì r +m, ÷òî è äîêàçûâàåò ôîðìóëó (15). �

Òåîðåìà 1 Ïóñòü H,H ′ ∈ Φ, ordH, ordH ′ = r è Hk = H ′k (k = r, r +m− 1 ), è ïóñòü

ñóùåñòâóþò fk ∈ Jkm−k+1 (k = 3,m+ 1 ) òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðåçîíàíñíîãî ìíîãî÷ëåíà
P ∈ Jr+m âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈〈P,H ′r+m〉〉 = 〈〈P,Hr+m〉〉+ 〈〈P,
m+1∑
k=3

{fk, Hr+m−k+2}〉〉. (16)

Òîãäà H è H ′ ýêâèâàëåíòíû â ïîðÿäêå r +m.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü m = 1 è 〈〈P,Hr+1 −H ′r+1〉〉 = 0 äëÿ âñåõ P ∈ Jr+1.

Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëè, ñîõðàíÿþùåå Hr è ïåðåâîäÿùåå Hr+1 â H
′
r+1.

Ïîäïðîñòðàíñòâî Jr+1 ⊂ Pr+1 åñòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå îáðàçà ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà Ĥr èç P3 â Pr+1. Ïîñêîëüêó Pr+1 êîíå÷íîìåðíî, Im(Ĥr|P3) = (Im(Ĥr|P3))⊥⊥ =
(Jr+1)⊥. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ϕ ∈ P3 òàêîé, ÷òî {Hr, ϕ} = Hr+1 −H ′r+1. Îòñþäà
è èç ôîðìóëû (15) ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä exp(ϕ̂).

Ïðè m ≥ 2 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. �
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×àñòü II

Ãàìèëüòîíîâû íîðìàëüíûå ôîðìû

3 Ãàìèëüòîíîâà ìåòàíîðìàëüíàÿ ôîðìà

Îïðåäåëåíèå 8 Ýëåìåíò h(p,q)xpyq â âîçìóùåíèè ãàìèëüòîíèàíà (12r) íàçîâåì íåðå-

çîíàíñíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî P ∈ J âûïîëíåíî 〈〈P, xpyq〉〉 = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì

íàçûâàòü ýëåìåíò h(p,q)xpyq ðåçîíàíñíûì.

Òåì ñàìûì, âîçìóùåíèå H −Hr îäíîçíà÷íî ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: ðåçîíàíñíóþ è
íåðåçîíàíñíóþ, â íèõ âõîäÿò ðåçîíàíñíûå è íåðåçîíàíñíûå ñëàãàåìûå ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 9 Ðÿä H âèäà (12r) èëè ïîðîæäåííóþ èì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ãàìèëü-

òîíà (3) áóäåì íàçûâàòü ãàìèëüòîíîâîé ìåòàíîðìàëüíîé ôîðìîé (ÃÌÍÔ), åñëè âîçìó-
ùåíèå H −Hr ñîäåðæèò òîëüêî ðåçîíàíñíûå ýëåìåíòû.

Òåîðåìà 2 Ñóùåñòâóåò ôîðìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ãàìèëü-

òîíèàí (12r) ê ãàìèëüòîíîâîé ìåòàíîðìàëüíîé ôîðìå.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðîâåäåíî èíäóêöèåé ïî m.

Îáîçíà÷èì ðåçîíàíñíóþ ÷àñòü Hr+1 ÷åðåç H
′
r+1.

Èç îïðåäåëåíèÿ 8 ñëåäóåò, ÷òî 〈〈P,Hr+1 −H ′r+1〉〉 = 0 äëÿ âñÿêîãî P ∈ Jr+1.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (16) äëÿ m = 1. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1
ãàìèëüòîíèàí H ýêâèâàëåíòåí ñâîåé ÃÌÍÔ â ïîðÿäêå r + 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ýêâèâàëåíòåí ñâîåé ÃÌÍÔ â ïîðÿäêå r + m − 1. Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî H ñîâïàäàåò ñî ñâîåé ÃÌÍÔ â ïîðÿäêàõ r+k (k = 1,m− 1 ).

Îáîçíà÷èì ðåçîíàíñíóþ ÷àñòü Hr+m ÷åðåç H ′r+m.

Èç îïðåäåëåíèÿ 7 ñëåäóåò, ÷òî 〈〈P,Hr+m −H ′r+m〉〉 = 0 äëÿ âñÿêîãî P ∈ Jr+m.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (16) ñ f3, . . . , fm+1 = 0.

Ïîýòîìó èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ýêâèâàëåíòíîñòü H ñâîåé ÃÌÍÔ â ïîðÿäêå r +m.

Ïðè ýòîì ïî ëåììå 1 ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä (9) ñ ord f ≥ m+ 2.

Óíè÷òîæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåðåçîíàíñíûå ÷ëåíû ñòåïåíè r+ 1, r+ 2, . . . , ìû ñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ëè exp(f̂m ) ñ fm ∈ Φ è ord fm ≥ m+ 2.

Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñõîäèòñÿ â Φ, ò. å. ÷ëåíû ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
ñòåïåíè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà, íå ìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó èç óòâåðæäåíèé 4 è 5 âûòåêà-
åò, ÷òî ïðåäåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå . . . exp(f̂m ) . . . exp(f̂ 2 )exp(f̂ 1 ) ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì
êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. �

Çàìå÷àíèå 1 ÃÌÍÔ� ýòî íåêàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ìåòà- îò ãðå÷. µετά
� ìåæäó, ÷åðåç). Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðè ïîìîùè ôîðìàëüíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïîìèìî íåðåçîíàíñíûõ ýëåìåíòîâ â âîçìóùåíèè ãàìèëüòîíèàíà (12r) ìîæíî
óíè÷òîæèòü è ÷àñòü ðåçîíàíñíûõ ýëåìåíòîâ.
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Çàìå÷àíèå 2 Äîñòîèíñòâîì ââåäåííîé â ðàññìîòðåíèå ÃÌÍÔ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåâîçìó-
ùåííàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà Hr èìååò ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü r ≥ 2. Â ñëåäóþùèõ äâóõ
ðàçäåëàõ áóäóò ïðèâåäåíû äâà äðóãèõ îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ íîðìàëüíûõ ôîðì
(ÃÍÔ): ÃÍÔ Áðþíî è ÃÍÔ Ìåéåðà, â êîòîðûõ ñòåïåíü íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà
ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé äâóì.

4 Ãàìèëüòîíîâà ÍÔ Áðþíî, ñâÿçü ñ ÃÌÍÔ

Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíûõ ëèíåéíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà (122) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

H2 = (1/2) zTGz,

ãäå z = (x, y), à G =

(
0 CT

C D

)
� áëî÷íàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé C = {C(1), . . . , C(s)} �

æîðäàíîâà ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ æîðäàíîâûìè êëåòêàìè C(k) ïîðÿäêà l(k) (k = 1, s ),
à D = {D(1), . . . , D(s)} � áëî÷íî -äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ êëåòêàìè D(k) = σ(k)∆(k) ïî-
ðÿäêà l(k). Çäåñü ∆(k) = diag{1, 0, . . . , 0} è σ(k) = 0, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå áëîêó C(k)

ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ(k) 6= 0. Èëè â èíîé çàïèñè

H2 =
n∑
j=1

λjxjyj +
n−1∑
j=1

εjxjyj+1 +
1

2

n∑
j=1

σjy
2
j , (17)

ãäå λ1, . . . , λn � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû C, è

εj =

{
0, åñëè λj 6= λj+1;

0 èëè 1, åñëè λj = λj+1,
σj =

{
0, åñëè λj 6= 0 èëè εj−1 6= 0;

0 èëè 1, åñëè λj = 0 è εj−1 = 0
(ε0 = 0). (18)

Îïðåäåëåíèå 10 Ãàìèëüòîíèàí (122) èëè ïîðîæäåííóþ èì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ãà-

ìèëüòîíà (3) áóäåì íàçûâàòü ãàìèëüòîíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé Áðþíî (ÃÍÔÁ), åñëè
íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí H2 èìååò âèä (17), à â âîçìóùåíèè H−H2 êîýôôèöèåíòû

h(p,q) = 0, åñëè 〈p− q, λ〉 6= 0, ãäå λ = (λ1, . . . , λn), à 〈ξ, η〉 = ξ1η1 + . . .+ ξnηn.

Â ðàáîòå [5] òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê ÃÍÔÁ
ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíûõ ôîðìàëüíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà 3 ÃÌÍÔ ñ íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì (17) ÿâëÿåòñÿ ÃÍÔÁ.

Äîêàçàòåëüñòâî Èç (13) è (17) ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð Ĥ∗2 èìååò âèä

Ĥ∗2 =
n∑
j=1

λj

(
yj

∂

∂yj
− xj

∂

∂xj

)
+

n−1∑
j=1

εj

(
yj

∂

∂yj+1

− xj+1

∂

∂xj

)
−

n∑
j=1

σjxj
∂

∂yj
.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå Ĥ∗2 íà x
pyq.

Ĥ∗2x
pyq = 〈q − p, λ〉xpyq +

n−1∑
j=1

εj(qj+1x
pyq+ej−ej+1 − pjxp−ej+ej+1yq) +

n∑
j=1

σjqjx
p+ejyq−ej . (19)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 95



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, � 4, 2010

Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (18) è (19), îïåðàòîð Ĥ∗2 ñîõðàíÿåò ñòåïåíü |p+q| è âåëè÷èíó
〈q − p, λ〉, ò. å. îïåðàòîð Ĥ∗2 äåéñòâóåò íà ïîäïðîñòðàíñòâå

Pk
a = Lin{xpyq : |p+ q| = k, 〈q − p, λ〉 = a} ⊂ Pk.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ìóëüòèèíäåêñîâ A = {(p, q) : |p + q| = k} ñëåäóþùèé ïîðÿäîê:
(p′, q′) ≺ (p′′, q′′), åñëè |p′| < |p′′|, èëè |p′| = |p′′|, è p′′ ïðåäøåñòâóåò p′ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, èëè p′ = p′′, è q′ ïðåäøåñòâóåò q′′ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Âûáåðåì â Pk
a áàçèñ èç ýëåìåíòîâ âèäà x

pyq, ðàñïîëîæåííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ïîêàçà-
òåëåé â ñìûñëå ââåäåííîãî ïîðÿäêà.

Â ôîðìóëå (19) q ïðåäøåñòâóåò q + ej − ej+1 â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, ïîýòîìó
(p, q) ≺ (p, q + ej − ej+1), p − ej + ej+1 ïðåäøåñòâóåò p â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå,
ïîýòîìó (p, q) ≺ (p− ej + ej+1, q), à |p| < |p+ ej|, ïîýòîìó (p, q) ≺ (p+ ej, q − ej).

Òàêèì îáðàçîì, Ĥ∗2 ïåðåâîäèò êàæäûé ýëåìåíò ðàññìàòðèâàåìîãî áàçèñà â ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Pk

a, íàòÿíóòîå íà ýëåìåíòû áàçèñà ñ íåìåíüøèìè â ñìûñëå ââå-

äåííîãî ïîðÿäêà èíäåêñàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì áàçèñå îïåðàòîð Ĥ∗2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñ ÷èñëàìè a íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðåçîíàíñíîãî óðàâíåíèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå Pk
a íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâî íóëþ äåòåðìèíàíòà ýòîé ìàòðèöû, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
a = 0, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó 〈p− q, λ〉 = 0. Îòñþäà ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ 8 ðåçîíàíñíûìè ìîãóò áûòü òîëüêî ýëåìåíòû h(p,q)xpyq ñ 〈p− q, λ〉 = 0. �

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ÃÌÍÔ ìîæåò èìåòü áîëåå ïðîñòîé âèä, íåæåëè ÷åì ÃÍÔÁ.

Ðàññìîòðèì ëþáîé ãàìèëüòîíèàí (122) è êâàäðàòè÷íîé íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ

H2 = x1y2 + y21/2 (n = 2). (20)

Ïî îïðåäåëåíèþ îí ÿâëÿåòñÿ ÃÍÔÁ, òàê êàê â íåì λ1, λ2 = 0.

Óòâåðæäåíèå 6 ÃÌÍÔ ãàìèëüòîíèàíà (122) ñ H2 èç (20) èìååò âèä

H = H2 +
∑

p2 ≥ q1 + 2q2
(p1, q1) 6= (1, 0)

h(p,q)xpyq. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî Ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

Ĥ∗2P = y1
∂P

∂y2
− x1

∂P

∂y1
− x2

∂P

∂x1
= 0, P ∈ P.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò òðè íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ: P1 = x2, P2 = x2y1 − x21/2,
P3 = x22y2 +x1x2y1−x31/3, ò. å. âñÿêèé ðåçîíàíñíûé ìíîãî÷ëåí P ∈ P ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì
îò P1, P2, P3. Ïîýòîìó êàæäûé ðåçîíàíñíûé ýëåìåíò H − H2 åñòü ïðîèçâåäåíèå öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñëàãàåìûõ èç P1, P2, P3, à çíà÷èò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ èìååò âèä

xi12 (x2y1)
i2x2i31 (x22y2)

i4(x1x2y1)
i5x3i61 = xp11 x

p2
2 y

q1
1 y

q2
2 ,

ãäå p1 = 2i3 + i5 + 3i6, p2 = i1 + i2 + 2i4 + i5, q1 = i2 + i5, q2 = i4.

Ýòè ïîêàçàòåëè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ p2 ≥ q1 + 2q2. Êðîìå òîãî, q1 6= 0 ïðè p1 = 1.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ÃÌÍÔ (21). �
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5 Ãàìèëüòîíîâà ÍÔ Ìåéåðà, ñâÿçü ñ ÃÌÍÔ

Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé ãàìèëüòîíèàí (122), íåâîçìóùåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàïèñàíà
â âèäå

H2 = (1/2) zTGz (G � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà), (22)

Ðàññìîòðèì òàêæå ëèíåéíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H2 èç (22):

ż = Az, A = IG (I èç (5)). (23)

Â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà A � ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî ãàìèëüòîíèàí (122)
ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (22) ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííîãî ïî÷òè òîæäåñòâåííîãî ôîðìàëü-
íîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ z = w + W (w) ñ ordW ≥ 2 ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê
ãàìèëüòîíèàíó H ′ òàêîìó, ÷òî

H ′2 = H2; ∀k ≥ 3, ∀t ∈ R, ∀z ∈ R2n : H ′k(e
Atz) ≡ H ′k(z).

Ïîçæå â [11] ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A = IG.

Îïðåäåëåíèå 11 Âåùåñòâåííûé ãàìèëüòîíèàí (122) ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (22)
èëè ïîðîæäåííóþ èì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó (3) áóäåì íàçûâàòü ãàìèëüòîíîâîé íîð-

ìàëüíîé ôîðìîé Ìåéåðà (ÃÍÔÌ), åñëè

∀k ≥ 3, ∀t ∈ R, ∀z ∈ R2n : Hk(e
AT tz) ≡ Hk(z) (A = IG). (24)

Ñîãëàñíî [11, Theorem 10.4.2], ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ãàìèëüòîíèàí (122) ìîæåò
áûòü ïðèâåäåí ê ÃÍÔÌ ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííîãî ïî÷òè òîæäåñòâåííîãî ôîðìàëüíîãî
êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ z = w +W (w) ñ ordW ≥ 2.

Òåîðåìà 4 ÃÍÔÌ ÿâëÿåòñÿ ÃÌÍÔ ñ âîçìóùåíèåì èç ðåçîíàíñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí (122) ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (22) � ýòî ÃÍÔÌ.

Ñîïðÿæåííàÿ ê (23) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

ż = AT z (25)

è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì HT
2 (z) = (1/2) zTG′z, ãäå G′ = IGI.

Ðàâåíñòâî (24) îçíà÷àåò, ÷òî îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå âîçìóùåíèÿ ÃÍÔÌ ÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëàìè ëèíåéíîé ñèñòåìû (25). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (25) ãàìèëüòîíîâà ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì HT

2 , ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì

{HT
2 , Hk} = 0 (k ≥ 3). (26)

Ñîãëàñíî [11, Lemma 10.4.2] îïåðàòîð ĤT
2 ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê Ĥ2 îòíîñèòåëüíî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈〈 . , . 〉〉, ò. å. ĤT
2 = Ĥ∗2 . Òåïåðü èç (26) ñëåäóåò, ÷òî îäíîðîäíûå

ñëàãàåìûå Hk (k ≥ 3) âîçìóùåíèÿ â ÃÍÔÌ � ýòî ðåøåíèÿ ðåçîíàíñíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
H2. Çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ 9 è ïî ñâîéñòâó 1 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ
ÃÍÔÌ ÿâëÿåòñÿ ÃÌÍÔ, à åå âîçìóùåíèå H −H2 ñîñòîèò èç ðåçîíàíñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. �

Â ÃÍÔÌ êîýôôèöèåíòû ïðè ðåçîíàíñíûõ ýëåìåíòàõ îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðåçî-
íàíñíîãî óðàâíåíèÿ, â ÃÌÍÔ æå íà êîýôôèöèåíòû ïðè ðåçîíàíñíûõ ýëåìåíòàõ íå íàëà-
ãàåòñÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé.

Íàïðèìåð, âîçìóùåíèå ÃÍÔÌ ãàìèëüòîíèàíà (122) ñ H2 èç (20) â îòëè÷èå îò (21)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä îò ðåçîíàíñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ P1, P2, P3 èç óòâåðæäåíèÿ 6.
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6 Ãàìèëüòîíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

6.1 ÍÔ ãàìèëüòîíèàíà ñ îäíîðîäíîé íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ

Ïóñòü {Pi}ki=1 � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Jr+m (m ≥ 1) îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ðåçîíàíñíîãî
óðàâíåíèÿ (14) ïðîñòðàíñòâà J.

Îïðåäåëåíèå 12 Ìíîæåñòâî ìîíîìîâ Rm = {Ri = xp
i
yq

i
: |pi + qi| = r + m}ki=1, ãäå

pi, qi � ìóëüòèèíäåêñû, íàçîâåì ìèíèìàëüíûì ðåçîíàíñíûì íàáîðîì â ïîðÿäêå r + m,
åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé A = {aij = 〈〈Pi, Rj〉〉}ki,j=1 îòëè÷åí

îò íóëÿ. Ìíîæåñòâî R = ∪m≥1Rm íàçîâåì ìèíèìàëüíûì ðåçîíàíñíûì íàáîðîì.

Îïðåäåëåíèå 13 Ãàìèëüòîíèàí (12r) èëè ïîðîæäåííóþ èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Ãàìèëüòîíà (3) áóäåì íàçûâàòü ãàìèëüòîíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÃÍÔ), åñëè â âîç-

ìóùåíèè H − Hr ñîäåðæàòñÿ ëèøü ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû èç íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî

ðåçîíàíñíîãî íàáîðà R, ò. å. h(p,q) = 0, åñëè xpyq 6∈ R.

Çàìå÷àíèå 3 Â ñëó÷àå r = 2 è íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà âèäà (17) ñ λ 6= 0 ÃÍÔ
ïî àíàëîãèè ñ íåãàìèëüòîíîâûìè íîðìàëüíûìè ôîðìàìè ìîæíî íàçûâàòü ðåçîíàíñíîé
(ÐÃÍÔ), à â ñëó÷àå r ≥ 3 èëè r = 2 è íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà âèäà (17) ñ λ = 0 �
îáîáùåííîé ÃÍÔ (ÎÃÍÔ).

Òåîðåìà 5 Ïóñòü R = ∪m≥1Rm � ìèíèìàëüíûé ðåçîíàíñíûé íàáîð. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò ôîðìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ãàìèëüòîíèàí (12r) ê ÃÍÔ,
â êîòîðîé h(p,q) = 0, åñëè xpyq 6∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì c = {ci = 〈〈Hr+m, Pi〉〉}kmi=1, H
′
r+m =

∑km
i=1 biR

m
i , ãäå R

m
i ∈ Rm,

b = A−1c, à A � ìàòðèöà èç îïðåäåëåíèÿ 12.

Òîãäà 〈〈H ′r+m −Hr+m, Pi〉〉 =
∑km

j=1 aijbj − ci = 0 äëÿ âñåõ i = 1, km.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. �

Ïðèâåäåì ïðèìåð ÃÍÔ, èìåþùåé áîëåå ïðîñòîé âèä, ÷åì ÃÌÍÔ.

Óòâåðæäåíèå 7 Ãàìèëüòîíèàí (122) ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (20) ïðè ïîìîùè ôîð-

ìàëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê ÃÍÔ

H = H2 +
∑

p1=0, p2≥q1+2q2

h(p,q)xpyq. (27)

Äîêàçàòåëüñòâî Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû P i1

1 P
i2
2 P

i3
3 , ãäå P1 = x2, P2 = x2y1 − x21/2, P3 = x22y2 + x1x2y1 − x31/3, îáðàçóþò

áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå J. Â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî ðåçîíàíñíîãî íàáîðà ìîæíî âûáðàòü
ìíîæåñòâî ìîíîìîâ

xi12 (x2y1)
i2(x22y2)

i3 = xp11 x
p2
2 y

q1
1 y

q2
2 ,

ãäå p1 = 0, p2 = i1 + i2 + 2i3, q1 = i2, q2 = i3, òàê êàê êàæäûé òàêîé ìîíîì èìååò
îòëè÷íîå îò íóëÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ åäèíñòâåííûì áàçèñíûì ýëåìåíòîì P i1

1 P
i2
2 P

i3
3 .

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 5. �

Çàìå÷àíèå 4 Â îòëè÷èå îò ÃÌÍÔ (21) òàêæå êàê è îò ÃÍÔÌ, âîçìóùåíèå êîòîðîé
çàâèñèò îò ðåçîíàíñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ P1, P2, P3, âîçìóùåíèå ÃÍÔ (27) íå çàâèñèò îò x1.
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6.2 ÍÔ ãàìèëüòîíèàíà ñ êâàçèîäíîðîäíîé íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ

Äî ñèõ ïîð â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîé ÷àñòè ëþáîãî ãàìèëüòîíèàíà âûáèðàëñÿ îäíîðîä-
íûé ìíîãî÷ëåí Hr ñòåïåíè r ≥ 2. Îäíàêî, ÷åì ìåíüøå îí ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ÷åì áîëüøå êîìïîíåíò â íåâîçìóùåííîé ÷àñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, òåì ìåíüøå èìååòñÿ âîçìîæíîñòåé äëÿ àííóëèðîâàíèÿ ÷ëåíîâ
â êàæäîì ïîðÿäêå âîçìóùåíèÿ.

Ýòîò ôàêò õîðîøî èçâåñòåí è ïðîèëëþñòðèðîâàí â òåîðèè îáîáùåííûõ (íåãàìèëüòî-
íîâûõ) íîðìàëüíûõ ôîðì è áóäåò ïîäòâåðæäåí íèæå â ðàçäåëå 7.4.

Èäåàëüíîé âûãëÿäèò ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé êàíîíè÷åñêîé çàìåíû
ìíîãî÷ëåí Hr ìàêñèìàëüíî óïðîùåí, íî ïðè ýòîì çàâèñèò îò âñåõ ïåðåìåííûõ. Òàêîé
íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí åñòåñòâåííî íàçûâàòü íåâûðîæäåííûì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåâûðîæäåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèåì, øèðî-
êî ïðèìåíÿåìûé â òåîðèè îáîáùåííûõ íîðìàëüíûõ ôîðì. À èìåííî, ìîæíî èñêóññòâåí-
íî äîïîëíèòü Hr íåêîòîðûìè ñëàãàåìûìè èç âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (12r), à ÷àñòü
ñëàãàåìûõ èç Hr îòíåñòè ê âîçìóùåíèþ, íî òîëüêî òàê, ÷òîáû ïîñëå ââåäåíèÿ íîâûõ,
îáîáùåííûõ, ñòåïåíåé, íîâûé íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí ñòàë áû â èçâåñòíîì ñìûñëå
îäíîðîäíûì è èìåë áû ìåíüøóþ, ÷åì íîâîå âîçìóùåíèå îáîáùåííóþ ñòåïåíü.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî îáùèõ îïðåäåëåíèé èç [1, 4] ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîïðàâêàìè,
ñâÿçàííûìè ñ ãàìèëüòîíîâîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 14 Âåêòîð γ = (α, β), ãäå α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn), íàçîâåì
âåñîì ïåðåìåííîé z = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), åñëè âñå êîìïîíåíòû γ � íàòóðàëüíûå âçà-

èìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè òàêèå, ÷òî αi + βi = δ (δ ≥ 2, i = 1, n).

Îïðåäåëåíèå 15 Îáîáùåííîé ñòåïåíüþ ìîíîìà Z(p,q)xpyq, íàçîâåì ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå 〈p, α〉+ 〈q, β〉.

Îïðåäåëåíèå 16 Ìíîãî÷ëåí Q(z) áóäåì íàçûâàòü êâàçèîäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì

(ÊÎÌ) ñòåïåíè χ ñ âåñîì γ è îáîçíà÷àòü Q
[χ]
γ (z), åñëè îí ñîäåðæèò òîëüêî ìîíîìû

îáîáùåííîé ñòåïåíè χ.

Âñå îïðåäåëåíèÿ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé êâàçèîäíîðîäíîãî
íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: âìåñòî îáû÷íûõ ñòåïåíåé ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííûå ñ âåñîì γ, à âìåñòî ðàçëîæåíèé â ñóììó îäíîðîäíûõ ñëàãàå-
ìûõ ðàññìàòðèâàòü ðàçëîæåíèÿ â ñóììó êâàçèîäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîä
ïîðÿäêîì ðÿäà f ñëåäóåò ïîíèìàòü íàèìåíüøåå r òàêîå, ÷òî f

[r]
γ 6≡ 0.

Ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ ÊÎÌ îáîáùåííûõ ñòåïåíåé k, l òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÊÎÌ îáîáùåí-
íîé ñòåïåíè k + l − δ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ðÿäà f ïîðÿäêà íå ìåíüøå, ÷åì δ + 1
íà ïðîñòðàíñòâå ðÿäîâ îïðåäåëåí îïåðàòîð exp(f̂ ), çàäàþùèé ïðåîáðàçîâàíèå Ëè.

Èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé è èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈〈 . , . 〉〉 âûòåêà-
åò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî P ðàçáèâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ P

[k]
γ

ÊÎÌ îáîáùåííîé ñòåïåíè k ñ âåñîì γ.

Ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå äëÿ êâàçèîäíîðîäíîãî íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà H
[χ]
γ

ïðèíèìàåò âèä (
Ĥ [χ]
γ

)∗
P = 0, P ∈ P,
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à ïðîñòðàíñòâî åãî ðåøåíèé J ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ J

[k]
γ êâàçèîäíîðîäíûõ ðåøåíèé îáîáùåííîé ñòåïåíè k ñ âåñîì γ.

Âåçäå âìåñòî ïðîñòðàíñòâ Pk è Jk ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà P
[k]
γ è J

[k]
γ .

Â îïðåäåëåíèÿõ ÃÌÍÔ è ÃÍÔ ñëåäóåò çàìåíèòü Hr íà H
[χ]
γ , à â îïðåäåëåíèè ìèíè-

ìàëüíîãî ðåçîíàíñíîãî íàáîðà Rm ñëåäóåò çàìåíèòü íà R
[m]
γ = {Ri = xp

i
yq

i
: 〈α, pi〉 +

〈β, qi〉 = r +m}ki=1.

Ãàìèëüòîíèàí (12r), ïåðåðàçëîæåííûé ïî îáîáùåííûì ñòåïåíÿì, áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç Hγ, à âìåñòî ÃÍÔ è ÃÌÍÔ áóäåì ïèñàòü ÃÍÔγ è ÃÌÍÔγ.

Ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî òåîðåìû 2 è 5 òàêæå ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé êâàçèîäíî-
ðîäíîãî íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà.

7 ÃÍÔ íåêîòîðûõ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé n = 1 è K = R. Ïî-ïðåæíåìó, Hr � íåâîçìóùåííàÿ ÷àñòü
ãàìèëüòîíèàíà (12r) : H(x, y) = Hr(x, y) +

∑
|p+q|≥r+1 h

(p,q)xpyq (r ≥ 2).

Äëÿ êðàòêîñòè â ôîðìóëàõ äëÿ ÃÍÔ è ÃÌÍÔ, ïðèâåäåííûõ äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñëàãàåìûå âîçìóùåíèÿ èìåþò ñòåïåíü, áîëüøóþ ñòåïåíè íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà,
îïóñêàÿ ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà â ïðåäåëàõ ñóììèðîâàíèÿ.

7.1 Íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí � ìîíîì îò îäíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü Hr íå çàâèñèò îò îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ñêàæåì, îò x.

Òåîðåìà 6 ÃÍÔ ñ âûðîæäåííûì íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì Hr = hyr

(h ∈ R\{0}) ñîâïàäàåò ñ ÃÌÍÔ è èìååò âèä

H = hyr +
∑
q≤r−2

h(p,q)xpyq. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (13) Ĥ∗r = −x(∂Hr/∂y)∗ = −hrx∂r−1/∂yr−1 è
óðàâíåíèå (14) ýêâèâàëåíòíî ∂r−1P/∂yr−1 = 0. Åãî ðåøåíèÿ � ïîëèíîìû ñòåïåíè íå âûøå
r − 2 ïî y. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ 9 ïîëó÷àåì ÃÌÍÔ (28).

Îäíî÷ëåíû {Pi = xpiyqi | pi = r +m+ 1− i, qi = i− 1}r−1i=1 ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé (14) ñòåïåíè r + m, è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 11 îíè æå
îáðàçóþò ìèíèìàëüíûé ðåçîíàíñíûé íàáîð â ïîðÿäêå r+m. Ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ÃÌÍÔ
ïî îïðåäåëåíèþ 13 ÿâëÿåòñÿ ÃÍÔ. �

Ãàìèëüòîíèàí (28) ìîæíî çàïèñàòü ñòàíäàðòíî â âèäå ñóììû îäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ:

H = hyr +
∞∑

k=r+1

r−2∑
q=0

h(k−q,q)xk−qyq.

Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ÃÍÔ (28), à èìåííî, r = 2 è r = 3.
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1) Ïðè r = 2 âîçìóùåíèå â (28), î÷åâèäíî, íå çàâèñèò îò y, à ñàìà ÃÍÔ (28) ñîâïàäàåò
ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÃÍÔÌ (ñì. [11, ñ. 263]) è èìååò âèä

H = hy2 +
∞∑
k=3

h(k,0)xk. (282)

2) Ïóñòü òåïåðü r = 3 è h = 1/3. Òîãäà ÃÍÔ (28) èìååò âèä

H = y3/3 +
∞∑
k=4

(h(k,0)xk + h(k−1,1)xk−1y). (283)

Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, ïîðîæäåííàÿ ÃÍÔ (283), èìååò âèä

ẋ = y2 +
∞∑
k=3

h(k,1)xk, ẏ = −
∞∑
k=3

((k + 1)h(k+1,0)xk + kh(k,1)xk−1y). (28s3)

Ñîãëàñíî [3, Ò. 11], ïðîèçâîëüíàÿ (íåãàìèëüòîíîâà) äâóìåðíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (y2, 0) ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç äâóõ
âîçìîæíûõ îáîáùåííûõ íîðìàëüíûõ ôîðì (ÎÍÔ):

ẋ = y2 +
∞∑
p=2

(X(p+1,0)xp+1 +X(p,1)xpy), ẏ =
∞∑
p=2

(Y (p,1)xpy + Y (p+1,0)xp+1); (28onf3.1 )

ẋ = y2 +
∞∑
p=2

X(p+1,0)xp+1, ẏ =
∞∑
p=2

(Y (p−1,2)xp−1y2 + Y (p,1)xpy + Y (p+1,0)xp+1). (28onf3.2 )

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âîçìóùåíèÿ â (28s3) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé êîìïîíåíòîé âîçìóùåíèÿ
â ÎÍÔ (28onf3.2 ), à âòîðàÿ � ñî âòîðîé êîìïîíåíòîé âîçìóùåíèÿ èç (28onf3.1 ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî çà ñ÷åò óñëîâèÿ ãàìèëüòîíîâîñòè èñõîäíîé
ñèñòåìû ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (y2, 0) ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðèéòè ê ÎÍÔ ñ ìåíüøèì
÷èñëîì îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðåçîíàíñíûõ ñëàãàåìûõ â êàæäîì ïîðÿäêå âîçìóùåíèÿ.

Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ÃÍÔ ìû ðàññìàòðèâàåì ýêâèâàëåíòíîñòü îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïû ôîðìàëüíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, â òî âðåìÿ êàê â îïðåäåëå-
íèè ÎÍÔ (ñì. [1]) ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îòíîñèòåëüíî áîëåå øèðîêîé ãðóïïû
îáðàòèìûõ ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

7.2 Íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí � ìîíîì îò äâóõ ïåðåìåííûõ

Òåîðåìà 7 ÃÍÔ ñ íåâûðîæäåííûì íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì Hr = hxmyl ñ
m+ l = r, d = ÍÎÄ (m, l) (m, l ≥ 1, h ∈ R\{0}) ñîâïàäàåò ñ ÃÌÍÔ è èìååò âèä

H = hxmyl +
∑

p≤m−2

h(p,q)xpyq +
∑

p ≥ m− 1

q ≤ l − 2

h(p,q)xpyq +
∞∑
j=d

h(jm/d−1,jl/d−1)xjm/d−1yjl/d−1. (29)
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Äîêàçàòåëüñòâî Ñîãëàñíî (13) Ĥ∗r = (∂Hr/∂x)∗y−(∂Hr/∂y)∗x = hm∂m−1x ∂lyy−hl∂mx ∂l−1y x,
ïîýòîìó óðàâíåíèå (14) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

∂m−1x ∂l−1y (m∂yyP − l∂xxP ) = 0 (∂x = ∂/∂x, ∂y = ∂/∂y).

Èùåì ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå P = xpyq. Èìååì:

∂m−1x ∂l−1y (m(q + 1)− l(p+ 1))xpyq = 0.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â îäíîì èç òðåõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñëó÷àåâ:

1) p ≤ m− 2; 2) p ≥ m− 1, q ≤ l − 2; 3) p = jm/d− 1, q = jl/d− 1, ãäå j ≥ d.

Ðåøåíèÿ ñ óêàçàííûìè ïîêàçàòåëÿìè îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå J, à çíà÷èò, ïî
îïðåäåëåíèþ 9 ãàìèëüòîíèàí (29) ÿâëÿåòñÿ ÃÌÍÔ.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ìèíèìàëüíûé ðåçîíàíñíûé íàáîð â êàæäîì ïîðÿäêå
îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì è ñîñòîèò èç íàéäåííûõ ìîíîìèàëüíûõ ðåøåíèé.
Ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ÃÌÍÔ ÿâëÿåòñÿ ÃÍÔ. �

Ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí (29) â âèäå ñóììû îäíîðîäíûõ ñëàãàåìûõ:

H = hxmyl +
∞∑

k=r+1

(
m−2∑
p=0

h(p,k−p)xpyk−p + xm−1
l−2∑
q=0

h(k+m−1−q,q)xk−qyq + ηk(x, y)

)
,

ãäå ηk−2(x, y) =

h(km/r−1,kl/r−1)xkm/r−1ykl/r−1, åñëè k
... (r/d);

0, åñëè k 6 ... (r/d).

Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.

1) Ïóñòü r = 2. Òîãäà â ÃÍÔ (29) èíäåêñû l, m = 1, ïîýòîìó H2 = hxy, ïåðâûå äâå
ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè èñ÷åçàþò, à òðåòüÿ ñóììà ñîñòîèò èç ñòåïåíåé ïðîèçâåäåíèÿ xy.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÃÍÔ (29) èìååò âèä

H = hxy +
∞∑
j=2

h(j,j)xjyj. (292)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ [11, Corollary 10.4.1]. Â ýòîì ñëó÷àå ÃÍÔ (292)
ñîâïàäàåò ñ ÃÍÔÌ è ÃÍÔÁ.

2) Ïóñòü r = 3, l = 1, m = 2, h = −1/2. Òîãäà H3 = −x2y/2 è ÃÍÔ (29) èìååò âèä

H = −1

2
x2y +

∞∑
k=4

h(0,k)yk +
∞∑
j=1

h(2j+1,j)x2j+1yj, (293)

à íîðìàëüíàÿ ôîðìà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííàÿ ÃÍÔ (293), èìååò âèä

ẋ = −1

2
x2 +

∞∑
k=3

(k + 1)h(0,k+1)yk +
∞∑
j=1

jh(2j+1,j)x2j+1yj−1, ẏ = xy −
∞∑
j=1

(2j + 1)h(2j+1,j)x2jyj.

(29s3)
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Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñèñòåìó (29s3) ñ ÎÍÔ ñèñòåìû, èìåþùåé òó æå ãàìèëüòîíîâó
íåâîçìóùåííóþ ÷àñòü è ïðîèçâîëüíîå (íå îáÿçàòåëüíî ãàìèëüòîíîâî) âîçìóùåíèå.

Äåëî â òîì, ÷òî íåâîçìóùåííàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (29s3) � âåêòîðíûé ìíîãî÷ëåí
(−x2/2, xy) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç äåâÿòíàäöàòè ëèíåéíî íåýêâèâàëåíòíûõ êàíîíè÷åñêèõ
ôîðì, ê êîòîðûì ëèíåéíîé íåîñîáîé çàìåíîé ñâîäèòñÿ íåâîçìóùåííàÿ ÷àñòü äâóìåðíîé
ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåííàÿ ïðîèçâîëüíûì íåâûðîæäåííûì âåêòîðíûì êâàäðàòè÷íûì ìíî-
ãî÷ëåíîì (ñì. [2, ðàçä. 5.2], [3, � 2]). À èìåííî, ñîãëàñíî ââåäåííîé â [3] êëàññèôèêàöèè
(−x2/2, xy) = ÊÔ1

1 ñ u = −1/2. Â [2, � 5] â ÿâíîì âèäå óêàçàíû âñå ÎÍÔ, ôîðìàëüíî
ýêâèâàëåíòíûå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (αx2, xy).

7.3 Íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí � íåïðèâîäèìûé äâó÷ëåí

ñî âçàèìíî-ïðîñòûìè ïîêàçàòåëÿìè

Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûé äâó÷ëåí (h1/β)xβ − (h2/α)yα, â êîòîðîì h1h2 6= 0 è
ÍÎÄ (α, β) = 1. Ïî îïðåäåëåíèþ 16 � ýòî ÊÎÌ îáîáùåííîé ñòåïåíè αβ ñ âåñîì (α, β).

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí Hγ ñ êâàçèîäíîðîäíîé íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ

H [χ]
γ = (h1/β)xβ − (h2/α)yα, (30)

ãäå ÍÎÄ (α, β) = 1, h1h2 6= 0, χ = αβ ñ âåñîì γ = (α, β).

Êâàçèîäíîðîäíûé íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí (30) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïîëó÷åí èç íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Hr = hyr (åñëè α < β)
äîáàâëåíèåì ñëàãàåìîãî âîçìóùåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (28), ñîäåðæàùåãî x.

Ðåçîíàíñíîå óðàâíåíèå äëÿ êâàçèîäíîðîäíîãî íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà H
[χ]
(α,β)

èìååò âèä
h1y∂

β−1
x P + h2x∂

α−1
y P = 0, P ∈ P. (31)

Â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â ïóíêòå 6.2, J
[k]
(α,β) � ýòî ïðîñòðàíñòâî êâàçèîäíîðîäíûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (31) îáîáùåííîé ñòåïåíè k ñ âåñîì (α, β).

Ëåììà 2 xpyq ∈ J
[k]
(α,β) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k = αp+ βq, p ≤ β − 2 è q ≤ α− 2.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé xpyq â (31). �

Ëåììà 3 Ïóñòü xpyq ∈ J
[k]
(α,β), à xp

′
yq

′ ∈ J
[k′]
(α,β). Òîãäà ëèáî (p, q) = (p′, q′), ëèáî

k 6≡ k′ mod χ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü αp + βq ≡ αp′ + βq′ mod χ. Òîãäà αp ≡ αp′ mod β è
βq ≡ βq′ mod α. Ïîñêîëüêó α è β âçàèìíî ïðîñòû, ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùèì

p ≡ p′ mod β, q ≡ q′ mod α. (32)

Ïóñòü òåïåðü xpyq ∈ J
[k]
(α,β), x

p′yq
′ ∈ J

[k′]
(α,β) è k ≡ k′ mod χ. Ïî ëåììå 2 p, p′ ≤ β − 2,

q, q′ ≤ α− 2. Îòñþäà è èç (32) ñëåäóåò, ÷òî (p, q) = (p′, q′). �
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Ëåììà 4 Ïóñòü P ∈ J
[k]
(α,β) è P 6≡ 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå Q ∈ J

[k+χ]
(α,β) òàêîå,

÷òî

xP = h1∂
β−1
x Q, yP = −h2∂α−1y Q. (33)

Áîëåå òîãî, åñëè J
[k]
(α,β) 6= {0}, òî ñóùåñòâóåò òàêîå k′ ≥ 0, ÷òî k ≡ k′ mod χ è

ïðîñòðàíñòâî J
[k′]
(α,β) ñîäåðæèò ìîíîìèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (31). Ïðè ýòîì èìååò

ìåñòî èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ J
[k]
(α,β) è J

[k′]
(α,β).

Äîêàçàòåëüñòâî Ñóùåñòâîâàíèå Q. Ïîëîæèì

Q =
1

h1

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
β−1 ðàç

xPdxβ−1 +

β−2∑
j=0

Rj(y)xj,

ãäå Rj � ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû. Òîãäà ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (33) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íî, à ïîñëå ïîäñòàíîâêè Q âî âòîðîå ðàâåíñòâî, â ñèëó óðàâíåíèÿ (31), ïîëó÷èì

h2∂
α−1
y Q = −y

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
β−1 ðàç

∂β−1x Pdxβ−1 +

β−2∑
j=0

h2x
j∂α−1y Rj(y).

Äëÿ êàæäîé ïåðâîîáðàçíîé â ïåðâîì ñëàãàåìîì ìîæíî âûáðàòü òàêèå ïîëèíîìû Rj, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü âòîðîå ðàâåíñòâî â (33), ÷òî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìà Q, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî (33). Â ñâîþ î÷åðåäü èç (33) è èç êâàçèîäíîðîäíîñòè P ñëåäóåò, ÷òî Q ìîæåò
áûòü âûáðàí êâàçèîäíîðîäíûì.

Óìíîæàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (33) íà y è âû÷èòàÿ âòîðîå, óìíîæåííîå íà x, ïîëó÷àåì,
÷òî Q óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (31).

Åäèíñòâåííîñòü Q. Ïóñòü äëÿ Q,Q′ ∈ J
[k+χ]
(α,β) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (33) ñ îäèíà-

êîâûì P ∈ J
[k]
(α,β), P 6≡ 0. Òîãäà ∂β−1x (Q − Q′) = 0 è ∂α−1y (Q − Q′) = 0. Îòñþäà ïî ëåììå 2

ðåøåíèÿ Q è Q′ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî íà ìîíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ ðåçîíàíñíîãî óðàâ-
íåíèÿ (31), à èç êâàçèîäíîðîäíîñòè Q−Q′ è ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî

Q−Q′ = Cxpyq, (34)

ãäå k + χ = αp+ βq, p ≤ β − 2 è q ≤ α− 2.

Îáîçíà÷èì P1 = P. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pj ∈ J
[k−(j−1)χ]
(α,β) , ïîñëåäîâàòåëüíî

ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (33):

xPj+1 = h1∂
β−1
x Pj, yPj+1 = −h2∂α−1y Pj.

Â ñèëó ðåçîíàíñíîãî óðàâíåíèÿ (31) âñå Pj îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð m ∈ {1, . . . , [k/χ] + 1}, ÷òî Pm 6≡ 0, à Pm+1 ≡ 0.

Èç ñîîòíîøåíèé (33) âûòåêàåò, ÷òî Pm � ìîíîìèàëüíîå ðåøåíèå îáîáùåííîé ñòåïåíè
k − (m− 1)χ < k + χ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ëåììû 3 â (34) C = 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî Q = Q′.

Ïîïóòíî ìû íàøëè äëÿ êàæäîãî íåìîíîìèàëüíîãî ÊÎÌ Q ∈ J(α,β) (íåìîíîìèàëü-
íîñòü Q ñëåäóåò èç P 6≡ 0 è ëåììû 2) åäèíñòâåííîå ìîíîìèàëüíîå ðåøåíèå Pm, èç êîòîðîãî
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Q ïîëó÷àåòñÿm-êðàòíûì ïðèìåíåíèåì ñîîòíîøåíèé (33), ÷òî çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè Q ∈ J
[k+χ]
(α,β) è ìîíîìèàëüíûìè ðåøåíèÿìè îáîáùåííîé ñòå-

ïåíè k − (m − 1)χ óðàâíåíèÿ (31). Ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ (33) ëèíåéíû ïî P è Q, ýòî
ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ. �

Òåîðåìà 8 ÃÌÍÔ äëÿ êâàçèîäíîðîäíîãî íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà (30) èìååò
âèä

H = (h1/β)xβ − (h2/α)yα +
∑

p 6≡ −1 modβ

q 6≡ −1 modα

h(p,q)xpyq (αp+ βq ≥ χ+ 1), (35)

à ëþáàÿ ÃÍÔ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

H = H
[χ]
(α,β) +

∞∑
k=χ+1

H
[k]
(α,β), (36)

ãäå H
[k]
(α,β) = h(p,q)xpyq ñ k = αp+ βq ≥ χ+ 1 è p 6≡ −1 mod β, q 6≡ −1 mod α.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ìîíîì xpyq âõîäèò â P ∈ J
[k]
(α,β) (k = αp+ βq ≥ 0) ñ îòëè÷íûì îò

íóëÿ êîýôôèöèåíòîì. Çíà÷èò, 〈〈P, xpyq〉〉 6= 0.

Ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå Q ∈ J
[k+χ]
(α,β) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (33).

Ïîýòîìó

〈〈xP, xp+1yq〉〉 (33)
= 〈〈h1∂β−1x Q, xp+1yq〉〉 6= 0, 〈〈yP, xpyq+1〉〉 (33)

= 〈〈−h2∂α−1y Q, xpyq+1〉〉 6= 0.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 2 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈〈 . , . 〉〉, ïîëó÷àåì

〈〈Q, xp+βyq〉〉 6= 0, 〈〈Q, xpyq+α〉〉 6= 0. (37)

Ïóñòü ìîíîì xp+βyq âõîäèò â íåìîíîìèàëüíûé ÊÎÌ Q ∈ J
[k+χ]
(α,β) ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ

êîýôôèöèåíòîì, ò. å. 〈〈Q, xp+βyq〉〉 6= 0. Òîãäà ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò P ∈ J
[k]
(α,β), P 6≡ 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå (33). Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (33) è ñâîéñòâîì 2 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ 〈〈 . , . 〉〉, ïîëó÷àåì 〈〈h1∂β−1x Q, xp+1yq〉〉 (33)
= 〈〈xP, xp+1yq〉〉 6= 0, îòêóäà 〈〈P, xpyq〉〉 6= 0.

À çíà÷èò, è 〈〈Q, xpyq+α〉〉 6= 0 ñîãëàñíî (37).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç 〈〈Q, xpyq+α〉〉 6= 0 ñëåäóåò 〈〈P, xpyq〉〉 6= 0 è
〈〈Q, xp+βyq〉〉 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäûõ p è q òàêèõ, ÷òî αp + βq ≥ χ + 1, ìîíîìû xpyq, xp+βyq,
xpyq+α ëèáî âñå ðåçîíàíñíûå, ëèáî âñå íåðåçîíàíñíûå.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ëåììû 4, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåçîíàíñíûå ýëåìåíòû äîëæíû èìåòü âèä
xp+jβyq+kα, ãäå xpyq ∈ J(α,β).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2 ÃÌÍÔ ñ íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (30) èìååò âèä (35).

Èç ëåìì 3 è 4 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ≥ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dim J
[k]
(α,β) ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêèé ìèíèìàëüíûé ðåçîíàíñíûé íàáîð ïîëó÷àåòñÿ âûáîðîì îäíîãî
ðåçîíàíñíîãî ýëåìåíòà â êàæäîé îáîáùåííîé ñòåïåíè âîçìóùåíèÿ ÃÌÍÔ (35). Îòñþäà
ïðèõîäèì ê ÃÍÔ (36). �
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Ñëåäñòâèå 1 Ìíîæåñòâî R = {xp+kβyq| p ≤ β − 2, q ≤ α − 2, k ≥ 0} ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìèíèìàëüíûé ðåçîíàíñíûé íàáîð äëÿ íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà (30) ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 12, à ïî îïðåäåëåíèþ 13 ðÿä

H = (h1/β)xβ − (h2/α)yα +
∑

p 6≡ −1 modβ

q ≤ α− 2

h(p,q)xpyq (38)

ÿâëÿåòñÿ ÃÍÔ, ñîîòâåòñòâóþùåé âûáðàííîìó ìèíèìàëüíîìó ðåçîíàíñíîìó íàáîðó R.

7.4 Ñðàâíåíèå ÃÍÔ ñ âûðîæäåííûì è íåâûðîæäåííûì

íåâîçìóùåííûìè ãàìèëüòîíèàíàìè

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ãàìèëüòîíèàíîâ èç ðàçäåëîâ 7.1, 7.3, à èìåííî, ãàìèëüòîíèàí

H = y2/2− x3/3 + h(2,1)x2y + h(1,2)xy2 + h(0,3)y3 +
∑
p+q≥4

h(p,q)xpyq.

Îäíîðîäíûé íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä H2 = y2/2. Îí íå çàâèñèò îò x,
è ïî òåîðåìå 6 ÃÍÔ ñîâïàäàåò ñ ÃÌÍÔ è èìååò âèä

H = y2/2 +
∑∞

k=3
h(k,0)xk. (39)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà H ìîæíî âûáðàòü
íåâûðîæäåííûé ÊÎÌ H

[6]
(2,3) = y2/2− x3/3 (ñì. îïðåäåëåíèå 16).

Òîãäà ïî òåîðåìå 8 ñ χ = 6, (α, β) = (2, 3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ÃÌÍÔ:

H = y2/2− x3/3 +
∑

p 6≡ 2 mod 3

q ≡ 0 mod 2

h(p,q)xpyq (2p+ 3q ≥ 7).

À ÃÍÔ (36), ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûáðàííîìó â ñëåäñòâèè 1 ìèíèìàëüíîìó ðåçîíàíñíîìó
íàáîðó R ñ χ = 6, (α, β) = (2, 3), ñîãëàñíî (38) èìååò âèä

H = y2/2− x3/3 +
∞∑
j=1

(h(3j+1,0)x3j+1 + h(3j+3,0)x3j+3) (40)

è ïîðîæäàåò ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó

ẋ = y, ẏ = x2 −
∞∑
j=1

(
(3j + 1)h(3j+1,0)x3j + (3j + 3)h(3j+3,0)x3j+2

)
. (41)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (39) è (40), âèäèì, ÷òî ïîÿâëåíèå â íåâîçìóùåííîì ãàìèëü-
òîíèàíå ñëàãàåìîãî (−x3/3) âìåñòå ñ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ìèíèìàëüíîãî ðåçîíàíñíîãî
íàáîðà ïîçâîëÿåò óñèëèòü ãàìèëüòîíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó.

Â ðàáîòå [4] äâóìåðíàÿ ñèñòåìà ñ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé íåâîçìóùåííîé ÷àñòüþ (y, x2)
ðàññìîòðåíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû îáùèõ (íå êàíîíè÷åñêèõ) ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ñîãëàñíî [4, �5, ò. 4], òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ÎÍÔ ñ òîé æå íåâîçìó-
ùåííîé ÷àñòüþ, íî â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî k ≥ 1 âñå êîýôôèöèåíòû ôîðì Y [6k−2], Y [6k−1],
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Y [6k+1] ðàâíû íóëþ, à ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ôîðì Y [6k−4], Y [6k−3], Y [6k] ðàâíû íóëþ âñå,
êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî êîýôôèöèåíòà â êàæäîé èç ôîðì. Òàêàÿ ÎÍÔ îòëè÷àåòñÿ îò
ÃÍÔ (41), â êîòîðîé ïîñëå ïåðåðàçëîæåíèÿ ïî îáîáùåííûì ñòåïåíÿì â îáîçíà÷åíèÿõ ðà-
áîòû [4] ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ âåêòîðû Y [6k−3] è Y [6k+1], à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ.

Ðàçëè÷èå íîðìàëüíûõ ôîðì îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå óñëîâèÿìè íà íîð-
ìàëüíóþ ôîðìó ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòîðîíû è ýêâèâà-
ëåíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ôîðìàëüíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ äðóãîé. Âî
âòîðîì ñëó÷àå óñëîâèå ãàìèëüòîíîâîñòè ñèñòåìû ñíèìàåòñÿ, âìåñòå ñ òåì ðàññìàòðèâàåòñÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü îòíîñèòåëüíî áîëåå øèðîêîé ãðóïïû ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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