
dx
dt6

�-

?

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È

ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
N 4, 2016

Ýëåêòðîííûé æóðíàë,
ðåã. Ýë. N ÔÑ77-39410 îò 15.04.2010

ISSN 1817-2172

http://www.math.spbu.ru/di�journal
e-mail: jodi�@mail.ru

Óïðàâëåíèå â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ

Ðàçâèòèå êîíöåïöèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè

äëÿ ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì

Ì. Ì. Àíèêóøèí1, Ô. Ðàéòìàíí2

Ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò,

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñ-
êðåòíûì èëè íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì. Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ïîëó÷åí-
íîãî îáîáùåíèÿ èçâåñòíîãî îäíîìåðíîãî ïî âðåìåíè ðåçóëüòàòà äåëàåòñÿ âûâîä î òîì,
÷òî îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, ïðåäñòàâëåííîå â ðàáîòàõ ïî ñèñòåìàì
ïîäñäâèãîâ, ïðèâîäèò ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ ýíòðîïèè äëÿ ìíîãèõ ñèñòåì ñ ìíîãî-
ìåðíûì âðåìåíåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîéòè ýòî ÿâëåíèå, â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïî-
íÿòèå îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè. Äîêàçàííûé â ðàáîòå ìíîãîìåðíûé
àíàëîã ñòåïåííîãî ïðàâèëà Áîóýíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ
äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîñòðî-
åííîé òåîðèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé
è óïðàâëÿåìîñòüþ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.
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Abstract

We study the topological entropy for dynamical systems with discrete or continuous
multiple time. Due to the generalization of a well-known one time-dimensional result
we show that the de�nition of topological entropy, using the approach for subshifts,
leads to zero entropy for many systems di�erent from subshift. We de�ne a new type
of relative topological entropy to avoid this phenomenon. The generalization of Bowen's
power rule allows us to de�ne topological and relative topological entropies for systems
with continuous multiple time. As an application we �nd the relation between relative
topological entropy and controllability of linear system with continuous multiple time.

Keywords: topological entropy, dynamical system with multiple time,
multitime controllability.

Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ðàáîòå 1965-ãî
ãîäà ïîä àâòîðñòâîì Ð.Ë. Àäëåðà, À.Ã. Êîíõåéìà è Ì.Õ. Ìàêýíäðþ [8]. Òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ áûëà àíàëîãîì ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèè ââåäåííîé ðàíåå
À.Í. Êîëìîãîðîâûì [3] è ß.Ã. Ñèíàåì [6], íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé îïðå-
äåëÿëàñü òîëüêî ñ ïîìîùüþ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà è íå
èñïîëüçîâàëà èíâàðèàíòíîé ìåðû. Â 1971 ãîäó Ð. Áîóýí äàë ýêâèâàëåíòíîå
îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è äîêà-
çàë ñòåïåííîå ïðàâèëî äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ, ÷òî ïîçâîëèëî ïåðåíåñòè
ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè íà ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì [11].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçó÷åíèå ýíòðîïèè íåâîçìîæíî áåç ó÷åòà ðàçíûõ
ôîðì ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâ èëè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ. ×àñòî ïðè
îöåíêå ýíòðîïèè èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû, â ÷àñòíîñòè èõ ãèïåðáîëè÷íîñòü [9, 22]. Ïðè ïîëó÷åíèè ðàçëè÷íûõ
îöåíîê ðàçìåðíîñòåé è ýíòðîïèè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ëÿïóíîâñêèå ïîêàçà-
òåëè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [19, 21]. Àêòóàëüíûì íà-
ïðàâëåíèåì â òåîðèè ðàçìåðíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàçìåðíîñòè Ëÿïóíî-
âà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò óæå óïîìÿíóòûå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè [13, 14, 17].
Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ âìåñòî îöåíîê óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íûå ôîð-
ìóëû äëÿ ðàçíûõ ôîðì ýíòðîïèè è ðàçìåðíîñòåé [22, 15, 16].

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ìíîãî-
ìåðíûì âðåìåíåì. Òàêèå ñèñòåìû âîçíèêàþò, åñëè çàäàíî íåïðåðûâíîå äåé-
ñòâèå ãðóïïû (èëè ïîëóãðóïïû) Zd (Zd+) èëè Rd (Rd

+) íà ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Èñòî÷íèêîì ïåðâûõ ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå íåïðåðûâ-
íûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ. Âòîðûå æå ïîëó÷àþòñÿ,
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íàïðèìåð, êàê ðåøåíèÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé [2]. Âîïðîñ òîïî-
ëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè (è íå òîëüêî) â ñëó÷àå íåêîòîðûõ äåéñòâèé ãðóïïû Zd
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ Ä. Ëèíäà è Ê. Øìèäòà [18, 23]. Â äàëüíåéøåì ìû
äàäèì îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, ñëåäóÿ äàííûì ðàáîòàì.

Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó îïèñàíèþ ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû. Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà
âîïðîñàì òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè â ñèñòåìàõ ñ äèñêðåòíûì ìíîãîìåðíûì
âðåìåíåì. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíîé èç îñîáåííîñòåé ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì
âðåìåíåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå (íàïðèìåð, ëèïøèöåâû)
ñèñòåìû èìåþò íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ â ñëó÷àå, åñëè ôàçîâîå
ïðîñòðàíñòâî ýòîé ñèñòåìû êîíå÷íîìåðíî â ñìûñëå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè. Ââîäèòñÿ íîâàÿ åìêîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíîãî îäíîìåðíîãî ïî âðåìåíè
ðåçóëüòàòà î âåðõíåé îöåíêå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè. Ýòà îöåíêà ïîçâîëÿåò
îáúÿñíèòü ÿâëåíèå ðàâåíñòâà íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýí-
òðîïèè, ÷òî äîâîëüíî ÷àñòî ïðîèñõîäèò â ñèñòåìàõ ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì.
Äàëåå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, êîòîðîå â
íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ïîçâîëÿåò îáîéòè ýòî ÿâëåíèå. Â ãëàâå 2 ïîíÿòèå òîïî-
ëîãè÷åñêîé è îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì. Ýòîìó ñïîñîáñòâóåò îáîá-
ùåíèå ñòåïåííîãî ïðàâèëà Áîóýíà äëÿ ìíîãîìåðíûõ íåïðåðûâíûõ ïî âðåìå-
íè ïîòîêîâ. Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì, ïðåäñòàâëåííûõ
â âèäå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, âûÿâëåíà ñâÿçü
îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è óïðàâëÿåìîñòè òàêèõ ñèñòåì.

Êîðîòêî î ãëàâíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ x, y ∈
Rn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäåíèå xy :=
(x1y1, . . . , xnyn) è, åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà y íåíóëåâûå, ÷àñòíîå x

y :=
(x1y1 , . . . ,

xn
yn
). Áóäåì ïèñàòü y > 0 (y ≥ 0), åñëè âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà y ïî-

ëîæèòåëüíû (íåîòðèöàòåëüíû). Ñîîòâåòñòâåííî ïèøåì x ≤ y, åñëè y−x ≥ 0.
Ñèìâîëîì |x| îáîçíà÷åíà ñóïðåìóì-íîðìà:

|x| := max
1≤i≤n

|xi|.

Áóäåì îáîçíà÷àòü âðåìÿ â îñíîâíîì áóêâîé t, â ñëó÷àå åñëè ýòîãî íåäîñòàòî÷-
íî, òî òàêæå áóêâàìè s, n. Â òåõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà âðåìÿ ìíîãîìåðíî (òî åñòü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð), áóäåì âûäåëÿòü åãî æèðíûì øðèôòîì: t, s,p
Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì ñèìâîëîì |A|. Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå íåäîîïðåäåëåííûå âûðàæåíèÿ, âñòðå÷àþùèåñÿ â òåêñòå, â ãðàíè÷íûõ ñè-
òóàöèÿõ îïðåäåëÿþòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè. Òàê, íàïðèìåð, 0 log 0 := 0 èëè
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max{0, log 0} := 0. Çäåñü (è äàëåå â ðàáîòå) log � ëîãàðèôì ïî ïðîèçâîëüíî-
ìó, áîëüøåìó åäèíèöû, îñíîâàíèþ, åäèíîìó â ðàìêàõ âñåé ðàáîòû (îáû÷íî
ðàññìàòðèâàåòñÿ äâîè÷íûé èëè íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì).

1 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ â ñèñòåìàõ ñ äèñêðåòíûì

ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çàäàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, ρ), öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî d è G ∈ {Zd,Rd} � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà (Rd íàäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé
òîïîëîãèåé, à Zd � äèñêðåòíîé). Íåïðåðûâíûì äåéñòâèåì ãðóïïû G íàM
áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ϕt :M→M, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåò-
ðà t ∈ G, òàêîå ÷òî îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ ϕt(x) íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå
èç G × M â M è âûïîëíåíî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî: ϕt+s = ϕt ◦ ϕs, ïðè÷åì
ϕ0 = idM. Ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé {ϕt}t∈G áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì ϕ. Åñëè G = Zd, òî ñåìåéñòâî ϕ íàçûâàåòñÿ d-ìåðíûì äèñêðåò-
íûì (ïî âðåìåíè) ïîòîêîì íàM. Åñëè G = Rd, òî ñåìåéñòâî ϕ íàçûâàåòñÿ
d-ìåðíûì íåïðåðûâíûì (ïî âðåìåíè) ïîòîêîì íàM.

Íåïðåðûâíûå ïîòîêè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ãëàâå 2. Äàëåå, â ðàìêàõ
ýòîé ãëàâû, ñ÷èòàåì, ÷òî G = Zd.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü (M, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ϕ � d-
ìåðíûé äèñêðåòíûé ïîòîê íà M. Ïàðà ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) íàçûâàåòñÿ äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ äèñêðåòíûì ìíîãîìåðíûì (d-ìåðíûì) âðåìåíåì.
Ïðîñòðàíñòâî (M, ρ) íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì êàê ìîæíî çàäàòü äèñêðåòíûé ïîòîê íà ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (M, ρ). Èñïîëüçóÿ ãðóïïîâîå ñâîéñòâî äëÿ ñåìåéñòâà
ϕ, ëþáîå îòîáðàæåíèå ϕt ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ϕt = ϕt1e1 ◦ . . . ◦ ϕtded,
èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà t = (t1, . . . , td) ∈ Zd ïî êàíî-
íè÷åñêîìó áàçèñó {e1, . . . , ed} â Rd. Îáîçíà÷èâ ϕj := ϕej , ïîëó÷èì ïðåäñòàâ-
ëåíèå

ϕt = ϕt11 ◦ . . . ◦ ϕ
td
d , (1)

ãäå ïîä ϕ
tj
j óæå ïîíèìàåòñÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕj âûïîëíåííàÿ tj ðàç.

Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèÿ ϕ1, . . . , ϕd îáÿçàíû ïîïàðíî êîììóòèðîâàòü (ϕi◦ϕj =
ϕj ◦ ϕi) â ñèëó òîãî æå ãðóïïîâîãî ñâîéñòâà. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè èìååòñÿ
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d íåïðåðûâíûõ è ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â ñåáÿ ϕ1, . . . , ϕd :M→M, òî ðàâåíñòâî (1) çàäàåò d-ìåðíûé äèñ-
êðåòíûé ïîòîê íàM. Îòîáðàæåíèå ϕj áóäåì íàçûâàòü j-ûì êîîðäèíàòíûì
ïðåäñòàâèòåëåì äèñêðåòíîãî ïîòîêà ϕ.

Êàê áóäåò âèäíî äàëåå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äî-
ñòàòî÷íî ïîëóãðóïïîâîé ñòðóêòóðû ñåìåéñòâà ϕ. Ïðè÷åì â ïîëóãðóïïîâîì
ñëó÷àå îñòàþòñÿ âåðíû è âñå îáùèå ôàêòû î òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè. Äðó-
ãîå äåëî, ÷òî íàëè÷èå ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ â ñèñòåìå äàåò âîçìîæíîñòü ôîð-
ìóëèðîâàòü áîëåå äåòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ â ðàìêàõ ýòîé ñèòóàöèè. Èìåííî
ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ãðóïïîâûå ñèñòåìû, íî ñ ó÷åòîì
äàííîãî çàìå÷àíèÿ âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîãóò
áûòü ïåðåíåñåíû íà ïîëóãðóïïîâîé ñëó÷àé.

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � îïðåäåëèòü òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) ñ íå êîìïàêòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî d-ìåðíûé äèñêðåòíûé ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí
íà M, åñëè åãî êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâèòåëè ϕ1, . . . , ϕd ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíû íàM. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî äèñêðåòíûé ïîòîê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí íàM. Äëÿ öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà m îáîçíà÷èì Cm := {0, . . . ,m− 1}d ⊂ Zd. Ðàññìîòðèì íîâóþ ìåòðèêó
(ñåìåéñòâî ìåòðèê) íàM:

ρm(x, y) := max
t∈Cm

ρ(ϕt(x), ϕt(y)), x, y ∈M. (2)

Ìíîæåñòâî E ⊂ M íàçûâàåòñÿ (m, ε)-îòäåëåííûì (îòíîñèòåëüíî ϕ), åñëè
äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x, y ∈ E âûïîëíåíî ρm(x, y) > ε. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ìíîæåñòâî F ⊂ M (m, ε)-ïîðîæäàåò äðóãîå ìíîæåñòâî K ⊂ M (îòíîñè-
òåëüíî ϕ), åñëè äëÿ âñÿêîãî x ∈ K íàéäåòñÿ y ∈ F , òàêîé ÷òî ρm(x, y) ≤ ε.

Äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ M îïðåäåëèì rm(ε,K) êàê íàèìåíüøóþ
ìîùíîñòü ìíîæåñòâ F , êîòîðûå (m, ε)-ïîðîæäàþò K. ×åðåç sm(ε,K) îáîçíà-
÷èì íàèáîëüøóþ ìîùíîñòü (m, ε)-îòäåëåííûõ ìíîæåñòâ E , ñîäåðæàùèõñÿ â
K. Âåëè÷èíû rm(ε,K) è sm(ε,K) êîíå÷íû â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà
K è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà ϕ. Â ñèòóàöèÿõ, êîãäà íåîáõîäè-
ìî ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí îò ϕ, áóäåì ïèñàòü rm(ε,K, ϕ) è
sm(ε,K, ϕ). Êàê è â îäíîìåðíîì ïî âðåìåíè ñëó÷àå [11] íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî îïðåäåëåíèå ñëåäóþùåé âåëè÷èíû êîððåêòíî:

h(ϕ,K) := lim
ε→0+

lim sup
m→+∞

1

md
log rm(ε,K) = lim

ε→0+
lim sup
m→+∞

1

md
log sm(ε,K).
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1 è äèñêðåòíûé ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí íà
M. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

htop(ϕ) := sup{h(ϕ,K) | K ⊂M, K � êîìïàêò}. (3)

Çàìå÷àíèå 1.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè K ⊂ K1∪. . .∪Kn, ãäå K1, . . . ,Kn ⊂M,
òî h(ϕ,K) ≤ max

1≤i≤n
h(ϕ,Ki). Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè htop(ϕ)

íóæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî êîìïàêòû ìàëåíüêîãî äèàìåòðà. Òàêæå â ñëó÷àå
êîìïàêòíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî htop(ϕ) = h(ϕ,M).

Â ïðåäïîëîæåíèè êîìïàêòíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè
íà ÿçûêå îòêðûòûõ ïîêðûòèé. Ïóñòü A è B � îòêðûòûå ïîêðûòèÿ M è
ψ :M→M � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ñèìâîëàìè A∨B è ψ−1A îáîçíà-
÷èì ïðîèçâåäåíèå ïîêðûòèé A è B è ïðîîáðàç ïîêðûòèÿ A îòíîñèòåëüíî
ψ, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

A ∨B := {A ∩ B | A ∈ A,B ∈ B},

ψ−1A := {ψ−1A | A ∈ A}.
ßñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå è ïðîîáðàç îòêðûòûõ ïîêðûòèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ îò-
êðûòûìè ïîêðûòèÿìè. Íàèìåíüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ A, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ïîêðûòèÿ M îáîçíà÷èì ÷åðåç N(A). Òîãäà, òàêæå êàê è â îäíîìåðíîì ïî
âðåìåíè ñëó÷àå, âåëè÷èíó htop(ϕ), îïðåäåëåííóþ ðàíåå ìîæíî ñ÷èòàòü ïî ñëå-
äóþùåé ôîðìóëå [10, 23]:

htop(ϕ) = sup
A

lim sup
m→+∞

1

md
logN

( ∨
t∈Cm

ϕ−tA

)
, (4)

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì îòêðûòûì ïîêðûòèÿì A ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü (M, ρ) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è Nε(M) � íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî ìåòðè÷åñêèõ øàðîâ ðàäèóñà íå áîëåå ε, êîòîðûìè ìîæíî ïî-
êðûòü M. Òîãäà ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà (M, ρ) íàçûâà-
åòñÿ âåëè÷èíà

dimFM = lim sup
ε→0+

logNε(M)

log 1/ε
.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü n-ìåðíîãî êóáà â Rn ðàâíà
n. Ïîýòîìó ðàçóìíî îïðåäåëèòü ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü íå êîìïàêòíîãî
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ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, ρ) êàê âåðõíþþ ãðàíü ôðàêòàëüíûõ ðàçìåð-
íîñòåé åãî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ

dimFM := sup{dimF K | K ⊂M, K � êîìïàêò}.

Ïî òàêîìó îïðåäåëåíèþ dimF Rn = n. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ôðàêòàëüíàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ìîæåò íå ñîõðàíÿòüñÿ ïðè çàìåíå ìåòðèêè íà ýêâèâàëåíòíóþ (çà-
äàþùåé òó æå ñàìóþ òîïîëîãèþ). Ïîýòîìó â òå ìîìåíòû, êîãäà âàæíî ïîä-
÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò ìåòðèêè, ìû áóäåì ïèñàòü dimF (M, ρ).

1.2 Ýíòðîïèéíûå îñîáåííîñòè ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì

Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñïåöèôèêè ýíòðîïèéíûõ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ è
ôàêòû [23]. Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 1.1, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé êîìïàêòíî. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
µ, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â M, íàçûâàåòñÿ èíâàðè-
àíòíîé îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà ϕ (èëè ïðîñòî èíâàðèàíòíîé ìåðîé íàM),
åñëè

µ(ϕt) = µ ∀t ∈ Zd.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü, ÷òî µ ∈ Mϕ. Åñëè µ ∈ Mϕ è Q � êîíå÷íîå
áîðåëåâñêîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâàM (òî åñòü |Q| <∞,M =

⋃
Q∈Q
Q è ýëå-

ìåíòû Q åñòü ïîïàðíî äèçúþíêòíûå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà), òî âåëè÷èíà
Hµ(Q) := −

∑
Q∈Q

µ(Q) log µ(Q) íàçûâàåòñÿ µ-ýíòðîïèåé êîíå÷íîãî áîðåëåâ-

ñêîãî ïîêðûòèÿ Q. Äëÿ çàäàííûõ áîðåëåâñêèõ ðàçáèåíèé P è Q ïðîñòðàí-
ñòâà M è èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ ψ : M → M îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå
ðàçáèåíèé P è Q è ïðîîáðàç ðàçáèåíèÿ P îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ψ ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

P ∨Q := {P ∩ Q | P ∈ P,Q ∈ Q},

ψ−1P := {ψ−1P | P ∈ P}.
Êàê è ðàíåå, ïîëîæèì Cm := {0, . . . ,m− 1}d ⊂ Zd. Ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèåé
îòíîñèòåëüíî µ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

hµ(ϕ) := sup
Q

lim sup
m→+∞

1

md
Hµ

( ∨
t∈Cm

ϕ−tQ

)
,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 20



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2016

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì áîðåëåâñêèì ðàçáèåíèÿìQ ïðîñòðàí-
ñòâàM. Èçâåñòåí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, ñâÿçûâàþùèé ìåòðè÷åñêóþ è òî-
ïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ [23]:

htop(ϕ) = sup
µ∈Mϕ

hµ(ϕ). (5)

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå, d-ìåðíûé äèñêðåòíûé ïîòîê ϕ çàäàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ êîììóòèðóþùèõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ1, . . . , ϕd. Èìååòñÿ
ñâÿçü ìåæäó ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ìíîãîìåðíûì
âðåìåíåì, ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì ϕ, è ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèåé äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñ îäíîìåðíûì âðåìåíåì, ïîðîæäåííûõ èòåðàöèÿìè îòîáðàæåíèé
ϕ1, . . . , ϕd.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 ([7], ëåììà 3 íà ñòð. 75). Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) � äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1 ñ êîìïàêòíûì ôàçîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, ïðè÷åì d ≥ 2. Ïóñòü µ ∈Mϕ. Òîãäà

hµ(ϕ) > 0 ⇒ hµ(ϕj) =∞, ïðè j = 1, . . . , d.

Ïîëüçóÿñü âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì (5), ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 1.1 ñ êîìïàêòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷åì d ≥ 2.
Òîãäà

htop(ϕ) > 0 ⇒ htop(ϕj) =∞, ïðè j = 1, . . . , d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè htop(ϕ) > 0, òî â ñèëó âàðèàöèîííî-
ãî ïðèíöèïà íàéäåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ϕ ìåðà µ íàM, òàêàÿ ÷òî
hµ(ϕ) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ 1.1, èìååì hµ(ϕj) = ∞. Ïðèìå-
íÿÿ âñå òîò æå âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, íî óæå äëÿ ñèñòåìû ïîðîæäåííîé
èòåðàöèåé ϕj, çàêëþ÷àåì, ÷òî htop(ϕj) ≥ hµ(ϕj) =∞.
Çàìå÷àíèå 1.2. Òåîðåìà 1.1 ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî åñëè âñå âåëè÷èíû htop(ϕj)
êîíå÷íû, òî htop(ϕ) = 0. Óñëîâèå htop(ϕj) < ∞ âûïîëíåíî åñëè, íàïðèìåð,
îòîáðàæåíèÿ ϕ1, . . . , ϕd óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà è dimFM < ∞
(ñì. òåîðåìó 3.1 â [1]). Ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè
ñèñòåìû ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì âîçìîæíà ëèáî â ñëó÷àå, åñëè dimF (M) =
∞, ëèáî, åñëè äèñêðåòíûé ïîòîê ϕ íåäîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûé.

Ðàññìîòðèì îäèí ïðèìåð, êîòîðûé ïîòðåáóåòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.
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Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü d ≥ 1 � öåëîå ÷èñëî è A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (àëôà-
âèò). Îáîçíà÷èì ÷åðåç AZd � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé x : Zd → A. Äëÿ
âñÿêîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ Zd îáîçíà÷èì

πF : AZd → AF

� ïðîåêöèþ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó îòîáðàæåíèþ x ∈ AZd åãî ñóæå-
íèå íà F. Äëÿ âñÿêîãî t ∈ Zd îïðåäåëèì ñäâèã Áåðíóëëè σ ñ ïîìîùüþ ðàâåí-
ñòâà

(σtx)s = xt+s, s ∈ Zd, x = {xs} ∈ AZd.

Åñëè ñíàáäèòü ìíîæåñòâîA äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, à ìíîæåñòâîAZd =
∏
j∈Zd

A

� òîïîëîãèåé òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìåòðèçóåìûõ êîì-
ïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî AZd � êîìïàêòíîå ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî ñ íåêî-

òîðîé ìåòðèêîé ρ. Òîãäà ïàðà
(
{σt}t∈Zd, (AZd, ρ)

)
åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì è êîìïàêòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ðàññìîò-
ðèì îäèí êîíêðåòíûé ñïîñîá ââåäåíèÿ ìåòðèêè ρ, çàäàþùåé òîïîëîãèþ òè-
õîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà AZd. Ïóñòü α ∈ (1,+∞) � ïðîèçâîëüíîå âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà

ρα(x, y) = α− sup{N∈Z+ | xs=ys ∀s∈Zd : |s|<N}, x, y ∈ AZd. (6)

çàäàåò íóæíóþ ìåòðèêó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî σ1, . . . , σd � ëèïøèöåâû îòîáðà-
æåíèÿ (â ìåòðèêå ρα). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî htop(σ) = log |A|. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ
çàìå÷àíèå 1.2, çàêëþ÷àåì, ÷òî dimF (AZd, ρα) =∞ ïðè d ≥ 2.

1.3 Îöåíêà òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì âðå-

ìåíåì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îáîáùåíèå èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà Â.À. Áîé÷åí-
êî è Ã.À. Ëåîíîâà î âåðõíåé îöåíêå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè [1, 10] (êîòî-
ðûé â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà C. Èòî [12]), âî-ïåðâûõ,
äëÿ ñèñòåì íà ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, à âî-âòîðûõ, äëÿ
ñèñòåì ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì. Ïóñòü (M, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
ξ :M→M� ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è κ :M×M→ (0,+∞)
� ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó è ñíèçó ïîëî-
æèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè. Ïóñòü ρ′ � äðóãàÿ ìåòðèêà íà M, êîòîðàÿ ýê-
âèâàëåíòíà ìåòðèêå ρ, òî åñòü, äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1 > 0 è c2 > 0
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

c1ρ(x, y) ≤ ρ′(x, y) ≤ c2ρ(x, y) ∀x, y ∈M.
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Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû

kj = k(ξ, j) := lim
ε→0+

sup
0<ρ(x,y)<ε

[
ρ′
(
ξj(x), ξj(y)

)
ρ′(x, y)

·
κ
(
ξj(x), ξj(y)

)
κ(x, y)

]
, j = 1, 2, . . . ,

Ïîëîæèì
k = k(ξ) := inf

j≥1
j
√
kj. (7)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîòîê ϕ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1 óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ Ëèïøè-
öà, åñëè âåëè÷èíû k(ϕi, j) êîíå÷íû äëÿ âñåõ i = 1, . . . , d è j ≥ 1. Çàìåòèì,
÷òî ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò âûáîðà ìåòðèêè ρ′ è ôóíêöèè κ1

Äëÿ x ∈M, öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà m è ε > 0 îïðåäåëèì

Bε(x,m, ξ) := {y ∈M | ρ(ξj(x), ξj(y)) < ε, j = 0, 1, . . . ,m− 1}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bδ(x) � øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ M ðàäèóñà δ â ìåòðè-
êå ρ. Ïðåäñòàâèì âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû [1] (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3.1) â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû2.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü k(ξ, j) < ∞ äëÿ âñåõ j ≥ 1 è κ = κ(ξ) > k(ξ) � äîñòà-
òî÷íîå áëèçêîå ê k(ξ) ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 è ïðîèçâîëüíî-
ãî íàòóðàëüíîãî m íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî l, òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
x ∈M âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Bδ(x) ⊂ Bε(x,m, ξ), ãäå

δ =

{
κ−(m+l)ε, åñëè k(ξ) ≥ 1,

κlε, åñëè k(ξ) < 1.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ñèñòåìû ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì, â êîòîðûõ ïî-
òîê ϕ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûé (íàïðèìåð, ëèïøèöåâûé), ìîãóò èìåòü ïîëî-
æèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ òîëüêî íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ áåñêîíå÷-
íîé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ. Äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äðóãóþ åìêîñòíóþ õàðàêòåðèñòèêó, î÷åíü ïîõîæóþ íà ôðàêòàëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü è èìåþùóþ òåñíóþ ñâÿçü ñ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü (M, ρ) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Âåëè÷èíà

dimF (M, β) := lim sup
ε→0+

logNε(M)

(log 1/ε)β

1Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ôóíêöèè κ äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó,
íåæåëè ïðè îòñóòñòâèè òàêîé ôóíêöèè (κ ≡ 1). Ââåäåíèå òàêîé ôóíêöèè äëÿ îöåíêè ðàçëè÷íûõ ôîðì
ðàçìåðíîñòåé è ýíòðîïèè áûëî âïåðâûå ïðåäëîæåíî Ã. À. Ëåîíîâûì [10, 1].

2Ìû òàêæå óòî÷íÿåì óñëîâèå òåîðåìû 3.1 â ðàáîòå [1].
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äëÿ β ≥ 1 (íå îáÿçàòåëüíî öåëîãî) íàçûâàåòñÿ β-ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíî-
ñòüþ ïðîñòðàíñòâàM.

Äëÿ íå êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, ρ) îïðåäåëèì β-
ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü êàê âåðõíþþ ãðàíü ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí ïî
êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâàì:

dimF (M, β) := sup{dimF (K, β) | K ⊂ M, K � êîìïàêò}.

Âû÷èñëèâ âåëè÷èíû (7) äëÿ êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâèòåëåé äèñêðåòíîãî
ïîòîêà ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó íà òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.1, ïðè÷åì äèñêðåòíûé ïîòîê ϕ óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè-
÷åñêîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ïóñòü dimF (M, d) <∞. Òîãäà

htop(ϕ) ≤

[
d∑
j=1

logmax{1, k(ϕj)}

]d
· dimF (M, d), (8)

ãäå âåëè÷èíû k(ϕj) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊂M � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî
è ÷èñëî ζ > dimF (M,d) âûáðàíî òàêæå ïðîèçâîëüíî. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ âåëè÷èí δ > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

logNδ(K)
(log 1/δ)d

< ζ.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1.1 ê êàæäîìó èç îòîáðàæåíèé ϕ1, . . . , ϕd, ïîëó÷àåì, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî ε > 0, ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
íàòóðàëüíîãî l âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî rm(ε,K) ≤ Nδ(K) ïðè

δ = (κ(ϕj1))
−(m+l) · . . . ·

(
κ(ϕjq)

)−(m+l) · ε,

ãäå èíäåêñû j1, . . . , jq òàêîâû, ÷òî k(ϕji) > 1, ïðè÷åì k(ϕj) ≤ 1 äëÿ j, îò-
ëè÷íûõ îò j1, . . . , jq. Òîãäà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 (÷òî âëå÷åò ìàëîñòü
δ > 0), âûïîëíåíî

1

md
log rm(ε,K) ≤

logNδ(K)
(log 1/δ)d

· (log 1/δ)
d

md
< ζ

(
log 1/δ

m

)d
. (9)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî log 1/δ
m = log

(
κ(ϕj1) · . . . · κ(ϕjq)

)
+ O

(
1
m

)
. Ïîýòîìó ïîñëå

ïåðåõîäà ê âåðõíåìó ïðåäåëó ïðè m→ +∞ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

h(ϕ,K) ≤
[
log
(
κ(ϕj1) · . . . · κ(ϕjq)

)]d · ζ.
Â ñèëó òîãî, ÷òî âåëè÷èíû κ(ϕji) ìîãóò áûòü âûáðàíû ñêîëü óãîäíî áëèçêèìè
ê k(ϕji), òàêæå êàê è ÷èñëî ζ ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê dimF (M, d), ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1.2 íà ïðèìåðå ñäâèãà Áåðíóëëè.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü
(
{σt}t∈Zd, (AZd, ρα)

)
� äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà èç ïðè-

ìåðà 1.1. Îáîçíà÷èì M = AZd. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà ρα çàäàåòñÿ äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α ∈ (1,+∞) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (6).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ σ1, . . . , σd â ìåòðèêå ρα ÿâëÿþò-
ñÿ ëèïøèöåâûìè ñ êîíñòàíòîé α. Â ÷àñòíîñòè, k(σj) ≤ α. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
htop(σ) = log |A| è òåîðåìû 1.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî

dimF (M, d) ≥ log |A|
(d logα)d

.

Íà ñàìîì äåëå, âåëè÷èíó dimF (M, d) â ìåòðèêå ρα ëåãêî ñîñ÷èòàòü. Äëÿ ýòîãî
â íà÷àëå ïîñ÷èòàåì Nα−T (M) äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà T . Ïóñòü Bα−T (x) �
ìåòðè÷åñêèé øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà α−T , òî åñòü,

Bα−T (x) = {y ∈M | ρα(x, y) < α−T} = {y ∈M | xs = ys ∀s ∈ Zd : |s| ≤ T}.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî åñëè y ∈ Bα−T (x), òî Bα−T (y) = Bα−T (x). Ïîýòîìó øà-
ðîâ, îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå M íå ìåíüøå, ÷åì ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ s ∈ Zd,
òàêèõ ÷òî |s| ≤ T. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øàðû, ñ âñåâîçìîæíûìè öåíòðàìè,
ðàçëè÷àþùèìèñÿ íà ¾êâàäðàòå¿ |s| ≤ T , îáðàçóþò ïîêðûòèå M. Ïîýòîìó
Nα−T (M) = |A|(2T−1)d. Ïóñòü òåïåðü ε > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå ÷èñëî.
Âûáåðåì T òàê, ÷òîáû α−T−1 ≤ ε < α−T . Òîãäà

logNα−T (M)

(logαT+1)d
≤ logNε(M)

(log 1/ε)d
≤ logNα−T−1(M)

(logαT )d

èëè (
2T − 1

T + 1

)d
· log |A|
(logα)d

≤ logNε(M)

(log 1/ε)d
≤
(
2T + 1

T

)d
· log |A|
(logα)d

.

Ïåðåõîäÿ ê âåðõíåìó ïðåäåëó ïðè ε→ 0+ ïîëó÷àåì, ÷òî

dimF (M, d) =

(
2

logα

)d
log |A|.
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Äàëåå ìîæíî íàáëþäàòü ñîäåðæàòåëüíîñòü îöåíêè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè,
ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.2

log |A| = htop(σ) ≤ (2d)d log |A|.

1.4 Îòíîñèòåëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ

Ýòîò ðàçäåë ìû íà÷íåì ñ ïîÿñíåíèÿ ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ ïðåäñòàâ-
ëåííûì ðàíåå ïîäõîäîì. Ïðåäïîëîæèì íàëè÷èå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)), â êîòîðîé êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâèòåëè ïîòîêà ϕ óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà (à çíà÷èò è àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ Ëèïøè-
öà).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü (M, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì íà-
çûâàòü ïîêàçàòåëåì åìêîñòè ïðîñòðàíñòâà M ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó (êî-
íå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ)

dF (M) := inf{β ∈ [1; +∞) | dimF (M, β) <∞}.

Òåîðåìà 1.2 íàêëàäûâàåò æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû: åñëè d � ðàçìåðíîñòü âðåìåíè â ñèñòåìå, òî äëÿ ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî dF (M) = d, èíà÷å
òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ìîæåò îêàçàòüñÿ òðèâèàëüíîé. Â ñëó÷àå,
åñëè dF (M) < d ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê: â ýòîì ñëó÷àå dimF (M, d) = 0 è
ïîýòîìó îöåíêà (8) äàåò íàì, ÷òî htop(ϕ,M) = 0. Åñëè dF (M) > d, òî, âñïî-
ìèíàÿ äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (9) è íåìíîãî ìîäèôèöèðóÿ åãî, ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, äàåò îöåíêó
â âèäå áåñêîíå÷íîñòè. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûõ
ñèñòåì íåòðèâèàëüíîñòü îöåíêè (8) âëå÷åò íåòðèâèàëüíîñòü âåëè÷èíû òîïî-
ëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, è íàîáîðîò. Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ
ïåðåõîä íà ìíîãîìåðíóþ ðåøåòêó ñ ñîõðàíåíèåì ñóùíîñòè êëåòî÷íîãî àâòî-
ìàòà � èòåðàöèè, îäíîìåðíîñòè âðåìåíè � ïðèâåë ê òîìó, ÷òî èõ òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ñòàëà áåñêîíå÷íîé [4], åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ïîäòâåðæäåíèå
íàøèõ ñëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ÿâëåíèå ðàâåíñòâà íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè òîïîëîãè÷å-
ñêîé ýíòðîïèè âîçíèêàåò çà÷àñòóþ ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ïîêàçàòåëü åìêîñòè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dF (M) îêàçûâàåòñÿ íå ñîãëàñîâàííûì ñ ðàçìåðíî-
ñòüþ âðåìåíè â ñèñòåìå d, à îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ýòî íèêàê
íå ó÷èòûâàåò. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî íåìíîãî èçìåíèòü îïðåäåëåíèå òîïî-
ëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è, êàê áóäåò âèäíî äàëåå, òàêîé ïîäõîä ìîæåò îêàçàòüñÿ
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ïîëåçíûì. Äëÿ êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂M ïîëîæèì

hrel(ϕ,K) := lim
ε→0+

lim sup
m→+∞

1

mdF (M)
log rm(ε,K) = lim

ε→0+
lim sup
m→+∞

1

mdF (M)
log sm(ε,K),

(10)
ãäå âåëè÷èíû rm(ε,K) è sm(ε,K) îïðåäåëåíû â ðàçäåëå 1.1.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1 ñ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì äèñêðåòíûì ïîòîêîì
ϕ è dF (M) <∞. Òîãäà âåëè÷èíà

hrel(ϕ) := sup{hrel(ϕ,K) | K ⊂M, K � êîìïàêò}

íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé.

Â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âåëè÷èíà hrel(ϕ) âñå òàêæå
îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ îòêðûòûõ ïîêðûòèé A ïðîñòðàíñòâàM:

hrel(ϕ) = sup
A

lim sup
m→+∞

1

mdF (M)
logN

( ∨
t∈Cm

ϕ−tA

)
. (11)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 1.2.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 1.1, ïðè÷åì äèñêðåòíûé ïîòîê ϕ óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè-
÷åñêîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ïóñòü dF = dF (M) < ∞ è dimF (M, dF ) < ∞.
Òîãäà

hrel(ϕ) ≤

[
d∑
j=1

logmax{1, k(ϕj)}

]dF
· dimF (M, dF ), (12)

ãäå âåëè÷èíû k(ϕj) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (7).

Çàìå÷àíèå 1.3. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òàêîé ïîäõîä ìîæåò è íå äàâàòü ñîäåð-
æàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà: óæå ðàíåå ïðîöèòèðîâàííûå àâòîðû â ñâîåé âòîðîé
ðàáîòå ïî ýíòðîïèè êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ [5] ïîêàçàëè, ÷òî óâåëè÷åíèå ïî-
êàçàòåëÿ ñòåïåíè m â îïðåäåëåíèè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ïðèâîäèò ê åå
íóëåâîìó çíà÷åíèþ. Íà ñàìîì äåëå, ýòî ïðîáëåìà âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
â êîòîðûõ âðåìÿ îäíîìåðíî (d = 1) è dF (M) > d. Åñëè d = 1, òî âåðõ-
íèé ïðåäåë â ðàâåíñòâå (4), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé îòíîñèòåëüíî
ïîêðûòèÿ A, ìîæíî çàìåíèòü îáû÷íûì ïðåäåëîì, ïðè÷åì ýòîò ïðåäåë áó-
äåò êîíå÷íûì [8, 10]. Ïîýòîìó óâåëè÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè â m ïðèâåäåò
ê òîìó, ÷òî ýíòðîïèÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîêðûòèÿ áóäåò ðàâíà íóëþ. Â

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 27



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2016

òîé æå ðàáîòå [5] áûëî ïðåäëîæåíî íåêîòîðîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû äëÿ
êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ ê âåëè÷èíå òîïîëîãè÷åñêîé ýí-
òðîïèè îòíîñèòåëüíî ïîêðûòèÿ A íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî
îò ïîêðûòèÿ A.

Ìû æå äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèòóàöèè, â êîòîðûõ d >
dF (M). Ïðè ýòîì óñëîâèè htop(ϕ) îêàçûâàåòñÿ íóëåâîé, à ýòî çíà÷èò, ÷òî òî-
ïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîêðûòèÿ ðàâíà íóëþ. Íî ïðè
ïîíèæåíèè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ñ d äî dF (M) îáðàòíîãî ýôôåêòà (òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ îòíîñèòåëüíî ïîêðûòèÿ ñòàíåò áåñêîíå÷íîé) ïðîèçîéòè íå
ìîæåò â ñèëó òåîðåìû 1.3, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü
ýòèõ âåëè÷èí.

1.5 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îäèí êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì ìíîãî-
ìåðíûì âðåìåíåì, íà ïðèìåðå êîòîðîãî ìîæíî íàáëþäàòü öåëåñîîáðàçíîñòü
ïîíÿòèÿ îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè è ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëü-
òàòîâ.

Ïóñòü M = Rn è ρ � åâêëèäîâà ìåòðèêà â Rn. Çàäàäèì d-ìåðíûé äèñ-
êðåòíûé ïîòîê íà M ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ϕ1, . . . , ϕd : Rn →
Rn. Ïóñòü A1, . . . , Ad � ìàòðèöû êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâèòåëåé â êàíîíè÷å-
ñêîì áàçèñå Rn. Òîãäà óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ϕ1, . . . , ϕd ïîðîæäàþò äèñêðåò-
íûé ïîòîê (âîçìîæíî ïîëóãðóïïîâîé, åñëè õîòÿ áû îäíî èç êîîðäèíàòíûõ
îòîáðàæåíèé íåîáðàòèìî), çàïèñûâàåòñÿ êàê

AiAj = AjAi, 1 ≤ i, j ≤ d. (13)

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì, ïîðîæäåííàÿ ëèíåéíû-
ìè îòîáðàæåíèÿìè ϕ1, . . . , ϕd, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñâîéñòâó (13), íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìîé ñ äèñêðåòíûì ìíîãîìåðíûì (d-ìåðíûì) âðåìåíåì. Ââè-
äó òîãî, ÷òî êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâèòåëè òàêîé ñèñòåìû ãëîáàëüíî ëèïøèöå-
âû è dimF Rn = n (è ñëåäîâàòåëüíî, dF (Rn) = 1), ïðè d > 1 òîïîëîãè÷åñêàÿ
ýíòðîïèÿ òàêîé ñèñòåìû ðàâíà íóëþ.

Îñîáåííîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ïîçâîëÿþò íàìíîãî óïðîñòèòü îïðåäåëåíèå
1.5 îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè. Âî-ïåðâûõ, ìåòðèêà ρm, îïðåäå-
ëåííàÿ ðàâåíñòâîì (2), èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, ïîýòîìó âåëè÷èíû
sm(ε,K), ðàññìàòðèâàåìûå â îïðåäåëåíèè, íå çàâèñÿò îò ñäâèãà êîìïàêòà K.
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Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ, íàïðèìåð, åäèíè÷íûì êóáîì â Rn. Èç îä-
íîðîäíîñòè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò òî, ÷òî sm(ε,K) íå çàâèñèò
òàêæå è îò ε. Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé
òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäå-
ëàíî â ðàáîòå [24].

Çàôèêñèðóåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì d-ìåðíûì âðåìåíåì:(
{ϕt}t∈Zd, (Rn, ρ)

)
. (14)

Ïóñòü µL � ìåðà Ëåáåãà â Rn, K0 ⊂ Rn � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ñ
íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ è x0 ∈ K0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà. Êàê è ïðåæäå
Cm = {0, . . . ,m − 1}d ⊂ Zd. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ Cm ìíî-
æåñòâà Kt := K0 − x0 + ϕtx0 è ïîëîæèì

Em :=
⋂
t∈Cm

ϕ−tKt.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî µL(Em) > 0. Òîãäà îòíîñèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðî-
ïèþ ñèñòåìû (14) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

hrel(ϕ) = lim sup
m→+∞

1

m
log

1

µL(Em)
. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè ðàâåíñòâà (15) íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðè-
âåäåííîãî â ðàáîòå [24] äëÿ ñëó÷àÿ d = 1. Äàëåå ìû ïðîâåäåì âåðõíþþ è
íèæíþþ îöåíêó îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñèñòåìû (14). Çà-
ìåòèì, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (d = 1) ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðàâåíñòâî,
íî ïðè d > 1 ó÷åñòü âñå ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå ïðè êîìïîçèöèè èòåðàöèé
íåñêîëüêèõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé óæå ïðîáëåìàòè÷íî.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü ({ϕt}t∈Zd, (Rn, ρ)) � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ äèñêðåòíûì

d-ìåðíûì âðåìåíåì. Ïóñòü λ
(j)
1 , . . . , λ

(j)
n � ñîáñòâåííûå ÷èñëà (ñ ó÷åòîì

êðàòíîñòè) ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕj è λ
(j) := max

1≤l≤n
|λ(j)l |. Èìååò ìåñòî

îöåíêà

max
1≤j≤d

n∑
l=1

max{0, log |λ(j)l |} ≤ hrel(ϕ) ≤ n ·
d∑
j=1

max{0, log λ(j)}. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì íèæíþþ îöåíêó, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (15). ßñ-
íî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî 1 ≤ j ≤ d è ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå

Em :=
⋂
t∈Cm

ϕ−tKt ⊂
m−1⋂
l=0

ϕ−lj Kl·ej =: Ẽm,
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ãäå ej � j-ûé âåêòîð â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå Rd. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

hrel(ϕ) = lim sup
m→+∞

1

m
log

1

µ(Em)
≥ lim sup

m→+∞

1

m
log

1

µ(Ẽm)
=

n∑
l=1

max{0, log |λ(j)l |}.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîêàçàíî â [24], òåîðåìà 2.11. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé
îöåíêè ïðèìåíèì òåîðåìó 1.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ïîëîæèì p(x, y) ≡ 1 è
ρ′(x, y) ≡ ρ(x, y). Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, dF (Rn) = 1 è dimF (Rn, dF (Rn)) =
dimF (Rn) = n. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕlj ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé ‖ϕlj‖, ãäå
ïîä íîðìîé ïîíèìàåòñÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà. Ïîýòîìó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
k(ϕj, l) ≤ ‖ϕlj‖ è, êàê ñëåäñòâèå, k(ϕj) ≤ ‖ϕlj‖

1
l äëÿ âñåõ l ≥ 1. Âåëè÷èíà

‖ϕlj‖
1
l , ïî òåîðåìå î ñïåêòðàëüíîì ðàäèóñå, ñòðåìèòñÿ ê λ(j) ïðè l → +∞,

ïîýòîìó k(ϕj) ≤ λ(j). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü îöåíêó (12).

Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü âåðõíåé îöåíêè âëå÷åò ïîëîæèòåëüíîñòü
íèæíåé. Òàêæå íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåð, â êîòîðîì ýòè îöåíêè áóäóò ñîâ-
ïàäàòü.

2 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ â ñèñòåìàõ ñ íåïðåðûâíûì

ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì

2.1 Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ïî íàïðàâëåíèþ è åå îöåíêà

Â íà÷àëå ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì ìíî-
ãîìåðíûì âðåìåíåì.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü (M, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ϕ � d-
ìåðíûé íåïðåðûâíûé (ïî âðåìåíè) ïîòîê íà M (îïðåäåëåíèå ñì. â íà÷à-
ëå ðàçäåëà 1.1). Ïàðà ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì (d-ìåðíûì) âðåìåíåì. Ïðîñòðàíñòâî (M, ρ)
íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Íåïðåðûâíûé d-ìåðíûé ïîòîê íà M ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ïîïàðíî
êîììóòèðóþùèõ îäíîìåðíûõ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ {ϕt1}t∈R, . . . , {ϕtd}t∈R íà
M ïî ôîðìóëå

ϕt = ϕt11 ◦ . . . ◦ ϕ
td
d , t = (t1, . . . , td) ∈ Rd. (17)

1Ïðè÷åì ñàì ðåçóëüòàò (î òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ) ïðèíàäëåæèò Ð. Áîóýíó
[11], à èäåÿ èñïîëüçîâàííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå â ðàáîòå [24] ñîñòîèò â íàáëþäåíèè çà èçìåíåíèåì îáúåìà
ïîä äåéñòâèåì ñèñòåìû. Òàêîé ïîäõîä, â áîëåå îáùåì âèäå, áûë ðàíåå ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [20].
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Êàê è â ñëó÷àå ñ äèñêðåòíûì (ïî âðåìåíè) ïîòîêîì, âåðíî îáðàòíîå: ïîëà-
ãàÿ âñå êðîìå j-îé êîîðäèíàòû âåêòîðà t íóëåâûìè, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîìåðíîãî ïîòîêà {ϕtj}t∈R. Ðàâåíñòâî (17) áóäåì íàçû-
âàòü êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì íåïðåðûâíîãî ïîòîêà ϕ. Êàæäûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t ∈ Rd çàäàåò äèñêðåòíûé ïîòîê {ϕp

t }p∈Zd íàM îïðåäåëÿåìûé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕp
t := ϕtp, p ∈ Zd. (18)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîë ϕt óêàçûâàåò
íà ñåìåéñòâî {ϕp

t }p∈Zd. Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòîêà ϕ (17),
ïîëó÷èì

ϕp
t = ϕtp = ϕt1n11 ◦ . . . ◦ ϕtdndd , p = (n1, . . . , nd) ∈ Zd,

ïîýòîìó j-ãî êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ñåìåéñòâà ϕt äëÿ óäîáñòâà áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ϕ

tj
j (ýòî îòëè÷àåòñÿ îò ðàíåå ïðèíÿòîãî â ðàçäåëå 1.1

îáîçíà÷åíèÿ).

Ïóñòü s ∈ Rd è s > 0. Ââåäåì êóá â ïðîñòðàíñòâå ìíîãîìåðíîãî âðåìåíè

Qs := {t ∈ Rd | 0 ≤ ti ≤ si, i = 1 . . . d}. (19)

Áóäåì ãîîðèòü, ÷òî d-ìåðíûé íåïðåðûâíûé (ïî âðåìåíè) ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâåí íà M, åñëè äëÿ ëþáîãî s ∈ Rd, s > 0 è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ δ > 0, òàêîå ÷òî íåðàâåíñòâî ρ(ϕt(x), ϕt(y)) < ε âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
t ∈ Qs, êàê òîëüêî ρ(x, y) ≤ δ äëÿ x, y ∈ M. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôàçîâîå ïðî-
ñòðàíñòâîM � êîìïàêòíî, òî ëþáîé íåïðåðûâíûé (ïî âðåìåíè) ïîòîê íàM
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì íàM. Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó
àíàëîãà ñòåïåííîãî ïðàâèëà Áîóýíà [11] äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñèñòåì
ñ ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì (îïðåäåëåíèå 1.2).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí íàM. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
t ∈ Rd âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

htop(ϕt) = αdhtop(ϕ t

α
),

ãäå α > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s, t ∈ Rd è s, t > 0. Ïîêàæåì, ÷òî htop(ϕt) ≤∣∣t
s

∣∣d htop(ϕs). Ïóñòü K ⊂ M � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà èìååì:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x, y ∈M ρ(x, y) ≤ δ ⇒ ρ(ϕq(x), ϕq(y)) ≤ ε ∀q ∈ Qs.
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Âîçüìåì òåïåðü ìíîæåñòâî F , êîòîðîå (Ck, δ)-ïîðîæäàåò K (îòíîñèòåëüíî
ϕs), òî åñòü

∀x ∈ K ∃y ∈ F : ρ(ϕspx, ϕspy) ≤ δ ∀p ∈ Ck.
Îòñþäà

∀x ∈ K ∃y ∈ F : ρ(ϕsp+qx, ϕsp+qy) ≤ ε ∀p ∈ Ck,∀q ∈ Qs.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî F � (Cm, ε)-ïîðîæäàåò K (îòíîñèòåëüíî ϕt),
åñëè mt ≤ ks, òî åñòü, ïðè k ≥ m

∣∣t
s

∣∣ . Ñëåäîâàòåëüíî,
rm(ε,K, ϕt) ≤ rbm| t

s
|c+1(δ,K, ϕs),

1

md
log rm(ε,K, ϕt) ≤

1

md
log rbm| t

s
|c+1(δ,K, ϕs).

Îòñþäà

h(ϕt,K) ≤
∣∣∣∣ts
∣∣∣∣d h(ϕs,K).

Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíûé âûáîð êîìïàêòà K, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

htop(ϕt) ≤
∣∣∣∣ts
∣∣∣∣d htop(ϕs). (20)

Òåïåðü äëÿ t > 0 è α > 0 èìååì htop (ϕt) ≤ αdhtop

(
ϕ t

α

)
≤ αd 1

αd
htop(ϕt).

Ïðåäïîëîæèì ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðà t íåíóëåâûå è èìåþò ðàçíûå çíà-
êè. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî t1 < 0 è tk > 0 ïðè 2 ≤ k ≤ d
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâòîðèì íèæåñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ îòðè-
öàòåëüíûõ èíäåêñîâ). Ðàññìîòðèì äðóãîé d−ìåðíûé íåïðåðûâíûé ïîòîê ψ
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì ψs = ϕ(−s1,s2,...,sd), s = (s1, . . . , sd) ∈ Rd. Ïóñòü
t′ = (−t1, t2, . . . , td) > 0. Èìååì

ψp

t′
= ψpt′ = ϕpt = ϕp

t .

Çíà÷èò, htop(ϕt) = htop(ψt′) = αdhtop(ψ t′
α
) = αdhtop(ϕ t

α
). Åñëè èìååòñÿ íó-

ëåâàÿ êîîðäèíàòà tk = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êîîðäèíàòíûé ïðåäñòàâèòåëü
ñåìåéñòâà ϕt áóäåò òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü
ðàçìåðíîñòü âðåìåíè ïîòîêà è ïîâòîðèòü òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå.
Åñëè æå t = 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî htop(ϕt) = 0.

Ïðèâåäåì àíàëîã ñòåïåííîãî ïðàâèëà Áîóýíà äëÿ îòíîñèòåëüíîé òîïîëî-
ãè÷åñêîé ýíòðîïèè (îïðåäåëåíèå 1.5).
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí íà M. Ïóñòü ôà-
çîâîå ïðîñòðàíñòâî èìååò êîíå÷íûé ïîêàçàòåëü åìêîñòè, òî åñòü dF =
dF (M) <∞. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî t ∈ Rd âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

hrel(ϕt) = αdFhrel(ϕ t

α
),

ãäå α > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Êàê ñëåäóåò èç ýòèõ òåîðåì, âåëè÷èíó htop(ϕt,M), ãäå t ∈ Rd � íîðìèðî-
âàííûé âåêòîð, ðàçóìíî íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïî íàïðàâëå-
íèþ t. Ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíà hrel(ϕt,M), ãäå t � íîðìèðîâàííûé âåêòîð,
íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ïî íàïðàâëåíèþ t .

Áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûé (ïî âðåìåíè) ïîòîê íàM ðàâíîìåðíî ëèï-
øèöåâûì íà M, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî T0 > 0 ìíîæåñòâî êîíñòàíò Ëèïøèöà
îòîáðàæåíèé ϕt, ãäå |t| < T0, îãðàíè÷åíî.

Ïóñòü çàäàí ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâûé íà M ïîòîê ϕ èìåþùèé êîîðäè-
íàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ϕt = ϕt11 ◦ . . . ◦ ϕ

td
d , t ∈ Rd. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

ν(j)(t) := inf{c ∈ R+ | ρ(ϕtj(x), ϕtj(y)) ≤ cρ(x, y) ∀x, y ∈M}.

ßñíî, ÷òî
ρ(ϕt1+t2j (x), ϕt1+t2j (y)) ≤ ν(j)(t1)ν

(j)(t2)ρ(x, y),

ïîýòîìó ôóíêöèÿ ν(j)(t) ñóáàääèòèâíà, òî åñòü, ν(j)(t1 + t2) ≤ ν(j)(t1)ν
(j)(t2),

è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

ν(j) := lim
t→+∞

1

t
log ν(j)(t). (21)

Â òåîðåìå 1.2 ïîëîæèì κ ≡ 1 è ρ′ ≡ ρ. Ïóñòü t = (t1, . . . , td) ∈ Rd è t > 0.
Òîãäà ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó htop(ϕt,M) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.2. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî k(ϕ
tj
j , l) ≤ ν(j)(tj · l) è, êàê ñëåäñòâèå, âûïîëíåíî

log k(ϕ
tj
j ) ≤

1

l
log ν(j)(tj · l) =

tj
tj · l

log ν(j)(tj · l) ∀l ≥ 1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè l→∞, ïîëó÷àåì, ÷òî

log k(ϕ
tj
j ) ≤ tjν

(j). (22)

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ t ∈ Rd ñ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè ïðîäåëàåì òðþê ñ
çàìåíîé çíàêîâ ó êîîðäèíàò êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1. Åñëè íåêî-
òîðûå êîîðäèíàòû âåêòîðà t ðàâíû íóëþ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîîð-
äèíàòàì âåëè÷èíû ν(j) òàêæå ðàâíû íóëþ. Òàê ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî
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t ∈ Rd íåðàâåíñòâî (22) ïðèíèìàåò âèä

log k(ϕ
tj
j ) ≤ |tj|ν

(j). (23)

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâ íà M. Ïóñòü
dimF (M, d) <∞. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî t = (t1, . . . , td) ∈ Rd èìååò ìåñòî îöåí-
êà

htop(ϕt) ≤

[
d∑
j=1

|tj|max{0, ν(j)}

]d
· dimF (M, d),

ãäå âåëè÷èíû ν(1), . . . , ν(d) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (21).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâ íà M. Ïóñòü dF =
dF (M) < ∞ è dimF (M, dF ) < ∞. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî t = (t1, . . . , td) ∈ Rd

èìååò ìåñòî îöåíêà

hrel(ϕt) ≤

[
d∑
j=1

|tj|max{0, ν(j)}

]dF
· dimF (M, dF ),

ãäå âåëè÷èíû ν(1), . . . , ν(d) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (21).

Òåîðåìû 2.3 è 2.4 â ÷àñòíîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî âåëè÷èíû htop(ϕt,M) è
hrel(ϕt,M) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî t ∈ Rd, |t| ≤ 1. Áîëåå òîãî, èç íåðàâåí-
ñòâà (20) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ (ïî åäèíè÷íîìó
øàðó) ýíòðîïèÿ äîñòèãàåò íà âåêòîðå, ñîñòîÿùåì èç åäèíèö: t = (1, . . . , 1).
Ýòî ìîòèâèðóåò ê ââåäåíèþ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí íàM. Òîãäà òî-
ïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

htop(ϕ) := htop(ϕt),

ãäå t = (1, . . . , 1) � âåêòîð â Rd, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö.

Ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíó hrel(ϕ) := hrel(ϕt), ãäå t = (1, . . . , 1), áóäåì íà-
çûâàòü îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì.

Òåïåðü òåîðåìû 2.3 è 2.4 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå.
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Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâ íà M. Ïóñòü
dimF (M, d) <∞. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

htop(ϕ) ≤

[
d∑
j=1

max{0, ν(j)}

]d
· dimF (M, d),

ãäå âåëè÷èíû ν(1), . . . , ν(d) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (21).

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (M, ρ)) � äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ïîòîê ϕ ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâ íà M. Ïóñòü dF =
dF (M) <∞ è dimF (M, dF ) <∞. Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

hrel(ϕ) ≤

[
d∑
j=1

max{0, ν(j)}

]dF (M)

· dimF (M, dF (M)),

ãäå âåëè÷èíû ν(1), . . . , ν(d) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (21).

2.2 Âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû

Ïóñòü E è F � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç L(E,F) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç E â F.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x′(t) = f(x(t), u(t)) (24)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x(t0) = x0. (25)

Çäåñü t, t0 ∈ Rd, x0 ∈ Rn, f : Rn × Rk → L(Rd,Rn) � íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîå îòîáðàæåíèå è u : Rd → Rk � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ðåøåíèåì çàäà÷è (24)-(25) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ x(t) = x(t, t0, x0), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(24) äëÿ âñåõ t èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè t0 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (25). Åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x(t, t0, x0) çàäà÷è (24)-(25), òî óðàâíåíèå (24) íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðó-
åìûì.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âïîëíå èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ
(24) â òåðìèíàõ ïðàâîé ÷àñòè äàåò òåîðåìà Ôðîáåíèóñà (òåîðåìà 3.1 â [2]). Â
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ýòîé æå êíèãå ìîæíî íàéòè óñëîâèÿ ãëîáàëüíîñòè, à òàêæå íåïðåðûâíîé è
äàæå ãëàäêîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) íå çàâèñèò îò u, òî óðàâíåíèå (24) àâ-
òîíîìíî è, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé âïîëíå èíòåãðèðóåìîñòè è ãëîáàëüíîñòè
ðåøåíèÿ, ïîðîæäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì
âðåìåíåì.

2.2.1 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì âðåìåíåì

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå [2]:

dx = [A1x(t)]dt1 + . . .+ [Adx(t)]dtd, (26)

ãäåA1, . . . , Ad � ìàòðèöû ïîðÿäêà n×n. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (26) íàçûâàåòñÿ
ëþáàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ x : Rd → Rn, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óðàâíåíèþ äëÿ âñåõ t ∈ Rd.

Óðàâíåíèå (26) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (24). Óñëîâèå
âïîëíå èíòåãðèðóåìîñòè òðåáóåò, ÷òîáû ìàòðèöû A1, . . . , Ad ïîïàðíî êîììó-
òèðîâàëè:

AiAj = AjAi, 1 ≤ i, j ≤ d. (27)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26) îïðåäåëåíî
äëÿ âñåõ t ∈ Rd è çàäà÷à

dx = [A1x(t)]dt1 + . . .+ [Adx(t)]dtd, (28)

x(0) = x0 (29)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

x(t) = x(t, x0) = W (t)x0, (30)

ãäå W (t) = eA1t1+...+Adtd � ôóíäàìåíòàëüíûé îïåðàòîð. Îïðåäåëèì d-ìåðíûé
íåïðåðûâíûé ïîòîê â Rn ðàâåíñòâîì

ϕt(x0) = x(t, x0), t ∈ Rd, x0 ∈ Rn.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì
âðåìåíåì ({ϕt}t∈Rd, (Rn, ρ)) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé ñ íåïðåðûâíûì
ìíîãîìåðíûì (d-ìåðíûì) âðåìåíåì.
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Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü ({ϕt}t∈Rd, (Rn, ρ)) � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ íåïðåðûâ-

íûì d-ìåðíûì âðåìåíåì, ïîðîæäåííàÿ óðàâíåíèåì (26). Ïóñòü λ
(j)
1 , . . . , λ

(j)
n

� ñîáñòâåííûå ÷èñëà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ìàòðèöû Aj è λ(j) :=

max
1≤l≤n

Reλ
(j)
l . Èìååò ìåñòî îöåíêà

log e · max
1≤j≤d

n∑
l=1

max{0,Reλ(j)l } ≤ hrel(ϕ) ≤ log e · n ·
d∑
j=1

max{0, λ(j)} (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 1.4 äëÿ îöåíêè îòíîñèòåëüíîé òîïîëî-
ãè÷åñêîé ýíòðîïèè ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé ñåìåéñòâîì ϕt, ãäå t = (1, . . . , 1).
Èç ðàâåíñòâà (30) ñëåäóåò, ÷òî j−ûé êîîðèäàíòíûé ïðåäñòàâèòåëü ϕ1

j ýòîãî
ñåìåéñòâà çàäàåòñÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé eAj . Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðè÷-
íîé ýêñïîíåíòû eAj ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíòàìè îò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
Aj. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Êàê è â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, â òåîðåìå 2.7
ïîëîæèòåëüíîñòü âåðõíåé îöåíêè âëå÷åò ïîëîæèòåëüíîñòü íèæíåé. Òàêæå
â äàííîì ñëó÷àå óäîáíî ïîíèìàòü ïîä log íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì, ÷òîáû
èçáàâèòüñÿ îò ìíîæèòåëÿ log e â îöåíêå (31).

2.2.2 Óïðàâëÿåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì ìíîãîìåðíûì âðåìå-

íåì

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû â êîîðäèíàòíîì âèäå:

∂x

∂tj
(t) = Ajx(t) +Bju(t), 1 ≤ j ≤ d, (32)

x(0) = x0, (33)

ãäå A1, . . . Ad � ìàòðèöû ðàçìåðà n×n, B1, . . . , Bd � ìàòðèöû ðàçìåðà n×k,
à
u : Rd → Rk � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (ïîäðîáíåå îá îãðàíè÷åíÿõ íà u áóäåò
ñêàçàíî íèæå). Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà
(32) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ (24) (ïðè íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûõ u) è ïðè u = 0 ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè (28). Îäíî èç óñëîâèé âïîëíå èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ óðàâíå-
íèÿ (32) óæå íàì çíàêîìî:

AiAj = AjAi, 1 ≤ i, j ≤ d. (34)
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Âòîðîå óñëîâèå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà âîçìîæíîå óïðàâëåíèå u (â ñëó-
÷àå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè):

AiFj +
∂Fi
∂tj

= AjFi +
∂Fj
∂ti

, 1 ≤ i, j ≤ d, (35)

ãäå Fj(t) = Bju(t).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé âïîëíå èíòåãðèðóåìîñòè ðåøåíèå çàäà÷è (32)-
(33) îáîçíà÷èì êàê x(t, x0, u). Â îáùåì ñëó÷àå, íóæíîå óïðàâëåíèå u ìîæåò
èìåòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, ïîýòîìó óñëîâèÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîñòè (35)
âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ëîêàëüíî, íà îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî
ìíîæåñòâî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà óïðàâëåíèÿ u åñòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå
ìíîãîîáðàçèé (â Rd

+) ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå ÷åì d− 1, òî ðåøåíèå x(t, x0, u)
ìîæíî ïîñòðîèòü ïîýòàïíî. Â ýòîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå u áóäåì íàçûâàòü äî-
ïóñòèìûì óïðàâëåíèåì. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.
Äëÿ t ∈ Rd ìíîæåñòâî

C(t) := {x0 ∈ Rn | ∃u ∈ U : x(t, x0, u) = 0}

íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìûì ìíîæåñòâîì äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t. Ìíîæåñòâî
C =

⋃
t≥0
C(t) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì óïðàâëÿåìûì ìíîæåñòâîì. Áóäåì íàçûâàòü

ñèñòåìó (32) óïðàâëÿåìîé, åñëè C = Rn. Äëÿ 1 ≤ j ≤ d ðàññìîòðèì ìàòðèöû

Gj = [Bj, A1Bj, . . . , AdBj, . . . , A
k1
1 ·. . .·A

kd
d Bj, . . . , A

n−1
1 ·. . .·An−1

d Bj], kj ≤ n−1

ðàçìåðà n× knd. Ìàòðèöà G = [G1, . . . , Gd] íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé óïðàâëÿå-
ìîñòè ñèñòåìû (32). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.8 ([25], òåîðåìà 3.4). Ïóñòü rankG = n è Reλ ≤ 0 äëÿ ëþáîãî
ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ ìàòðèö A1, . . . , Ad. Òîãäà ñèñòåìà (32) óïðàâëÿåìà.

Êàê âèäíî èç òåîðåìû 2.7, ïîëîæèòåëüíîñòü òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè
ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé óðàâíåíèåì

∂x

∂tj
(t) = Ajx(t), 1 ≤ j ≤ d, (36)

ðàâíîñèëüíà íàëè÷èþ õîòÿ áû îäíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ó îäíîé èç ìàòðèöA1, . . . , Ad. Ïîýòîìó óñëîâèåReλ ≤ 0
â òåîðåìå 2.8 ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ îòíîñèòåëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé
ýíòðîïèè òàêîé ñèñòåìû.
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