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ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÎÒÎÊÈ ÎÄÍÎÃÎ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ

ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Â ÊÐÓÃÅ ÏÓÀÍÊÀÐÅ. III 1

À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà 2

Ìû ïðîäîëæàåì íà÷àòîå â ÷àñòÿõ I è II ýòîãî èññëåäîâàíèÿ [2,3] èçó÷åíèå
ïîâåäåíèÿ â êðóãå Ïóàíêàðå Ω òðàåêòîðèé âåùåñòâåííîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= p0x

3 + p1x
2y + p2xy

2 + p3y
3 ≡ X(x, y),

dy

dt
= ax2 + bxy + cy2 ≡ Y (x, y),

(0.1)

ãäå p0, . . . , p3, a, b, c (∈ R) � ïàðàìåòðû, ïîä÷èíåííûå ëèøü óñëîâèþ: ôîðìû
X(x, y) è Y x, y � âçàèìíî ïðîñòû.

Â ÷àñòè I (� 1) äëÿ ñèñòåìû (0.1) áûëà èçó÷åíà êîíå÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà
O(0, 0) : âûÿâëåíû âñå âîçìîæíûå äëÿ íåå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû, óêàçàíû
êðèòåðèè èõ ðåàëèçàöèè. Â ÷àñòè II (�� 2�5) íàéäåíû è èçó÷åíû âñå âîçìîæ-
íûå äëÿ (0.1) áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè (ÁÎ-òî÷êè, ò. å. îñîáûå
òî÷êè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå Γ êðóãà Ω.

Â íàñòîÿùåé ÷àñòè III (�� 6�10) ïåðå÷èñëÿþòñÿ âñå ñóùåñòâóþùèå ó ñèñòå-
ìû (0.1) â êðóãå Ïóàíêàðå îñîáûå òî÷êè è îïèñûâàþòñÿ èõ òîïîëîãè÷åñêèå
òèïû äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ 1) ôèêñèðîâàí-
íîé ïàðîé (m,n), ãäå m è n) � ñòåïåíè ïîëèíîìîâ P (u) ≡ X(1, u) è Q(u) ≡

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-954.2008.1) è ÐÔÔÈ (08-01-00346), ÍÈÈÌÌ èì.
àêàä. Â.È.Ñìèðíîâà ÑÏáÃÓ.

2 c© À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà, 2008
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Y (1, u) ñîîòâåòñòâåííî, 2) ôèêñèðîâàííîé ïàðîé (m,n), ãäå m ∈ {0, . . . ,m}
� ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé ïîëèíîìà P (u), n ∈ {0, . . . , n} �
òî æå ñàìîå äëÿ ïîëèíîìà Q(u), 3) ôèêñèðîâàííîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ âñåõ m+ n âåùåñòâåííûõ êîðíåé ïîëèíîìîâ P,Q.

Â III ÷àñòè ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ÷àñòÿõ
I, II, è ïîëó÷åííûå â íèõ ðåçóëüòàòû, ñîïðîâîæäàÿ èõ ññûëêàìè âèäà: íîìåð
÷àñòè, òî÷êà, íîìåð îáúåêòà èç íåå. Íàïðèìåð, � I.1, ôîðìóëà (I.1.2), òåîðåìà
II.3.1. Â ÷àñòíîñòè, ñ÷èòàåì ñîõðàíÿþùèì ñèëó ñîãëàøåíèå I.0.1, ò. å. ñ÷èòàåì,
÷òî â ñèñòåìå (0.1) ïåðâûé íåíóëåâîé èç êîýôôèöèåíòîâ p3, . . . , p0 è ïåðâûé
íåíóëåâîé èç êîýôôèöèåíòîâ c, b, a � ïîëîæèòåëüíû.

Òîïîëîãè÷åñêèé òèï òî÷êè O ìû îïèñûâàåì åå A-ñõåìîé (ñëîâîì AO èç
áóêâ N, S, ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êîòîðûõ â íåì ñîâïàäàåò ñ êðóãîâûì ïîðÿä-
êîì ñëåäîâàíèÿ ïó÷êîâ O-êðèâûõ ñèñòåìû (0.1) òèïîâ N (óçëîâîé, îòêðû-
òûé) è S (ñåäëîâîé, ñîñòîÿùèé èç îäíîé O-êðèâîé) ïðè îáõîäå òî÷êè O â
(+)-íàïðàâëåíèè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî èç íèõ), à òèï ëþáîé ÁÎ-òî÷êè � åå
A±-ñõåìàìè (ñì. îïðåäåëåíèå II.2.2, íèæå îíî âîñïðîèçâîäèòñÿ).

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû II.2.1, ÁÎ-òî÷êàìè ñèñòåìû (0.1) ÿâëÿþòñÿ: 1)
îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (II.2.1) O0(0, 0) è Oi(ui, 0), P (ui) = 0, i = 1,m; ïðè
p0 = 0 ∃ i0 ∈ {1, . . . ,m} :
ui◦ = 0, ò. å. Oi◦ = O0; 2) îñîáàÿ òî÷êà O0(0, 0) ñèñòåìû (II.2.2); îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ îñîáîé, åñëè p3 = 0. Çäåñü (II.2.1) è (II.2.2) � ñèñòåìû, ïîëó÷åííûå èç

(0.1) ñ ïîìîùüþ çàìåí Ïóàíêàðå x =
1

z
, y =

u

z
è y =

1

z
, x =

v

z
è çàìåíû

dt = −z2 dτ [4, � 13].

A+ (−)-ñõåìà ïðîèçâîëüíîé ÁÎ-òî÷êè O′ åñòü ñëîâî A+ (−)
O′ èç áóêâ N S,

ôèêñèðóþùåå ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ïó÷êîâ òèïîâ N, S O′-êðèâûõ ñèñòåìû
(II.2.1) èëè (II.2.2), ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå O′ èç îáëàñòè z > 0 (z < 0),
ïðè ïîëóîáõîäå òî÷êè O′ â ýòîé îáëàñòè â + - íàïðàâëåíèè ïî u. Íèæå äëÿ
A±-ñõåì ëþáîé ÁÎ-òî÷êè Oi, i ∈ {0, . . . ,m}, ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ
A

+ (−)
i : = A

+ (−)
Oi

.

Çàìå÷àíèå 0. 2. Åñëè P (0) 6= 0, òî A
+ (−)
0 = N(N). Ýòî ñëåäóåò èç

òàáëèöû II.3.1, ñëó÷àé k = 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòî çàìå÷àíèå, äàëåå ïðè âûïèñûâàíèè A+ (−)-ñõåì òî÷åê Oi,
i = 0,m, ìû áóäåì äåëàòü ýòî ëèøü äëÿ òî÷åê Oi, i = 1,m, ðàçëè÷àÿ äëÿ
êàæäîé èç íèõ ñëó÷àè ui = 0 è ui 6= 0.

� 6. p3 > 0, c > 0.
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Äëÿ ñèñòåìû (0.1) ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ 1) (m,n) = (3, 2), 2) m ∈ {3, 2, 1},
n ∈ {2, 1, 0} ⇒ âîçìîæíû äåâÿòü ðàçëè÷íûõ ïàð (m, n); ïðè ëþáîé èç íèõ
ñèñòåìà èìååò êîíå÷íóþ îñîáóþ òî÷êó O(0, 0) è ÁÎ-òî÷êè Oi(ui, 0), i = 0,m.

6. 1. (m,n)= (3,2):
P (u) = p3(u−u1)(u−u2)(u−u3), u1 < u2 < u3, Q(u) = c(u−q1)(u−q2), q1 < q2,
ui 6= qj ∀ ∀ i, j.Äëÿ êîðíåé u1, u2, u3, q1, q2, ïîëèíîìîâ P, Q ïðè óïîðÿäî÷åíèè
âñåõ èõ ïî âîçðàñòàíèþ âîçìîæíû äåñÿòü ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ïîñëåäîâàíèÿ.
Íî ñðåäè íèõ åñòü ÷åòûðå ïàðû ñëó÷àåâ-ïåðåâåðòûøåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ
îäèí ñëó÷àé ìîæåò áûòü ñâåäåí ê äðóãîìó.

Îïðåäåëåíèå 6. 1. Äâà ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàíèÿ êîðíåé ïîëèíîìîâ P, Q,
óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ, êîòîðûå ïðè çàìåíå â (0.1) (t, y)→ (−t,−y)
(ïðè ýòîé çàìåíå óñëîâèÿ � 6 íå íàðóøàþòñÿ) è èçìåíåíèè íóìåðàöèé êîðíåé
ui, i = 1, 3, è qj, j = 1, 2, íà îáðàòíûå ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà, áóäåì íàçûâàòü
âçàèìíî îáðàòíûìè îòíîñèòåëüíî äàííîé çàìåíû.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èç óïîìÿíóòûõ äåñÿòè, íàïðèìåð, ñëå-
äóþùèå øåñòü ñëó÷àåâ ïîñëåäîâàíèÿ êîðíåé ïîëèíîìîâ P, Q ïîïàðíî íåçà-
âèñèìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.1: 1) u1 < u2 < u3 < q1 < q2, 2)
u1 < q1 < q2 < u2 < u3, 3) u1 < q1 < u2 < u3 < q2, 4) q1 < u1 <

u2 < u3 < q2, 5) u1 < u2 < q1 < u3 < q2, 6) u1 < q1 < u2 < q2 < u3,

à äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îáðàòíûé
ñðåäè ýòèõ øåñòè, ê êîòîðîìó îí è ñâîäèòñÿ óêàçàííîé çàìåíîé. Ïîýòîìó äà-
ëåå â ï. 6.1 ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü ñëó÷àè 1)�6) ïîñëåäîâàíèÿ êîðíåé P, Q.
Äëÿ êàæäîãî èç íèõ, êàê ñëåäóåò èç òåîðåì I.1.1, II.3.1 è II.4.1, A-ñõåìà òî÷êè
O è A±-ñõåìû òî÷åê Oi, i = 1, 3, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöàõ 6.11 è 6.12.

Òàáëèöà 6. 11. A-ñõåìû îñîáîé òî÷êè O ê ï. 6.1.

Ñëó÷àé AO

1, 2, 3 S−SNS+NS = SSNS

4, 5 S−NNS+SS

6 S−SSS+NN

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 41
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Òàáëèöà 6. 12. A±-ñõåìû ÁÎ-òî÷åê Oi, i = 1, 3, ê ï. 6.1.

Ñëó- A
+ (−)
1 A

+(−)
2 A

+(−)
3

÷àé u1 = 0 u1 6= 0 u2 = 0 u2 6= 0 u3 = 0 u3 6= 0

1, 2 NN (O) N (S) O (NN) S (N) NN (O) N (S)

3 NN (O) N (S) NN (O) N (S) O (NN) S (N)

4 (O)NN S (N) NN (O) N (S) O (NN) S (N)

5 NN (O) N (S) O (NN) S (N) O (NN) S (N)

6 NN (O) N (S) NN (O) N (S) NN (O) N (S)

Çàìå÷àíèå 6. 1. Â ñëîâå AO â òàáëèöå 6.11 âåðõíèé èíäåêñ −(+) ïðè
áóêâå S èëè N îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åé ñîîòâåòñòâóåò ïó÷îê, îáðàçîâàííûé
O-êðèâûìè ñèñòåìû (0.1), ïðèìûêàþùèìè ê òî÷êå O ïî íàïðàâëåíèþ x = 0,
y < 0 (x = 0, y > 0), à áóêâàì áåç èíäåêñîâ, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèì
çà íåþ, ñîîòâåòñòâóþò ïó÷êè, îáðàçîâàííûå O+-êðèâûìè (O−-êðèâûìè), ò. å.
O-êðèâûìè, ïðèìûêàþùèìè ê O èç îáëàñòè x > 0 (x < 0).

6. 2. (m,n)= (3,1): P (u) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ï. 6.1, Q(u) = c(u−
q)2, ui 6= q, i = 1, 3. Äëÿ êîðíåé u1, u2, u3, q ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû
÷åòûðå ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ, êîòîðûå îáðàçóþò äâå ïàðû
ñëó÷àåâ, âçàèìíî îáðàòíûõ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.1. Íåçàâèñèìûìè â ýòîì
ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëó÷àè: 1) u1 < u2 < u3 < q, è 2) u1 < u2 < q <
u3. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ, êàê ñëåäóåò èç òåîðåì I.1.2, II.3.1 è II.4.1, ñõåìû AO

è A±i , i = 1, 3, èìåþò âèä, óêàçàííûé â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
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Òàáëèöà 6. 2. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, 3, ê ï. 6.2.

Ñëó- AO A
+(−)
i ,

÷àé q < 0 q = 0 q > 0 i = 1, 3

1 S−S+NS S−SNS+NS = SSNS S−SNS+ òàáë. 6.12, ñòðîêà 1

2 S−NSS+ S−NSS+SN = NSSS S−S+SN òàáë. 6.12, ñòðîêà 1

6. 3. (m,n)= (3,0): P (u) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ï. 6.1, Q(u) > 0
∀u ∈ R. Ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.3, II.3.1 è II.4.1 A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi,
i = 1, 3, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 6.3.

Òàáëèöà 6. 3. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, 3, ê ï. 6.3.

AO A
+(−)
i , i = 1, 3

S−S+ òàáë. 6.12, ñòðîêà 1

6. 4. (m,n)= (2,2): P (u) = p3(u − u1)
k1(u − u2)

k2, u1 < u2, à) k1 = 1,
k2 = 2 èëè á) k1 = 2, k2 = 1; Q(u) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ï. 6.1, ui 6= qj
∀ ∀ i, j.

Äëÿ êîðíåé u1, u2, q1, q2 ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû øåñòü ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ ïîñëåäîâàíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ:
1) u1 < u2 < q1 < q2, 2) u1 < q1 < q2 < u2, 3) u1 < q1 < u2 < q2, 4)
q1 < q2 < u1 < u2, 5) q1 < u1 < q2 < u2, 6) q1 < u1 < u2 < q2. Äëÿ êàæäîãî èç
íèõ âîçìîæíû ïîäñëó÷àè à) è á). Îäíàêî äëÿ ëþáîãî èç ïîäñëó÷àåâ 1á)�6á)
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îáðàòíûé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.1 ñðåäè ïîäñëó÷àåâ
1à)�6à). Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü ëèøü ïîñëåäíèå. Äëÿ êàæäîãî èç
íèõ ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.1, II.3.1 è II.4.1 A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi,
i = 1, 2, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 6.4.
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Òàáëèöà 6. 4. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê

O è Oi, i = 1, 2, ê ï. 6.4 (äëÿ ïîäñëó÷àåâ 1à)�6à))

Ñëó- AO A
+ (−)
1 A

+(−)
2

÷àé u1 = 0 u1 6= 0 u2 = 0 u2 < 0 u2 > 0

1, 2 S−SNS+NS = SSNS NN (O) N (S) N (N) O (NS) SN (O)

3 S−SNS+NS = SSNS NN (O) N (S) N (N) NS (O) O (SN)

4 S−NSS+SN = NSSS NN (O) N (S) N (N) O (NS) SN (O)

5 S−NNS+SS O (NN) S (N) N (N) O (NS) SN (O)

6 S−NNS+SS O (NN) S (N) N (N) NS (O) O (SN)

6. 5. (m,n)= (2,1): P (u) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ï. 6.4, Q(u) � òîò
æå, ÷òî è â ï. 6.2. Äëÿ êîðíåé u1, u2, q ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ
ïîñëåäîâàíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ: 1) u1 < u2 < q, 2) u1 < q < u2, 3) q < u1 < u2.

Äëÿ êàæäîãî èç íèõ, êàê è â ï. 6.4, âîçìîæíû ïîäñëó÷àè à) è á). Ïîäñëó÷àè
1á)�3á) � âçàèìíî îáðàòíû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.1 ïîäñëó÷àÿì 3à)�1à)
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîäñëó÷àåâ æå 1à)�3à) ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.2, II.3.1 è
II.4.1 A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, 2, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå
6.5.

Òàáëèöà 6. 5. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1,2 ê ï. 6.5

Ñëó÷àé AO A+ (−)i, i = 1, 2

1à), 2à) òàáë. 6.2, ñòðîêà 1 òàáë. 6.4, ñòðîêà 1

3à) òàáë. 6.2, ñòðîêà 2 òàáë. 6.4, ñòðîêà 1

6. 6. (m,n)= (2,0): P (u) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ï. 6.4, Q(u) � òîò æå,
÷òî è â ï. 6.3.

Äëÿ êîðíåé u1, u2 ïîëèíîìà P, âîçìîæíû ñëó÷àè à) è á). Äëÿ ëþáîãî èç
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íèõ ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.3, II.3.1 è II.4.1 èñêîìûå A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O
è Oi, i = 1, 2, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 6.6.

Òàáëèöà 6. 6. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1,2 ê ï. 6.6

Ñëó- AO A
+ (−)
1 A

+(−)
2

÷àé u1 = 0 u1 < 0 u1 > 0 u2 = 0 u2 < 0 u2 > 0

à S−S NN (O) N (S) N (S) N (N) O (NS) SN (O)

á S−S N (N) NS (O) O (SN) NN (O) N (S) N (S)

6. 7. (m,n)= (1,2): P (u) = p3(u − u1)
3 èëè P (u) = p3(u − u1)P1(u),

P1(u) > 0 ∀u ∈ R, Q(u) êàê è â ï. 6.1.

Äëÿ êîðíåé u1, q1, q2 ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû ñëó÷àè ïîñëåäîâàíèÿ ïî
âîçðàñòàíèþ: 1) u1 < q1 < q2, 2) q1 < u1 < q2, 3) q1 < q2 < u1. Â ëþáîì èç íèõ
A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1 ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.1, II.3.1 è II.4.1 èìåþò
âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 6.7, ñòðîêè 1, 2, 3.

6. 8. (m,n)= (1,1): P (u) êàê â ï. 6.7, Q(u) êàê â ï. 6.2.

Äëÿ êîðíåé u1, q ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû ñëó÷àè: 1) u1 < q, 2) q < u1.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.2, II.3.1 è II.4.1 A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê
O è O1 èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 6.7, ñòðîêè 4 è 5.

6. 9. (m,n)= (1,0): P (u) êàê â ï. 6.7, Q(u) êàê â ï. 6.3. Ñîãëàñíî òåîðå-
ìàì I.1.3, II.3.1 è II.4.1 A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1 èìåþò âèä, óêàçàííûé
â òàáëèöå 6.7, ñòðîêà 6.
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Òàáëèöà 6. 7. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1 ê ï. 6.7�6.9.

(m,n) Ñëó- AO A
+ (−)
1

÷àé u1 = 0 u1 6= 0

1 S−SNS+NS = SSNS NN (O) N (S)

(1, 2) 2 S−NNS+SS O (NN) S (N)

3 S−NSS+SN = NSSS NN (O) N (S)

(1, 1) 1 òàáë. 6.2, ñòðîêà 1 NN (O) N (S)

2 òàáë. 6.2, ñòðîêà 2 NN (O) N (S)

(1, 0) S−S+ NN (O) N (S)

� 7. p3 = 0, p2 > 0, c > 0.

Äëÿ ñèñòåìû (0.1) ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ 1) (m,n) = (2, 2), 2)m,n ∈
{2, 1, 0} ⇒ âîçìîæíû äåâÿòü ðàçëè÷íûõ ïàð {m, n}; ïðè ëþáîé èç íèõ ñè-
ñòåìà (0.1) èìååò îñîáûå òî÷êè: O, Oi, i = 0,m, è O0.

Çàìå÷àíèå 7.0. Ïðè óñëîâèÿõ � 7 A+(−)
O0 = S(N). Ýòî ñëåäóåò èç òàáëè-

öû II.5.1, ñòðîêà 1.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèÿ 0.2 è 7.0, ìû â � 7 äëÿ êàæäîé ïàðû (m,n) áóäåì
âûïèñûâàòü ëèøü A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1,m.

7. 1. (m,n)= (2,2): P (u) = p2(u−u1)(u−u2), u1 < u2, Q(u) êàê â ï. 6.1,
ui 6= qj, i, j ∈ {1, 2}.

Äëÿ êîðíåé u1, u2, q1, q2 ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû øåñòü ðàçëè÷íûõ ñëó-
÷àåâ ïîñëåäîâàíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ. Ñðåäè íèõ åñòü äâå ïàðû ñëó÷àåâ âçàèìíî
îáðàòíûõ â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ 6.1, åñëè èñïîëüçîâàòü â
íåì âìåñòî çàìåíû (t, y) → (−t,−y) çàìåíó x → −x (îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
óñëîâè÷ � 7 èíâàðèàíòíû).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñëåäóþùèå ñëó÷àè ïîñëåäîâàíèÿ êîðíåé
ïîëèíîìîâ P, Q ïîïàðíî íåçàâèñèìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 7.1: 1) u1 < u2 <
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q1 < q2, 2) u1 < q1 < q2 < u2, 3) u1 < q1 < u2 < q2, 4) q1 < u1 < u2 < q2.
Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.1, II.3.1 è II.4.1 A-ñõåìà òî÷êè O
è A±-ñõåìû òî÷åê Oi, i = 1, 2, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 7.1.

Òàáëèöà 7. 1. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, 2, ê ï. 7.1.

Ñëó÷àé AO A
+ (−)
1 A

+(−)
2

u1 = 0 u1 6= 0 u2 = 0 u2 6= 0

1 S−SNS+NS = SSNS O (NN) S (N) NN (O) N (S)

2 S−NSS+SN = NSSS O (NN) S (N) NN (O) N (S)

3 S−NNS+SS O (NN) S (N) O (NN) S (N)

4 S−SNS+NS = SSNS NN (O) N (S) O (NN) S (N)

7. 2. (m,n)= (2,1): P (u) êàê â ï. 7.1, Q(u) êàê â ï. 6.2, ui 6= q, i = 1, 2.
Äëÿ êîðíåé u1, u2, q ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàíèÿ ïî
âîçðàñòàíèþ: 1) u1 < u2 < q, 2) u1 < q < u2, 3) q < u1 < u2. Äëÿ ëþáîãî
èç íèõ èç íèõ ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.2, II.3.1 è II.4.1 A-ñõåìû òî÷åê O è O1,2

èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 7.2, ñòðîêè 1,2.

7. 3. (m,n)= (2,0): P (u) êàê â ï. 7.1, Q(u) êàê â ï. 6.3. Êàê ñëåäóåò
èç òåîðåì I.1.3, II.3.1 è II.4.1, A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1,2 èìåþò âèä,
óêàçàííûé â òàáëèöå 7.2, ñòðîêà 3.

Òàáëèöà 7. 2. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1,2 ê ïï. 7.2, 7.3.

(m,n) Ñëó÷àé AO A
+ (−)
1 A

+(−)
2

u1 = 0 u1 6= 0 u2 = 0 u2 6= 0

(2,1) 1, 3 òàáë. 6.2, ñëó÷àé 1 O (NN) S (N) NN (O) N (S)

2 òàáë. 6.2, ñëó÷àé 2 O (NN) S (N) NN (O) N (S)

(2,0) S−S+ O (NN) S (N) NN (O) N (S)
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7. 4. (m,n)= (1,2): P (u) = p2(u − u1)
2, Q(u) èìååò òîò æå âèä, ÷òî

è ï. 6.1, u1 6= q1, q2. Äëÿ êîðíåé u1, q1, q2 ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû ñëó÷àè
ïîñëåäîâàíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ: 1) u1 < q1 < q2, 2) q1 < u1 < q2, 3) q1 < q2 < u2.
Äëÿ êàæäîãî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåì I.1.1, II.3.1 è II.4.1 A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê
O è O1 èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 7.3, ñòðîêè 1,2.

7. 5. (m,n)= (1,1): P (u) êàê â ï. 7.4, Q(u) êàê â ïï. 6.2, u1 6= q. Äëÿ
êîðíåé u1, q ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû ñëó÷àè: 1) u1 < q, 2) q < u1. Äëÿ
ëþáîãî èç íèõ, êàê ñëåäóåò èç òåîðåì I.1.2, II.3.1 è II.4.1, A-ñõåìû òî÷åê O è
O1 èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 7.3, ñòðîêà 3.

7. 6. (m,n)= (1,0): P (u) êàê â ï. 7.4, Q(u) êàê â ïï. 6.3. Èç òåîðåì I.1.2,
II.3.1 è II.4.1 ñëåäóåò, ÷òî A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1 èìåþò âèä, óêàçàííûé
â òàáëèöå 7.3, ñòðîêà 4.

Òàáëèöà 7. 3. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1 ê ïï. 7.4�7.6.

(m,n) Ñëó- AO A
+(−)
1

÷àé
u1 = 0 u1 < 0 u1 > 0

(1, 2) 1,3 òàáë. 6.7, ñòðîêà 1 N (N) O (NS) SN (O)

2 òàáë. 6.7, ñòðîêà 1 N (N) NS (O) O (SN)

(1, 1) 1,2 òàáë. 6.2, ñòðîêà 1 N (N) O (NS) SN (O)

(1, 0) S−S+ N (N) O (NS) SN (O)

7. 7. (m,n)= (0,2), (0,1) èëè (0,0): P (u) > 0 ∀u ∈ R, Q(u) êàê â ï. 6.1,
6.2 èëè 6.3 ñîîòâåòñòâåííî. ∀ (m,n) ñèñòåìà (0.1) èìååò îñîáûå òî÷êè O, O0

è O0. Ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.1 � I.1.3 A-ñõåìû îñîáîé òî÷êè O èìåþò âèä,
óêàçàííûé â òàáëèöå 7.4. A±-ñõåìû ÁÎ-òî÷åê O0 è O0 äàíû â çàìå÷àíèÿõ 0.2
è 7.0.
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Òàáëèöà 7. 4. A-ñõåìû îñîáîé òî÷êè O ê ï. 7.7.

(m,n) AO

(0, 2) S−SNS+NS = SSNS

(0, 1) òàáë. 6.2, ñëó÷àé 1

(0, 0) S−S+

� 8. p3 > 0, c = 0, b > 0.

Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ 1) (m,n) = (3, 1), 2)m ∈ {3, 2, 1}, n = 1 ⇒
âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûå ïàðû (m,n); äëÿ ëþáîé èç íèõ ñèñòåìà (0.1) èìååò
îñîáûå òî÷êè O è Oi, i = 0,m. Âûïèøåì èõ A-ñõåìû (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ
0.2).

8. 1. (m,n)= (3,1): P (u) êàê ï. 6.1, Q(u) = b(u− q), ui 6= q, i = 1, 3. Äëÿ
êîðíåé u1, u2, u3, q ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàíèÿ
ïî âîçðàñòàíèþ: 1) u1 < u2 < u3 < q, 2) u1 < u2 < q < u3, 3) u1 < q < u2 < u3

è 4) q < u1 < u2 < u3. Â êàæäîì èç íèõ ñîãëàñíî òåîðåìàì I.1.4, II.3.1 è II.4.1
A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, 3, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 8.1.
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Òàáëèöà 8. 1. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, 3, ê ï. 8.1.

Ñëó- AO A
+ (−)
1 A

+(−)
2 A

+(−)
3

÷àé

ui = 0 u1 6= 0 u2 = 0 u2 6= 0 u3 = 0 u3 6= 0

1 NS+S+S O (NN) S (N) NN (O) N(S) O (NN) S (N)

2 SS+S+N O (NN) S (N) NN (O) N (S) NN (O) N (S)

3 NS+S+S O (NN) S (N) O (NN) S (N) NN (O) N (S)

4 SS+S+N NN (O) N (S) O (NN) S (N) NN (O) N (S)

8. 2. (m,n)= (2,1): P (u) êàê ï. 6.4, Q(u) êàê ï. 8.1. Äëÿ êîðíåé u1, u2, q

ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû òå æå ñëó÷àè ïîñëåäîâàíèÿ 1)�3), ÷òî è â ï. 6.5, à
äëÿ êàæäîãî èç íèõ òå æå ïîäñëó÷àè à) è á). Êàê ñëåäóåò èç òåîðåì I.1.4, II.3.1
è II.4.1, A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, 2, äëÿ êàæäîãî èç ïîäñëó÷àåâ
1à)�3à) èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 8.2.à, à äëÿ êàæäîãî èç ïîäñëó÷àåâ
1á)�3á) � âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 8.2.á.

Òàáëèöà 8.2.à. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1,2 ê ï. 8.2.

Ïîä- AO A
+ (−)
1 A

+(−)
2

ñëó÷àé u1 = 0 u1 6= 0 u2 = 0 u2 < 0 u2 > 0

1à) NS+S+S O (NN) S (N) N (N) NS (O) O (SN)

2à) NS+S+S O (NN) S (N) N (N) O (NS) SN (O)

3à) SS+S+N NN (O) N (S) N (N) O (NS) SN (O)
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Òàáëèöà 8.2.á. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1,2 ê ï. 8.2.

Ïîä- AO A
+ (−)
1 A

+(−)
2

ñëó÷àé u1 = 0 u1 < 0 u1 > 0 u2 = 0 u2 6= 0

1á) NS+S+S N (N) O (NS) SN (O) O (NN) S (N)

2á) SS+S+N N (N) O (NS) SN (O) NN (O) N (S)

3á) SS+S+N N (N) NS (O) O (SN) NN (O) N (S)

8. 3. (m,n)= (1,1): P (u) êàê ï. 6.7, Q(u) êàê ï. 8.1. Äëÿ êîðíåé u1, q

ïîëèíîìîâ P, Q âîçìîæíû ñëó÷àè: 1) u1 < q, 2) q < u1. Êàê ñëåäóåò èõ
òåîðåì I.1.4, II.3.1 è II.4.1, A-ñõåìû òî÷åê O è O1 â ñëó÷àå 1) èìåþò âèä,
óêàçàííûé â òàáëèöå 8.2.à, ñòðîêà 1, à â ñëó÷àå 2) � âèä, óêàçàííûé òàì æå,
ñòðîêà 3.

� 9. p3 > 0, c = b = 0, a > 0.

Äëÿ ñèñòåìû (0.1) ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ 1) (m, n) = (3, 0); 2) m ∈
{3, 2, 1}, n = 0 ⇒ âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûå ïàðû (m,n); ïðè ëþáîé èç íèõ
ñèñòåìà èìååò îñîáûå òî÷êè: O è Oi, i = 0,m. Âûïèøåì èõ A-ñõåìû, ó÷èòû-
âàÿ ïðè ýòîì çàìå÷åíèå 0.2.

9. 1. (m,n)= (3,0): P (u) êàê ï. 6.1, Q(u) ≡ a > 0 ∀u.

9. 2. (m,n)= (2,0): P (u) êàê ï. 6.4, Q(u) ≡ a > 0.

9. 3. (m,n)= (1,0). P (u) êàê ï. 6.7, Q(u) ≡ a > 0.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåì I.1.5, II.3.1 è II.4.1, äëÿ ëþáîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ
A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1,m, èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 9.1.
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Òàáëèöà 9. 1. A-ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è Oi, i = 1, m, ê �. 9.

(m,n) Ñëó- AO A
+(−)
i , i = 1,m,

÷àé

(3, 0) S−S+ òàáë. 6.12, ñòðîêà 1

(2, 0) à S−S+ òàáë. 8.2.à, ñòðîêà 3

á S−S+ òàáë. 8.2.á, ñòðîêà 3

(1, 0) S−S+ òàáë. 6.7, ñòðîêà 1

� 10. p3 = p2 = 0,, p1 > 0, c > 0.

Äëÿ ñèñòåìû (0.1) ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ 1) (m, n) = (1, 2); 2) m = 1, n ∈
{2, 1, 0} ⇒ âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûå ïàðû (m,n); ïðè ëþáîé èç íèõ ñèñòåìà
èìååò îñîáûå òî÷êè: O, Oi, i = 0, 1, O0. A±-ñõåìû òî÷êè O0 â ñëó÷àå O1 6= O0

äîñòàâëÿåò çàìå÷àíèå 0.2, A±-ñõåìû òî÷êè O0 � ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 10. 1. Ïðè óñëîâèÿõ � 10 A+(−)
O0 = S+

0 N (NS−0 ), ãäå S+(−) :
v = 0, z > 0 (v = 0, z < 0).

10. 1. (m,n)= (1,2): P (u) = p1(u− u1), Q(u) êàê â ï. 6.1.

10. 2. (m,n)= (1,1): P (u) = p1(u− u1), Q(u) êàê â ï. 6.2.

10. 3. (m,n)= (1,0): P (u) = p1(u− u1), Q(u) êàê â ï. 6.3.

Äëÿ ýòèõ ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñêàçàííîå ñîîòâåòñòâåííî â ïï. 6.7�6.9. A-
ñõåìû îñîáûõ òî÷åê O è O1 èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 6.7.

Öåëü äàííîé ñòàòüè, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âî ââåäåíèè, äîñòèãíóòà. Èñïîëü-
çóÿ àêêóìóëèðîâàííóþ çäåñü èíôîðìàöèþ, ìîæíî äëÿ ëþáîé çàäàííîé ñè-
ñòåìû âèäà (0.1) ïîñòðîèòü åå ãëîáàëüíàé (â êðóãå Ïóàíêàðå Ω) ôàçîâûé
ïîðòðåò è, â ÷àñòíîñòè, âûÿñíèòü äëÿ íåå ðàçáèåíèå êðóãà Ω íà ýëåìåíòàð-
íûå èíâàðèàíòíûå ÿ÷åéêè (ñ îäíèì èñòî÷íèêîì è ñ îäíèì ñòîêîì êàæäàÿ).
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