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ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÎÒÎÊÈ ÎÄÍÎÃÎ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ

ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Â ÊÐÓÃÅ ÏÓÀÍÊÀÐÅ. II 1

À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà 2

Ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå íà ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè R2
x,y ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= p0x

3 + p1x
2y + p2xy

2 + p3y
3 ≡ X(x, y),

dy

dt
= ax2 + bxy + cy2 ≡ Y (x, y),

(0.1)

ãäå a, b, c, p0, . . . , p3 (∈ R) � ïàðàìåòðû, X, Y � âçàèìíî ïðîñòûå ôîðìû îò
x è y. Â ÷àñòè I ýòîãî èññëåäîâàíèÿ [3] èçó÷åíà åäèíñòâåííàÿ êîíå÷íàÿ îñîáàÿ
òî÷êà O(0, 0) ñèñòåìû (0.1). Öåëü íàñòîÿùåé II-îé åãî ÷àñòè � èçó÷èòü ïîâå-
äåíèå òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèé Ïóàíêàðå [4, � 13]. Êîíñòðóêöèÿ åãî òàêîâà. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî R3, â íåì ââîäèòñÿ ïðàâàÿ äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò O∗ξηζ è áåðåòñÿ åäèíè÷íàÿ ñôåðà S2; ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü
R2
x,y ñèñòåìû (0.1) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ ζ = −1 ïðîñòðàíñòâà R3 òàê,

÷òî ïðîèçâîëüíàÿ åå òî÷êà (x, y) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (x, y,−1) ∈ R3 (â ÷àñòíî-
ñòè, òî÷êà O(0, 0) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (0, 0,−1)). Ïîñðåäñòâîì öåíòðàëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ (èç öåíòðà O∗) ïëîñêîñòü R2

x,y îòîáðàæàåòñÿ íà ñôåðó S2, â
1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-4609.2006.1) è ÐÔÔÈ (05-01-01079), ÍÈÈÌÌ èì.
àêàä. Â.È.Ñìèðíîâà ÑÏáÃÓ.

2 c© À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà, 2008
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÷àñòíîñòè, åå áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ ïðÿìàÿ L∞ � íà ýêâàòîð E ýòîé ñôåðû.
Äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñôåðû îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ýòà ñôåðà
S2 íàçûâàåòñÿ (ïî îòíîøåíèþ ê ïëîñêîñòè R2

x,y) ñôåðîé Ïóàíêàðå. Ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèé Ïóàíêàðå (ñì. � 2) ñèñòåìà (0.1) ïåðåíîñèòñÿ íà ñôåðó S2. Òàì
(â êîîðäèíàòàõ Ïóàíêàðå u, z è v, z) èùóòñÿ è èññëåäóþòñÿ åå áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûå îñîáûå òî÷êè. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ íèæíåé ïîëîâèíû ñôåðû S2 íà ïëîñêîñòü R2

x,y) ïåðåíîñÿòñÿ
â çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã Ω ýòîé ïëîñêîñòè � êðóã Ïóàíêàðå, â îêðåñò-
íîñòü åãî ãðàíèöû Γ (äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè êîòîðîé òàêæå
îòîæäåñòâëÿþòñÿ). Ñôåðà Ïóàíêàðå S2 è êðóã Ïóàíêàðå Ω ñóòü ìîäåëè ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè R2 [4, � 13].

Âî II-îé ÷àñòè ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â I-
îé ÷àñòè. Â ÷àñòíîñòè, ñ÷èòàåì äåéñòâóþùèì ñîãëàøåíèå I.0.1, ò. å. ñ÷èòàåì,
÷òî â ñèñòåìå (0.1) ïåðâûé íåíóëåâîé èç êîýôôèöèåíòîâ c, b, a è ïåðâûé
íåíóëåâîé èç êîýôôèöèåíòîâ p3, p2, p1, p0 ïîëîæèòåëüíû. Ññûëêè íà îáúåêòû
(ôîðìóëû, òåîðåìû è ò. ï.) èç I-îé ÷àñòè äàåì â âèäå: ðèìñêàÿ öèôðà I, òî÷êà,
íîìåð îáúåêòà (êàê ñäåëàëè â ïðåäûäóùåé ôðàçå). Íóìåðàöèþ ïàðàãðàôîâ
ïðîäîëæàåì.

� 2. Áåñêîíå÷íî óäàëåííûå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (0.1)

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå

x =
1

z
, y =

u

z
, z 6= 0

(
z =

1

x
, u =

y

x
, x 6= 0

)
è çàìåíà âðåìåíè dt = −z2 dτ ïðåîáðàçóþò ñèñòåìó (0.1) â ñèñòåìó

du

dτ
= P (u)u−Q(u)z,

dz

dτ
= P (u)z, (2.1)

ãäå P (u) ≡ X(1, u) = p0+ . . . +p3u
3 è Q(u) ≡ Y (1, u) = a+bu+cu2 � âçàèìíî

ïðîñòûå ïîëèíîìû. Ýòà ñèñòåìà îïðåäåëåíà íà ñôåðå S2, êðîìå åå áîëüøîãî
êðóãà ξ = 0, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, íà ïëîñêîñòè R2

u,z (êàñàþùåéñÿ ñôåðû S2

â òî÷êå (ξ, η, ζ) = (1, 0, 0)), íà êîòîðîé ìû è áóäåì åå ðàññìàòðèâàòü.

Äëÿ ñèñòåìû (2.1) îñü z = 0 èíâàðèàíòíà. Íà íåé ëåæàò îñîáûå òî÷êè
ñèñòåìû: O(0, 0) è Oi(ui, 0), ãäå ui, i = 1,m, m ∈ {0, . . . , 3}, � âñå âåùåñòâåí-
íûå êîðíè ïîëèíîìà P (u). Ðàâåíñòâî m = 0 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ó P (u) âå-
ùåñòâåííûõ êîðíåé. Ïðè m > 1 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü i0 ∈ {1, . . . ,m} : ui0 = 0;
ïðè m > 2 u1 < . . . < um.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 2
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Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïóàíêàðå

y =
1

z
, x =

v

z
, z 6= 0

(
z =

1

y
, v =

x

y
, y 6= 0

)
è òà æå çàìåíà âðåìåíè ïðåîáðàçóþò ñèñòåìó (0.1) â ñèñòåìó

dv

dτ
= −X(v, 1) + Y (v, 1)vz,

dz

dτ
= Y (v, 1)z2, (2.2)

ãäå X(v, 1) = p0 v
3 + . . . + p3, Y (v, 1) = av2 + bv + c � âçàèìíî ïðîñòûå

ïîëèíîìû. Ýòà ñèñòåìà îïðåäåëåíà íà ñôåðå S2, êðîìå åå áîëüøîãî êðóãà
η = 0, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, íà ïëîñêîñòè R2

v,z (êàñàþùåéñÿ ñôåðû S2 â
òî÷êå (ξ, η, ζ) = (0, 1, 0)), íà êîòîðîé ìû è áóäåì åå ðàññìàòðèâàòü.

Îñü z = 0 èíâàðèàíòíà äëÿ ñèñòåìû (2.2). Åñëè v◦ ∈ R è X(v◦, 1) = 0,
òî òî÷êà (v◦, 0) � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (2.2). Íî, åñëè ïðè ýòîì v◦ 6= 0, òî

ýòà òî÷êà â êîîðäèíàòàõ u, z èìååò âèä
(

1
v◦
, 0

)
(ïðè÷åì P

(
1
v◦

)
= 0), ò. å. îíà

äóáëèðóåò îñîáóþ òî÷êó (u◦, 0) =
(

1
v◦
, 0

)
ñèñòåìû (2.1). Òî÷êà (v◦, 0) = (0, 0)

ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ ñèñòåìû (2.2) ëèøü ïðè p3 = 0.

Îïðåäåëåíèå 2. 1. Îñîáûå òî÷êè ñèñòåì (2.1) è (2.2), ðàñïîëîæåííûå íà
îñè z = 0, íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû
(0.1).

Èç ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ñèñòåì (2.1) è (2.2) è îïðåäåëåíèÿ 2.1 âû-
òåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. 1. Áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (0.1)
ÿâëÿþòñÿ: 1) îñîáàÿ òî÷êà O(0, 0) ñèñòåìû (2.1), 2) îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû
(2.1) Oi(ui, 0),
i = 1,m, m ∈ {0, . . . , 3}, ñîîòâåòñòâóþùèå âåùåñòâåííûì êîðíÿì ïî-
ëèíîìà P (u), 3) îñîáàÿ òî÷êà O(0, 0) ñèñòåìû (2.2) (îíà ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé
ëèøü ïðè p3 = 0).

Ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ èç ýòèõ áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê áóäåì
îáîçíà÷àòü (â ýòîì èõ êà÷åñòâå) ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè O0 è O0. Êàæäîé
èç áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê Oi, i = 0,m, O0 ñèñòåìû (0.1) ñîîò-
âåòñòâóþò â êðóãå Ïóàíêàðå Ω äâå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè
åãî ãðàíèöû Γ. Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ñèìâîëàìè: O+

i (∈ Γ|x>0), O
−
i (∈ Γ|x<0),

i = 0,m, O0
+ (∈ Γ|y>0), O

0
− (∈ Γ|y<0).

Çàìå÷àíèå 2. 1. Êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû u, z è v, z, èíäóöèðóåìûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè Ïóàíêàðå â êðóãå Ïóàíêàðå Ω, ÿâëÿþòñÿ ïåðâàÿ � ïðàâîé,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 3
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âòîðàÿ � ëåâîé. Îíè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷àëî ñèñòåìû u, z �
O+

0 (0, 0), îñü O+
0 u � äóãà (O0

−O
+
0 O

0
+) îêðóæíîñòè Γ, îñü O+

0 z � ñîñòàâíîé
äèàìåòð (OO−0 O

+
0 O êðóãà Ω (èëè ñèììåòðè÷íûå èì îòíîñèòåëüíî öåíòðà O

îáúåêòû êðóãà Ω). Íà÷àëî ñèñòåìû v, z � òî÷êà O0
+(0, 0), îñü O0

+v � äóãà
(O−0 O

0
+O

+
0 ) îêðóæíîñòè Γ, îñü O0

+z � ñîñòàâíîé äèàìåòð (OO0
−O

0
+O) êðóãà Ω

(èëè ñèììåòðè÷íûå èì îòíîñèòåëüíî O îáúåêòû êðóãà Ω).

Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ëþáîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè O′ ñèñòå-
ìû (0.1) ìû áóäåì îïèñûâàòü â òåðìèíàõ ïó÷êîâ O′-êðèâûõ ñèñòåìû òèïîâ N
(óçëîâîé ïó÷îê) è S (ñåäëîâîé ïó÷îê, ñîñòîèò èç îäíîé O′-êðèâîé) ñ ïîìîùüþ
åå A±-ñõåì è B±-ñõåì.

Îïðåäåëåíèå 2. 2. Ïóñòü O′ � ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ îñî-
áàÿ òî÷êà ñèñòåìû (0.1). 1) Ñëîâî èç áóêâ N, S, ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êîòîðûõ
â íåì ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ïó÷êîâ òèïîâ N, S O′-êðèâûõ ñè-
ñòåìû, ïðèìûêàþùèõ ê O′ èç îáëàñòè z > 0 (z < 0,) ïðè ïîëóîáõîäå òî÷êè
O′ â ýòîé îáëàñòè â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ u èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â íà-
ïðàâëåíèè óáûâàíèÿ v, áóäåì íàçûâàòü A+(−)-ñõåìîé òî÷êè O′ è îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì A

+(−)
O′ .

2) Ñëîâî èç áóêâ E, H, P, ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ êîòîðûõ â íåì ñîâïàäàåò ñ
ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ O′-ñåêòîðîâ Áåíäèêñîíà òèïîâ E, H, P ïðè ïîëóîáõîäå
òî÷êè O′ â îáëàñòè z > 0 (z < 0) â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ u èëè, ÷òî òî æå,
óáûâàíèÿ v, áóäåì íàçûâàòü B+(−)-ñõåìîé òî÷êè O′ è îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
B

+(−)
O′ .

Îòìåòèì, ÷òî B+(−)-ñõåìà îñîáîé òî÷êè O′ ëåãêî ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíà
ïî åå A+(−)-ñõåìå ïî òîìó æå ïðàâèëó, ïî êîòîðîìó â ÷àñòè I ñîñòàâëÿëàñü
B-ñõåìà òî÷êè O ïî åå A-ñõåìå.

� 3. Èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè O0

Ðå÷ü èäåò îá îñîáîé òî÷êå O(0, 0) ñèñòåìû (2.1). Ïóñòü ÷èñëî u = 0 �
êîðåíü ïîëèíîìà P (u) êðàòíîñòè k > 0. Òîãäà P (u) = pku

k + . . . + p3u
3,

k ∈ {0, . . . , 3}, pk 6= 0.

3. 1. k = 0, ò. å. p0 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.1) èìååò âèä

du

dτ
= (p0u+ . . . )− (a+ . . . )z,

dz

dτ
= (p0 + . . . )z, (3.1)

ãäå . . . âñþäó îçíà÷àåò ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî u. Ëèíåéíàÿ
÷àñòü ñèñòåìû (3.1) íåâûðîæäåííàÿ: êîðíè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ λ1 = λ2 = p0 =⇒ [2, ãë. III, � 5] äëÿ (3.1) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-
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æäåíèå.

Ëåììà 3. 1. Åñëè â ñèñòåìå (2.1) P (0) = p0 6= 0, òî äëÿ íåå îñîáàÿ
òî÷êà O(0, 0) � óçåë: ïðè a 6= 0 � âûðîæäåííûé, ïðè a = 0 � îñîáûé

(äèêðèòè÷åñêèé), A
+(−)
O = N(N). Â ÷àñòíîñòè, ïðè ap0 > 0 (< 0) A+

O =
N+ (N−), A−O = N− (N+). Çäåñü N+ (N−) � ïó÷îê òèïà N, ñîñòîÿùèé èç
O+-êðèâûõ (èç O−-êðèâûõ).

3.2. k ∈ {1, 2, 3}, ò. å. p0 = 0, a 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû (2.1)
îñîáàÿ òî÷êà O � íèëüïîòåíòíà (äëÿ íåå λ1 = λ2 = 0, a 6= 0). Â îáùåì ñëó÷àå
òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà R2-ñèñòåìû èçó÷åíà, íàïðèìåð, â [1, ãë. 6; 2, ãë.V]. Èìåÿ
ââèäó âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè èç [2], ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå 3. 1. Â [2] íà ñòð. 142�144 åñòü íåáîëüøèå ïîãðåøíîñòè. Ïîëü-
çóÿñü ñëó÷àåì, ïîêàæåì, êàê èõ èñïðàâèòü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñäåëàòü
ñëåäóþùåå.

1) Ñòð. 142. Îêîí÷àíèå (ïï. 4), 5)) òåîðåìû 2.1 ëó÷øå ñôîðìóëèðîâàòü
òàê: "4) α � ÷åòíîå, a > 0 =⇒ òî÷êà O � ñåäëî-óçåë, åå Á-òèï PH2

(ðèñ. 2.5, åñëè (−1)β+1b > 0; åãî îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox, åñëè
(−1)β+1b < 0); 5) α � ÷åòíîå, a < 0 : ýòîò ñëó÷àé ïðèâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 4)
çàìåíîé â óðàâíåíèè (2.3) : x→ −x."

2) Ñòð. 143. Â 6-îé ñòðîêå íàäî îñòàâèòü ëèøü ðàâåíñòâî "i = 1, 2."Â ï.
2.2.1 ïîñëåäíþþ ôðàçó âòîðîãî àáçàöà è ïåðâóþ ôðàçó òðåòüåãî íàäî çà-
ìåíèòü ñëåäóþùèìè: "Îòìåòèì, ÷òî ïðè a > 0 u1u2 < 0. Ïðè a < 0 äëÿ
óðàâíåíèÿ (2.15) îñîáàÿ òî÷êà (0, u1), |u1| < |u2|, � óçåë; ÷åðåç íåå ïðîõîäèò
ðåøåíèå x = 0, |u− u1| < δ, δ > 0, ê íåé ïðèìûêàþò ðåøåíèÿ âèäà u = u(x),
0 < x < δ."

3) Ñòð. 144. Ôðàçó âî 2-îé è 3-åé ñòðîêàõ íàäî çàìåíèòü ñëåäóþùåé: "Îò-
ìåòèì, ÷òî ïðè a < 0 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà: bui > 0, i = 1, 2." 12-þ ñòðîêó
íàäî çàìåíèòü íà "2) a < 0, β � ÷åòíîå, b > 0 (b < 0) : Ï,Ê,Ï,Ê (Ê,Ï,Ê,Ï);"

Çàìå÷àíèå 3. 2. Â [2] ïó÷êè O-êðèâûõ ñèñòåìû òèïîâ N è S îáîçíà÷åíû
ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè Ï è Ê.

Äëÿ èçó÷åíèÿ îñîáîé òî÷êè O(0, 0) ñèñòåìû (2.1) â íàñòîÿùåì ñëó÷àå 3.2
ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû [2, �V.2], îòêîððåêòèðîâàííûå ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3.1.
Ñëåäóÿ [2, ëåììà V.2.1] ïðîèçâåäåì â ñèñòåìå (2.1) çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî
ôîðìóëàì

Q(u)dτ = −dt1, z = ψ(u) + z1,

ãäå ψ(u) = R(u)u, R(u) ≡ P (u)
Q(u)

= rku
k + . . . , rk =

pk

a
6= 0, òàê ÷òî ψ(u) =
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rku
k+1 + . . . . Ïîëó÷èì ñèñòåìó

du

dt1
= z1,

dz1

dt1
= f1(u) + g1(u)z1, (3.2)

ãäå
f1(u) = −R2(u)u = −r2

ku
2k+1 + . . . ≡ a1u

α + . . . ,

g1(u) = −R(u)− ψ′(u) = −(k + 2)rku
k + . . . ≡ b1u

β + . . . .

Ýòî ñèñòåìà âèäà (V.2.2) [2], ïðè÷åì äëÿ íåå (â îáîçíà÷åíèÿõ áëèçêèõ ê òàêî-
âûì èç (V.2.2)) α = 2k+1, β = k, a1 = −r2

k < 0, b1 = −(k+2)rk 6= 0, ò. å. èìååò
ìåñòî ñëó÷àé 2 [2, ñ. 142]: α = 2β + 1, åãî ïîäñëó÷àé 1) d1 ≡ b21 + 4a1(β + 1) =
(krk)

2 > 0 =⇒ ([2, ñ. 143], çàìå÷àíèå 3.1, ï. 2)) ñèñòåìà (2.2) èìååò ñëåäóþùèå
O-êðèâûå:

z1 = h1(u) ≡ − rk
k + 1

uk+1 + . . . (3.31)

è
z1 = h2(u) ≡ −rk uk+1 + . . . . (3.32)

Â êàæäîé èç îáëàñòåé |u| > 0 ïåðâûå îáðàçóþò ïó÷îê òèïà N, âòîðûå �
ïó÷îê òèïà S.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì τ, u, z è ê ñèñòåìå (2.1), çàêëþ÷àåì, ÷òî ïî-
ñëåäíÿÿ èìååò â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëèøü ñëåäóþùèå O-êðèâûå:

z = ψ(u) + h1(u) ≡ − kpk
(k + 1)a

uk+1 + . . . , u 6= 0, (3.41)

è
z1 = ψ(u) + h2(u) ≡ 0, u 6= 0. (3.42)

Ïåðâûå â êàæäîé èç îáëàñòåé |u| > 0 îáðàçóþò îäèí ïó÷îê òèïà N, âòîðûå
ñóòü ïîëóîñè îñè z = 0.

Èç ýòîãî (ñ ó÷åòîì àñèìïòîòèêè O-êðèâûõ (3.41) ïðè u → 0) âûòåêàåò
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. 2. Åñëè â ñèñòåìå (2.1) P (u) = pku
k + . . . + p3u

3, k > 1,
apk 6= 0, òî åå O-êðèâûå, îòëè÷íûå îò ïîëóîñåé îñè z = 0, îáðàçóþò äâà
ïó÷êà òèïà N : N+ è N−. Åñëè k = 1 èëè 3, ýòè ïó÷êè ëåæàò â îáëàñòè
apkz > 0 òàê, ÷òî ïðè apk > 0 A

+(−)
O = N−N+ (∅), à ïðè apk < 0 A

+(−)
O = ∅

(N−N+). Åñëè k = 2, òî îíè ëåæàò â îáëàñòÿõ ap2uz > 0 òàê, ÷òî ïðè

ap2 > 0 A
+(−)
O = N+ (N−), à ïðè ap2 < 0 A

+(−)
O = N− (N+).

3. 3. A±-ñõåìû è B±-ñõåìû òî÷êè O0. Èç ëåìì 3.1 è 3.2 âûòåêàåò
ñëåäóþùÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3. 1. Ïóñòü äëÿ ïîëèíîìà P (u) èç ñèñòåìû (2.1) ÷èñëî u = 0
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k ∈ {0, . . . , 3}. Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèÿ ÷èñëà k è çíàêà ÷èñëà apk A±-ñõåìû è B±-ñõåìû îñîáîé òî÷êè O
ñèñòåìû (2.1), ò. å. áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè O0 ñèñòåìû (0.1),
èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 3.1.

Òàáëèöà 3. 1. A±- è B±-ñõåìû òî÷êè O0.

k apk A+
O0

A−O0
B+
O0

B−O0

0 0 N N P P

0, 2 + (−) N+ (N−) N− (N+) P (P ) P (P )

1, 3 + (−) N−N+ ( ∅ ) ∅ (N−N+) E (H) H (E)

� 4. Èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê Oi, i =
1,m,

îòëè÷íûõ îò O0

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðå÷ü èäåò îá îñîáûõ òî÷êàõ ñèñòåìû (2.1) Oi(ui, 0),
i = 1,m, äëÿ êîòîðûõ ui 6= 0. Ïóñòü (ui, 0) � ëþáàÿ èç íèõ, ki ∈ {1, 2, 3} �
êðàòíîñòü êîðíÿ ui ïîëèíîìà P (u).

Ïîëàãàÿ â (2.1) u = ui + v, ïîëó÷èì ñèñòåìó

dv

dτ
= P (ui + v)(ui + v)−Q(ui + v)z,

dz

dτ
= P (ui + v)z,

(4.0)

ãäå P (ui+v) =
1
ki!
P (ki)(ui)v

ki+ . . . , Q(ui+v) = Q(ui)+ . . . , P (ki)(ui)Q(ui) 6= 0,

. . . îçíà÷àåò ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî v. Äëÿ íåå ìû äîëæíû
èçó÷èòü îñîáóþ òî÷êó O(0, 0).

4. 1. ki = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (4.0) ïðèíèìàåò âèä

dv

dτ
= (P ′(ui)uiv + . . . )− (Q(ui) + . . . )z,

dz

dτ
= (P ′(ui)v + . . . )z.

(4.1)
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Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè â òî÷êå O ñóòü λ1 = P ′(ui)ui 6= 0, λ2 = 0.
Ïîñëåäîâàòåëüíûå çàìåíû ïåðåìåííûõ

P ′(ui)ui dτ = dt1, v =
1

riui
z + y1, ri =

P ′(ui)

Q(ui)
,

è ïåðåñòàíîâêà óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ñèñòåìó (4.1) ê âèäó

dz

dt1
= z

(
1

riu2
i

z +
1

ui
y1 + . . .

)
≡ ξ(z, y1),

dy1

dt1
= y1 + η(z, y1),

(4.1′)

ãäå . . . îçíà÷àåò ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî z è y1, à η(z, y1) �
ïîëèíîì, ñîñòîÿùèé èç òàêèõ ÷ëåíîâ. Ñèñòåìà (4.1′) åñòü ñèñòåìà âèäà (V.1.1)
[2, ñ.120]. ×òîáû èçó÷èòü åå îñîáóþ òî÷êó O(0, 0), ïðèìåíèì ê íåé òåîðåìó
V.1.1 [2, ñ.130]. Äëÿ ýòîãî ðàçðåøèì óðàâíåíèå y1 + η(z, y1) = 0 â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (0, 0) îòíîñèòåëüíî y1 è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ y1 = ψ(z) ≡
o(z) ïîä çíàê ôóíêöèè ξ(z, y1). Ïîëó÷èì ôóíêöèþ α(z) =

1
riu2

i

z2 + . . . , äëÿ

êîòîðîé α′(0) = 0, α′′(0) =
2
riu2

i

6= 0 =⇒ [2, òåîðåìà V.1.1] äëÿ ñèñòåìû (4.1′)

O(0, 0) � ñåäëî-óçåë: îñü z = 0 � ñåïàðàòðèñíîå ìíîãîîáðàçèå, ðàçäåëÿþùåå
ñåäëîâóþ è óçëîâóþ îáëàñòè, îáëàñòü riz > 0 � óçëîâàÿ, îáëàñòü riz < 0 �
ñåäëîâàÿ. Â ýòèõ îáëàñòÿõ O-êðèâûå ñèñòåìû ïðèìûêàþò ê òî÷êå O âäîëü
ïîëóîñåé îñè y1 = 0.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì v, z, τ è ê ñèñòåìå (4.1), íà îñíîâàíèè ïðåäû-
äóùåãî çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. 1. Îñîáàÿ òî÷êà O(0, 0) ñèñòåìû (4.1) (ò. å. áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà Oi(ui, 0) ñèñòåìû (0.1), ui 6= 0, ki = 1) � ñåäëî�óçåë.
Ñåäëîâóþ è óçëîâóþ îáëàñòè ðàçäåëÿåò èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ z = 0; îá-
ëàñòü riz > 0 � óçëîâàÿ, îáëàñòü riz < 0 � ñåäëîâàÿ; â ëþáîé èç íèõ O-
êðèâûå ñèñòåìû ïðèìûêàþò ê òî÷êå O âäîëü ïðÿìîé z = riuiv. A

±-ñõåìû
òî÷êè O (Oi) èìåþò âèä:

ui > 0 (< 0), ri > 0 =⇒ A+
O = N+ (N−), A−O = S− (S+),

ui > 0 (< 0), ri < 0 =⇒ A+
O = S− (S+), A−O = N+ (N−).

4. 2. ki ∈ {2, 3}. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû (4.0) îñîáàÿ òî÷êà O(0, 0)
íèëüïîòåíòíà: äëÿ íåå λ1 = λ2 = 0, Q(ui) 6= 0. Çàìåíà âðåìåíè Q(ui+v) dτ =

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 8



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2008

−dt1 ïðèâîäèò (4.0) ê âèäó

dz

dt1
= −Ri(v)z,

dv

dt1
= z −Ri(v)(ui + v), (4.2)

ãäå Ri(v) =
P (ui + v)
Q(ui + v)

≡ riv
ki + . . . , ri =

P (ki)(ui)
ki!Q(ui)

6= 0.

Ýòî ñèñòåìà âèäà (V.2.1) [2, ñ.131]. Ñëåäóÿ [2], ïðîèçâåäåì â íåé çàìåíó

z = ψ(v) + z1, ψ(v) ≡ Ri(v)(ui + v) ≡ riuiv
ki + . . . . (4.3)

Ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà

dv

dt1
= z1,

dz1

dt1
= f1(v) + g1(v)z1 ≡ Z1(v, z1), (4.4)

ãäå f1(v) = −R2
i (v)(ui + v) ≡ −r2

i uiv
2ki + . . . =:

a1v
α + . . . , g1(v) = −ψ′(v) = −kiriuivki−1+

+ . . . =: b1v
β + . . . . Çäåñü α = 2ki, β = ki − 1, a1 = −r2

i ui, b1 = −kiriui
=⇒ äëÿ ñèñòåìû (4.4) èìååò ìåñòî ñëó÷àé V.2.1 [2, ñ.136]: α > 2β + 1. Íà
îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â [2, ñ. 139�140] çàêëþ÷àåì:
ñèñòåìà (4.4) èìååò ëèøü ñëåäóþùèå O-êðèâûå

−z1 =
b1

β + 1
vβ+1 + . . . = riuiv

ki + . . . , v 6= 0, (4.51)

îäíó O+-êðèâóþ è îäíó O−-êðèâóþ, è

z1 = −a1

b1
vα−β + . . . = −ri

ki
vki+1 + . . . , v 6= 0, (4.52)

ïó÷îêO-êðèâûõ òèïàN â îáëàñòè uiv > 0 è ïó÷îêO-êðèâûõ òèïà S â îáëàñòè
uiv < 0.

Âîçâðàùàÿñü ïî ôîðìóëàì (4.3) ê ïåðåìåííûì v, z è ê ñèñòåìå (4.2),
íà îñíîâàíèè ñêàçàííîãî âûøå çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ïîñëåäíåé ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. 2. Îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (4.2) O(0, 0) ( ò. å. áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (0.1) Oi(ui, 0), äëÿ êîòîðîé ui 6= 0, ki ∈ {2, 3}
) åñòü ñåäëî-óçåë. Ê íåé ïðèìûêàþò ñëåäóþùèå O-êðèâûå ñèñòåìû: z = 0,
v 6= 0, è

z = riuiv
ki + . . . , v 6= 0. (4.6)
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Åñëè ki = 2, òî O-êðèâûå (4.6) ëåæàò â îáëàñòè riuiz > 0 è îáðàçóþò â åå
ïîäîáëàñòè uiv > 0 ïó÷îê òèïà N, à â ïîäîáëàñòè uiv < 0 � ïó÷îê òèïà S;
A±-ñõåìû òî÷êè O (Oi) èìåþò âèä:

ui > 0 (< 0), ri > 0 =⇒ A+
O = S−N+ (∅), A−O = ∅ (N−S+),

ui > 0 (< 0), ri < 0 =⇒ A+
O = ∅ (N−S+) , A−O = S−N+ (∅).

Åñëè ki = 3, òî O-êðèâûå (4.6) ëåæàò â îáëàñòÿõ riuivz > 0 è îáðàçóþò
â îáëàñòè uiv > 0 ïó÷îê òèïà N, à â îáëàñòè uiv < 0 � ïó÷îê òèïà S;
A±-ñõåìû òî÷êè O (Oi) òàêîâû æå, ÷òî è ïðè ki = 1.

4. 3. A±-ñõåìû è B±- ñõåìû îñîáûõ òî÷åê Oi, i = 1,m, îòëè÷íûõ
îò O0. Èç ëåìì 4.1 è 4.2 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. 1. Ïóñòü ui, i ∈ {1, . . . ,m}, � íåíóëåâîé âåùåñòâåííûé

êîðåíü ïîëèíîìà P (u), ki (∈ {1, 2, 3}) � åãî êðàòíîñòü, ri :=
P (ki)(ui)
ki!Q(ui)

. Òî-

ãäà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ki è çíàêîâ ÷èñåë ri è ui A
±-ñõåìû è B±-

ñõåìû îñîáîé òî÷êè Oi(ui, 0) ñèñòåìû (2.1), (ò. å. áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñî-
áîé òî÷êè Oi 6= O0 ñèñòåìû (0.1)), èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 4.1.

Òàáëèöà 4. 1. A±-ñõåìû è B±-ñõåìû òî÷êè Oi 6= O0.

ui ki ri A+
Oi

A−Oi
B+
Oi

B−Oi

+ (−) 1, 3 + N+ (N−) S− (S+) P (P ) HH

+ (−) 1, 3 − S− (S+) N+ (N−) HH P (P )

+ (−) 2 + S−N+ ( ∅ ) ∅ (N− S+) HP (H) H (PH)

+ (−) 2 − ∅ (N− S+) S−N+ ( ∅ ) H (PH) HP (H)

� 5. Èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè O 0

Ïóñòü â ñèñòåìå (0.1) p3 = 0. Òîãäà ñèñòåìà (2.2) èìååò èçîëèðîâàííóþ
îñîáóþ òî÷êó O(0, 0), êîòîðóþ ìû è äîëæíû ñåé÷àñ èçó÷èòü. Ó÷èòûâàÿ ñî-
ãëàøåíèå I.0.1, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íèæåñëåäóþùèå ñëó÷àè 5.1�5.3. Â
êàæäîì èç íèõ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ìû áóäåì çàïèñûâàòü ñèñòåìó (2.2)
â ïðàâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò zOv.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 10



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2008

5. 1. p3 = 0, p2 > 0, c > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.2) èìååò âèä

dz

dτ
= Y (v, 1)z2,

dv

dτ
= −X(v, 1) + Y (v, 1)zv, (5.1)

ãäå X(v, 1) = p2v+ p1v
2 + p0v

3, Y (v, 1) = c+ bv+ av2, Åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
êîðíè â îñîáîé òî÷êå O ñóòü λ1 = 0, λ2 = −p2 < 0. Çàìåíà âðåìåíè p2dτ =
−dt1 ïðèäàåò åé âèä

dz

dt1
= − c

p2
z2(1 + . . . ) ≡ ξ(z, v)

dv

dt1
= v(1 + . . .) ≡ v + η(z, v), (5.1′)

ãäå . . . îçíà÷àåò ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî v èëè îòíîñèòåëüíî z è
v. Ýòî ñèñòåìà âèäà (V.1.1) [2, ñ. 120]. Ïðèìåíèì ê íåé òåîðåìó V.1.1 [2, ñ. 130].

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå v + η(z, v) = 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) îòíîñè-
òåëüíî v, ïîëó÷èì ôóíêöèþ v = ψ(z) ≡ 0; ïîäñòàâëÿÿ åå ïîä çíàê ξ(z, v),

ïîëó÷èì ôóíêöèþ α(z) = −cz
2

p2
, äëÿ êîòîðîé α′(0) = 0, α′′(0) = −2c

p2
< 0.

Ñëåäîâàòåëüíî [2, òåîðåìà V.1.1], äëÿ ñèñòåìû (5.1′) îñîáàÿ òî÷êà O � ñåäëî-
óçåë, äëÿ êîòîðîãî îñü z = 0 ðàçäåëÿåò ñåäëîâóþ (z > 0) è óçëîâóþ (z < 0)
îáëàñòè. Îñü v = 0 òàêæå èíâàðèàíòíà. Âñå ýòî âåðíî è äëÿ ñèñòåìû (5.1).
A±-ñõåìû òî÷êè O ñèñòåìû (5.1) (ò. å. îñîáîé òî÷êè O0 ñèñòåìû (0.1)) òàêîâû:
A+
O = S0, A

−
O = N0, (çäåñü S0 ëåæèò íà îñè v = 0, N0 � ïó÷îê O-êðèâûõ,

êàñàþùèõñÿ â O îñè v = 0).

5. 2. p3 = p2 = 0, p1 > 0, c > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.2) èìååò âèä

dz

dτ
= cz2(1 + . . .),

dv

dτ
= v(cz − p1v + . . . ). (5.2)

Îíà èìååò íåâûðîæäåííîå îäíîðîäíîå êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå è
îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé òèï åå îñîáîé òî÷êè O(0, 0) [2, � III.4]. Ïîñëåäíåå
æå â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì èçîêëèí. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ê
òî÷êå O ïðèìûêàþò ëèøü ñëåäóþùèå O-êðèâûå ñèñòåìû (5.2): ïîëóîñè îñåé
z è v è äâà ïó÷êà O-êðèâûõ òèïà N � ïî îäíîìó â êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ
÷åòâåðòåé zv < 0.

A±-ñõåìû òî÷êè O (O0) (ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2.1 è îïðåäåëåíèÿ 2.2) âû-
ãëÿäÿò òàê: A+

O0 = S0N+, A
−
O0 = N−S0.

5. 3. p3 = p2 = p1 = 0, p0 > 0, c > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.2) èìååò
âèä

dz

dτ
= (c+ . . .)z2,

dv

dτ
= (c+ . . .)zv − p0v

3, (5.3)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 11



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2008

ãäå . . . îçíà÷àåò ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî v. ×òîáû èçó÷èòü åå
îñîáóþ òî÷êóO(0, 0) ïðèìåíèì ìåòîä èñêëþ÷èòåëüíûõ íàïðàâëåíèé [2, ãë. II].

Óðàâíåíèå èñêëþ÷èòåëüíûõ ïðÿìûõ äëÿ ñèñòåìû (5.3) èìååò âèä:
F (z, v) ≡ 0, ò. å. èñêëþ÷èòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷å-
ðåç òî÷êó O. Âñå îíè, êðîìå z = 0, îáûêíîâåííûå, à ïîòîìó [2, � II.5] âäîëü
êàæäîé O-ïîëóïðÿìîé, êðîìå ðàçâå ëèøü ïîëóîñåé îñè z = 0, ê òî÷êå O
ïðèìûêàåò åäèíñòâåííàÿ O-êðèâàÿ ñèñòåìû (5.3).

Èçó÷èì äëÿ îñîáîé òî÷êè O ñèñòåìû (5.3) îñîáóþ èñêëþ÷èòåëüíóþ ïðÿ-
ìóþ z = 0. Äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåì â (5.3) ïîñëåäîâàòåëüíî äâå çàìåíû:

z = uv, v 6= 0, è v2 dτ = dt1. (5.4)

Ïîëó÷èì ñèñòåìó

du

dt1
= p0u,

dv

dt1
= (c+ . . .)u− p0v, (5.5)

äëÿ êîòîðîé ìû äîëæíû âûÿñíèòü âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè ïîëóòðàåêòîðèé
âèäà

u = u(v), u(v) 6≡ 0, u(v)→ 0 ïðè v → 0, (5.6)

è î ñòðóêòóðå èõ ñîâîêóïíîñòè. Íî äëÿ ñèñòåìû (5.5) òî÷êà O(0, 0) � ñåäëî ñ
èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè u = 0 è u =

2p0

c
v+ . . . . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà

èìååò ëèøü äâå ïîëóòðàåêòîðèè âèäà (5.6): u =
2p0

c
v+ . . . , v 6= 0. Èç ýòîãî â

ñèëó (5.4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (5.3) ê òî÷êå O âäîëü ïîëóîñåé îñè z = 0

ïðèìûêàþò ðîâíî äâå O-êðèâûå, îòëè÷íûå îò ýòèõ ïîëóîñåé: z =
2p0

c
v2 + . . . ,

v 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåìû (5.3) A±-ñõåìû òî÷êè O (O0) èìåþò âèä:
A+
O0 = S+NS0NS− = S0NS−, A

−
O0 = NS0N = N, à B±-ñõåìû � âèä: B+

O0 =
HPH, B−O0 = P.

Èç ðåçóëüòàòîâ ïï. 5.1�5.3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. 1. Ïóñòü â ñèñòåìå (2.2) p3 = 0, à ïîëèíîì X(v, 1) èìååò
÷èñëî v = 0 êîðíåì êðàòíîñòè k0 ∈ {1, 2, 3}. Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèÿ k0 (è ñ ó÷åòîì ñîãëàøåíèÿ I.0.1) A±-ñõåìû è B±-ñõåìû îñîáîé òî÷êè
O(0, 0) ñèñòåìû (2.2), ò. å. áåñêîíå÷íî óäàëåííîé îñîáîé òî÷êè O0 ñèñòåìû
(0.1), èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 5.1.

Òàáëèöà 5. 1. A±- è B±-ñõåìû òî÷êè O0.
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k0 A+
O0 A−O0 B+

O0 B−O0

1 S0 N0 HH P

2 S0N− N+S0 HP PH

3 S+NS0NS− = S+NS− NS0N = N HPPH = HPH P

Â ýòîé òàáëèöå S0 := O0-êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà îñè v = 0, N0 := ïó÷îê
òèïà N O0-êðèâûõ, ïðèìûêàþùèõ ê òî÷êå O0 âäîëü îñè v = 0, S+(−) :=
O-êðèâàÿ, ïðèìûêàþùàÿ ê O0 âäîëü ïîëóîñè z = 0, v > 0 (v < 0).
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