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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ïî óñïîêîåíèþ
äâóçâåííîãî ìàÿòíèêà íà ïîäâèæíîì ïîäâåñå. Äàííàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ
íåäîñòàòêîì è îãðàíè÷åíèåì íà ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ ëèíåàðèçîâàíà â îêðåñòíî-
ñòè óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ïðè-
ìåíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è ïîëó÷åí çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ êîòîðîãî íà îñíîâå íàõîæäåíèÿ îðòîãî-
íàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïî
áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé. Â ñðåäå MATLAB ïðîâåäåíî ÷èñëåí-
íîå ìîäåëèðîâàíèå è ñðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ñèñòåì ïðè
ïîëó÷åííîì çàêîíå óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, çàäà÷à áûñòðîäåé-
ñòâèÿ, äâóçâåííûé ìàÿòíèê.

Ââåäåíèå

Ðàçðàáîòêè â îáëàñòè ðîáîòîòåõíèêè ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ïðèîðè-
òåòíûõ â ñîâðåìåííîé íàóêå. Ýòî âûçâàíî ñ âñå áîëåå ãëóáîêèì âíåäðåíèåì
àâòîìàòè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ â ðàçëè÷íûå ñôåðû æèçíè è òåõíèêè. Â ñâÿçè
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ðàçâèòèåì òåõíîëîãèé èõ ïðèìåíåíèÿ âîçíèêàåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ çà-
äà÷ óïðàâëåíèÿ òàêèìè ñèñòåìàìè äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ â
ðàáî÷åé ñðåäå è ìàíèïóëèðîâàíèÿ îáúåêòàìè ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Îñîáûé èíòåðåñ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ìàíèïó-
ëÿòîðû, â ñèëó íàëè÷èÿ ìíîãèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íà ñåãîäíÿ îäíèìè èç
ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ è èçó÷åííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàí-
íûå íà ýâðèñòè÷åñêîì ïîèñêå (íàïð., [1]). Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé
ïðîãðåññ â ýòîé îáëàñòè, ïðèìåíåíèå òàêèõ ìåòîäîâ äëÿ óïðàâëåíèÿ ìíîãî-
çâåííûìè ìàíèïóëÿòîðàìè äîñòàòî÷íî çàòðàòíî ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé,
÷òî áûëî ïîêàçàíî â [2]. Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîðàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðåä-
ëàãàåòñÿ ðàçâèòü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñèñòå-
ìàìè ìàëîé ðàçìåðíîñòè ñ íåäîñòàòêîì ðåñóðñà óïðàâëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî
ñ íåêîòîðîé òî÷íîñòüþ äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãîçâåííûõ ìàíèïóëÿòîðîâ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìîäåëè n-çâåííîãî ìàÿòíèêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà ïîäâèæíîé òå-
ëåæêå (íàïð. [3]), à ïðèìåíåíèå òàêîé ìîäåëè â ðîáîòîòåõíèêå ìîæíî íàéòè
â [4]. Äëÿ ïîçèöèîíèðîâàíèÿ âñåé ñëîæíîé íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïîäâèæíîé òåëåæêîé.Â ñâÿçè ñ
ýòèì çà÷àñòóþ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå òåõíèêè è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû,
òàêèå êàê SDRE-òåõíèêà ïðèìåíåííàÿ â [5] è àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå èç [6], èëè
èõ êîìáèíàöèè, ðàññìîòðåííûå â [7], [8]. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ îòëè÷àþòñÿ ïî
ðàçìåðíîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ( [9], [10], [11]), çàâèñÿùåé îò êîëè÷åñòâà
çâåíüåâ ìàíèïóëÿòîðà, ïî êðèòåðèþ êà÷åñòâà òðåáóåìîãî ðåøåíèÿ, îòâå÷àþ-
ùåãî çà òî÷íîñòü è/èëè áûñòðîäåéñòâèå ( [9], [12]), à òàêæå ïî ðàçìåðíîñòè
è îãðàíè÷åíèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà óïðàâëÿþùèé âåêòîð â çàâèñèìîñòè îò
êîëè÷åñòâà ïðèâîäîâ.

Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ è õîðîøî èññëåäîâàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ãðóçà, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íåðàâíîìåðíîñòè äâè-
æåíèÿ ïîäâåñà, èçíîñó ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé ìåõàíèçìà. Òàêàÿ çàäà÷à ãàøåíèÿ
êîëåáàíèé áûëà ðàññìîòðåíà â [9], ãäå â êà÷åñòâå ìîäåëè àâòîîïåðàòîðà àâòî-
ðàìè áûë âûáðàí îäíîçâåííûé äâóõìàññîâûé ìàÿòíèê. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè
êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè âûáðàí èíòåãðàëüíûé êðèòåðèé, îòðàæà-
þùèé âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ ïîäâåñêè ñ ãðóçîì îò âåðòèêàëè è âåëè÷èíó äè-
íàìè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïðèâîäíîãî óñèëèÿ, êîòîðûé áûë ìèíèìèçèðîâàí
ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Áåëëìàíà, ïîñòðîåíà ñòðóêòóð-
íàÿ ñõåìà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è íàéäåíû ïàðàìåòðû îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿ-
òîðà.

Åñëè æå ãîâîðèòü î âðåìåííîì êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè, òî ìîæíî âû-
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äåëèòü ðàáîòó [12]. Â íåé áûë èññëåäîâàí îäíîçâåííûé ìàÿòíèê íà êîëåñå,
è ñèíòåçèðîâàíî îïòèìàëüíîå ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèå äëÿ ñòàáèëè-
çàöèè òàêîãî ìàÿòíèêà â íåóñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Àñèìïòîòè-
÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü òàêîé ñèñòåìû áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòå [13]. Ñëåäóþ-
ùèì øàãîì â èññëåäîâàíèè ìàÿòíèêîâ íà ïîäâèæíîì ïîäâåñå ñòàë ïåðåõîä ê
áîëüøåìó ÷èñëó çâåíüåâ. Äëÿ ýòîãî â ðàáîòå [10] áûë ðàññìîòðåí n-çâåííûé
ìàÿòíèê â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, íàéäåíû îñîáûå óïðàâëåíèÿ äëÿ êâàä-
ðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ. Îäíàêî òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íàéòè íå
óäàëîñü.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî äâèæåíèÿ, êàê ìàíèïóëÿòîðà, òàê è äðóãèõ ìåõà-
íèçìîâ, ïðîèñõîäÿò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååò ñìûñë
èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëå-
íèè áûëè ïðîäåëàíû â [11], [14], [15]. Â ÷àñòíîñòè, â [11] ïîñòðîåíî îãðàíè÷åí-
íîå ïî ìîäóëþ óïðàâëåíèå â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè, ïðèâîäÿùåå ìàÿòíèê èç
îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ðàáîòå íå èññëåäîâàëîñü.

Ê áàçîâûì èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ìîæíî îòíå-
ñòè [16], [17], à òàêæå ðàáîòû â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ îñöèëëÿòîðîâ. Îäíèì èç
ïðèìåðîâ ïîñëåäíèõ ÿâëÿåòñÿ [18], ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì êîòîðîé ìîæíî
îòíåñòè äîêàçàííîå ñâîéñòâî èçîõðîííîñòè ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ, ïîñòàâëåííàÿ äëÿ n-çâåííîãî ìà-
ÿòíèêà íà ïîäâèæíîì ïîäâåñå, äîñòàòî÷íî ñëîæíà, è åå ðåøåíèå äî ñèõ ïîð
íå íàéäåíî. Ïîýòîìó, êàê ëîãè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïðèâåäåííûõ âûøå èñ-
ñëåäîâàíèé, â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåí äâóçâåííûé ìàÿòíèê íà
ïîäâèæíîé òåëåæêå è ðåøåíà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé
ìîäåëè äàííîãî ìàÿòíèêà.

1 Îïèñàíèå äèíàìèêè äâóçâåííîãî ìàÿòíèêà íà òåëåæ-

êå

Ðàññìîòðèì äâóçâåííûé ìàÿòíèê ñ ïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäâåñà, èçîáðàæåí-
íûé íà ðèñ.1. Ïóñòü ìàññà òî÷êè ïîäâåñà (òåëåæêè) M , åå êîîðäèíàòà x,
ìàññà ãðóçà íà êîíöå êàæäîãî çâåíà � m, äëèíà êàæäîãî çâåíà l. Îáîçíà÷èì
óãîë îòêëîíåíèÿ i�ãî çâåíà îò âåðòèêàëè çà φi, à êîîðäèíàòû ãðóçà íà åãî
êîíöå çà xi, yi, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.1.

Òîãäà â ñèëó ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâÿçåé ìåæäó åâêëèäîâûìè è óãëîâûìè êî-
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Ðèñ. 1: Äâóçâåííûé ìàÿòíèê íà òåëåæêå

îðäèíàòàìè ñèñòåìû ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

x1 = x+ l sinφ1,

x2 = x+ l sinφ1 + l sinφ2,

y1 = l cosφ1,

y2 = l(cosφ1 + cosφ2),

(1)

Âûïèøåì ïîòåíöèàëüíóþ (Π) è êèíåòè÷åñêóþ (K) ýíåðãèè äàííîé ñèñòå-
ìû:

Π = −mgl cosφ1 −mgl(cosφ1 + cosφ2),

K =
m

2

(
ẋ21 + ẏ21

)
+
m

2

(
ẋ22 + ẏ22

)
+
M

2
ẋ2,

K = ml2φ̇2
1 +

ml2

2
φ̇2
2 +mlφ̇1

(
l(cosφ2 cosφ1 + sinφ1 sinφ2 )φ̇2 + 2ẋ cosφ1

)
+

+ ẋφ̇2 cosφ2lm+
ẋ2 (M + 2m)

2
,

Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à òàêæå ñîâåðøèâ
çàìåíó s = x/l, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà, îïèñûâàþùèå äâè-
æåíèå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû â âèäå
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2φ̈1 + φ̈2 cos(φ2 − φ1) + 2 cosφ1 · s̈+ (φ̇2)
2 sin(φ1 − φ2) + 2

g

l
sinφ1 = 0, (2)

φ̈1 cos(φ1 − φ2) + φ̈2 + s̈ cosφ2 + (φ̇1)
2 sin(φ2 − φ1) +

g

l
sinφ2 = 0, (3)

2φ̈1 cosφ1 + φ̈2 cosφ2 + s̈
M + 2m

m
− 2(φ̇1)

2 sinφ1 − (φ̇2)
2 sinφ2 −

u

ml
= 0. (4)

Ñèñòåìà (2)-(4) áóäåò èññëåäîâàòüñÿ äàëåå.

2 Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 4-ãî ïîðÿäêà

Âûðàçèì s̈ èç óðàâíåíèÿ (4), ïîñêîëüêó òîëüêî â ýòîì óðàâíåíèè êîýôôèöè-
åíò ïðè s̈ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Òîãäà

s̈ = −1

µ

{
2 cosφ1(φ̈1) + cosφ2(φ̈2)− 2 sinφ1(φ̇1)

2 − sinφ2(φ̇2)
2 + γ

}
, ãäå

µ =
M + 2m

m
, γ = − u

ml
.

Çàòåì, ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â óðàâíåíèÿ (2)�(3), è, ââåäÿ
ïåðåìåííûå ωi = φ̇i, ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

J3Ω̇ + J4Ω
sq − γ

µ
C + S = 0, ãäå (5)

J3 =

 2− 4 cos2φ1

µ
cos(φ2 − φ1)−

2 cosφ1 cosφ2

µ

cos(φ2 − φ1)−
2 cosφ1 cosφ2

µ
1− cos2φ2

µ

 ,

J4 =


4 sinφ1 cosφ1

µ
sin(φ1 − φ2) +

2 sinφ2 cosφ1

µ

− sin(φ1 − φ2) +
2 sinφ1 cosφ2

µ

sinφ2 cosφ2

µ

 ,

C =

(
2 cosφ1

cosφ2

)
, S =

(
2α sinφ1

α sinφ2

)
, Ω =

(
ω1

ω2

)
, Ωsq =

(
ω2
1

ω2
2

)
.
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Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (5) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

Ω̇ = −J−1
3

[
J4Ω

sq − γ

µ
C + S

]
. (6)

Íî äëÿ äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâà-
íèå îáðàòíîé ìàòðèöû J−1

3 , ÷òî ïîêàçàíî â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1. J−1
3 ñóùåñòâóåò è det J3 > 0 ïðè ëþáîì µ > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî íàéòè ýêñòðåìóì
îïðåäåëèòåëÿ êàê ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïîëíîå è ìàòåìàòè÷åñêè
ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

Ïðè ýòîì â óðàâíåíèÿõ (6) óãëû ñâÿçàíû ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè ñîîòíî-
øåíèÿìè {

φ̇1 = ω1,

φ̇2 = ω2.
(7)

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíûå è òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû â âèäå

φi(0) = φ0
i , ωi(0) = 0, i = 1, 2, (8)

φi(T ) = 0, ωi(T ) = 0, i = 1, 2. (9)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìàÿòíèêè âûâåäåíû èç ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîí óïðàâëåíèÿ γ(t) (|γ| < ε), ïåðåâîäÿùèé ñèñòåìó
(6), (7) èç ïîëîæåíèÿ (8) â íóëåâîå ïîëîæåíèå (9) è ìèíèìèçèðóþùèé ôóíê-
öèîíàë

J [γ] =

T∫
0

dt→ min
γ
.
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2.2 ßâíûé âèä ñèñòåìû (6)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óðàâíåíèÿ (6). Ðàñêðîåì ñêîáêè è óïðîñòèì óðàâíå-
íèÿ. Ó÷òåì, ÷òî

J−1
3 =

1

det J3

 −cos2φ2 − µ

µ

2 cosφ1 cosφ2 − cos(φ1 − φ2)µ

µ
2 cosφ1 cosφ2 − cos(φ1 − φ2)µ

µ
−
2
(
2 cos2φ1 − µ

)
µ

 .

Òîãäà ïðîèçâåäåíèÿ J−1
3 íà J4, C è S ïðè ïîìîùè ïàêåòà ñèìâîëüíûõ âû÷èñ-

ëåíèé Maple ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü äî íèæåèçëîæåííûõ.

J−1
3 J4 =

1

2µ · det J3
×

×

(
(µ− 2) sin(2φ1 − 2φ2) + 2 sin(2φ1) (2µ− 3) sin(φ1 − φ2) + sin(φ1 + φ2)

−4(µ− 2) sin(φ1 − φ2) −(µ− 2) sin(2φ1 − 2φ2)

)
=

=
1

2µ det J3
· A,

J−1
3 C = − 1

det J3

(
cosφ2 cos(φ1 − φ2)− 2 cosφ1

2 cos(φ1 − φ2) cosφ1 − 2 cosφ2

)
= − 1

det J3
·B,

J−1
3 S =

α

2µ det J3

(
3µ sinφ1 + µ sin(φ1 − 2φ2)− 2 sinφ1 − 2 sin(φ1 − 2φ2)

2(µ− 2)(sinφ2 − sin(2φ1 − φ2))

)
=

=
α

2µ det J3
·D.

Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (6), (7) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì
âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäåφ̇i = ωi,

Ω̇ = − 1

2µ det J3

{
AΩsq + 2γB + αD

}
,

i = 1, 2. (10)
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2.3 Ëîêàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû

Ïðîâåðèì ëîêàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû (10) â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ëèíåàðèçàöèè è êðèòåðèåì óïðàâëÿåìî-
ñòè Êàëìàíà. Äàííûé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ óïðàâëÿåìîñòè îïèñàí â, íàïðè-
ìåð, [19], ãäå ïðèâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà.

Ñïðàâåäëèâà ëåììà.

Ëåììà 2. Ñèñòåìà (10) ëîêàëüíî óïðàâëÿåìà â òî÷êå φi = 0, ωi = 0, i =
1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ëåììû äîñòàòî÷íî ñëåäîâàòü
òåîðåìå î ëèíåàðèçàöèè. Ïîëíîå è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

2.4 Èññëåäîâàíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (10) ñ íåäîñòàòêîì
ðåñóðñà óïðàâëåíèÿ íàéòè íå óäàëîñü. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü
ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó è îöåíèòü îøèáêó ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
áûñòðîäåéñòâèÿ.

Òàê êàê ñèñòåìà (10) ëîêàëüíî óïðàâëÿåìà â òî÷êå (0, 0, 0, 0), ðàññìîòðèì
åå ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è ðåøèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ðàçëîæåíèå ïî Òåéëîðó ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òî÷êè M0 ñ êîîðäèíàòàìè (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) èìååò âèä (äî

1-ãî ïîðÿäêà):

f(x) = f(M0) +
∂f

∂x1

∣∣∣∣
M0

(x1 − x01) + . . .+
∂f

∂xn

∣∣∣∣
M0

(xn − x0n).

Ïî ýòîé ôîðìóëå ïîëó÷àåì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ïðèáëèæåííî îïèñûâà-
þùèå äèíàìèêó ñèñòåìû (10) â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîé òî÷êè, â âèäå

φ̇1 = ω1,

φ̇2 = ω2,

ω̇1 = −2α
µ− 1

µ− 2
φ1 + αφ2 +

γ

µ− 2
,

ω̇2 = 2αφ1 − 2αφ2.
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Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

a = 2α
µ− 1

µ− 2
> 0, γ̂ =

γ

µ− 2
. (11)

Â îáîçíà÷åíèÿõ (11) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (10) çàïèñûâàþòñÿ êàê
φ̇1 = ω1,

φ̇2 = ω2,

ω̇1 = −aφ1 + αφ2 + γ̂,

ω̇2 = 2αφ1 − 2αφ2.

(12)

Òåïåðü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (12) ôîðìóëèðóåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîí óïðàâëåíèÿ γ̂(t) (|γ̂| < ε̂), ïåðåâîäÿùèé ñèñòåìó
(12) èç ïîëîæåíèÿ (8) â íóëåâîå ïîëîæåíèå (9) è ìèíèìèçèðóþùèé ôóíêöè-
îíàë

J [γ̂] =

T∫
0

dt→ min
γ̂
. (13)

2.4.1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (12), (13), (8), (9) ïðèìåíèì
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. ( [20]).

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä

H = ψ1ω1 + ψ2ω2 + λ1(−aφ1 + αφ2 + γ̂) + λ2(2αφ1 − 2αφ2).

Èç íåå ïîëó÷àåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñîïðÿæåííûå
ïåðåìåííûå 

ψ̇1 = aλ1 − 2αλ2,

ψ̇2 = −αλ1 + 2αλ2,

λ̇1 = −ψ1,

λ̇2 = −ψ2.

(14)

Óñëîâèå ìàêñèìóìà äàåò çàêîí óïðàâëåíèÿ âèäà

γ̂ = ε̂ · sign {λ1} .
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Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ìîãóò áûòü ëþáûìè, ïîýòîìó ïðîâåðÿòü èõ
íå íóæíî.

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 3. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (14) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ψ1

ψ2

λ1

λ2

 = W1X1e
β1t +W2X2e

β2t +W3X3e
β3t +W4X4e

β4t,

ãäå

β1,2,3,4 = ± i

2

√
2a+ 4α± 2

√
(a− 2α)2 + 8α2,

Xi =

{
β2
i + 2α

α
βi, βi,

β2
i + 2α

α
, 1

}
, i = 1, 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâåííèé è ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

w1 =
1

2

√
2a+ 4α + 2

√
(a− 2α)2 + 8α2, (15)

w2 =
1

2

√
2a+ 4α− 2

√
(a− 2α)2 + 8α2. (16)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà βi ñâÿçàíû ñ ââåäåííûìè îáî-
çíà÷åíèÿìè wj ñîîòíîøåíèÿìè

β1 = iw1, β2 = −iw1, β3 = iw2, β4 = −iw2.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ýéëåðà. Òàê êàê Re{βi} = 0, òî âåðíû ñëåäóþùèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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X1e
β1t = (cos(w1t) + i sin(w1t))X1 =

=


iβ1

β2
1+2α
α sin(w1t)

iβ1 sin(w1t)
β2
1+2α
α cos(w1t)

cos(w1t)

+


β1

β2
1+2α
α cos(w1t)

β1 cos(w1t)

iβ
2
1+2α
α sin(β1t)

i sin(w1t)

 =

=


−w1

−w2
1+2α
α sin(w1t)

−w1 sin(w1t)
−w2

1+2α
α cos(w1t)

cos(w1t)

+ i


w1

−w2
1+2α
α cos(w1t)

w1 cos(w1t)
−w2

1+2α
α sin(w1t)

sin(w1t)

 ,

X2e
β2t = X2e

−β1t = (cos(w1t)− i sin(w1t))X2 =

=


−iβ2 β

2
2+2α
α sin(w1t)

−iβ2 sin(w1t)
β2
2+2α
α cos(w1t)

cos(w1t)

+


β2

β2
2+2α
α cos(w1t)

β2 cos(w1t)

−iβ
2
2+2α
α sin(w2t)

−i sin(w1t)

 =

=


−w1

−w2
1+2α
α sin(w1t)

−w1 sin(w1t)
−w2

1+2α
α cos(w1t)

cos(w1t)

− i


w1

−w2
1+2α
α cos(w1t)

w1 cos(w1t)
−w2

1+2α
α sin(w1t)

sin(w1t)

 ,

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâûâàÿ äðóãèå âåêòîðà, ïîëó÷èì, ÷òî

X3e
β3t =


−w2

−w2
2+2α
α sin(w2t)

−w2 sin(w2t)
−w2

2+2α
α cos(w2t)

cos(w2t)

+ i


w2

−w2
2+2α
α cos(w2t)

w2 cos(w2t)
−w2

2+2α
α sin(w2t)

sin(w2t)

 ,

X4e
β4 =


−w2

−w2
2+2α
α sin(w2t)

−w2 sin(w2t)
−w2

2+2α
α cos(w2t)

cos(w2t)

− i


w2

−w2
2+2α
α cos(w2t)

w2 cos(w2t)
−w2

2+2α
α sin(w2t)

sin(w2t)

 .
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Èñõîäÿ èç âèäà îáùåãî ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà è ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ ðàâåíñòâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå γ̂ èìååò âèä:

γ̂ = ε̂ · sign {λ1(t)} =

= ε̂ · sign {W1 sin(w1t) +W2 cos(w1t) +W3 sin(w2t) +W4 cos(w2t)} . (17)

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ óïðàâëåíèÿ âèäà (17) îñîáûé ðåæèì óïðàâëåíèÿ îòñóò-
ñòâóåò.

2.4.2 Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Ñëåäóþùèì øàãîì ðåøèì ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (12).

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû âèäà ẏ = Ay(t) + f(t),
óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(t0) = y0, èìååò ìåñòî ôîðìóëà
Êîøè

y(t) = W (t, t0)y0 +

t∫
t0

W (t, s)f(s)ds,

ãäå W (x, y) � ìàòðèöà Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Ïîäðîáíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (12) ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè. Ïîñëå âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé îíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

φ1(t) =
1

w2
1 − w2

2

{
(c2 cosw1t+ c1 cosw2t)+

+

t∫
0

[d1 sin(w1t− w1s)− d2 sin(w2t− w2s)]γ̂(s)ds

}
, (18)

φ2(t) =
1

α(w2
1 − w2

2)

{(
w2d2c2 cos(w1t) + w1d1c1 cos(w2t)

)
+

+ d1d2

t∫
0

[w2 sin(w1t− w1s)− w1 sin(w2t− w2s)] γ̂(s)ds

}
, (19)
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ω1(t) = − 1

w2
1 − w2

2

{
(w1c2 sin(w1t) + w2c1 sin(w2t))−

−
t∫

0

[w1d1 cos(w1t− w1s)− w2d2 cos(w2t− w2s)]γ̂(s)ds

}
, (20)

ω2(t) = − w1w2

α(w2
1 − w2

2)

{(
d2c2 sin(w1t) + d1c1 sin(w2t)

)
−

− d1d2

t∫
0

[cos(w1t− w1s)− cos(w2t− w2s)] γ̂(s)ds

}
. (21)

Ïðè ýòî ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

c1 = −(−w2
1 + a)φ0

1 + αφ0
2, c2 = (−w2

2 + a)φ0
1 − αφ0

2,

d1 =
−w2

2 + a

w1
, d2 =

−w2
1 + a

w2
.

(22)

Ïîñòîÿííûå w1, w2, c1, c2, d1, d2, a îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñîîòíîøåíèÿ
(15), (22), (11), èñõîäÿ èç ïàðàìåòðîâ ìàÿòíèêà µ, α è íà÷àëüíûõ óñëîâèé
φ0
1, φ

0
2.

2.4.3 Èññëåäîâàíèå çàêîíà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Çàêîí óïðàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûé (17), áûë ïîäðîáíî èññëåäîâàí â [21], [22].
Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, îïèñàííûì â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ, è ïîëó÷èì çàêîí
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññå 3-õ ïåðåêëþ÷åíèé.

ε −ε ε −ε0 tt1 t2 t3 T

τ1 τ2 τ3 τ4

Ðèñ. 2: Câÿçü ïåðåìåííûõ τ è t, íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå ε.

Îáîçíà÷èì âðåìåíà ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ çà t1, t2, t3, à äëèòåëüíîñòè
ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ çà τ1, τ2, τ3, τ4 (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà, òàê
êàê â ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèå ðàâíî íóëþ, âåðíà ñèñòåìà
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W1 sin(w1t1) +W2 cos(w1t1) +W3 sin(w2t1) +W4 cos(w2t1) = 0,

W1 sin(w1t2) +W2 cos(w1t2) +W3 sin(w2t2) +W4 cos(w2t2) = 0,

W1 sin(w1t3) +W2 cos(w1t3) +W3 sin(w2t3) +W4 cos(w2t3) = 0.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

WQ = 0, ãäå (23)

W =
(
W1 W2 W3 W4

)
, Q =


sin(w1t1) sin(w1t2) sin(w1t3)

cos(w1t1) cos(w1t2) cos(w1t3)

sin(w2t1) sin(w2t2) sin(w2t3)

cos(w2t1) cos(w2t2) cos(w2t3)

 .

Â ðàáîòå [22] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (23) ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìàëüíîñòè.

Ïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óïðàâëåíèå (17) ðàâíÿåò-
ñÿ +ε̂. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ (9), ìîæíî ñâåñòè ñèñòåìó
óðàâíåíèé (18)�(21) ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äëè-
òåëüíîñòåé ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü
èíòåãðàëû â óðàâíåíèÿõ (18)�(21) íà ïðîìåæóòêàõ ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ
(àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû â [21]). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-
÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

c2 cos(w1T ) + c1 cos(w2T ) + ε̂

(
2

[
d1
w1

cos(w1(τ2 + τ3 + τ4))−

− d2
w2

cos(w2(τ2 + τ3 + τ4))−
d1
w1

cos(w1(τ3 + τ4)) +
d2
w2

cos(w2(τ3 + τ4))+

+
d1
w1

cos(w1τ4)−
d2
w2

cos(w2τ4)

]
− d1
w1

cos(w1T )+

+
d2
w2

cos(w2T )−
d1
w1

+
d2
w2

)
= 0, (24)
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1

α

(
w2d2c2 cos(w1T ) + w1d1c1 cos(w2T )

)
+

+
d1d2ε̂

α

(
2

[
w2

w1
cos(w1(τ2 + τ3 + τ4))−

w1

w2
cos(w2(τ2 + τ3 + τ4))−

− w2

w1
cos(w1(τ3 + τ4)) +

w1

w2
cos(w2(τ3 + τ4)) +

w2

w1
cos(w1τ4)−

w1

w2
cos(w2τ4)

]
−

− w2

w1
cos(w1T ) +

w1

w2
cos(w2T )−

w2

w1
+
w1

w2

)
= 0, (25)

− (w1c2 sin(w1T ) + w2c1 sin(w2T ))+

+ ε̂

(
d1 sin(w1T )− d2 sin(w2T ) + 2

[
d2 sin(w2(τ2 + τ3 + τ4))−

− d1 sin(w1(τ2 + τ3 + τ4))− d2 sin(w2(τ3 + τ4)) + d1 sin(w1(τ3 + τ4))+

+ d2 sin(w2τ4)− d1 sin(w1τ4)

])
= 0, (26)

− w1w2

α

(
d2c2 sin(w1T ) + d1c1 sin(w2T )

)
+
w1w2d1d2

α
× ε̂

(
1

w1
sin{w1T}−

− 1

w2
sin{w2T}+ 2

[
1

w2
sin(w2(τ2 + τ3 + τ4))−

1

w1
sin(w1(τ2 + τ3 + τ4))−

− 1

w2
sin(w2(τ3 + τ4)) +

1

w1
sin(w1(τ3 + τ4))+

+
1

w2
sin(w2τ4)−

1

w1
sin(w1τ4)

])
= 0. (27)

Â ñèñòåìå (24)�(27) T = τ1 + τ2 + τ3 + τ4.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íóæíî:

1. Ðåøèòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (24)�(27), íàéäÿ ïðîìåæóòêè
ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ;

2. Íàéòè âðåìåíà ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ;

3. Ðåøèòü ñèñòåìó (23), òåì ñàìûì íàéäÿ ôóíêöèþ λ1(t);

4. Âûáðàòü èç êîðíåé óðàâíåíèé (24)�(27) òå, äëÿ êîòîðûõ λ1(t) óäîâëåòâî-
ðÿåò âûáðàííîìó êëàññó ïåðåêëþ÷åíèé è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, à òàêæå
ìèíèìèçèðóåò âðåìÿ;
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2.4.4 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîâåäåì ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-
âàíèå äèíàìèêè ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû
ìîäåëè: µ = 5, α = 1, ε̂ = 1.

Âûáåðåì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: φ0
1 = φ0

2 = −0.5, ω0
1 = ω0

2 = 0,
γ̂(0) = +ε̂.

Òîãäà îñòàëüíûå ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, áóäóò
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû çíà÷åíèÿì. óêàçàííûì íèæå

a = 2.667,

w1 = 1.9458, w2 = 0.9383,

c1 = −1.0598, c2 = −0.3931,

d1 = 0.9180, d2 = −1.1933.

Ïðîìåæóòêè ïîñòîÿíñòâà óïðàâëåíèÿ è ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùèå âûáðàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ γ̂(0), íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû (24)-(27), ïðèíàäëåæàò êëàññó òðåõ ïåðåêëþ÷åíèé è ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíû

τ1 = 0.3233, t1 = 0.3233,

τ2 = 1.2935, t2 = 1.6168,

τ3 = 0.5474, t3 = 2.1461,

τ4 = 0.7541. T = 2.9183.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì ìàòðèöó Q

Q =


0.5884 −0.0044 −0.8770

0.8086 −1.000 −0.4806

0.2987 0.9986 0.8962

0.9544 0.0538 −0.4437

 .

Äàëåå, âîññòàíîâèì èç óðàâíåíèé (23) çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Êîýôôèöèåíòû Wi áóäóò ðàâíû

W T =


−0.3795

−0.2145

−0.2429

0.4917

 .
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Òîãäà ìîæåì ïîñòðîèòü ôóíêöèþ λ1(t) è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå γ̂(t),
ãðàôèêè êîòîðûõ ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 3,4.
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Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü λ1(t) äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü γ̂(t) äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

Ïðîâîäÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû, ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà ïðèõîäèò â íóëåâîå ïîëîæåíèå ïî óãëàì è óãëîâûì
ñêîðîñòÿì, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5,6.
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Ðèñ. 5: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â

ôàçîâîé ïëîñêîñòè φ1, φ2.
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Ðèñ. 6: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â

ôàçîâîé ïëîñêîñòè ω1, ω2.

3 Ñðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ñèñòåìû

Ðàññ÷èòàåì îøèáêó ôàçîâûõ êîîðäèíàò, âîçíèêàþùóþ âñëåäñòâèå ëèíåàðè-
çàöèè ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ñìîäåëèðóåì äâèæåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè
çàêîíå óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîì äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû. Íà ðèñ. 7, 8 ïðèâåäå-
íû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû â ôàçîâîé ïëîñêîñòè óãëîâ è
óãëîâûõ ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâåííî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

µ = 5, α = 1, ε = 1,

φ0
i = −0.1, ω0

i = 0, γ̂(0) = +ε.
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Ðèñ. 7: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëèíåéíîé

ñèñòåìû â ôàçîâîé ïëîñêîñòè óãëîâ.
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Ðèñ. 8: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ íåëèíåé-

íîé ñèñòåìû â ôàçîâîé ïëîñêîñòè óãëîâ
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Ïðîâåäåì ìîäåëèðîâàíèå äëÿ íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ñîñòàâèì
òàáëèöó ïîãðåøíîñòåé ëèíåéíîé ñèñòåìû (âî âñåõ ñëó÷àÿõ ω0

i = 0). Ïîãðåø-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì

∆φ =

√
(φ1(T ))

2 + (φ2(T ))
2, ∆ω =

√
(ω1(T ))

2 + (ω2(T ))
2,

∆ =
√
(∆φ)2 + (∆ω)2.

φ0
1 φ0

2 Îøèáêà ïî óãëàì ∆φ Îøèáêà ïî ñêîðîñòÿì ∆ω Ñóììàðíàÿ îøèáêà ∆

-0.1 -0.1 0.0059 0.0020 0.0062

-0.2 -0.2 0.0130 0.0179 0.0222

-0.3 -0.3 0.0151 0.0339 0.0371

-0.4 -0.4 0.0098 0.0339 0.0353

-0.5 -0.5 0.0078 0.0239 0.0251

-0.6 -0.6 0.0328 0.0647 0.0725

-0.7 -0.7 0.0680 0.1165 0.1349

-0.8 -0.8 0.1212 0.1485 0.1917

-0.9 -0.9 0.1731 0.1156 0.2082

Òàáëèöà 1: Ïîãðåøíîñòè ëèíåéíîãî ìåòîäà ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1 è ðèñóíêîâ 7, 8 ïðè −0.1 ≤ φ0
i < 0 ñóììàðíàÿ

îøèáêà íà ïîðÿäîê ìåíüøå íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü
îøèáêîé â äàííîì ñëó÷àå è ñ÷èòàòü åå ìàëîé, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè φ0

i ëå-
æàùèõ â óêàçàííîì ïîëóèíòåðâàëå íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà òàêæå ïðèõîäèò â
òåðìèíàëüíóþ òî÷êó (0, 0) ïðè óïðàâëåíèè, ïîëó÷åííîì äëÿ ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû.

Îøèáêà ðåçêî âîçðàñòàåò â äâóõ òî÷êàõ: ïðè φ0
i = −0.2 è ïðè φ0

i = −0.7.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ëèíåàðèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0),
ïîýòîìó âîçðàñòàíèå ïîãðåøíîñòè ëèíåàðèçàöèè ïðè óäàëåíèè îò ýòîé òî÷êè
åñòåñòâåííî.

Â ñëó÷àå áîëüøîé îøèáêè ôàçîâûõ êîîðäèíàò â òåðìèíàëüíîé òî÷êå
ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé çàêîí óïðàâëåíèÿ ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó, ñ÷è-
òàÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè òî÷êó, â êîòîðóþ ïðèøëà íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà.
Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì çàêîí óïðàâëåíèÿ óæå íå áóäåò îïòèìàëüíûì,
îäíàêî, ïîçâîëèò ðåøèòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé.
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4 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ ïî îñòàíîâêå äâóçâåííîãî
ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íà ïîäâèæíîì ïîäâåñå. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à áûëà ôîð-
ìàëèçîâàíà â âèäå 4-õ ìåðíîé çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ óñëîâèÿìè íà óãëû è
óãëîâûå ñêîðîñòè ìàÿòíèêà. Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå áûëà äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ
óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Äàëåå ñèñòåìà
áûëà ëèíåàðèçîâàíà â îêðåñòíîñòè äàííîãî ïîëîæåíèÿ. Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû óäàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ, è ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ â êëàññå òðåõ ïåðåêëþ÷åíèé.
Äëÿ ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

Äàëüíåéøàÿ ðàáîòà áóäåò íàïðàâëåíà íà èçó÷åíèå äðóãèõ êëàññîâ ïåðå-
êëþ÷åíèÿ, à òàêæå íà èññëåäîâàíèå è ðàçðàáîòêó ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
áûñòðîäåéñòâèÿ â íåëèíåéíîì ñëó÷àå, â òîì ÷èñëå ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷å-
ñòâà çâåíüåâ ìàÿòíèêà.

5 Ïðèëîæåíèå

5.1 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ïîñ÷èòàåì îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû J−1

3 , âîçüìåì ïðîèçâîäíûå è, ïîëüçóÿñü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðå-
ìóìà, íàéäåì ìèíèìóì îïðåäåëèòåëÿ êàê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ φ1, φ2

è ïàðàìåòðà µ.

det J3 = −1

µ

{
cos2(φ1 − φ2)µ− 4 cos(φ1 − φ2) cosφ1 cosφ2+

+ 2 cos2φ2 + 4 cos2φ1 − 2µ

}
.

Ýòîò îïðåäåëèòåëü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

det J3 =
1

µ
Ĵ, ãäå

Ĵ = 2

[
µ− cos2φ2

]
− µ cos2(φ1 − φ2)+

+ 4 cosφ1 cosφ2 cos(φ1 − φ2)− 4 cos2φ1.
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Íàéäåì ìèíèìóì Ĵ ÷åðåç íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

∂

∂φ1
Ĵ = −4 cosφ2 cosφ1 sin(φ1 − φ2)− 4 cosφ2 sinφ1 cos(φ1 − φ2)+

+ 2µ cos(φ1 − φ2) sin(φ1 − φ2) + 8 cosφ1 sinφ1 = 0,

∂

∂φ2
Ĵ = −4 sinφ2 cosφ1 cos(φ1 − φ2) + 4 cosφ2 cosφ1 sin(φ1 − φ2)−

− 2µ cos(φ1 − φ2) sin(φ1 − φ2) + 4 cosφ2 sinφ2 = 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü äî ñèñòåìû{
sin(2φ1 − 2φ2)(µ− 2) + 2 sin 2φ1 = 0,

− sin(2φ1 − 2φ2)(µ− 2) = 0.

Òàê êàê ìû ïðèíèìàåì µ > 2, òî{
sin 2φ1 = 0,

sin(2φ1 − 2φ2) = 0.

φ1 =
πk

2
, φ2 =

πn

2
, k, n ∈ Z.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü φ1, φ2 ∈ [0, 2π). Òîãäà îñòàåòñÿ òîëüêî 16 êîìáèíà-
öèé, êîòîðûå ïðèâåäåíû íèæå.

{0, 0}, . . . , {0, 3π2 },
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

{3π
2 , 0}, . . . , {3π

2 ,
3π
2 }.

Åñëè ïåðåáðàòü âñå òî÷êè, òî îïðåäåëèòåëü ìîæåò ðàâíÿòüñÿ µ, µ −
2, 2(µ− 1), 2(µ− 2). Î÷åâèäíî, ÷òî µ > µ− 2, à 2(µ− 1) > 2(µ− 2), òàê êàê
µ > 2. Ðåøàÿ òðè íåðàâåíñòâà, çàïèñàííûå íèæå, çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî
ëåììû.

µ < 2(µ− 1) ⇐⇒ µ > 1,

µ < 2(µ− 2) ⇐⇒ µ > 4,

µ− 2 < 2(µ− 1) ⇐⇒ µ > 0.

Ïåðâîå è òðåòüå íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû âñåãäà, â ñèëó òîãî, ÷òî µ > 2.
Òîãäà ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñëó÷àè µ > 4 è µ < 4.
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Ïðè µ > 4 âåðíî, ÷òî 2(µ− 1) > 2(µ− 2) > µ > µ− 2 è Ĵ > 0.

Ïðè µ < 4 âåðíî, ÷òî 2(µ− 1) > µ > 2(µ− 2) > µ− 2. Òàê êàê µ > 2, òî
Ĵ > 0.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Ĵ > 0 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ µ. Íî òîãäà è J3 > 0 ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ µ. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

5.2 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû, ïî-
ñ÷èòàåì íóæíûå äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû ïðîèçâîäíûå.

∂f

∂z
=

(
0 1

K L

)
,
∂f

∂γ
=

(
0

M

)
, ãäå

K1
1 = − α

2µ

∂

∂φ1

D1

∥J3∥

∣∣∣∣
(0,0,0)

, K2
1 = − α

2µ

∂

∂φ2

D1

∥J3∥

∣∣∣∣
(0,0,0)

,

K1
2 = − α

2µ

∂

∂φ1

D2

∥J3∥

∣∣∣∣
(0,0,0)

, K2
2 = − α

2µ

∂

∂φ2

D2

∥J3∥

∣∣∣∣
(0,0,0)

.

L1
1 = − 1

2µ

Ai
1

∥J3∥
∂

∂ω1
ω2
i

∣∣∣∣
(0,0,0)

= 0.

Ïîä îáîçíà÷åíèåì |(0,0,0) èìååòñÿ ââèäó âçÿòèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå φi =
0, ωi = 0, γ = 0.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü Li
j = 0 äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L.

Ïðîèçâîäÿ âñå íåîáõîäìûå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

K =

(
4µµ−1

µ−2 −4µ

−2µ 4µ

)
, L = 0.

Àíàëîãè÷íî

M =

(
− µ

µ−2

0

)
.

Òîãäà ëèíåàðèçàöèþ ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (28).

ż =

(
0 1

K 0

)
z +

(
0

M

)
v, z ∈ R4, v ∈ R. (28)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû óïðàâëÿåìîñòè ðàâåí ÷åòûðåì. Ñëåäî-

âàòåëüíî ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (10) îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(
{⃗0, 0⃗}, 0

)
óïðàâëÿåìà ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàëìàíà. Îòñþäà ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ óïðàâ-
ëÿåìîñòü ñèñòåìû (10) îêîëî äàííîé òî÷êè, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ëè-
íåàðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

5.3 Ðåøåíèå ñèñòåìû (14)

×òîáû íàéòè âèä ôóíêöèè λ1, ðåøèì ñèñòåìó (14). Ñèñòåìà îäíîðîäíà è
ëèíåéíà, ïîýòîìó åå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

ψ1

ψ2

λ1

λ2

 = Xeβt.

Êîýôôèöèåíòû β îïðåäåëÿþòñÿ èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(P − βE) = 0, ãäå P =


0 0 a −2α

0 0 −α 2α

−1 0 0 0

0 −1 0 0

� ìàòðèöà ñèñòåìû (14),

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

β4 + (a+ 2α)β2 + 2α(a− α) = 0

è ïðîèçâîäÿ çàìåíó β2 = b, ïîëó÷àåì êîðíè b1,2.

b2 + (a+ 2α)b+ 2α(a− α) = 0

D = (a+ 2α)2 − 8α(a− α) = a2 − 4aα + 12α2 = (a− 2α)2 + 8α2 > 0 (29)

b1,2 = −1

2

(
a+ 2α±

√
(a− 2α)2 + 8α2

)
Îïðåäåëèì çíàê êîðíåé b1,2. Ïðè çíàêå ¾+¿, êîðåíü b1 < 0. Â ñëó÷àå

çíàêà ¾−¿ îïðåäåëèì, êîãäà êîðåíü b2 < 0. Äëÿ ýòîãî ðåøèì ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî.
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a+ 2α >
√

(a− 2α)2 + 8α2,

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû a, α > 0, à òàêæå êîðåíü â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà áîëüøå íóëÿ, òî îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ìîæíî âîçâåñòè â êâàäðàò.

(a+ 2α)2 > (a− 2α)2 + 8α2,

a2 + 4aα + 4α2 > a2 − 4aα + 4α2 + 8α2,

8aα > 8α2,

a > α ⇐⇒ 2α
µ− 1

µ− 2
> α,

2(µ− 1) > µ− 2 ⇐⇒ 2µ− 2 > µ− 2 ⇐⇒ µ > 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû,
çíà÷èò îáà êîðíÿ b1,2 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà βi ÷èñòî
êîìïëåêñíûå, ò.å. â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ.
Â òàêîì ñëó÷àå

β1,2,3,4 = ± i

2

√
2a+ 4α± 2

√
(a− 2α)2 + 8α2.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðà X1,2,3,4, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì çíà÷åíèÿì, îïðåäå-
ëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (30).

(β1,2,3,4 · 1− P )X1,2,3,4 = θ, ãäå θ � íóëåâîé ýëåìåíò. (30)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû êàê
ψ1

ψ2

λ1

λ2

 = W1X1e
β1t +W2X2e

β2t +W3X3e
β3t +W4X4e

β4t.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (30) è âûáèðàÿ X4
i = 1, ìîæíî íàéòè âèä ñîá-

ñâòåííûõ âåêòîðîâ Xi, ñîîòâåòñâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì βi.

Xi =

{
β2
i + 2α

α
βi, βi,

β2
i + 2α

α
, 1

}
, i = 1, 4.
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5.4 Ðåøåíèå ñèñòåìû (12)

Íàïîìíèì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìà (12).
φ̇1 = ω1,

φ̇2 = ω2,

ω̇1 = −aφ1 + αφ2 + γ̂

ω̇2 = 2αφ1 − 2αφ2.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû âèäà ẏ = Ay(t)+
f(t), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(t0) = y0, èìååò ìåñòî ôîðìóëà
Êîøè

y(t) = W (t, t0)y0 +

∫ t

t0

W (t, s)f(s)ds,

ãäå W (x, y) � ìàòðèöà Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Íàéäåì ìàòðèöó Êîøè îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé (14)
îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (12) ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö

φ1

φ2

ω1

ω2

 = V1Y1e
β1t + V2Y2e

β2t + V3Y3e
β3t + V4Y4e

β4t.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà è âûáèðàÿ Y 1
i = 1, ïîëó÷àåì

ñîáñòâåííûå âåêòîðà Yi.

Yi =

{
1,
β2
i + a

α
, βi,

β2
i + a

α
βi

}
, i = 1, 4.

Ïî àíàëîãèè ñ ðåøåíèÿìè ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ïîëó÷åííûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ Yie

βit. Òîãäà ÔÑÐ îäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü
ñîâîêóïíîñòü ÷åòûðåõ âåêòîðîâ

https://doi.org/10.21638/11701/spbu35.2023.204 Ýëåêòðîííûé æóðíàë: http://di�journal.spbu.ru/ 78



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2023


cos(w1t)

−w2
1+a
α cos(w1t)

−w1 sin(w1t)

−w1
−w2

1+a
α sin(w1t)

 ,


sin(w1t)

−w2
1+a
α sin(w1t)

w1 cos(w1t)

w1
−w2

1+a
α cos(w1t)

 ,


cos(w2t)

−w2
2+a
α cos(w2t)

−w2 sin(w2t)

−w2
−w2

2+a
α sin(w2t)

 ,


sin(w2t)

−w2
2+a
α sin(w2t)

w2 cos(w2t)

w2
−w2

2+a
α cos(w2t)

 .

Ìàòðèöàíò ñèñòåìû M(t) â òàêîì ñëó÷àå çàïèñàí íèæå.
cos(w1t) sin(w1t) cos(w2t) sin(w2t)

−w2
1+a
α cos(w1t)

−w2
1+a
α sin(w1t)

−w2
2+a
α cos(w2t)

−w2
2+a
α sin(w2t)

−w1 sin(w1t) w1 cos(w1t) −w2 sin(w2t) w2 cos(w2t)

−w1
−w2

1+a
α sin(w1t) w1

−w2
1+a
α cos(w1t) −w2

−w2
2+a
α sin(w2t) w2

−w2
2+a
α cos(w2t)

 .

Èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöàíò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

W (t, s) =M(t)M−1(s), ãäå, â íàøåì ñëó÷àå,

M−1(s) =
1

w2
1 − w2

2

×

×


(−w2

2 + a) cos(w1s) −α cos(w1s) −−w2
2+a
w1

sin(w1s)
α
w1

sin(w1s)

(−w2
2 + a) sin(w1s) −α sin(w1s)

−w2
2+a
w1

cos(w1s) − α
w1

cos(w1s)

−(−w2
1 + a) cos(w2s) α cos(w2s)

−w2
1+a
w2

sin(w2s) − α
w2

sin(w2s)

−(−w2
1 + a) sin(w2s) α sin(w2s) −−w2

1+a
w2

cos(w2s)
α
w2

cos(w2s)

 .

Çàìåòèì, ÷òî w1 ̸= w2, ò.ê. äåòåðìèíàíò (29) âñåãäà áîëüøå íóëÿ.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Êîøè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
φ1

φ2

ω1

ω2

 =M(t) ·M−1(0)


φ0
1

φ0
2

0

0

+

t∫
0

M(t) ·M−1(s)


0

0

γ̂(s)

0

 ds.
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Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

c1 = −(−w2
1 + a)φ0

1 + αφ0
2, c2 = (−w2

2 + a)φ0
1 − αφ0

2,

d1 =
−w2

2 + a

w1
, d2 =

−w2
1 + a

w2

è ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñèñòåìó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

1

w2
1 − w2

2

M(t)


c2

0

c1

0

+
1

w2
1 − w2

2

t∫
0

M(t)


−d1 sin(w1s)γ̂(s)

d1 cos(w1s)γ̂(s)

d2 sin(w2s)γ̂(s)

−d2 cos(w2s)γ̂(s)

 ds =


φ1(t)

φ2(t)

ω1(t)

ω2(t)

 .

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå è ïðåîáðàçóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû.

φ1(t) =
1

w2
1 − w2

2

{
(c2 cosw1t+ c1 cosw2t) +

t∫
0

γ̂(s)

[
−d1 sin(w1s) cos(w1t)+

+ d1 cos(w1s) sin(w1t) + d2 sin(w2s) cos(w2t)− d2 cos(w2s) sin(w2t)

]
ds

}
=

=
1

w2
1 − w2

2

{
(c2 cosw1t+ c1 cosw2t)+

+

t∫
0

γ̂(s)

[
d2{sin(w2s) cos(w2t)− cos(w2s) sin(w2t)}−

− d1{sin(w1s) cos(w1t)− cos(w1s) sin(w1t)}
]
ds

}
=

φ1(t) =
1

w2
1 − w2

2

{
(c2 cosw1t+ c1 cosw2t)+

+

t∫
0

[
d1 sin(w1t− w1s)− d2 sin(w2t− w2s)

]
γ̂(s)ds

}
.
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Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ âèä ïîñòîÿííûõ (22), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âòîðîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû.

φ2(t) =
1

α(w2
1 − w2

2)

(
(−w2

1 + a)c2 cos(w1t) + (−w2
2 + a)c1 cos(w2t)

)
+

+
1

α(w2
1 − w2

2)

t∫
0

[d1(−w2
1 + a) sin(w1t− w1s)−

− d2(−w2
2 + a) sin(w2t− w2s)]γ̂(s)ds,

φ2(t) =
1

α(w2
1 − w2

2)

{(
w2d2c2 cos(w1t) + w1d1c1 cos(w2t)

)
+

+

t∫
0

[w2d1d2 sin(w1t− w1s)− w1d1d2 sin(w2t− w2s)] γ̂(s)ds

}
.

Ïðåîáðàçîâàííûå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû çàïèñàíû íèæå.

φ1(t) =
1

w2
1 − w2

2

{
(c2 cosw1t+ c1 cosw2t)+

+

t∫
0

[d1 sin(w1t− w1s)− d2 sin(w2t− w2s)]γ̂(s)ds

}
,

φ2(t) =
1

α(w2
1 − w2

2)

{(
w2d2c2 cos(w1t) + w1d1c1 cos(w2t)

)
+

+ d1d2

t∫
0

[w2 sin(w1t− w1s)− w1 sin(w2t− w2s)] γ̂(s)ds

}
,

ω1(t) = − 1

w2
1 − w2

2

{
(w1c2 sin(w1t) + w2c1 sin(w2t))−

−
t∫

0

[w1d1 cos(w1t− w1s)− w2d2 cos(w2t− w2s)]γ̂(s)ds

}
,
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ω2(t) = − w1w2

α(w2
1 − w2

2)

{(
d2c2 sin(w1t) + d1c1 sin(w2t)

)
−

− d1d2

t∫
0

[cos(w1t− w1s)− cos(w2t− w2s)] γ̂(s)ds

}
.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ øêîë Èíñòè-
òóòà ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ 2022-2023.
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A TIME-OPTIMAL PROBLEM OF STOPPING A TWO-LINK
PENDULUM ON A MOVABLE MOUNT

A. A. Galaev, A. P. Potapov

V.A. Trapeznikov Insitute of Control Sciences

Abstract. The work considers a time-optimal problem of stopping a two-link
pendulum on a movable mount. Given nonlinear system with the lack of and
limitation on the control resource is linearized in the neighborhood of a stable
equilibrium position. For a linearized system the Pontryagin maximum principle
is used and the optimal control law obtained. To estimate parameters of the
law basing on �nding out an orthogonal subspace was an algorithm developed
for constructing a time-optimal system control. In the Matlab environment a
numerical simulation and a comparison of the dynamics of linear and nonlinear
systems with the obtained control law were made.

Keywords: Pontryagin maximum principle, time-optimal problem, two-link
pendulum.
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