
dx
dt6

�
-

?

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È

ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
N 4, 2017

Ýëåêòðîííûé æóðíàë,
ðåã. Ýë. N ÔÑ77-39410 îò 15.04.2010

ISSN 1817-2172

http://www.math.spbu.ru/di�journal
e-mail: jodi�@mail.ru

Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ãëîáàëüíûå çàäà÷è äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé:
ïðîáëåìû Êàëìàíà è Âûøíåãðàäñêîãî, öåïè ×óà

Ëåîíîâ Ã.À., Êóçíåöîâ Í.Â.1, Êèñåëåâà Ì.À., Ìîêàåâ Ð.Í.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ðîññèÿ
University of Jyv�akyl�a, Finland

Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è äèôôåðåíöè-
àëüíûõ âêëþ÷åíèé. Äëÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Âûøíå-
ãðàäñêîãî ïðèìåíåí ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ðàçðûâíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíî-
âà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðîâ ê ãèïîòåçå Êàëìàíà äëÿ ãëàäêèõ ñèñòåì
ïðèìåíåí ìåòîä ðàçðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé è èäåè Àéçåðìàíà è Ïÿòíèöêîãî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ,
çàäà÷à Âûøíåãðàäñêîãî, ñèñòåìà ×óà, ïðîáëåìà Êàëìàíà, ñêðûòûå àòòðàê-
òîðû

Abstract

This paper describes various approaches to determine the solutions of
di�erential equations with discontinuous right side and di�erential inclusions. For
discontinuous systems within the classical Vyshnegradskii problem, the Lyapunov
discontinuous functions are applied. To construct counterexamples to the Kalman
conjecture for smooth systems, the discontinuous approximations method and the
ideas of Aizerman and Pyatnitskii are applied.
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1 Ââåäåíèå

Çàðîæäåíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ðà-
áîòàìè ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà À. Ìàðøî [1, 2] è ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà
Ñ.Ê. Çàðåìáû [3,4]. Îäíàêî ðàçâèòèþ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
ñïîñîáñòâîâàëè íå òîëüêî èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè àáñòðàêòíîé ìàòåìàòèêè,
íî è èçó÷åíèå êîíêðåòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ (çàäà÷è ïëàñòè÷íîñòè, çàäà÷è
ñ ñóõèì òðåíèåì, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ðåëåéíûìè ýëåìåíòàìè, çàäà÷è â îáëà-
ñòè òðèáîëîãèè è äðóãèå çàäà÷è � ñì., íàïðèìåð, [5�33]). Ò.å. íàðÿäó ñ îáùèìè
ðàññóæäåíèÿìè è ïîïûòêàìè ïîíÿòü, êàê ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ñóùåñòâîâàëè äðóãèå íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ êîíêðåòíûìè ïîòðåáíîñòÿìè ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Âíà÷àëå îïèøåì ýòè
êîíêðåòíûå èññëåäîâàíèÿ, à çàòåì ïåðåéäåì ê îáùèì îïðåäåëåíèÿì ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Äàëåå íàìè ðàññìîòðåíû êëàññè÷åñêèå ïðî-
áëåìû Âûøíåãðàäñêîãî è Êàëìàíà, ãäå äîêàçàíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè
è íåóñòîé÷èâîñòè â öåëîì.

1.1 Ìîäåëü Õàðòîãà

Òàê, â 1930-ì ãîäó Äæ.Ï.Ä. Õàðòîãîì [34] áûëî ðàññìîòðåíî ñëåäóþùåå óðàâ-
íåíèå:

mẍ+ kx+ F0sign(ẋ) = 0, (1)

ãäå m, k, F0 � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû.

Óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñëåäóþùåé äâóõìåðíîé ñèñòåìå:

ẋ = y,

ẏ = − k
m
x− F0

m
sign(y).

(2)

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê ïîíèìàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2) è êàê îïðå-
äåëèòü çíà÷åíèå sign(y) ïðè y = 0. Ïîêàæåì, ÷òî âûáîð ôèêñèðîâàííîãî çíà-
÷åíèÿ äëÿ sign ïðè y = 0 ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì, è â òàêîì ñëó÷àå ðåøåíèå,
êàê ïðàâèëî, íå áóäåò ñóùåñòâîâàòü.

Ïðè y 6= 0 ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2) íåïðåðûâíû è ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì ðåøåíèÿ. Ò.å. ïðè y > 0 ñèñòåìà èìååò âèä:

ẋ = y,

ẏ = − k
m
x− F0

m
,

(3)
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à ïðè y < 0 � âèä:

ẋ = y,

ẏ = − k
m
x+

F0

m
.

(4)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 òðàåêòîðèÿ íåïðå-
ðûâíîé ñèñòåìû (3) èëè (4) ïîïàëà íà ïðÿìóþ y = 0, ò.å. y(t0) = 0. Åñëè
kx < −F0, òî òðàåêòîðèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ïîëó-
ïðîñòðàíñòâî y > 0 â ñèëó ñèñòåìû (3), ïîñêîëüêó çíà÷åíèå dy/dt, íàéäåí-
íîå èç âòîðûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (3) è (4), ïîëîæèòåëüíî. Àíàëîãè÷íî, åñëè
y(t0) = 0 è kx > F0, òî òðàåêòîðèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü â ïîëóïðîñòðàíñòâî
y < 0. Ò.å. ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì òðàåêòîðèè ïðîøèâàþò ëó÷ y = 0,
kx < −F0 â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ y, à ëó÷ y = 0, kx > F0 â ñòîðîíó óáûâàíèÿ
y.

Îäíàêî, â ñëó÷àå, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 òðàåêòîðèÿ ïîïàëà â èí-
òåðâàë y = 0, k|x| < F0, ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ íå ïîäõîäÿò. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èç äàííîé òî÷êè íåëüçÿ �âûïóñòèòü� òðàåêòîðèþ íè â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî y > 0 (ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ dy/dt, îïðåäåëåííàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (3), ìåíüøå íóëÿ), íè â ïîëóïðîñòðàíñòâî y < 0 (ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ
dy/dt, îïðåäåëåííàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4), áîëüøå íóëÿ). Òà-
êèì îáðàçîì, òðàåêòîðèè ñèñòåì (3), (4) íå �ïðîøèâàþò� èíòåðâàë y = 0,
k|x| < F0, à �ñòûêóþòñÿ� íà í¸ì. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ òðàåêòîðèÿ îñòàåòñÿ
â èíòåðâàëå y = 0, k|x| < F0 äî òåõ ïîð, ïîêà k|x| < F0. Îòñþäà dy/dt = 0, à
çíà÷èò, åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû íàøå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿëî ñèñòåìå (2), íåîá-
õîäèìî ïðèðàâíÿòü ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ê íóëþ.
Ò.å. sign(0) = −kx/F0 ïðè k|x| < F0 è çíà÷åíèå ïðè y = 0 íå ïîñòîÿííî.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèñîåäèíèì ãðàíèöó k|x| = F0, y = 0 ê íàøåìó
èíòåðâàëó.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå ðàññóæäåíèÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî âìåñòî ñèñòå-
ìû (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

ẋ = y,

ẏ = − k
m
x− F0

m
ξ(x, y),

(5)

ãäå

ξ(x, y) =


1, ïðè y > 0 èëè ïðè y = 0, kx < −F0,

−1, ïðè y < 0 èëè ïðè y = 0, kx > F0,

−kx/F0, ïðè y = 0, k|x| ≤ F0.

(6)
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Íàéäåì òåïåðü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (5). Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (5), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ |x| ≤ F0/k, y = 0. Ò.å. ïðè
y = 0 äàííàÿ ñèñòåìà èìååò îòðåçîê ïîêîÿ [−F0/k, F0/k] öåëèêîì ñîñòîÿùèé
èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.

Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5) èçîáðàæåí íà ðèñ 1.

x

y

-k/F
0

k/F
0

Ðèñ. 1: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (1): ñòðåìëåíèå òðàåêòîðèé ê îòðåçêó ïîêîÿ {|x| ≤ F0/k,
y = 0}.

Çàìåòèì, ÷òî èññëåäîâàíèå Â.Ì. Êåëäûøåì â 1944 ãîäó äâóìåðíîé ìîäå-
ëè äåìïôèðîâàíèÿ ôëàòòåðà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñàìîëåòàìè, êîòîðàÿ ó÷èòû-
âàåò ñóõîå òðåíèå, òàêæå ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íîìó ïîâåäåíèþ â îêðåñòíîñòè
ðàçðûâà [35].

1.2 Ìîäåëü àâòîïèëîòà

Äàëåå, â 40-å ãîäû XX-ãî ñòîëåòèÿ áûëè îïóáëèêîâàíû íåçàâèñèìûå ðàáîòû
À.È. Ëóðüå è Â.Í. Ïîñòíèêîâà [36], Á.Â. Áóëãàêîâà [37] è À.À. Àíäðîíîâà2

è Í.Í. Áàóòèíà [38, 39], â êîòîðûõ áûëà ðàññìîòðåíà îäíà è òà æå çàäà÷à î
ñòàáèëèçàöèè êóðñà íåéòðàëüíîãî ñàìîëåòà ïðè ïîìîùè àâòîïèëîòà ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ ñåðâîìîòîðà.

2À.À. Àíäðîíîâ � ó÷åíèê Ë.È. Ìàíäåëüøòàìà. Â 1946 ãîäó À.À. Àíäðîíîâ áûë èçáðàí äåéñòâèòåëü-
íûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ ïî Îòäåëåíèþ òåõíè÷åñêèõ íàóê, îí ñòàë ïåðâûì àêàäåìèêîì ïî òåîðèè
óïðàâëåíèÿ.
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû èìåþò ñëåäóþùèé âèä [38�41]:

φ̈+Mφ̇ = −Nη,
η̇ = F (ψ),

ψ = φ+ βψ̇ − 1

a
η,

(7)

ãäå F (ψ) = Ksignψ ïðè ψ 6= 0.

Çäåñü φ � óãîë ðûñêàíèÿ ñàìîëåòà, η � óãîë ïîâîðîòà ðóëÿ, ψ � àðãóìåíò
ñåðâîìîòîðà, óïðàâëÿþùåãî ðóëåì, β � òàê íàçûâàåìûé êîýôôèöèåíò èñêóñ-
ñòâåííîãî äåìïôèðîâàíèÿ, 1/a � êîýôôèöèåíò îáðàòíîé ñâÿçè, M , N è K
� ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî åñòåñòâåííîå
äåìïôèðîâàíèå ñàìîëåòà è ðóëåâîå óñòðîéñòâî. F (ψ) � íåëèíåéíàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà ñåðâîìîòîðà.

0 ѱ

F

Ðèñ. 2: Íåëèíåéíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñåðâîìîòîðà: ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ çîíû íå÷óâñòâèòåëü-
íîñòè

Â [38, 40] áûëà ðàññìîòðåíà õàðàêòåðèñòèêà F (ψ), èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ.
2, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ îòñóòñòâèÿ íå÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (çäåñü òî÷êè îáîçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâà-
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íèå ïî tnew; told è ψold � t è ψ èç (7))

t ≡ tnew = Mtold,

z =
M 3

NK
φ̈,

u =
M 3

NK
(φ̇+ φ̈),

ψ ≡ ψold =
M 3

NK
ψold

(8)

è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

Mβ = A,
M 2

Na
= B

ïðèâåäåì ñèñòåìó (7) ê âèäó

ż = −z − ξ(z, u, ψ),

u̇ = −ξ(z, u, ψ),

ψ̇ = u+ (A− 1)z −Bξ(z, u, ψ),

(9)

ãäå ξ(z, u, ψ) = signψ ïðè ψ 6= 0.

Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèÿì, ïðîâåäåííûì âû-
øå äëÿ ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé Õàðòîãîì, ìîæíî äîîïðåäåëèòü ξ(z, u, ψ) ïðè
ψ = 0. Âûïèøåì ýòî äîîïðåäåëåíèå [38,40]:

ξ(z, u, ψ) =



1, ïðè ψ > 0 èëè ïðè ψ = 0,

u+ (A− 1)z −B > 0

èëè ïðè ψ = 0, u+ (A− 1)z −B = 0,

u > A+B,

−1, ïðè ψ < 0 èëè ïðè ψ = 0,

u+ (A− 1)z +B < 0

èëè ïðè ψ = 0, u+ (A− 1)z +B = 0,

u < −(A+B),
1

B
[(A1)z + u], ïðè ψ = 0, |u+ (A− 1)z| < B

èëè ïðè ψ = 0, u+ (A− 1)z −B = 0,

u > −(A+B)

èëè ïðè ψ = 0, u+ (A− 1)z +B = 0,

u < A+B.

(10)
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Ñèñòåìà (9) èìååò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ z = 0, u = 0, ψ = 0,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì ïðè (A + B)2 ≥ 4B (ñì. ðèñ. 3) èëè
óñòîé÷èâûì ôîêóñîì ïðè (A+B)2 < 4B (ñì. ðèñ. 4).

z

u ψ

u=
-(A-1)z-B

u=
-(A-1)z+

B

0

A+B

-(A+B)

Ðèñ. 3: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (9) â ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ z = 0, u =
0, ψ = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì. Çäåñü ïëîñêîñòü ψ = 0 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ
÷åðòåæà è óõîäÿùèå îò çðèòåëÿ òðàåêòîðèè îáîçíà÷åíû êðåñòèêàìè, à òðàåêòîðèè, èäóùèå
íà çðèòåëÿ, � êðóæî÷êàìè.

Çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè ñèñòåìû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ïëîñêîñòè
ψ = 0, u+(A−1)z−B > 0 �ïðîòûêàþò� ïëîñêîñòü ψ = 0 â íàïðàâëåíèè ψ > 0,
à òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ïëîñêîñòè ψ = 0, u+(A−1)z−B < 0
� â íàïðàâëåíèè ψ < 0. Òðàåêòîðèè, ïðèìûêàþùèå ê ìíîãîîáðàçèþ ψ = 0,
|u+ (A− 1)z| < B ñ îáåèõ ñòîðîí èìåþò âñòðå÷íîå íàïðàâëåíèå è ñòûêóþòñÿ
íà í¸ì. Òàêîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàþò ìíîãîîáðàçèåì ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ.
Òðàåêòîðèÿ, ïîïàâøàÿ íà íåãî, ëèáî ñòðåìèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ñîñòîÿíèþ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, íå ïîêèäàÿ ïðåäåëû ìíîãîîáðàçèÿ, ëèáî äîõîäèò äî êðàÿ
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ è óõîäèò â ïîëóïðîñòðàíñòâî ψ > 0 èëè ψ < 0.

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé â [38, 40] áûëè ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ ðåãóëèðîâàíèÿ ñõîäèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

A+B > 1 (11)
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z

u ψ

u=
-(A
-1)
z+
B

u=
-(A
-1)
z-B

0

A+B

-(A+B)

Ðèñ. 4: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (9) â ñëó÷àå, êîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ z = 0, u = 0,
ψ = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôîêóñîì. Çäåñü ïëîñêîñòü ψ = 0 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ
÷åðòåæà è óõîäÿùèå îò çðèòåëÿ òðàåêòîðèè îáîçíà÷åíû êðåñòèêàìè, à òðàåêòîðèè, èäóùèå
íà çðèòåëÿ, � êðóæî÷êàìè.

ïðîöåññ ðåãóëèðîâàíèÿ ñõîäèòñÿ ïðè âñÿêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ò.å. ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ φ = φ̇ = η = 0 ñèñòåìû (7) óñòîé÷èâî â öåëîì).

Â [39,41] áûëà ðàññìîòðåíà õàðàêòåðèñòèêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 5, êî-
òîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ñèììåòðè÷íîé çîíû íå÷óâñòâèòåëüíîñòè, ò.å.

F =


K, ïðè ψ > 0,

−K, ïðè ψ < 0,

0, ïðè −ψ0 < ψ < ψ0,

a(φ̇+ βφ̈), ïðè ψ = −ψ0, ψ = ψ0.

(12)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî A = Mβ > 0, B =
M

Na
> 0, è ââîäÿ

t′ = Mt, z =
M 3

NK

d2φ

dt′2
,

u =
M 3

NK

{
dφ

dt′
+
d2φ

dt′2

}
,
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0
ѱ

F

-ѱ0

ѱ0

Ðèñ. 5: Íåëèíåéíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñåðâîìîòîðà c çîíîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè

ïðèâåäåì ñèñòåìó (7) ê âèäó

dz

dt′
= −z + f(u, z, ψ),

du

dt′
= f(u, z, ψ),

dψ

dt′
= g(u, z, ψ),

(13)

ãäå

f ≡ −1, g ≡ u+ (A− 1)z −B, åñëè ψ > ψ0

f ≡ 1, g ≡ u+ (A− 1)z +B, åñëè ψ < ψ0

f ≡ 0, g ≡ u+ (A− 1)z, åñëè |ψ| < ψ0

f ≡ − 1

B
u+

1− A
B

z, g ≡ 0,

{
åñëè ψ = ψ0, 0 < u+ (A− 1)z < B,

åñëè ψ = −ψ0, −B < u+ (A− 1)z < 0.

Äàëåå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (13), îïðåäåëÿåìîå òðå-
áîâàíèåì íåïðåðûâíîñòè u(t′), z(t′), ψ(t′) â òî÷êàõ ðàçðûâà f(u, z, ψ) è
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g(u, z, ψ). Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû ìíîãîîáðàçèÿ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ:

σ : ψ = ψ0, 0 < u+ (A− 1)z < B,

σ′ : ψ = −ψ0, −B < u+ (A− 1)z < 0.
(14)

Ñèñòåìà (13) ñ çîíîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè èìååò îòðåçîê ïîêîÿ ψ̇ = η = 0,
−σ0 ≤ ψ ≤ σ0. Â ðàáîòàõ [39, 41] íå áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé-
÷èâîñòè ýòîãî îòðåçêà ââèäó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìå-
òîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé. Îäíàêî, â [42] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ (11) îïèñàííûé îòðåçîê ïîêîÿ óñòîé÷èâ â öåëîì. Ò.å. íàëè÷èå çîíû
íå÷óâñòâèòåëüíîñòè â íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêå ñåðâîìîòîðà íå èçìåíÿåò
îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (11), ïîëó÷åííóþ äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ çîíû íå÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè.

Íàðÿäó ñ ðàáîòàìè [38,39] áûëà îïóáëèêîâàíà íåçàâèñèìàÿ ðàáîòà [36], â
êîòîðîé ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå ðåãóëèðóåìîé ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé
â [37]:

m
dv

dt
+ kv = Q,

dr

dt
= v,

dQ

dt
= −qf∗(µ),

(15)

ãäå ÷åðåç r îáîçíà÷åíî îòêëîíåíèå ðåãóëèðóåìîãî ïàðàìåòðà îò åãî çíà÷åíèÿ
ïðè ðàâíîâåñíîì ðåæèìå, v � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà, Q � êîîð-
äèíàòà îðãàíà óïðàâëåíèÿ. Â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè (óðàâíåíèè ñåðâîìîòîðà)
âåëè÷èíà µ:

µ = av + br + cQ,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòèå çîëîòíèêà, óïðàâëÿþùåãî äâèæåíèåì ñåðâî-
ìîòîðà. Âåëè÷èíû m, k, q, a, b, c - ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, à f∗(µ) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñ ñèììåòðè÷íîé çîíîé íå÷óâñòâè-
òåëüíîñòè, àíàëîãè÷íóþ õàðàêòåðèñòèêå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 5.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

x1 =
m

qT 2
v − 1

qT
Q,

x2 =
1

qT
Q,

x3 =
mµ

aqT 2
,
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ïðèâîäèì ñèñòåìó (15) ê âèäó

x1

dτ
= −x1 + f(x3),

x2

dτ
= −f(x3),

x3

dτ
= (α− 1)x1 + αx3 − rf(x3),

(16)

ãäå τ =
kt

m
, α =

bT

a
, r =

cm

aT
, f(x3) = f∗(µ).

Â ðàáîòå [36] äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿëñÿ âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà è
âïåðâûå áûëè ïðèìåíåíû ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âèäà �êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
ïëþñ èíòåãðàë îò íåëèíåéíîñòè�. Âûïèøåì èõ çäåñü. Äëÿ ñëó÷àÿ α > 1,
r + 1− α > 0 áûëà ðàññìîòðåíà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà âèäà:

V =

∫ x3

0

f(x3)dx3 +
α

2
x2

2 +
α− 1

2
x1

2

Ïðîèçâîäíàÿ V â ñèëó ñèñòåìû (16) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V̇ = −(α− 1)[f(x3)− x1]
2 − (r + 1− α)[f(x3)]

2.

Â ñëó÷àå, êîãäà 0 < α < 1, r > 0, ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà âèäà:

V =

∫ x3

0

f(x3)dx3 +
1− α

2
x1

2 +
α

2
x2

2.

Ïðîèçâîäíàÿ V â ñèëó ñèñòåìû (16) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä:

V̇ = −(1− α)x2
1 − r[f(x3)]

2.

Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà ðåãó-
ëèðîâàíèÿ:

r > 0, α > 0, α− 1− r > 0. (17)

Çàìåòèì, ÷òî çàìåíîé ïåðåìåííûõ z = −x1, u = x2, ψ = x3 ñèñòåìà (16)
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå (9), ãäå A = 2− α, B = r.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòàõ [36�39] áûëà ðàññìîòðåíà îäíà è òà æå çàäà÷à
î ñòàáèëèçàöèè êóðñà íåéòðàëüíîãî ñàìîëåòà ïðè ïîìîùè àâòîïèëîòà ñ ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ñåðâîìîòîðà. Ïðè ýòîì ýòà çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â [36],
áûëà ïåðâîé çàäà÷åé ïî àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè [43]. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå À.È. Ëóðüå, Â.Í. Ïîñòíèêîâûì, À.À. Àíäðîíîâûì è Í.Í. Áàóòèíûì, ñòè-
ìóëèðîâàëè ðàçâèòèå íå òîëüêî òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè, íî è ðàç-
âèòèå îáùåé òåîðèè ðàçðûâíûõ ñèñòåì [42, 44�49]. Ïðè ýòîì À.À. Àíäðîíîâ
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è Í.Í. Áàóòèí áûëè ïåðâûìè, êòî ñòðîãî ðàññìîòðåë îñíîâíûå îñîáåííîñòè
ðàçðûâíûõ ñèñòåì íà ïðèìåðå òðåõìåðíîé ñèñòåìû: áûëî îïèñàíî ìíîãîîá-
ðàçèå ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ è òî, êàê ñèñòåìà ñåáÿ âåäåò ïðè ïðîøèâàíèè
ìíîãîîáðàçèÿ ðàçðûâà3. Â ñâîþ î÷åðåäü, îáîáùåíèå òåîðåì ëÿïóíîâñêîãî òè-
ïà è àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû
À.Õ. Ãåëèãà è Ã.À. Ëåîíîâà [42, 50, 51]) è èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà
âèäà �èíòåãðàë îò íåëèíåéíîñòè ïëþñ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà�, âïåðâûå ïðåä-
ëîæåííîé â ðàáîòå À.È. Ëóðüå è Â.Í. Ïîñòíèêîâà, ïîçâîëèëî ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷ó â áîëåå îáùåì âèäå áåç ðàçáèåíèÿ òðàåêòîðèé ïî êóñêàì [42].

1.3 Çàäà÷à Âûøíåãðàäñêîãî

Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïðÿìîãî ðåãóëèðîâàíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà È.À. Âûø-
íåãðàäñêèì â 1877-ì ãîäó. Èì áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàøèíà�ðåãóëÿòîð,
çàïèñûâàåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [52]:

ẍ+Bẋ+ Ax = y − 1

2
sign ẋ, ẏ = −x. (18)

Ïåðâîå óðàâíåíèå çäåñü îïèñûâàåò äâèæåíèå ðåãóëÿòîðà ñ ó÷åòîì êóëî-
íîâñêîãî è âÿçêîãî òðåíèÿ, âòîðîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò äèíàìèêó ìàøèíû.
Ïàðàìåòðû A è B íàçûâàþòñÿ �ïàðàìåòðàìè Âûøíåãðàäñêîãî� (èëè �ãëàâ-
íûìè ïàðàìåòðàìè òåîðèè ïðÿìîãî ðåãóëèðîâàíèÿ�).

Ñèñòåìà (18) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñèñòåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà:

u̇ = Pu+ qϕ(σ), σ = r∗u, ϕ(σ) =
1

2
sign(σ),

u =

 x

y

z

 , P =

 0 0 1

−1 0 0

−A 1 −B

 , q =

 0

0

−1

 , r =

 0

0

1

 .
(19)

Â ñâîåé ðàáîòå [52] È.À. Âûøíåãðàäñêèé óêàçàë, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè êóëî-
íîâñêîãî òðåíèÿ (ò.å. ïðè ϕ(σ) ≡ 0) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (19) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

A > 0, B > 0, AB > 1. (20)

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ äèíàìèêè íåëèíåéíîé ñèñòåìû (19) À.À. Àíäðîíîâ
è À.Ã. Ìàéåð â ðàáîòå [53] íà ïëîñêîñòè ðàçðûâà

S = {u : r∗u = 0 = 0}, (21)
3Îòìåòèì, ÷òî íå ñòðîãîå àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû 4-ãî ïîðÿäêà ñ áîëåå ñëîæíîé

ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ ïðèâåäåíî â ðàáîòå Ì.Â. Êåëäûøà 1944 ãîäà [35].
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èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ êóëîíîâñêîãî òðåíèÿ, ïðîâîäèëè äîîïðåäåëå-
íèå íåëèíåéíîñòè

ϕ̂(u) =

ϕ(r∗u) =
1

2
sign(r∗u) ïðè u /∈ S

ϕ̂S(u) ïðè u ∈ S
,

ϕ̂S(u) = ϕ̂S(x, y, z) =


1 ïðè Ax+ y >

1

2

− 1 ïðè − Ax+ y <
1

2

− 2Ax+ 2y ïðè | − Ax+ y| ≤ 1

2
è ðàññìàòðèâàëè ñèñòåìó

u̇ = Pu+ qϕ̂(u). (22)

Çäåñü òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè ïîëóïëîñêîñòåé {z = 0,−Ax+

y >
1

2
} è {z = 0,−Ax + y < −1

2
} �ïðîòûêàþò� ïëîñêîñòü z = 0 â ñòîðîíó

z > 0 è â ñòîðîíó z < 0 ñîîòâåòñòâåííî. Îáëàñòü {z = 0, |Ax+ y| ≤ 1

2
} ÿâëÿ-

åòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ. Òðàåêòîðèè, ïðèáëèæàþùèåñÿ ñ
îáåèõ ñòîðîí ê ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ, èìåþò âñòðå÷íîå íàïðàâëåíèå. Ðàññìîò-
ðèì ïîäðîáíåå òðàåêòîðèè ìíîãîîáðàçèÿ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî òðàåêòîðèè ìíîãîîáðàçèÿ îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè óðàâíåíèÿìè:

ẋ = 0, ẏ = −x, ż = 0. (23)

Ò.å. ðåøåíèÿìè ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå ëèíèè x(t) = x0,
y(t) = −x0t + y0, z(t) = 0, x0, y1 ∈ R. Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (22) ïîêèäà-

þò ìíîãîîáðàçèå {z = 0, |Ax + y| ≤ 1

2
} ÷åðåç ïîëóïðÿìóþ {−Ax + y =

1

2
, y < 0, z = 0}, óõîäÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâî z > 0, ëèáî ÷åðåç ïîëóïðÿìóþ

{−Ax+ y = −1

2
, y > 0, z = 0}, óõîäÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâî z < 0 (ñì. ðèñ. 6).

Èç äîîïðåäåëåíèÿ ϕ̂(u) ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
(22) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè x = 0, y = y0, z = 0, ãäå y0 ∈ [−1/2, 1/2]. Ò.å. ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (22) ïðèíàäëåæàò ìíîãîîáðàçèþ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ

D = {u : r∗u = 0, −r∗Pu/r∗q ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]}
è çàïîëíÿþò �îòðåçîê ïîêîÿ�:

Λ = {u = P−1qs, s ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]} = {x = z = 0, y ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]},
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y

x z

-Ax + y = 1/2
u=-(A-1)z-B

0

-Ax + y = -1/2

0.5-0.5

Ðèñ. 6: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (22). Çäåñü ïëîñêîñòü z = 0 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ
÷åðòåæà è óõîäÿùèå îò çðèòåëÿ òðàåêòîðèè îáîçíà÷åíû êðåñòèêàìè, à òðàåêòîðèè, èäóùèå
íà çðèòåëÿ, � êðóæî÷êàìè.

êîòîðûé îòìå÷åí íà ðèñ. 6 æèðíîé ëèíèåé.

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [53], ñòàëî ñëåäóþùåå óñëî-
âèå àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû:

AB > 1. (24)

Ïðîöåññ ðåãóëèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèòñÿ ïðè âñÿêèõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ, à êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì AB = 1 íîñèò íàçâàíèå ãèïåðáîëû Âûøíåãðàä-
ñêîãî (ñì. ðèñ. 7).

2 Äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ: îïðåäåëåíèÿ ðåøå-

íèé

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

u̇ = f(t, u), t ∈ R, u ∈ Rn, (25)

ãäå f : R × Rn → Rn � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê
ðàçðûâà ìåðû íóëü.
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0.5

B

1 1.5 2
A

2.5

2.5

2

1.5

0.5

1

AB = 1

0

Ðèñ. 7: Îáëàñòü ïàðàìåòðîâ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè
(19)

Áîëüøèíñòâî îïðåäåëåíèé ðåøåíèé ìîãóò áûòü ââåäåíû ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, u) îáëàñòè G îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî F (t, u)
(äîîïðåäåëåíèå ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè) â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n. Åñ-
ëè f íåïðåðûâíà â (t, u) òî ìíîæåñòâî F (t, u) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè è ñîâ-
ïàäàåò ñ f â ýòîé òî÷êå. Åñëè (t, u) � ýòî òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f , òî F (t, u)
îïðåäåëÿåòñÿ òåì èëè èíûì îáðàçîì â çàâèñèìîñòè îò îïðåäåëåíèÿ, ò.å. âìå-
ñòî (25) ìû ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

u̇ ∈ F (t, u), (26)

ãäå F (t, u) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé.

Ìàòåìàòèêè îáû÷íî ñòàâÿò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
F ïî çàäàííîé ôóíêöèè f , òîãäà êàê â ìåõàíèêå ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F
÷àñòî çàäàíà.

Îïðåäåëåíèå 1 Ðåøåíèåì ñèñòåìû (25) èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôå-
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ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (26) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ4 âåêòîð-
ôóíêöèÿ u(t), îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå I, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ñóùå-
ñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà I è

u̇(t) ∈ F (t, u(t)). (27)

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, íà÷àëî èññëåäîâàíèé òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ðàáîòàìè ôðàíöóçñêîãî ìàòåìà-
òèêà À. Ìàðøî è ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Ñ.Ê. Çàðåìáû, îïóáëèêîâàííûìè â
1934-1936 [1�4]. Îíè èññëåäîâàëè óðàâíåíèÿ âèäà

Du ⊂ F (t, u), (28)

ãäå t ∈ Dt ⊂ R, u ∈ Du ⊂ Rn è F (t, u) � ìíîãîçíà÷íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ êàæäîé òî÷êå (t, u) íåêîòîðîé îáëàñòè D = Dt × Du ñîïîñòàâëÿåò
ìíîæåñòâî F (t, u) òî÷åê èç Rn. Äëÿ îïåðàòîðà D Ìàðøî è Çàðåìáîé áûëè
ââåäåíû ïîíÿòèÿ êîíòèíãåíöèè è ïàðàòèíãåíöèè.

Îïðåäåëåíèå 2 Êîíòèíãåíöèåé âåêòîð-ôóíêöèè u(t) â òî÷êå t0 íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî Cont u(t0) âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
u(ti)− u(t0)

ti − t0
, ti → t0, i = 1, 2, ...

Îïðåäåëåíèå 3 Ïàðàòèíãåíöèåé âåêòîð-ôóíêöèè u(t) â òî÷êå t0 íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî Parat u(t0) âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
u(ti)− u(tj)

ti − tj
, ti → t0, tj → t0, i = 1, 2, ...

Ò. Âàæåâñêèé ïðîäîëæèë èññëåäîâàíèÿ Ìàðøî è Çàðåìáû è äîêàçàë [55],
÷òî åñëè u(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (28) â ñìûñ-
ëå Ìàðøî (ò.å. ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â êîíòèíãåíöèÿõ), òî âåêòîð-ôóíêöèÿ
u(t) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

4Ïóñòü I ⊂ Dt ⊂ R � èíòåðâàë âðåìåíè. Ôóíêöèÿ u(t) : I → Rn íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé
íà I åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå δ ò.÷. äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïàðíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäûíòåðâàëîâ (t1k, t2k) èç I ãäå t1k, t2k ∈ I, óäîâëåòâîðÿþùèõ∑

k

(t2k − t1k) < δ,

âûïîëíÿåòñÿ ∑
k

||u(t2k)− u(t1k)|| < ε.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t), îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå I, ÿâëÿ-
åòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïî÷òè âñþäó íà I. Çäåñü è äàëåå áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî âûðàæåíèå �ïî÷òè
âñþäó íà I� îçíà÷àåò �äëÿ âñåõ t ∈ I, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò u̇(t)� (ñì. [54, p. 60]).
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Ââåäåíèå ñâîéñòâà àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ u(t) ñûãðàëî
êëþ÷åâóþ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé è óðàâíå-
íèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ò.ê. ýòî ïîçâîëèëî èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ
èñêóññòâåííûõ êîíñòðóêöèé â Îïðåäåëåíèè 2 è Îïðåäåëåíèè 3 è ðàññìàòðè-
âàòü îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî÷òè âñþäó. Íèæå ìû ðàññìîòðèì òðè èç âîç-
ìîæíûõ ïîäõîäîâ ê äîîïðåäåëåíèþ ðàçðûâíûõ ñèñòåì è îïðåäåëåíèþ èõ ðå-
øåíèé (ðàçëè÷íûå äðóãèå ïîäõîäû îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â [47,54,56�59]).

2.1 Ïîäõîä Ôèëèïïîâà

Â 1960-ì ãîäó À.Ô. Ôèëèïïîâûì áûëè îïóáëèêîâàíû ðàáîòû [44, 60], ãäå îí
ðàññìîòðåë â êà÷åñòâå ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ïîäõîä Ôèëèïïîâà ÿâëÿ-
åòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñðåäè äðóãèõ îïðåäåëåíèé ðåøåíèé
ñèñòåì ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ñëåäóÿ ðàáîòå [44], ðàññìîòðèì ñèñòåìó
(25).

Îïðåäåëåíèå 4 Âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t), îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå I, íà-
çûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (25) åñëè îíà àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è äëÿ
ïî÷òè âñåõ t ∈ I âåêòîð u̇(t) ïðèíàäëåæèò ìèíèìàëüíîìó çàìêíóòîìó
âûïóêëîìó ìíîæåñòâó, êîòîðîå ñîäåðæèò âñå f(t, u′) êîãäà u′ ïðîáåãàåò
ïî÷òè âñþ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè u(t) â Rn (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t), ò.å.

u̇(t) ∈
∏
δ>0

∏
µN=0

conv f(t, B(u(t), δ)−N). (29)

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü (29) íàçûâàåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì ïî Ôèëèïïîâó.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (25) àâòîíîìíà è âåêòîð-ôóíêöèÿ f(u)
ðàçðûâíà íà íåêîòîðîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S â Rn è íåïðåðûâíà â îêðåñò-
íîñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðàâîñòîðîííèé è ëåâîñòîðîííèé
ïðåäåëû f+(u) è f−(u) âåêòîð-ôóíêöèè f(u), êîãäà òî÷êà u ïðèáëèæàåòñÿ ê
ïîâåðõíîñòè S ñ îäíîé èëè äðóãîé ñòîðîíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà âåêòî-
ðà f+(u) è f−(u) íàïðàâëåíû ê ðàçðûâíîé ïîâåðõíîñòè S. Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ
ñêîëüçÿùèé ðåæèì. Ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 4 (ñì. ôîðìóëó (29)), âåêòîðíîå
ïîëå ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà íà ðàçðûâíîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü äîîïðåäå-
ëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ê ïîâåðõíîñòè S
â òî÷êå u è îòðåçîê l, êîòîðûé ñîåäèíÿåò êîíöû âåêòîðîâ f+(u) è f−(u). Òîãäà
ìîæåò áûòü ïîñòðîåí âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå u è êîíöîì â òî÷êå ïåðåñå÷å-
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íèÿ îòðåçêà è êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè: f0 = f0(u). Ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 4,
âåêòîð f0(u) îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïîëå â òî÷êå u.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (25) óäîâëåòâîðÿåò Îïðåäåëåíèþ 4, íî ñó-
ùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ Îïðå-
äåëåíèå 4 íåïðèìåíèìî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé çàäà÷è ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ñèíòåçà óïðàâëåíèé s1 è s2, êîòîðûå îãðàíè÷åíû, |s1| ≤ 1, |s2| ≤ 1, è êîòîðûå
îïòèìàëüíî áûñòðî îòîáðàæàþò êàæäóþ òî÷êó (u1(0), u2(0)) ñèñòåìû

u̇1 = u2s1, u̇2 = s2 (30)

â íà÷àëî êîîðäèíàò. Õîðîøî èçâåñòíî [61], ÷òî ñèíòåç òàêîãî óïðàâëåíèÿ âîç-
ìîæåí íà âñåé ïëîñêîñòè (u1, u2). Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî êâàäðàíòà ïëîñêî-
ñòè îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì áóäåò ñëåäóþùåå óïðàâëåíèå

s1 =

{
1, ïðè u1 < 0.5u2

2,

−1, ïðè u1 ≥ 0.5u2
2,

s2 =

{
−1, ïðè u1 ≤ 0.5u2

2,

1, ïðè u1 > 0.5u2
2.

(31)

Â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèÿ u1 = 0.5u2
2 è äëÿ ýòîé òðà-

åêòîðèè ñèñòåìà (30) ïðèíèìàåò âèä u̇1 = −u2, u̇2 = −1. Âîçüìåì òî÷êó
u = (u1, u2) íà ýòîé òðàåêòîðèè è áóäåì ïðèáëèæàòüñÿ ê ýòîé òðàåêòîðèè ñî
ñòîðîíû u1 < 0.5u2

2. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (30) èìå-
åò âèä f+(u) = (u2,−1). Åñëè ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê òðàåêòîðèè ñî ñòîðîíû
u1 > 0.5u2

2, òî ïðåäåë f−(u) = (−u2, 1). Ò.ê. f+(u) = −f−(u), òî â ýòîì
÷àñòíîì ñëó÷àå îòðåçîê l ïåðåñåêàåò òî÷êó u, ò.å. f0(u) = 0 è ñîãëàñíî Îïðå-
äåëåíèþ 4 ðåøåíèå â ðåæèìå ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Â
òî æå ñàìîå âðåìÿ (−u2,−1) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè îïòèìàëüíîé òðà-
åêòîðèè. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â
ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 4, ïðåäëîæåííîãî Ôèëèïïîâûì.

2.2 Ïîäõîä Àéçåðìàíà-Ïÿòíèöêîãî

Ðàññìîòðèì ïîäõîä îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé ðàçðûâíûõ ñèñòåì, ÷åðåç ïðè-
áëèæåíèÿ ðåøåíèÿìè íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, êîòîðûé ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ
[27,45,46] è äðóãèõ.

Ì.À. Àéçåðìàí è Å.Ñ. Ïÿòíèöêèé [45] ïðåäëîæèëè äðóãîå îïðåäåëåíèå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ. Ðàññìîòðèì ïðåäëîæåííûé èìè ïîäõîä äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà f(t, u) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé íà ïîâåðõíîñòè Σ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé fε(t, u), êîòîðàÿ
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ñîâïàäàåò ñ f(t, u) âíå ε-îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè Σ, è ñòðåìèòñÿ ê f(t, u) ïðè
ε→ 0 â êàæäîé òî÷êå, íå ïðèíàäëåæàùåé Σ. Ïóñòü uε(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû

u̇ = fε(t, u). (32)

Îïðåäåëåíèå 5 Ðåøåíèåì ñèñòåìû(25) â ñìûñëå Àéçåðìàíà è Ïÿòíèöêî-
ãî íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ëþáîé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåøåíèé uεk(t):

uεk(t) ⇒ u(t).

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîãî òàêîãî ïðåäåëà. Çàìå-
òèì, ÷òî è ýòî äîîïðåäåëåíèå, ââåäåííîå â [45], íå âñåãäà ïðèìåíèìî ê ïðè-
êëàäíûì çàäà÷àì.

0

φ

σ

-1

1

Ðèñ. 8: Ìîäåëü ñóõîãî òðåíèÿ: òðåíèå ïîêîÿ íå ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ,
÷åì òðåíèå ñêîëüæåíèÿ

0

φ

σ

-1

α

1

-α

Ðèñ. 9: Ìîäåëü ñóõîãî òðåíèÿ: òðåíèå ïîêîÿ ìîæåò ïðèíèìàòü áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïî ìîäó-
ëþ, ÷åì òðåíèå ñêîëüæåíèÿ

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñèñòåìó

u̇ ∈ Au+ bφ(σ), σ = c∗u, (33)

ãäå φ(σ) � õàðàêòåðèñòèêà ñóõîãî òðåíèÿ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 8 èëè ðèñ. 9,
ò.å.

φ(σ) =

{
signσ, ïðè σ 6= 0,

[−1, 1], ïðè σ = 0,
èëè φ(σ) =

{
signσ, ïðè σ 6= 0,

[−α, α], ïðè σ = 0.
(34)
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Ò.ê. îïðåäåëåíèÿ, ïðåäëîæåííûå Ôèëèïïîâûì è Àéçåðìàíîì è Ïÿòíèö-
êèì ó÷èòûâàþò ëèøü òå çíà÷åíèÿ íåëèíåéíîñòè, äëÿ êîòîðûõ σ 6= 0, òî ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (33) ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ñóõîãî òðåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûìè íà
ðèñ. 8 è íà ðèñ. 9 ñîâïàäàþò. Ýòîò ðåçóëüòàò íå îòðàæàåò ôèçèêó äàííîãî
ÿâëåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü äèíàìèêó íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà, íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü áîëåå àäåêâàòíûé ïîäõîä, êîãäà âìåñòî ñèñòåìû ñ ðàçðûâíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ (25) èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà ñ ìíîãîçíà÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ò.å.
ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (26).

2.3 Ïîäõîä Ãåëèãà-Ëåîíîâà-ßêóáîâè÷à

Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âûøå, äëÿ íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ îïðå-
äåëåíèå ïî Ôèëèïïîâó ìîæåò äàâàòü íåâåðíûå ðåçóëüòàòû, ò.å. íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèé êëàññ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé F (t, u). Îäíî èç òà-
êèõ îáîáùåíèé áûëî ðàññìîòðåíî À.Õ. Ãåëèãîì, Ã.À. Ëåîíîâûì è Â.À. ßêó-
áîâè÷åì â [42].

Äàëåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè òàêæå íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìíî-
ãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (t, u) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé.

Îïðåäåëåíèå 6 Ôóíêöèÿ F (t, u) íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé (ïîëóíå-
ïðåðûâíîé ñâåðõó, β-íåïðåðûâíîé) â òî÷êå (t0, u0) åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ δ(ε, t, u), òàêîå ÷òî ìíîæåñòâî F (t, u) ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà F (t0, u0), êîãäà òî÷êà (t, u) ïðîáåãàåò δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè
(t0, u0).

Îïðåäåëåíèå 7 Âåêòîð-ôóíêöèÿ u(t), îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå
(t1, t2), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì (26) åñëè ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (t, u) ïîëó-
íåïðåðûâíà è ∀(t, u) ∈ D ìíîæåñòâî F (t, u) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, çàìêíó-
òûì è îãðàíè÷åííûì.

Â îòëè÷èè îò äîîïðåäåëåíèÿ ïî Ôèëèïïîâó çäåñü îò ìíîæåñòâà F (t, u) íå
òðåáóåòñÿ ìèíèìàëüíîñòü.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëîêàëüíàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ [42].

Òåîðåìà 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (t, u) ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëóíåïðåðûâíîé äëÿ âñåõ òî÷åê (t1, u1) èç îáëàñòè

D1 ⊂ D : |t1 − t0| ≤ α, |u1 − a| ≤ ρ,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 21



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2017

è ìíîæåñòâî F (t1, u1) îãðàíè÷åíî, âûïóêëî è çàìêíóòî. Â äîïîëíåíèå, ïðåä-
ïîëîæèì

sup |y| = c for y ∈ F (t1, u1), (t1, u1) ∈ D1.

Òîãäà äëÿ |t − t0| ≤ τ = min(α, ρ/c) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðå-
øåíèå u(t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè u(t0) = a, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò (26) â
ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.

Ïðèâåäåì çäåñü òàêæå òåîðåìó î ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèÿ, îñòàþùåãîñÿ
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè [42].

Òåîðåìà 2 Åñëè ∀t ∈ [0, T ) ðåøåíèå ñèñòåìû (26) íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé
êîìïàêòíîé îáëàñòè G èç Rn, òîãäà x(t) îïðåäåëåíî íà [0, T ] è x(t) ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû (26) ïðîäîëæèìî äî òåõ ïîð, ïîêà îíî
êîíå÷íî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé àâòîíîìíîñòè óðàâíåíèÿ (26), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåñü-
ìà âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé:

du

dt
∈ F (u). (35)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ó ñèñòåìû (35) ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ω òðàåêòîðèè
u(t, b) îãðàíè÷åíî. Òîãäà ÷åðåç êàæäóþ ω-ïðåäåëüíóþ òî÷êó a ∈ Ω ïðîõîäèò
õîòÿ áû îäíà òðàåêòîðèÿ u(t, a), îïðåäåëåííàÿ ïðè t ∈ (−∞,+∞) è öåëèêîì
ñîñòîÿùàÿ èç ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê, ò.å. u(t, a) ⊂ Ω ïðè t ∈ R1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1, 2, 3 ïðèâåäåíî â [42].

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (26) òàêæå ñïðàâåäëèâû äðóãèå ðàç-
ëè÷íûå òåîðåìû êà÷åñòâåííîé òåîðèè (ñì., íàïðèìåð, [42,54,62]).

Ðàññìîòðèì òåïåðü (27) ñ F (t, u(t)) = Pu(t) + qφ(r∗u(t)), ò.å.

u̇(t) ∈ Pu(t) + qφ(r∗u(t), t) (36)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t (çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F (t, u(t)) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì Îïðåäåëåíèÿ 7, ò.å. F (t, u(t)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1, ïîýòîìó çäåñü
è äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ I).
Çäåñü P , q è r � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû è φ(r∗u(t), t) � ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
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Åñëè ìàòðèöà q∗q ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé, òî

(q∗q)−1q∗ [u̇(t)− Pu(t)] ∈ φ(r∗u(t), t) (37)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t.

Ëåâàÿ ÷àñòü (37) íàçûâàåòñÿ ñåëåêòîðîì:

ξ(t) = (q∗q)−1q∗ [u̇(t)− Pu(t)] (38)

è ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ �êîíêðåòèçèðóåò� ìíîãîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ φ(r∗u(t), t) äëÿ ðåøåíèÿ u(t). Ò.å. çàäà÷à (36) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëå-
äóþùåìó âèäó:

u̇(t) = Pu(t) + qξ(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t, (39)

ξ(t) ∈ φ(r∗u(t), t). (40)

Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(t) ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå äîîïðåäåëåíèå
ξ(t). Êàê ïîêàçàíî âûøå, åñëè ìàòðèöà q∗q ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé, òî ξ(t) îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (38) äëÿ ïî÷òè âñåõ t è ξ(t) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé.

Ñóùåñòâóåò ëè èçìåðèìûé ñåëåêòîð ξ(t) â ñëó÷àå, êîãäà det q∗q = 0? Ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè èçìåðèìîãî ñåëåêòîðà, äîêàçàííàÿ Á.Ì.
Ìàêàðîâûì ñïåöèàëüíî äëÿ [42], èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé, ò.ê. îíà ïîçâîëÿåò çàìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ-
÷åíèå íà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â äîñòàòî÷íî îáùåì ñëó÷àå, ñîõðàíèâ
ñòðóêòóðó ïðàâîé ÷àñòè.

Ïóñòü F (t, u, ξ) � ýòî âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ äëÿ t ∈ I, u ∈ Rn,
ξ ∈ Rm ñî çíà÷åíèÿìè â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ(t, u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé âåêòîð-ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà I × Rn ñî çíà÷åíèÿìè èç Rl è ïóñòü
φ(t, σ) � ýòî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà I ×Rl, ñî çíà÷åíèÿìè,
ÿâëÿþùèìèñÿ ïîäìíîæåñòâàìè Rn. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [42].

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà Ìàêàðîâà, [42]) Ïóñòü ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé è φ ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé è å¸ çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïàêòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè èç Rn. Ïóñòü u0(t) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ íà I ⊂ Dt, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèÿ:

u̇0(t) ∈ {F [t, u0(t), ξ]|ξ ∈ A(t)} äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ I,
ãäå

A(t) = φ[t, σ(t, u0(t))].

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó âåêòîð ôóíêöèÿ ξ0 â I, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

u̇0(t) = F [t, u0(t), ξ0(t)], ξ0(t) ∈ A(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ I.
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3 Çàäà÷à Âûøíåãðàäñêîãî

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé äëÿ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíî ðàçðûâíûõ ñèñòåì ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêèì.
Íèæå ìû ïîêàæåì, êàê êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è Âûøíåãðàäñêî-
ãî ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïðè ïîìîùè ðàçâèòèÿ êëàññè÷åñêèõ èäåé Ëÿïóíîâà
äëÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ âûøå òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé,
ïåðåõîä îò ñèñòåìû (19) ê ñèñòåìå (22) â ðàáîòå [53] ìîæíî îáîñíîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòè,
ïðîâåäåì ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàöèè ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (19),
ñëåäóÿ ïîäõîäó Ôèëèïïîâà (ñì. Îïðåäåëåíèå 4) è çàìåíÿÿ âåêòîð ôóíêöèþ
f(u) = Pu + qϕ(r∗u) íà ïîëóíåïðåðûâíóþ ìíîãîçíà÷íóþ âåêòîð ôóíêöèþ
F (u), çíà÷åíèÿ êîòîðîé âíå òî÷åê ðàçðûâà ñîâïàäàþò ñ f(u), à â òî÷êàõ ðàç-
ðûâà çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûì âûïóêëûì çàìêíóòûì îãðàíè÷åííûì
ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì âñåâîçìîæíûå ïðåäåëüíûå òî÷êè f(u) ïðè ñòðåì-
ëåíèè u ê S. Çäåñü F (u) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (u) = Pu+ qΦ(u), Φ(u) =

{
ϕ(r∗u), r∗u 6= 0

[ϕ(0−), ϕ(0+)], r∗u = 0
(41)

è ïåðåéòè îò ñèñòåìû (19) ê äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

u̇ ∈ F (u) = Pu+ qΦ(u). (42)

Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ u0 äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (42) èìååò
ðåøåíèå (ñì. Òåîðåìà 1) u(t) = u(t, u0), u(t0, u0) = u0 (âîîáùå ãîâîðÿ íå åäèí-
ñòâåííîå) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè I = [t0, t1) (ïîêà ðåøåíèå îñòàåòñÿ
îãðàíè÷åííûì) òàêîå, ÷òî u(t) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé è
èìååò ïðîèçâîäíóþ u̇(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ I = [t0, t1), äëÿ êîòîðîé

u̇(t) ∈ Pu(t) + qΦ(u(t)). (43)

Âíå ïëîñêîñòè ðàçðûâà S ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ u(t) îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
âåêòîðíûì ïîëåì ñèñòåìû (19) åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äëÿ íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ íà ïëîñêîñòè ðàçðûâà u0 ∈ S (èëè ïðè ïîïàäàíèè ðåøåíèÿ íà ïëîñêîñòü
ðàçðûâà â ìîìåíò âðåìåíè t0) ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âîîáùå ãîâîðÿ ìîæåò áûòü
íå åäèíñòâåííûì, à äèíàìèêó âåêòîðíîãî ïîëÿ ðåøåíèÿ ìîæíî óòî÷íèòü,
èñõîäÿ èç äèíàìèêè âåêòîðíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàçðûâà è òðåáî-
âàíèÿ àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ. Ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
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íà ïëîñêîñòè ðàçðûâà îñòàåòñÿ íà ïëîñêîñòè ðàçðûâà íà íåêîòîðîì (ìàêñè-
ìàëüíîì) îòðåçêå âðåìåíè èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå: u(t) ∈ S, t ∈ [t0, t1].
Çäåñü ñëó÷àé t0 = t1 ñîîòâåòñòâóåò ïðîòûêàíèþ ïëîñêîñòè ðàçðûâà, à ñëó÷àé
t0 < t1 ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ñêîëüæåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ u(t) ïî Òåîðåìå 4 ñóùåñòâóåò òàêàÿ äîîïðåäåëåííàÿ íåëè-
íåéíîñòü ϕ̂(t) = ϕ̂(t), ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t1] (ãäå ñóùåñòâóåò ïðîèç-
âîäíàÿ u̇(t)), âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

u̇(t) = Pu(t) + qϕ̂(t), ϕ̂(t) ∈ Φ(u(t)). (44)

Åñëè u0 ∈ S, òî ïîêà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 0 ≡ r∗u̇(t) = r∗Pu(t) + r∗qϕ̂(t),
ðåøåíèå ñêîëüçèò ïî ïëîñêîñòè ðàçðûâà r∗u = x = 0. Çäåñü äëÿ ñêîëüæå-
íèÿ íåîáõîäèìî ϕ̂(t) = ϕ̂S(u(t)) = −r∗Pu(t)/r∗q = y(t) ∈ Φ(u(t))|r∗u(t)=0 =
[ϕ(0−), ϕ(0+)] è, òàêèì îáðàçîì, ñêîëüæåíèå âîçìîæíî â ïîëîñå D. Òàê êàê
ìàòðèöà P ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé, òî íà ïîëîñå ñêîëüæåíèÿ åñòü îòðåçîê ïîêîÿ

Λ = {u = P−1qs, s ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]}.

Â ñëó÷àå ïðîòûêàíèÿ (òî åñòü, êîãäà òðàåêòîðèÿ ïðîøèâàåò ïëîñêîñòü ðàç-
ðûâà) ïëîñêîñòè ðàçðûâà ïðè t = t0 äîîïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ íå ñóùå-
ñòâåííî, è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü Φ(u(t0)) ïî íåïðåðûâíîñòè

ϕ̂S(u) =

{
ϕ(0−), r∗u = 0, −r∗Pu/r∗q/ρ < ϕ(0−),

ϕ(0+), r∗u = 0, −r∗Pu/r∗q > ϕ(0+).
(45)

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå â îêðåñòíîñòè ïîëîñû ñêîëüæåíèÿD íå ïîçâîëÿ-
åò òðàåêòîðèè ñêîëüæåíèÿ ñîñêî÷èòü ñ ïîëîñû íå äîéäÿ äî ãðàíèöû ïîëîñû
∂D. Èç ïîñòðîåíèÿ (29) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ èç ∂D âåêòîð
ñêîðîñòè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ðåøåíèå íå ìîæåò ñêîëüçèòü ïî ∂D.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ äàííûõ â ñèñòåìå èìååò ìåñòî åäèí-
ñòâåííîñòü âïåðåä (ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè) è ïîñòðîåíèå (29) ïîçâîëÿåò
ïåðåéòè îò äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (42) ê ñèñòåìå (22) ñ ðàçðûâíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ, íî îïèñûâàþùóþ åå äèíàìèêó êàê âíå, òàê è íà ïëîñêîñòè
ðàçðûâà.
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3.1 Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëèçà ãëîáàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðîâåäåíèÿ íåëèíåéíîãî àíàëèçà, ñëåäóÿ [63], ñäåëàåì ëè-
íåéíûå çàìåíû êîîðäèíàò è âðåìåíè è ïåðåéäåì ê ñèñòåìå

ẋ = y − ax− ϕ(x), ẏ = z − x, ż = −ax,

a =
1

A
√
A
, ϕ(x) = a(BA− 1)x+

1

2
√
A

sign(x),

êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå

u̇ = Pu+ qϕ(σ), σ = r∗u, ϕ(σ) = ϕ(x) = a(BA− 1)x+
1

2
√
A

sign(x),

u =

 x

y

z

 , P =

 −a 1 0

−1 0 1

−a 0 0

 , q =

 −1

0

0

 , r =

 1

0

0

 .

Òàêîé âèä ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ. Çäåñü ïåðå-
äàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû èìååò âèä

W (s) = r∗(P − sI)−1q =
s2

s3 + as2 + s+ a
=

s2

(s2 + 1)(s+ a)
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêîñòü ðàçðûâà, ïîëîñà óäåðæàíèÿ è îòðåçîê ïîêîÿ ïðè-
ìóò âèä

S = {u : r∗u = x = 0},
D = {u : r∗u = x = 0, −r∗Pu/r∗q = y ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]},
Λ = {u : u = −P−1qs, s ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]} =

{x = z = 0, −P−1q = y ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]}.

(46)

Äîîïðåäåëåííàÿ íåëèíåéíîñòü èìååò âèä

ϕ̂(u) =

{
ϕ(r∗u) ïðè u /∈ S
ϕ̂S(u) ïðè u ∈ S ,

ϕ̂S(u) = ϕ̂S(x, y, z) =

=


ϕ(0+) ïðè y = −r∗Pu/r∗q > ϕ(0+)

ϕ(0−) ïðè y = −r∗Pu/r∗q < ϕ(0−)

− r∗Pu/r∗q = y − ax ïðè y = −r∗Pu/r∗q ∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]
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Ïóñòü

h = P ∗r =

 −A1
−B

 , ρ = r∗q = −1.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

V (u) = V (x, y, z) =
1

2
(z−x)2+

1

2
(y−ϕ̂(x, y, z))2+axϕ̂(x, y, z))−a

∫ x

0

ϕ(s)ds ≥ 0,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé5. Âíå ïëîñêîñòè ðàçðûâà S ôóíêöèÿ V (x, y, z)
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è èìååò âèä

V (x, y, z) =
1

2
(z − x)2 +

1

2
(y − ϕ(x))2 + axϕ(x))− a

∫ x

0

ϕ(s)ds ≥ 0,

äëÿ åå ïðîèçâîäíîé âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (41) èìååì

V̇ (x(t), y(t), z(t)) = −ϕ′(x(t))(y(t)− ax(t)− ϕ(x(t)))2 ≤ 0, x(t) 6= 0. (47)

Çàìåòèì, ÷òî èç âèäà ñèñòåìû ñëåäóåò îòñóòñòâèå òàêîãî èíòåðâàëà âðå-
ìåíè t ∈ (t1, t2), äëÿ êîòîðîì áû x(t) ≡ const. Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü
V (x(t1), y(t1), z(t1)) < V (x(t2), y(t2), z(t2)).

Íà òðàåêòîðèÿõ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè u0 = (x0, y0, z0) íà ïîëîñå ñêîëü-
æåíèÿ D ôóíêöèÿ V (x, y, z) èìååò âèä

V (0, y(t), z(t)) =
1

2
z(t)2 +

1

2
(y(t)− ϕ̂S(u(t)))2 ≡ z2

0, (48)

ïðè ýòîì åñëè òðàåêòîðèÿ ïîêèäàåò ïîëîñó ïîñëå âðåìåíè t, òî èìååò ìåñòî
íåïðåðûâíîñòü

V (0, y(t), z(t)) ≡ z2
0 = lim

t+→t
V (x(t+), y(t+), z(t+)).

Ïðîòûêàíèå ïëîñêîñòè ðàçðûâà x = 0 ïðîèñõîäèò ïðè

x = 0, y /∈ [ϕ(0−), ϕ(0+)]

è â ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ t äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ èìååì{
ẋ(t) > 0, y(t) > ϕ(0+) ≥ 0,

ẋ(t) < 0, y(t) < ϕ(0−) ≤ 0,

ẏ(t) = z(t),

ż(t) = 0.

5Äðóãèå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà îáñóæäàþòñÿ â [20,64]
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Ïðè ýòîì äëÿ t− > t > t+ èìååì

y(t) > ϕ(0+) ≥ 0

1

2
(y(t)− ϕ(0−))2 ≥ 1

2
z(t)2 +

1

2
(y(t)− ϕ(0+))2 = lim

t+→t
V (t+),

y(t) < ϕ(0−) ≤ 0,

lim
t−→t

V (t−) =
1

2
z(t)2 +

1

2
(y(t)− ϕ(0+))2 ≥ 1

2
z(t)2+

+
1

2
(y(t)− ϕ(0−))2 = lim

t+→t
V (t+).

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ V (u) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè.

I). Äëÿ ëþáîãî äâèæåíèÿ u(t, a) ôóíêöèÿ V(u(t,a)) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñ-
òàþùåé ôóíêöèåé t.

II). Èç V (u(t, u0)) = const ïðè t ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî u(t, u0) ∈ D ïðè t ≥ 0.

III). Ïðè u ∈ Λ âûïîëíåíî V (u) = 0 è ïðè u /∈ Λ âûïîëíåíî V (u) > 0.

Ñëåäóÿ [51], âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå u(t, u0) è ïóñòü uω0 � ïðî-
èçâîëüíàÿ ω-ïðåäåëüíàÿ òî÷êà u(t, a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uω0 /∈ D. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè V (u) âíå D è ñâîéñòâî (I), ïîëó÷èì

lim
t→+∞

V (u(t, u0)) = V (uω0 ). (49)

×åðåç uω0 ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ u(t, uω0 ), ñîñòîÿùàÿ èç ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê
òðàåêòîðèè u(t, u0). Äëÿ êàæäîé ω-ïðåäåëüíîé òî÷êè uω0 ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞, äëÿ êîòîðîé u(tk, u0) → uω0 . Ñëåäîâàòåëüíî, èç
(49) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî V (u(t, uω0 )) ≡ V (uω0 ). Îòñþäà è èç (II) ñëåäóåò, ÷òî
uω0 ∈ D. Òàêèì îáðàçîì, âñå ω-ïðåäåëüíûå òî÷êè ñèñòåìû ðàñïîëîæåíû â D
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ ω-ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ñèñòåìû. Íî ìíîæåñòâî
ω-ïðåäåëüíûõ òî÷åê ñèñòåìû, íàõîäÿùèõñÿ â D, ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì ïîêîÿ
Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ u0

lim
t→+∞

min
v∈Λ
||u(t, u0)− v|| = 0. (50)

Äîêàæåì òåïåðü óñòîé÷èâîñòü Λ â ìàëîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàê-
òà íåëüçÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ðàññóæäåíèÿìè À. Ì. Ëÿïóíîâà ââèäó
ðàçðûâíîñòè ôóíêöèè V (u). Îäíàêî ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü δ-îêðåñòíîñòåé Λδ ñòàöèîíàðíîãî ìíîæåñòâà Λ, ñòÿãèâàþùèõñÿ
ê Λ ïðè δ → 0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí τδ(lim

δ→0
τδ = 0) òàêèå, ÷òî

lim
δ→0

V [u(τδ, u0)] = 0, ∀u0 ∈ Λδ. (51)
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Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü â ìàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, ôèê-
ñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü Λε. Ïî ε âûáåðåì ÷èñëî δ > 0, òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

|u(t, u0) ∈ Λε/2 ∀t ∈ [0, τδ], u ∈ Λδ,

sup
u0∈Λδ

V [u(τδ, u0)] < inf
u∈Γε

V (u), (52)

ãäå Γε � ãðàíèöà îêðåñòíîñòè Λε. Èç ñâîéñòâà III) ôóíêöèè V (u) è ñîîòíî-
øåíèÿ (51) ñëåäóåò, ÷òî òàêîå δ âñåãäà ñóùåñòâóåò. Èç ñâîéñòâà I) ôóíêöèè
V (u) è ñîîòíîøåíèé (52) âûòåêàåò, ÷òî u(t, u0) ∈ Λε ïðè âñåõ t ≥ 0, à ýòî è
çíà÷èò, ÷òî îòðåçîê ïîêîÿ Λ óñòîé÷èâ â ìàëîì.

Äîêàæåì òåïåðü ñîîòíîøåíèå (51). Ïðè uω0 ∈ Λ è òàêîì, ÷òî h∗uω0 =
−ρϕ(+0), ôóíêöèÿ V (uω0 ) íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà L+ =
{u| r∗uω0 ≥ 0} è ïîýòîìó âûïîëíåíà îöåíêà

V [u(0, u0)] ≤ rα,

ãäå u0 ∈ Uα(uω0 )∩L+, lim
α→0

rα = 0. ×åðåç Uα(uω0 ) îáîçíà÷åíà α-îêðåñòíîñòü òî÷-

êè uω0 . Èç ðàññìîòðåíèÿ êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòå-
ìû ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α âñå òðàåêòîðèè ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè èç ìíîæåñòâà Uα(uω0 )∩{x : r∗ < 0} ïîïàäóò çà âðåìÿ τα â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî L+. Òàêèì îáðàçîì,

V [u(τα, u0)] ≤ rα, (53)

ãäå u0 ∈ Uα(uω0 ), lim
α→0

rα = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îöåíêà (53) äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ uω0 ∈ Λ è
h∗uω0 = −ρϕ(−0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà uω0 ∈ Λ∩
◦
D, ãäå

◦
D � âíóòðåííîñòü ìíî-

æåñòâà D. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì αa âñå òðàåêòîðèè ñ íà-
÷àëüíûìè äàííûìè èç Uαa(u

ω
0 ) ïîïàäóò çà âðåìÿ ταa íà ïëàñòèíêó ñêîëüçÿ-

ùèõ ðåæèìîâ D. Íî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V (u) îòíîñèòåëüíî D
âûïîëíåíî

V [u(ταa, u0)] ≤ rαa,

ãäå
u0 ∈ Uαa(uω0 ), lim

αa→0
ταa = 0, lim

αa→0
rαa = 0.

Ìíîæåñòâà Uαa(u
ω
0 ) è Uα(uω0 ) îáðàçóþò ïîêðûòèå íåêîòîðîé çàìêíóòîé

îêðåñòíîñòè Λδ îòðåçêà ïîêîÿ Λ. Âûáðàâ ïî ëåììå Ãåéíå � Áîðåëÿ êîíå÷-
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íîå ïîäïîêðûòèå, îïðåäåëèì τδ êàê ìàêñèìóì âñåõ ταa, τα èç ïîäïîêðûòèÿ.
Àíàëîãè÷íî êîíñòðóèðóåì rδ. Èòàê, ñîîòíîøåíèå (51) äîêàçàíî.

Ïóñòü A > 0, B > 0, AB < 1. Òîãäà äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ∆ = −4B3 + 1− 4A3 + 18− 27 = −4(B3 + C3 + 2) < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèå èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü è äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ:
−γ, α ± iω. Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ðàâíî -1 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåùå-
ñòâåííûé êîðåíü îòðèöàòåëüíûé (ò.å. γ > 0), à êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå èìå-
þò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü (ò.å. α > 0) èç-çà íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè AB > 1. Òîãäà ñèñòåìó (19) ìîæíî íåîñîáûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïðèâåñòè ê âèäó

P =

 α ω 0

α −ω 0

0 0 −γ

 , q =

 q1

q2

q3

 , r =

 r1

r2

r3

 . (54)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (x, y, z) = x2 + y2. Äëÿ ïðîèçâîäíîé âäîëü
ðåøåíèé ñèñòåìû ïîëó÷èì

V̇ (x(t), y(t), z(t)) = 2α(x2(t) + y2(t)) + q1xϕ(σ(t)) + q2yϕ(σ(t)) ≥ εV − c
ãäå c, ε íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Îòñþäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ x2 +y2 > R èìååì V (x(t), y(t), z(t))→ +∞ ïðè t→ +∞ è, ñëåäîâàòåëü-
íî, îòñóòñòâèå ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè.

Òàêèì îáðàç äîêàçàíà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü A > 0, B > 0. Åñëè AB > 1, òî ñèñòåìà (19) ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîé (âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê îòðåçêó ïîêîÿ è îí
óñòîé÷èâ ïî Ëÿïóíîâó). Åñëè AB < 1, òî ñèñòåìà (19) íå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî
óñòîé÷èâîé.

3.2 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Íàëè÷èå â ñèñòåìå åäèíñòâåííîñòè âïåðåä (ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè) ïîçâî-
ëÿåò ýôôåêòèâíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííûé àíàëèç ñèñòåìû. Ïðèâåäåì ïðèìåðû
ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðûâíîé ñèñòåìû (19) â ïàêåòå MATLAB.

4 Ñêðûòûå àòòðàêòîðû â ñèñòåìå ×óà

Ïðèâåäåì ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé
íà äîîïðåäåëåíèè ïî Àéçåðìàíó è Ïÿòíèöêîìó, è ñðàâíèì ýòîò ìåòîä ñ ìî-
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äåëèðîâàíèåì ñ ïîìîùüþ äîîïðåäåëåíèÿ ïî Ôèëèïïîâó.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàçðûâíóþ ñèñòåìó � ìîäèôèöèðîâàííóþ ñèñòå-
ìó ×óà ñ ðàçðûâíîé õàðàêòåðèñòèêîé [65�67]

ẋ = −α(m1 + 1)x+ αy − α(m0 −m1)sign(x),

ẏ = x− y + z,

ż = −βy − γz,
(55)

ãäå α, β, γ, m0, m1 � ïàðàìåòðû ñèñòåìû.

Â ñòàòüå [68] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ α = 8.4, β = 12, γ =
−0.005, m0 = −1.2, m1 = −0.05 êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà ×óà (ñèñòåìà (55), ãäå

â ïåðâîì óðàâíåíèè âìåñòî sign(x) èñïîëüçóåòñÿ sat(x) =
1

2
(|x+ 1| − |x− 1|))

èìååò òàê íàçûâàåìûé ñêðûòûé6

ïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð è äâà ñèììåòðè÷íûõ ñêðûòûõ õàîòè÷åñêèõ àò-
òðàêòîðà [69�74] � ñì. ðèñ. 11 è ðèñ. 10. Â ðàññìîòðåííîé ñèñòåìå òàêæå èìå-
þòñÿ íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé-
÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì è äâà ñèììåòðè÷íûõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
S± òèïà ôîêóñ-óçåë:

S± = ±
(
m1 −m0

m1 + β
β+γ

,
γ(m1 −m0)

(γ + β)m1 + β
,− β(m1 −m0)

(γ + β)m1 + β

)
. (56)

Ïåðåéäåì òåïåðü îáðàòíî ê ðàññìîòðåíèþ ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû
×óà (55). Âûïèøåì äîîïðåäåëåíèå ξ äëÿ signx, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, àíà-

6Äëÿ âèçóàëèçàöèè àòòðàêòîðà äîñòàòî÷íî âûáðàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó è ÷èñëåííî íàáëþäàòü çà ïåðå-
õîäíûì ïðîöåññîì ïðèòÿæåíèÿ òðàåêòîðèè èç âûáðàííîé òî÷êè ê àòòðàêòîðó ñ âîçðàñòàíèåì âðåìåíè.
Ïîýòîìó ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ åñòåñòâåííî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ àòòðàê-
òîðîâ [69�74]: Àòòðàêòîð íàçûâàåòñÿ ñàìîâîçáóæäàþùèìñÿ (self-excited attractor), åñëè äëÿ îäíîãî èç
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ëþáàÿ åãî îêðåñòíîñòü ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáëàñòüþ ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå àòòðàêòîð íàçûâàåòñÿ ñêðûòûì (hidden attractor). Ñêðûòûìè ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðû â
ñèñòåìàõ áåç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ñì., íàïðèìåð, ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ýôôåêòîì Çîììåð-
ôåëüäà [75, 76]), ñèñòåìû ñ åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ (ñì., íàïðèìåð, êîíòðïðè-
ìåðû [72, 77] ê ãèïîòåçàì Àéçåðìàíà è Êàëìàíà [78, 79]). Îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì
ñêðûòûõ ïåðèîäè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü 16-îé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà [80] î ÷èñëå è âçà-
èìíîì ðàñïîëîæåíèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â äâóìåðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåìàõ, ãäå âëîæåííûå öèêëû
îáðàçóþò ñêðûòûå êîëåáàíèÿ [72,81,82]. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì àíàëîãîì ýòîé ïðîáëå-
ìû [83] ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ÷èñëà è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ (íàïðèìåð, â
çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïîëèíîìîâ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû).
Êëàññèôèêàöèÿ àòòðàêòîðîâ êàê ñêðûòûõ è ñàìîâîçáóæäàþùèõñÿ áûëà ââåäåíà â ñâÿçè ñ îáíàðóæåíè-

åì ïåðâîãî ñêðûòîãî àòòðàêòîðà â öåïè ×óà [65,69�71,84,85] è çàòåì ïðèâëåêëà âíèìàíèå ìíîãèõ ó÷åíûõ
(ñì., íàïðèìåð, [86�116]). Ñêðûòûå àòòðàêòîðû áûëè îáíàðóæåíû â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ, ìåõàíè÷åñêèõ
è ýëåêòðîííûõ ìîäåëÿõ [117�123].
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S−

S+

F0

Ahid
−

Ahid
+

Munst
0

Mst
0

Mst
−

Mst
+

Ðèñ. 10: Äâà ñèììåòðè÷íûõ ñêðûòûõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðà Ahid
+ è Ahid

− â êëàññè÷åñêîé
ñèñòåìå ×óà: òðàåêòîðèè èç íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ Munst

0 ñåäëîâûõ òî÷åê F0 ïðèòÿ-
ãèâàþòñÿ ê ëîêàëüíî óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ S±; òðàåêòîðèè èç óñòîé÷èâûõ
ìíîãîîáðàçèé M st

0 , M
st
+ è M st

− ïðèòÿãèâàþòñÿ ê F0 èëè ê S±

ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå áûëè ðàññìîòðåíû âûøå:

ξ(x, y) =


1, ïðè x > 0 èëè ïðè x = 0, y > m1 −m0,

−1, ïðè x < 0 èëè ïðè x = 0, y < m0 −m1,
y

m0−m1
, ïðè ψ = 0, |y| < m1 −m0.

(57)

Àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå ×óà â ñèñòåìå (55) èìåþòñÿ äâà ñèì-
ìåòðè÷íûõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ S± òèïà ôîêóñ-óçåë. Òàêæå ñè-
ñòåìà (55) èìååò íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå íàõîäèòñÿ íà íåóñòîé-
÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ x = 0, |y| ≤ m1 −m0 (ñì. ðèñ. 12)
è ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâûì ôîêóñîì (ñì. ðèñ. 13).

Äëÿ ñèñòåìû (55) óäàëîñü íàéòè ñêðûòûé ïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð. Äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äîîïðåäåëåíèÿ ïî Ôèëèïïîâó ìû èñïîëü-
çîâàëè ñïåöèàëüíûé ÷èñëåííûé ìåòîä, îïèñàííûé â [124]. Äëÿ ìîäåëèðî-
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F0

S+

S−

Ahid
−

Ahid
+

Ahid
limCyc

Ðèñ. 11: Ñîñóùåñòâîâàíèå ñêðûòîãî ïåðèîäè÷åñêîãî àòòðàêòîðà (óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé
öèêë Ahid

limCyc) è äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñêðûòûõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ (Ahid
+ è Ahid

− )

âàíèÿ ñ ïîìîùüþ äîîïðåäåëåíèÿ Àéçåðìàíà è Ïÿòíèöêîãî íåîáõîäèìî çà-

ìåíèòü sign(x) íà satε(x) =
1

2

(
|x
ε

+ 1| − |x
ε
− 1|

)
, ãäå ε > 0. Óìåíüøå-

íèå ïàðàìåòðà ε ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå ïî Àéçåðìàíó è Ïÿòíèöêîìó
(satε(x1) ⇒ sign(x1) ïðè ε→ 0, ñì ðèñ. 14).

Íà ðèñ. 15 ñêðûòûé àòòðàêòîð, ïðîìîäåëèðîâàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì äî-
îïðåäåëåíèé ïî Ôèëèïïîâó èçîáðàæåí öâåòîì �dark�, à ñêðûòûé àòòðàêòîð,
ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì äîîïðåäåëåíèÿ ïî Àéçåðìàíó è Ïÿòíèöêîìó,
èçîáðàæåí öâåòîì �light�. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ε ñêðûòûå àò-
òðàêòîðû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Òàêæå â äàííîì ñëó÷àå äîîïðåäåëåíèå ïî
Ôèëèïïîâó ñîâïàäàåò ñ äîîïðåäåëåíèåì ïî Ãåëèãó-Ëåíîâó-ßêóáîâè÷ó. Ýòè
ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû, äîêàçàííîé â [67,125]. Çà-
ìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò çàäà÷è Âûøíåãðàäñêîãî, ââèäó íàëè÷èÿ íåóñòîé-
÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ ñèñòåìû (55), íàðóøàåòñÿ åäèí-
ñòâåííîñòü âïåðåä. Ïîýòîìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè íà ðàçðûâå âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü â èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà äîîïðåäåëåíèè
Àéçåðìàíà è Ïÿòíèöêîãî.
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Ðèñ. 12: Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (55) âáëèçè x = 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì z = z0,
z0 ∈ R; íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ: x = 0, |y| ≤ m1 −m0.

y

z x

0 m1-m0m0-m1

Ðèñ. 13: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (55): ïëîñêîñòü x = 0 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ÷åðòå-
æà è óõîäÿùèå îò çðèòåëÿ òðàåêòîðèè îáîçíà÷åíû êðåñòèêàìè, à òðàåêòîðèè, èäóùèå íà
çðèòåëÿ, � êðóæî÷êàìè.
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Ðèñ. 14: Ãðàôèêè satε(x1) è sign(x1)
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Ðèñ. 15: Ñêðûòûé àòòðàêòîð â ñèñòåìå ×óà: ñðàâíåíèå äîîïðåäåëåíèé ïî Ôèëèïïîâó è ïî
Àéçåðìàíó è Ïÿòíèöêîìó
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5 Êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Êàëìàíà

Ïðîáëåìà Êàëìàíà [79] � îäíà èç àêòóàëüíûõ è òðóäíûõ ïðîáëåì â òåîðèè
óïðàâëåíèÿ. Îíà ïðèâëåêàåò ê ñåáå âíèìàíèå ïðîñòîòîé è ÿñíîñòüþ ôîðìó-
ëèðîâêè, êîòîðóþ ìû ïðèâîäèì íèæå.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà

ẋ = Ax+ b ϕ(σ), σ = c∗x, (58)

ãäå A � ïîñòîÿííàÿ n×n - ìàòðèöà, b è c � ïîñòîÿííûå n-ìåðíûå ñòîëáöû, âñå
âåëè÷èíû âåùåñòâåííûå, ∗ - çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ϕ � ãëàäêàÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ, ϕ(0) = 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

k1 ≤ ϕ′(σ) ≤ k2, σ ∈ (−∞,+∞), (59)

ãäå k1 � íåêîòîðîå ÷èñëî, ëèáî −∞, k2 � íåêîòîðîå ÷èñëî, ëèáî +∞.

Â 1957 ã. Ð. Å. Êàëìàí ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó [79]: åñëè
ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ẋ = Ax+ k b c∗x,
k ∈ [k1, k2], òî ñèñòåìà (58) òàêæå ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè åå íóëåâîå
ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è limt→+∞ |x(t, x0)| = 0 äëÿ ëþáûõ x0 ∈ Rn.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòà ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà äëÿ ñëó÷àÿ n = 1, 2, 3 [72, 126].
Ïåðâûå ïîïûòêè ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåðû ê ýòîé ãèïîòåçå áûëè ñäåëàíû â
ðàáîòå Ôèòòñà [127], ãäå äëÿ ñëó÷àÿ n = 4 ïðîâåäåíî êîìïüþòåðíîå ìîäåëè-
ðîâàíèå ñèñòåìû (58) ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

W (p) =
p2

((p+ β)2 + 0.92) ((p+ β)2 + 1.12)
(60)

è êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ϕ(σ) = Kσ3. Òàê, â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâà-
íèÿ, Ôèòòñîì áûëè îáíàðóæåíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (58) ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ K = 10 è β ∈ (0.01, 0.75). Îäíàêî ïîçäíåå, Í. Å. Áà-
ðàáàíîâ ïîêàçàë [126], ÷òî äëÿ ÷àñòè ïàðàìåòðîâ ðàññìîòðåííûõ Ôèòòñîì,
β ∈ (0.572, 0.75), ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íåâåðíû. Â äàëüíåéøåì îáñóæ-
äåíèÿ ãèïîòåçû Êàëìàíà è ñîìíåíèÿ â êîíòðïðèìåðàõ [127] è [126] âûñêàçû-
âàëèñü â [128�130].

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîíòðïðèìåðà Ôèòòñà, ò.å. ñèñòåìû (58) ñ ïåðå-
äàòî÷íîé ôóíêöèåé (60) è êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ϕ(σ) = 10σ3 ÿâëÿåòñÿ
òðóäíîé çàäà÷åé. Òàê ïðè β = 0.01 áûëî ïîêàçàíî [72], ÷òî îáíàðóæåííîå
ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò î÷åíü ìàëóþ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ.
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Íà ïðèìåðå Ôèòòñà ðàññìîòðèì ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êîíòðïðèìåðîâ ê
ãèïîòåçå Êàëìàíà, îñíîâàííûé íà èäåÿõ ðàçðûâíûõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì ñè-
ñòåìó (58) ïðè n = 4, çàäàííóþ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé (60) ñ íåëèíåéíîñòüþ
òèïà ϕ(σ) = ψ0(σ) = signσ êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (58) ñ íåëèíåé-
íîñòüþ òèïà "íàñûùåíèå"

ϕ(σ) = ψm(σ) ≡


−1, σ ≤ −m,
1
m σ, −m ≤ σ ≤ m,

1, σ ≥ m,

(61)

ãäå 0 < m ≤ N , N � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè ëî-
êàëüíûé àòòðàêòîð ñèñòåìû ñ ϕ(σ) = ψ0(σ) ðàñïîëîæåí íå íà ìíîãîîáðà-
çèè ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ, òî áëèçêèé ê íåìó àòòðàêòîð èìååò ñèñòåìà (58) ñ
ϕ(σ) = ψm(σ) âèäà (61) ïðè 0 < m ≤ N è äîñòàòî÷íî ìàëûõ N . Ïðè ýòîì,
òðàåêòîðèè ñèñòåì ñ íåëèíåéíîñòÿìè ψ0(σ) è ψm(σ) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû
àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé Àíäðîíîâà [131] êàê
ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [72,77,132,
133] è ðàññìîòðåâ ñèñòåìó èç ïðèìåðà Ôèòòñà ñ íåëèíåéíîñòüþ ϕ(σ) =
χε(σ) ≡ ψN(σ) + ε (tanh(σ/N)− ψN(σ)) è ìåíÿÿ ïàðàìåòð ε îò 0 äî 1,
ìîæíî ïåðåéòè îò ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé íåëèíåéíîñòüþ
ϕ(σ) = ψN(σ) ê ñèñòåìå ñ ãëàäêîé íåëèíåéíîñòüþ ϕ(σ) = tanh(σ/N).

Âîññòàíàâëèâàÿ ñèñòåìó ïî ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè (60), ïîëó÷èì [134]

ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, ẋ3 = x4,

ẋ4 = −a0x1 − a1x2 − a2x3 − a3x4 + ϕ(σ),
(62)

ãäå a0 = (1.12 + β2)(0.92 + β2), a1 = 2β(1.12 + 0.92 + 2β2), a2 = 1.12 + 0.92 +
6β2, a3 = 4β, σ = −x3. Ñèñòåìà (62) ïðåäñòàâèìà â ìàòðè÷íîì âèäå (58) ñ
ìàòðèöàìè

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−a0 −a1 −a2 −a3

 , b =


0

0

0

1

 , c =


0

0

−1

0

 .

Ïðè β = 0.1 è ϕ(σ) = ψ0(σ) = sign(σ) ñèñòåìà îáëàäàåò ëîêàëüíûì àò-
òðàêòîðîì (ðèñ. 16). Ýòîò àòòðàêòîð ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå â (62) íåëèíåé-
íîñòè ϕ(σ) = ψ0(σ) íà íåëèíåéíîñòü ϕ(σ) = ψm(σ) âèäà (61) ïðè 0 < m ≤ N ,
N = 0.01 (äëÿ m = 0.005 ñì. ðèñ. 17; äëÿ m = N = 0.01 ñì. ðèñ. 18).
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Èñïîëüçóÿ íåëèíåéíîñòü ϕ(σ) = χε(σ) ≡ ψN(σ) + ε (tanh(σ/N)− ψN(σ))
ïðè ε âîçðàñòàþùåì îò 0 äî 1 ñ øàãîì 0.1 ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïåðåõîä
îò êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé íåëèíåéíîñòè (61), ñîîòâåòñòâóþùåé ϕ(σ) =
χ0(σ) = ψN(σ) ê ãëàäêîé íåëèíåéíîñòè ϕ(σ) = χ1(σ) = tanh(σ/N). Ïðè ýòîì
ïåðåõîäå ëîêàëüíûé àòòðàêòîð, ïîëó÷åííûé íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ, ñîõðàíÿ-
åòñÿ (ðèñ. 19�20).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå (58), ñ ϕ(σ) = tanh(σ/N) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
N èìååò ìåñòî ñêðûòûé àòòðàêòîð è äëÿ k1 < 0 è k2 = +∞ ãèïîòåçà Êàëìàíà
íåâåðíà.
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Ðèñ. 16: Ñòðàííûé àòòðàêòîð ñèñòåìû (62) ïðè β = 0.1 è ϕ(σ) = ψ0(σ) = sign σ.
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Ðèñ. 17: Ñòðàííûé àòòðàêòîð ñèñòåìû (62) ïðè β = 0.1 è ϕ(σ) = ψm(σ), m = 0.005.
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Ðèñ. 18: Ñòðàííûé àòòðàêòîð ñèñòåìû (62) ïðè β = 0.1 è ϕ(σ) = ψm(σ), m = N = 0.01.
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Ðèñ. 19: Ñòðàííûé àòòðàêòîð ñèñòåìû (62) ïðè β = 0.1 è ϕ(σ) = χε(σ) ≡ ψN(σ) +
ε (tanh(σ/N)− ψN(σ)), N = 0.01, ε = 0.5.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 39



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2017

x 1 x 4

x 3

100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8
x 3

t

σ(t) = −x 3(t)

ϕ(σ) = χ
1.0

(σ)

Ðèñ. 20: Ñòðàííûé àòòðàêòîð ñèñòåìû (62) ïðè β = 0.1 è ϕ(σ) = χε(σ) ≡ ψN(σ) +
ε (tanh(σ/N)− ψN(σ)), N = 0.01, ε = 1.
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6 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è äèôôåðåíöè-
àëüíûõ âêëþ÷åíèé. Òåîðèÿ òàêèõ ñèñòåì íà÷àëà àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ, êîãäà
â ñåðåäèíå XX-ãî âåêà ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðåøåíèå � ýòî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, à ñêîëüçÿùèå ðåæèìû � ýòî òèïè÷íûå ýôôåêòû äëÿ
ðàçðûâíûõ ñèñòåì.

Äëÿ ãëîáàëüíîãî àíàëèçà ðàçðûâíûõ ñèñòåì ýôôåêòèâíûì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Íàìè ïîêàçàíî, êàê
ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçðûâíûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ðàçðûâíûõ ñèñòåì
â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Âûøíåãðàäñêîãî. Âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîíòðïðèìåðîâ ê ïðîáëåìå Êàëìàíà äëÿ ãëàäêèõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ ýôôåê-
òèâíûì ìåòîä ðàçðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé è èäåè Àéçåðìàíà è Ïÿòíèöêîãî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîí-
äà (ïðîåêò 14-21-00041).
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