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ПРЕДИСЛОВИЕ

Интегральное преобразование Лапласа F (p) функции f(t),

F (p) =

∫ ∞
0

e−p tf(t) d t,

представляет собой мощный инструмент для решения широкого
класса прикладных задач математической физики. Одним из его
главных достоинств является алгебраизация процедур математиче-
ского анализа, с помощью которой удается свести интегральные и
дифференциальные уравнения к более простым. Кроме того, изоб-
ражение Лапласа является регулярной функцией в некоторой полу-
плоскости Re p > γ, что позволяет привлечь к исследованию решае-
мой задачи результаты теории функций комплексного переменного.

Как правило, при решении задач операционными методами наи-
более трудным этапом является процесс обращения, т. е. определе-
ние оригинала по его изображению. Существуют таблицы соответ-
ствия функций-оригиналов и их изображений [15], теоремы разло-
жения, формула обращения Римана–Меллина, позволяющие теоре-
тически точно находить оригинал. Но решение практических задач
часто приводит к изображениям, к которым не могут быть примене-
ны эти классические приемы обращения. Следовательно, возникает
необходимость разработки и применения приближенных методов.

Наиболее полно возможные подходы к задаче обращения и их
реализация описаны в книге [25]. Обзор других способов обраще-
ния, не вошедших в [25], приведен в статье [36]. Теоретические осно-
вы операционного исчисления содержатся в классических работах
[15], [72], [12], [26]. Вопросам приложения операционного исчисле-
ния к решению прикладных задач, среди прочих, посвящены фун-
даментальные труды [28], [54]. Среди недавних работ, содержащих
обзор приближенных методов обращения, укажем книгу [64]. Разу-
меется, список цитированной литературы можно было бы бесконеч-
но пополнять, однако ссылки на все наиболее интересные работы
по рассматриваемой тематике можно обнаружить в приведенном
списке работ.

Не существует универсального метода обращения, дающего удо-
влетворительные результаты для произвольного изображения F (p).
Любой конкретный метод обращения должен учитывать специфи-
ку поведения изображения (или функции-оригинала), что прежде
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всего находит отражение в выборе подходящих систем функций в
пространствах оригиналов и изображений, с которыми легко рабо-
тать и с помощью которых могут быть хорошо приближены задан-
ные образы и оригиналы. Выбор метода обращения существенно
зависит от способа задания информации об изображении искомого
оригинала. Перечислим типичные ситуации:

1) известны значения изображения F (p) и его производных в
некоторой фиксированной точке, отличной от бесконечности;

2) известны значения изображения F (p) и его производных в
некоторой окрестности бесконечно удаленной точки;

3) известны значения изображения F (p) на вещественной полу-
оси p ≥ 0;

4) известны значения изображения F (p) во всей полуплоскости
Re p > γ.

Выбор подходящих методов обращения для указанных ситуа-
ций, их описание либо отсылка к соответствующей литературе рас-
смотрены в работе [36].

Предполагается, что читатель знаком с проблемой обращения
преобразования Лапласа и теоретическими подходами к её реше-
нию, изложенными, например, в книге [26].

Нумерация формул, теорем, утверждений и т. п. в каждой главе
своя и начинается с единицы. Таблицы и рисунки (иллюстрации)
ввиду их малого количества имеют сквозную нумерацию по всей
книге. Конец доказательства обозначается знаком �.
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Глава 1

ОБРАЩЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА
С ПОМОЩЬЮ РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯДЫ ЛАГЕРРА

§ 1. Постановка задачи. Выбор параметра функций
Лагерра

Дано уравнение

(Ax)(p) ≡
∫ ∞

0

exp(−p t)x(t) dt = F (p), (1)

где x(t) — искомая вещественная функция-оригинал, а F (p) — её
изображение по Лапласу.

Рассмотрим систему функций Лагерра

{lk(t)}∞k=0, lk(t) = exp(−t/2)Lk(t),

Lk(t) =
et

k!

dk

dtk
(
tke−t

)
— многочлен Лагерра.

Эта система полна и ортонормирована в пространстве L2(0,∞).
Пусть a — произвольное положительное число. Система функ-

ций
{ηk(t)}∞k=0, ηk(t) =

√
a lk(at), (2)

также будет полна и ортонормирована в L2(0,∞).
Предположим, что решение x(t) уравнения (1) при некотором

a > 0 представимо в виде ряда по системе функций (2):

x(t) =

∞∑
k=0

ckηk(t).

Подставляя его в уравнение (1), получаем

∞∑
k=0

ck(Aηk)(p) = F (p). (3)

Следовательно, задача нахождения x(t) сводится к определению
коэффициентов ck из уравнения (3).
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Прежде чем перейти к рассмотрению конкретных методов ре-
шения этой задачи, остановимся на выборе значения параметра a,
входящего в определение системы функций (2).

Как известно, изображение F (p) является регулярной функцией
комплексной переменной p в полуплоскости Re p ≥ p 0 при некото-
ром вещественном p 0.

Заметим, что в случае конечного p 0 переход к новому оригиналу
f1(t) = f(t) exp(−p 0t) приводит нас к случаю p 0 = 0.

Пусть выполнены следующие условия:
1) F (p) регулярна в полуплоскости Re p ≥ 0,
2) существует конечный предел limp→∞ pF (p),
3) все особые точки F (p) можно заключить в замкнутый круг,

целиком лежащий в полуплоскости Re p < 0.
По изображениям многочленов Лагерра

(ALk)(p) =

∫ ∞
0

exp(−pt)Lk(t) dt =
(p− 1)k

pk+1
, k = 0, 1, . . .

вычисляем изображения функций системы (2):

(Aηk)(p) =
√
a

∫ ∞
0

e−p te−at/2Lk(at) dt =
1√
a

(p/a− 0.5)k

(p/a+ 0.5)k+1
.

Их подстановка в (3) приводит к уравнению

∞∑
k=0

(−1)kck
√
a

(
a/2− p
a/2 + p

)k
=
(a

2
+ p
)
F (p).

Положим
bk = (−1)kck

√
a, k = 0, 1, . . .

и сделаем замену переменной

z = (a/2− p)/(a/2 + p). (4)

Преобразование (4) конформно отображает правую полуплоскость
Re p ≥ 0 на круг |z| ≤ 1. Функция

G(z) =
(a

2
+ p
)
F (p)

∣∣∣
p=a(1−z)/(2(1+z))

=
a

1 + z
F

(
a

2
· 1− z

1 + z

)
(5)

в силу сделанных относительно F (p) предположений будет регу-
лярна на круге |z| ≤ 1.
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Итак, функция (5) имеет представление

G(z) =

∞∑
k=0

bkz
k, (6)

причем радиус сходимости ряда (6) не менее единицы.
Как известно, радиус сходимости степенного ряда равен рассто-

янию от точки z = 0 до ближайшей особой точки G(z). Укажем
способ выбора такого значения параметра a, при котором радиус
сходимости ряда (6) максимален, что равносильно самому быстро-
му убыванию коэффициентов ряда (6) (см. [62]).

Пусть ρ — радиус сходимости ряда (6) и ρ > 1. При отображении

p =
a

2
· 1− z

1 + z
,

обратном к преобразованию (4), внешность круга |z| ≥ ρ конформ-
но отображается на внутренность круга |p − p0| ≤ r радиусом r =
aρ/(ρ2 − 1) с центром в точке

p0 =
a

2
· 1 + ρ2

1− ρ2
.

Это число отрицательно. Равенство p2
0 − r2 = (a/2)2 означает, что

a/2 равно длине отрезка касательной к этому кругу от точки p =
0 до точки касания, и на границе этого круга по предположению
лежит хотя бы одна особая точка изображения F (p). Пусть 2ϕ —
угол, под которым этот круг виден из начала координат, тогда

tg 2ϕ =
r

a/2
=

2ρ

ρ2 − 1
.

Эта функция убывает при ρ > 1. Значит, радиус сходимости ряда
(6) будет наибольшим, если все особые точки функции F (p), ле-
жащие в полуплоскости Re p < 0, заключить в замкнутый круг с
центром на отрицательной полуоси, который виден из начала ко-
ординат под наименьшим углом, а в качестве параметра a взять
удвоенную длину отрезка касательной к этому кругу от точки ка-
сания до точки p = 0.

З ам е ч а н и е 1. Если множество особых всех точек F (p) лежит
в полуплоскости Re p < 0, но неограничено, то при любом выборе
параметра a радиус сходимости ряда (6) не превосходит единицы.
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Прежде чем перейти к изучению основных методов обращения
преобразования Лапласа, рассмотрим один иллюстративный при-
мер.

Будем искать приближенное решение уравнения (1) в виде

x(t) ≈
n−1∑
k=0

ckηk(t).

Значения коэффициентов ck определим методом наименьших квад-
ратов [6] как решение системы уравнений

n−1∑
k=0

ck(Aηk, Aηj) = (F,Aηj), j = 0, 1, . . . , n− 1.

Здесь (·, ·) означает скалярное произведение в L2(0,∞). Запишем
систему в матричном виде

BnCn = Fn, (7)

положив

Bn = (bkj)
n−1
k,j=0, Cn = (c0, . . . , cn−1), Fn = ((F,Aη0), . . . , (F,Aηn−1)).

Вычислим элементы матрицы Bn:

bkj = (Aηk, Aηj) = a

∫ ∞
0

(
p− a/2
p+ a/2

)k+j

· dp

(p+ a/2)2
=

1 + (−1)k+j

k + j + 1
.

Матрица Bn является матрицей Грама линейно независимых функ-
ций Aηk, поэтому она обратима. Отметим, что она не зависит от a.
Следовательно, Cn = B−1

n Fn. С ростом n норма ‖B−1
n ‖2 растет, что

будет отрицательно сказываться на точности решения, так как век-
тор Fn, как правило, известен приближенно (как из-за приближен-
ного задания F (p), так и из-за неточности вычисления скалярных
произведений (F,Aηj)). Поэтому вычисления необходимо произво-
дить так, чтобы ошибки нахождения Fn убывали не медленнее, чем
растут значения ‖B−1

n ‖2. Представление о характере роста вели-
чин ‖B−1

n ‖2 дают следующие оценки: ‖B−1
10 ‖2 ≤ ‖B

−1
10 ‖∞ ≈ 4.3 · 105,

‖B−1
15 ‖2 ≤ ‖B

−1
15 ‖∞ ≈ 1.1 · 109.

З ам е ч а н и е 2. С ростом n решение системы (7) будет “размы-
ваться” в направлении собственных векторов матрицы Bn, соответ-
ствующих ее малым собственным значениям [57]. В таком случае
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целесообразно использовать метод регуляризации сдвигом, т. е. на-
ходить вектор Cn как решение системы (Bn + αEn)Cn = Fn при
подходящем выборе параметра регуляризации α > 0.

З ам е ч а н и е 3. Функции системы (2) стремятся к нулю при
t → +∞. Естественно считать, что и оригинал f(t) при t → ∞
также стремится к нулю. Если значение f(+∞) существует и не
равно нулю, то можно ввести новый оригинал f1(t) = f(t)− f(+∞)
либо f2(t) = f(t) − (1 − exp(−t))f(+∞). Значение f(+∞) можно
вычислить по формуле f(+∞) = limp→0 pF (p).

§ 2. О сходимости рядов Лагерра

2.1. Сходимость в среднем
Введем в рассмотрение общие многочлены Лагерра [56]

Ln(t, α) =
1

n!
t−αet

(
tα+ne−t

)(n)
, n = 0, 1, . . .

Они могут быть записаны в виде

Ln(t, α) =

n∑
k=0

Γ(n+ α+ 1)

Γ(k + α+ 1)
· (−t)k

k!(n− k)!
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n+ α

n− k

)
tk

k!
. (8)

Многочлены (8) образуют полную систему в пространстве с весом
L2(tαe−t; 0,∞) и ортогональны:∫ ∞

0

tαe−tLk(t, α)Lj(t, α) dt =
Γ(k + α+ 1)

k!
δkj .

Предположим, что при некотором α > −1 искомый оригинал
f(t) удовлетворяет условию∫ ∞

0

t−αe−t|f(t)|2 dt <∞. (9)

Функция g(t) = t−αf(t) такова, что∫ ∞
0

tαe−t|g(t)|2 dt <∞,

9



т. е. g ∈ L2(tαe−t; 0,∞), и поэтому она представима сходящимся в
среднем рядом Фурье по общим многочленам Лагерра:

g(t) =

∞∑
k=0

akLk(t, α). (10)

Покажем, что при выполнении условия (9) изображение F (p) будет
регулярной функцией в полуплоскости Re p > 1/2. Действительно,
можно написать цепочку неравенств∫ ∞

0

|e−p tf(t)| dt ≤
∫ ∞

0

tαe−te−(Re p−1)t|g(t)| dt ≤

≤
(∫ ∞

0

tαe−te−2(Re p−1)t dt

)1/2(∫ ∞
0

tαe−t|g(t)|2 dt
)1/2

=

=

(∫ ∞
0

tαe−(2Re p−1)t dt

)1/2(∫ ∞
0

t−αe−t|f(t)|2 dt
)1/2

.

Следовательно, изображение F (p) при выполнении условий (9) и
Re p > 1/2 представимо абсолютно и равномерно сходящимся инте-
гралом Лапласа, что и влечет регулярность изображения в указан-
ной полуплоскости.

В книге [25] приведен точный метод вычисления коэффициен-
тов ряда (10), использующий значения производных изображения.
Отметим, что такой алгоритм обращения мало пригоден в случае
приближенного задания изображения, и к тому же при сделанных
предположениях ряд Лагерра может сходиться медленно.

Заметим, что ряды по функциям Лагерра (2) после домножения
на exp(at/2) принимают вид (10) при α = 0.

2.2. Поточечная сходимость
Приведем без доказательства условия, при которых ряды Фурье

по многочленам Лагерра сходятся поточечно [56].
Теорема 1. Если α > 0, а функция f(t) из класса L1(tαe−t; 0,∞)

в окрестности фиксированной точки x удовлетворяет условию Лип-
шица

|f(x)− f(t)| ≤M |x− t|γ , 0 < γ ≤ 1, (11)

и существуют интегралы∫ 1

0

tα/2−1/4|f(t)| dt,
∫ ∞

1

tα/2+1/2e−t/2|f(t)| dt,
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то ряд Фурье функции f(t) по общим многочленам Лагерра схо-
дится в точке x.

Теорема 2. Если функция f(t) класса L1(tαe−t; 0,∞) в окрес-
тности фиксированной точки x удовлетворяет условию Липшица
(11) и при −1 < α ≤ 0 существуют интегралы∫ 1

0

tα/2−3/4|f(t)| dt,
∫ ∞

1

tα/2e−t/2|f(t)| dt,

то ряд Фурье функции f(t) по общим многочленам Лагерра схо-
дится в точке x.

2.3. Равномерная сходимость
Пусть радиус сходимости ряда (6) больше единицы. Тогда на

единичном круге |z| ≤ 1 он сходится абсолютно и равномерно, и
его там можно почленно дифференцировать любое число раз. Оче-
видно, что в этом случае выполнено неравенство

∑∞
k=0 |ak| < ∞,

которое гарантирует равномерную сходимость ряда (6), поскольку
функции Лагерра (2) равномерно ограничены.

Предположим, что мы выбрали узлы интерполирования на кру-
ге |z| ≤ 1 так, что интерполяционный процесс по ним сходится
равномерно к G(z). В таком случае наряду со сходимостью интер-
поляционных многочленов к G(z) будут сходиться и производные
интерполяционных многочленов к соответствующим производным
функции G(z), в частности, и их значения при z = 0, т. е. коэффи-
циенты интерполяционных многочленов будут стремиться к коэф-
фициентам ряда (10), которые мы и разыскиваем.

Приведем необходимые для дальнейшего сведения из теории
сходимости интерполяционных процессов на комплексной плоско-
сти. Для детального изучения вопроса рекомендуем книги [7], [55].

Пусть K — компактное множество в C, дополнение Kc = C \K
которого является односвязной областью расширенной комплекс-
ной плоскости C. Тогда существует конформное отображение

z = ψ(w) = cw + c0 +
c1
w

+ . . . , c > 0, (12)

внешности единичного круга |w| > 1 на Kc.
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Выберем узлы интерполирования z
(n)
k (k = 0, 1, . . . n) для всех

n = 0, 1, . . . принадлежащими K и положим

ωn(z) =

n∏
k=0

(
z − z(n)

k

)
. (13)

Рассмотрим числа

Mn = max{ |ωn(z)| : z ∈ K}, n = 0, 1, . . .

Они удовлетворяют неравенству Mn > cn+1.

Опр е д е л е н и е. Узлы z
(n)
k называются равномерно распреде-

ленными (или равнораспределенными) на K, если

n+1
√
Mn −−−−→

n→∞
c. (14)

Теорема 3. Для того чтобы для каждой регулярной на компакте
K функции f

Ln(z)⇒ f(z) (n→∞, z ∈ K),

необходимо и достаточно, чтобы узлы интерполяции z(n)
k были рав-

номерно распределены на K.
Итак, для обеспечения равномерной сходимости интерполяцион-

ных многочленов узлы интерполирования, т. е. корни многочленов
(13), следует выбирать так, чтобы выполнялось условие (14).

Известны три принципа выбора узлов на компакте, обеспечива-
ющие равномерную сходимость: Вандермонда (Фекете), Чебышёва,
Фейера.

Принцип Вандермонда. Для заданных точек zk ∈ K (k =
0, 1, . . . , n) составим произведение

P (z0, z1, . . . , zn) =
∏
j 6=k

|zj − zk|.

Это ограниченная и непрерывная функция (n + 1) точек на K, и
потому существует набор точек z

(n)
0 , z

(n)
1 . . . , z

(n)
n из K, для кото-

рых это произведение максимально. Этот набор называют n-й си-
стемой узлов Фекете (Вандермонда) (или W -системой). Заметим,

12



что поставленная задача эквивалентна задаче максимизации моду-
ля определителя Вандермонда

W (z0, z1, . . . , zn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
z0 z1 . . . zn
z2

0 z2
1 . . . z2

n

. . . . . . . . . . . . . . . .
zn0 zn1 . . . znn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

откуда и происходит второе название системы узлов.
Узлы Вандермонда попарно различны, расположены на границе

∂K = ∂Kc компакта K и “максимально удалены” друг от друга. К
тому же многочлены влияния интерполяционного многочлена по
ним

lk(z) =
ωn(z)

(z − z(n)
k )ω′

(
z

(n)
k

)
удовлетворяют неравенству |lk(z)| ≤ 1 для всех k и z ∈ K.

Если K — единичный круг плоскости z, то узлы Вандермонда
суть корни многочлена (с точностью до поворота на любой угол)
ωn(z) = zn+1 − 1. Очевидно, в этом случае Mn = 2, конформное
отображение (12) имеет вид z = w, и условие (14) выполняется.

Принцип Чебышёва. Как и выше, выберем узлы интерполи-
рования z(n)

k (k = 0, 1, . . . n) для всех n = 0, 1, . . . принадлежащими
K и положим

ωn(z) =

n∏
k=0

(
z − z(n)

k

)
.

Функция |ωn(z)| ограничена и непрерывна на K, и потому суще-
ствует набор точек z

(n)
0 , z

(n)
1 . . . , z

(n)
n из K, на котором она прини-

мает минимальное значение. Этот набор называют n-й системой
узлов Чебышёва (или T - системой).

Если K — единичный круг плоскости z, то узлы Чебышёва суть
корни многочлена ωn(z) = zn+1. Следовательно, Mn = 1, конформ-
ное отображение (12) имеет вид z = w, и условие (14) выполняется.
Очевидно, в этом случае речь идет об интерполировании Эрмита с
одним кратным узлом z = 0.

Если K = [−1, 1], то многочленами вида (13), наименее уклоня-
ющимися от нуля на K, являются многочлены Чебышёва первого
рода ωn(z) = Tn+1(z)/2n с корнями z(n)

k = cos((2k + 1)π/(2n+ 2)).
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Принцип Фейера. Пусть компакт K таков, что функция ψ,
отображающая множество {w : |w| > 1} на Kc, непрерывно продол-
жается на множество {w : |w| ≥ 1}. Пусть набор узлов {w(n)

k }nk=0

равнораспределен на |w| = 1. Тогда набор точек

z
(n)
k = ψ

(
w

(n)
k

)
(k = 0, 1, . . . , n) (15)

называется n-й системой узлов Фейера (или F -системой).
Прим е р 1. Пусть K = [−1, 1]. В этом случае отображение (12)

задается функцией Жуковского z = (w + 1/w)/2, отображающей
окружность |w| = 1 на K = [−1, 1].

Положим w(n)
k = exp(2πik/(n+1)), тогда z(n)

k = cos(2πk/(n+1)).
Заметим, что z(n)

1 = z
(n)
n , z

(n)
2 = z

(n)
n−1, . . . В этих точках нужно ис-

пользовать значения интерполируемой функции и ее производной.
Прим е р 2. Пусть K = [−1, 1], w

(n)
k = exp((4k + 1)πi/(2n + 2)),

тогда z(n)
k = cos((4k + 1)π/(2n + 2)). Их удобнее перенумеровать,

положив

z
(n)
k = cos

2k + 1

2n+ 2
π, k = 0, 1, . . . , n, n = 0, 1, . . .

Следовательно, ωn(z) = Tn+1(z)/2n,Mn = 2−n, и условие (14) вы-
полнено.

З ам е ч а н и е 4. Далее в качестве компакта K плоскости z рас-
сматривается единичный круг или некоторое его подмножество,
на которых порожденная изображением функция (6) регулярна.
Скорость сходимости равномерно сходящихся интерполяционных
процессов зависит от “размера” наибольшей области регулярности
функции G(z). В случае K = [−1, 1] такой областью будет эллипс
с фокусами в точках ±1 и суммой полуосей ρ > 1. Тогда погреш-
ность интерполяции будет величиной порядка ρ−n. Подробнее на
этих вопросах мы не будем останавливаться и отсылаем читателей
к работам [7], [55].

Наша задача заключается в описании эффективных методов
определения коэффициентов рядов Лагерра на основе уравнения (6).

Она решается совсем просто в случае узлов Чебышёва, если
K — единичный круг. Действительно, из уравнения (6) находим
bk = G(k)(0)/k!, k = 0, 1, . . . , и в итоге в силу (5) искомые коэф-
фициенты выражаются через значения производных F (k)(a/2).
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§ 3. Интерполяционные методы обращения

Дальнейшее содержание этой главы относится к изучению ин-
терполяционных методов для W - и T -систем узлов интерполирова-
ния применительно к нахождению решения уравнения (1) в виде
ряда

x(t) =

∞∑
k=0

ckηk(t). (16)

Теорема 4. Пусть при некотором a > 0 решение уравнения (1)
представимо в виде ряда (16), коэффициенты которого удовлетво-
ряют условию

∞∑
k=0

|ck| <∞, (17)

и пусть все особые точки изображения F (p) заключены в замкну-
тый круг с центром на отрицательной полуоси, целиком лежащий
в полуплоскости Re p < 0. Далее, пусть z(n)

0 , . . . , z
(n)
n есть W - или

F -система узлов интерполирования для единичного круга плоско-
сти z и интерполяционный многочлен по этой системе узлов для
функции G(z) равен

Pn(z) = p
(n)
0 + p

(n)
1 z + . . .+ p(n)

n zn.

Тогда
(−1)k√

a
p

(n)
k −−−−→

n→∞
ck, k = 0, 1, . . . , n.

Действительно, так как при любом a > 0 функции Лагерра огра-
ничены [53]: |ηk(t)| ≤

√
a, то ряд (16) сходится равномерно, поэтому

функция (5) регулярна на некотором круге радиусом более едини-
цы и представима там рядом (6). Коэффициенты этого ряда мо-
гут быть найдены как пределы коэффициентов интерполяционных
многочленов по соответствующей системе узлов, обеспечивающей
равномерную сходимость интерполяционного процесса.

Итак, приближенные значения коэффициентов bk ряда (6) на-
ходятся как решение системы

n∑
k=0

b
(n)
k zkr =

(a
2

+ pr

)
F (pr), r = 0, 1, . . . , n, (18)
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по избранным узлам интерполяции z0, . . . , zn и соответствующим
им точкам

pr =
a

2
· 1− zr

1 + zr
.

С вычислительной точки зрения реализация этой схемы сводит-
ся к решению следующих задач:

1) построение эффективных способов решения системы (18) при
любых n,

2) изучение влияния погрешностей задания F (p) на ее решение,
а тем самым и на приближенное решение уравнения (1) в виде от-
резка ряда (16).

Случай узлов Фейера. Узлами Фейера для K = [−1, 1], как
мы видели, являются корни многочлена Чебышёва Tn(x)

zr = cos
2r + 1

2n
π, r = 0, 1, . . . , n− 1.

На плоскости p им соответствуют точки вещественной оси

pr =
a

2
· 1− zr

1 + zr

такие, что 0 < p0 < · · · < pn−1 <∞.
Интерполяционный многочлен

Pn−1(z) =

n−1∑
k=0

b
(n)
k zk (19)

определяется условиями Pn−1(zr) = G(zr), r = 0, 1, . . . , n− 1.
Представим Pn−1 в виде разложения по многочленам Чебышёва:

Pn−1(z) =

n−1∑
ν=0

d(n)
ν Tν(z),

в котором числа d(n)
ν пока неизвестны. В силу ортогональности и

нормировки Tν(z) по весу 1/
√

1− z2 имеем

d
(n)
0 =

1

π

∫ 1

−1

Pn−1(z)√
1− z2

dz,

d(n)
ν =

2

π

∫ 1

−1

Pn−1(z)Tν(z)√
1− z2

dz, ν = 1, 2, . . . , n− 1.
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Для вычисления интегралов применим формулу Мелера∫ 1

−1

f(z)√
1− z2

dz ≈ π

n

n−1∑
r=0

f(zr),

точную для любого многочлена степени не выше 2n− 1:

d
(n)
0 =

1

n

n−1∑
r=0

G(zr),

d(n)
ν =

2

n

n−1∑
r=0

G(zr) cos
2r + 1

2n
πν, ν = 1, 2, . . . , n− 1.

(20)

Теперь нетрудно выразить коэффициенты b
(n)
k представления (19)

через найденные значения dν :

b
(n)
k =

1

k!

n−1∑
ν=0

d(n)
ν T (k)

ν (0) =

n−1∑
ν=0

d(n)
ν

T
(k)
ν (0)

k!
. (21)

Итак, решение системы (18) найдено.
Укажем способ вычисления входящих в формулу (21) величин

T
(k)
ν (0)/k!, k = 0, 1, . . . , n − 1, ν = k, k + 1, . . . , n − 1 (остальные,

очевидно, равны нулю).
Утверждение 1. Справедливы равенства

T
(r)
n (0)

r!
=

{
0, n− r — нечетное,
(−1)

n−r
2 · 2r−1 · nr · C

(n−r)/2
(n+r)/2−1, n− r — четное,

(22)
0 < r ≤ n,

Tn(0) =

{
0, n — нечетное,
(−1)

n
2 , n — четное,

n∑
r=0

∣∣∣∣∣T (r)
n (0)

r!

∣∣∣∣∣ =
1

2

[
(1 +

√
2)n + (1−

√
2)n
]
. (23)

Док а з а т е л ь с т в о. Из представления Tn(x) в виде

Tn(x) =
1

2

(2x)n +

[n/2]∑
m=1

(−1)m(2Cmn−m − Cmn−m−1)(2x)n−2m

 , (24)
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используя тождество

2Cqp − C
q
p−1 =

p+ q

p− q
Cqp−1,

легко получаем равенства (22). Далее, левая часть в формуле (23)
равна сумме модулей коэффициентов разложения Tn(x) по степе-
ням x, и знаки коэффициентов чередуются, как видно из (24). Ра-
венство (22) получается в результате подстановки x =

√
−1 в пред-

ставление

Tn(x) =
1

2

[(
x+

√
x2 − 1

)n
+
(
x−

√
x2 − 1

)n]
.�

Известен следующий результат [11]:
Теорема 5. Если модуль непрерывности ω(f ; δ) функции f удо-

влетворяет условию Дини—Липшица

lim
δ→0

ω(f ; δ) ln δ = 0,

то f разлагается в ряд по многочленам Чебышёва первого рода,
равномерно сходящийся на отрезке [−1, 1].

Предположим, что функция G(z) представима рядом

G(z) =

∞∑
ν=0

dνTν(z) (25)

и выясним, с какой точностью коэффициенты этого ряда прибли-
жаются величинами (20).

Подстановка ряда (25) в первую формулу (20) дает

d
(n)
0 =

1

n

n−1∑
r=0

( ∞∑
m=0

dmTm(zr)

)
=

∞∑
m=0

dm

(
1

n

n−1∑
r=0

Tm(zr)

)
.

Значение в последних скобках вычисляется с помощью формулы
Мелера: оно равно нулю для m = 1, 2, . . . , 2n − 1 и единице для
m = 0. Ее значение при m = 2n отлично от нуля, следовательно,

d
(n)
0 − d0 = O(|d2n|), n→∞.
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Для остальных номеров имеем

d(n)
ν =

2

n

n−1∑
r=0

G(zr) cos
2r + 1

2n
πν =

=
2

n

n−1∑
r=0

( ∞∑
m=0

dmTm(zr)

)
cos

2r + 1

2n
πν =

=

∞∑
m=0

dm

(
2

n

n−1∑
r=0

Tm(zr)Tν(zr)

)
, ν = 1, 2, . . . , n− 1. (26)

Индекс m представим в виде m = 2nj + µ, где −n + 1 ≤ µ ≤ n, и
вычислим

Tm(zr) = cos

(
(2nj + µ)

2r + 1

2n
π

)
=

= cos

(
2nj

2r + 1

2n
π

)
cos

(
µ

2r + 1

2n
π

)
= (−1)j T|µ|(zr).

Теперь снова для вычисления значений в последних скобках в (26)
применим формулу Мелера и с учетом ортогональности многочле-
нов Чебышева из (26) получаем

d(n)
ν = dν +

∞∑
j=1

(−1)j(d2nj−ν + d2nj+ν),

откуда следует равенство

d(n)
ν − dν = O(|d2n−ν |), ν = 1, 2, . . . , n− 1, n→∞.

Как видно, с увеличением номера точность вычисления коэффици-
ентов ряда (25) уменьшается.

Перейдем к изучению влияния погрешности задания F (p) на
приближенное решение в виде отрезка ряда (16)

xn(t) =

n−1∑
k=0

c̃
(n)
k ηk(t). (27)

Утверждение 2.Пусть в узлах Фейера zk = cos((2k+1)π/(2n)),
k = 0, 1, . . . , n − 1, значения функции G(zk) известны с погрешно-
стью εk, причем |εk| ≤ ε. Тогда возникающая при этом ошибка в
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правой части (27) по модулю не превосходит величины ε · 100.384n

для любого t ≥ 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через d
′

ν ошибки вычисления
d

(n)
ν по формулам (20), возникающие из-за ошибок εk. Очевидно,
|d ′0| ≤ ε. Далее, для k = 1, 2, . . . , n− 1 имеем∣∣∣∣∣nd

′

ν

2

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

εk cos
2k + 1

2n
πν

∣∣∣∣∣
2

≤ nε2
n−1∑
k=0

cos2 2k + 1

2n
πν.

Последняя сумма равна n/2 и легко вычисляется по формуле Меле-
ра для f(z) = Tν(z). Следовательно, для всех ν выполняется нера-
венство |d ′ν | ≤ ε

√
2, и из (21) вытекает, что ошибка вычисления

b
(n)
k не превосходит значения ε

√
2
∑n−1
ν=0 |T

(k)
ν (0)/k!|. В итоге, с уче-

том связи b
(n)
k = (−1)k c̃

(n)
k

√
a, получаем, что ошибка вычисления

правой части в формуле (27) не превосходит величины

δ =
ε
√

2√
a

√
a

n−1∑
ν=0

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣T (k)
ν (0)

k!

∣∣∣∣∣ ≤ ε√
2

n−1∑
ν=0

[(
1 +
√

2
)ν

+
(

1−
√

2
)ν]

<

<ε
√

2

n−1∑
ν=0

(1 +
√

2)ν = ε
[(

1 +
√

2
)n
− 1
]
< ε · 100.384n.�

Случай узлов Вандермонда. Узлами Вандермонда для кру-
га |z| ≤ 1 являются корни из единицы, т. е. точки zk = wk, w =
exp(−2πi/n), k = 0, 1, . . . , n − 1. На плоскости p им соответствуют
точки мнимой оси

pk = i
a

2
tg
kπ

n
.

В случае четного n среди них находится и бесконечно удаленная
точка.

Коэффициенты интерполяционного многочлена, как и ранее,
находим из системы уравнений

n−1∑
ν=0

b(n)
ν zνk = G(zk), k = 0, 1, . . . , n− 1. (28)

Умножим (26) на z−rk , r = 0, 1, . . . , n− 1, и затем просуммируем их
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по k от 0 до n− 1 :

n−1∑
k=0

G(zk)z−rk =

n−1∑
k=0

(
n−1∑
ν=0

b(n)
ν zνk

)
z−rk =

n−1∑
ν=0

b(n)
ν

n−1∑
k=0

(
wν−r

)k
.

Последняя внутренняя сумма в силу свойств корней из единицы
равна n при ν = r и нулю в остальных случаях, и поэтому решением
системы (28) будут числа

b(n)
ν =

1

n

n−1∑
k=0

G(zk)z−νk , ν = 0, 1, . . . , n− 1. (29)

Из симметрии узлов интерполирования относительно вещественной
оси вытекает, что для вещественной функции-оригинала эти числа
вещественны.

Подстановка ряда (6) в (29) дает

b(n)
ν =

1

n

n−1∑
k=0

( ∞∑
m=0

bmz
m
k

)
z−νk =

∞∑
m=0

bm

(
1

n

n−1∑
k=0

zm−νk

)
=

=

∞∑
m=0

bm

(
1

n

n−1∑
k=0

(wm−ν)k

)
.

Выражение в последних скобках при m − ν = nj равно единице и
нулю в остальных случаях, и поэтому

b(n)
ν − bν =

∞∑
j=1

bν+nj = O(|bν+n|), ν = 0, 1, . . . , n− 1.

Как видно, в отличие от узлов Фейера, теперь с ростом номера
коэффициента точность их вычисления не уменьшается.

Утверждение 3. Пусть в узлах Вандермонда zk = wk значения
функции G(zk) известны с погрешностью εk, причем |εk| ≤ ε. Тогда
возникающая при этом ошибка в правой части (27) по модулю не
превосходит величины nε для любого t ≥ 0.

Док а з а т е л ь с т в о этого утверждения формально проводит-
ся так же, как и для узлов Фейера, хотя оно очевидно следует из
представления (29).
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§ 4. Ряды Лагерра и ускорение сходимости
с применением преобразования Эйлера—Кноппа

Для суммирования слабосходящихся рядов принято исходный
ряд заменять другим, сходящимся к той же сумме быстрее. Такие
преобразования получили популярность со времен Эйлера. Метод
суммирования (E, 1), который применял Эйлер, получил развитие
у многих исследователей. Одним из первых обобщений было нели-
нейное преобразование исходного ряда:

Ê

( ∞∑
k=0

akz
k

)
=

1

1− z

∞∑
k=0

(
z

1− z

)k
∆ka0 ,

где ∆k — оператор конечной разности порядка k. Метод (E, 1) по-
лучается из последнего при z = −1. Дальнейшее обобщение этого
преобразования приводит к методу Эйлера—Кноппа, состоящему
на самом деле в дробно-линейном отображении исходного степен-
ного ряда.

Теорема 6 (см. [66]). Пусть дана последовательность {ak, k=
0, 1, 2, . . .} и

Ak(τ) =

k∑
j=0

(
k

j

)
(−τ)k−jaj , k = 0, 1, 2, . . .

Тогда
∞∑
k=0

akz
k =

∞∑
k=0

Ak(τ)
zk

(1− τz)k+1

для всех значений z и τ , при которых элементы сумм существуют
и ряды сходятся.

Эта теорема не даёт ответа на вопрос, при каких значениях па-
раметра τ из сходимости исходного ряда следует сходимость пре-
образованного. Также неизвестно, какой ряд предпочтительнее для
вычисления в пересечении их областей сходимости. А так как дан-
ное преобразование мы будем использовать для ускорения сходи-
мости степенного ряда, необходимо описать множество значений
параметра τ , при которых область сходимости преобразованного
ряда содержит круг сходимости исходного. При этом мы будем го-
ворить, что преобразование Эйлера—Кноппа регулярно. Заметим,
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это понятие шире рассматриваемого обычно в теории суммирова-
ния рядов.

В этом параграфе геометрически описано множество значений
параметра τ , обеспечивающих свойство регулярности метода сум-
мирования Эйлера—Кноппа. Эти результаты изложены частично в
работах [18, 19].

Пусть A(τ) = lim
k→∞

|Ak(τ)|1/k. Тогда область сходимости преоб-
разованного ряда определяется неравенством

A(τ)

∣∣∣∣ z

1− τz

∣∣∣∣ < 1. (30)

Для дальнейшего нам понадобится
Утверждение 4. Справедлива формула

A(τ) = max
j

∣∣∣∣ 1

zj
− τ
∣∣∣∣ ,

где zj — особые точки функции ϕ(z) =
∑∞
k=0 akz

k.
Док а з а т е л ь с т в о. В самом деле, записав преобразованный

ряд в виде
1

z

∞∑
k=0

Ak(τ)
1

(1/z − τ)k+1
,

мы видим, что (A(τ))−1 есть радиус круга сходимости в плоскости
(w) при отображении w = z/(1− τz). Также ясно, что

A(τ) = min
j

∣∣∣∣ 1

1/zj − τ

∣∣∣∣ ,
откуда следует утверждение леммы. �

С учетом утверждения 4 неравенство (30) преобразуется к виду

max
j

∣∣∣∣ 1

zj
− τ
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ z

1− τz

∣∣∣∣ < 1 .

Обозначим t = 1/z и запишем наше неравенство в виде |t− τ | >
A(τ). В плоскости (t) оно определяет внешность круга с центром
в точке τ , содержащего все особые точки tj = 1/zj . Чем меньше
радиус этого круга, тем больше площадь соответствующего круга
в плоскости (z).
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Исходный ряд
∑∞
k=0 akz

k сходится в круге |z| < |z0|, где z0 – бли-
жайшая к началу координат особая точка ϕ(z). Преобразованный
ряд

∑∞
k=0Ak(τ)zk(1− τ z)−k−1 сходится в круге |τ − 1/z| > A(τ).

Нужно найти значения τ , при которых {|1/z − τ | > A(τ)} ⊃
{|z| < |z0|}, или, что то же самое, {|1/z − τ | ≤ A(τ)} ⊂ {1/|z| ≤
1/|z0|}. Очевидно, это те значения, которые определяются из нера-
венства

A(τ) + |τ | ≤ 1/|z0| . (31)

Если τ = 0, то A(τ) = 1/|z0|, поэтому это неравенство определяет
непустое множество.

Если z0 — единственная (комплексная) особенность, то множе-
ство M есть отрезок [0, 1/z0], min

M
A(τ) достигается при τ = 1/z0.

Если на отрезке [−1/z0, 1/z0] есть другие особенности, тоM = [0, a],
где a = (1/z0 + 1/z1) /2, а z1 определяется из условия∣∣∣∣ 1

z0
− 1

z1

∣∣∣∣ = max
j

∣∣∣∣ 1

z0
− 1

zj

∣∣∣∣ .
При этом min

M
A(τ) достигается на τ = a. В частности, если ϕ(z)

имеет особенности в диаметрально противоположных точках z0 и
−z0, а все остальные лежат на прямой 0z0 с выкинутым отрезком
[−z0, z0], то M = {0}.

Пусть все точки tj содержатся в круге K(0, r). Для описания
множестваM в общем случае расположения особенностей поступим
следующим образом. Опишем для каждой особой точки tj множе-
ство S(tj) значений τ , при которых круг |t − τ | ≤ A(τ) лежит в
круге K(0, r). Пока речь идет о точке tj , будем считать, что других
особых точек нет. Затем найдем пересечение этих множеств по всем
особым точкам, которое и будет искомым множеством M .

Итак, пусть заданы точка tj и радиус r. Так как других точек
нет, то A(τ) = |tj − τ | и нужно обеспечить включение

{|t− τ | ≤ |tj − τ |} ⊂ {|t| ≤ r}.

Отсюда видно, что граница множества S(tj) состоит из центров
окружностей, которые касаются окружности |t| = r и проходят че-
рез точку tj . Пусть τ ∈ ∂S(tj). Точка соприкосновения окружно-
стей |t−τ | = |tj−τ | и |t| = r лежит на радиус-векторе, проходящем
через точку t = τ . Следовательно, |τ |+ |tj − τ | = r при τ ∈ ∂S(tj).
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Последнее равенство есть, на самом деле, уравнение эллипса с фо-
кусами 0 и tj , длина большой оси которого равна r. Концы отрезка
большой оси [ξj , ηj ] можно найти по формулам

ξj =

(
1 +

r

|tj |

)
tj
2
, ηj =

(
1− r

|tj |

)
tj
2
.

(t)

S(t
j
)

t
j

t0

Рис. 1: К нахождению множества M

Пересечение полученных эллипсов и есть множествоM . Пусть t0 =
arg max

j
|tj |, tj = 1/zj , zj — особенности ϕ(z). Из равенств r =

|t0| и S(t0) = [0, t0], следует, что M =
⋂
j

S(tj) = [0, αt0], где 0 ≤

α ≤ 1. Пояснению геометрии изложенного по части нахождения
множества M служит рис. 1.

Утверждение 5. Если при данном значении τ суммирование
регулярно, то |ak| = O

(
(|τ |+A(τ))

k
)
.

Док а з а т е л ь с т в о. В самом деле, введя оператор сдвига E :
aj = Eaj−1 , представим Ak(τ) в виде

Ak(τ) =

k∑
j=0

(
k

j

)
(−τ)k−jEja0 = (E − τ)ka0 .

Из определения числа A(τ) сразу получаем, что∣∣(E − τ)ka0

∣∣ = O
(

(A(τ))
k
)
.
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Остается еще раз воспользоваться оператором E:

|ak| =
∣∣Eka0

∣∣ =
∣∣(E − τ + τ)ka0

∣∣ =

=

∣∣∣∣ k∑
j=0

(
k

j

)
τk−j(E − τ)ja0

∣∣∣∣ ≤ k∑
j=0

(
k

j

)
|τ |k−j

∣∣(E − τ)ja0

∣∣ =

= O

( k∑
j=0

(
k

j

)
|τ |k−j (A(τ))

j

)
= O

(
(|τ |+A(τ))

k
)
. �

Теорема 7. Суммирование Эйлера—Кноппа с параметром τ ре-
гулярно тогда и только тогда, когда выполнены условия:

1) τ = αt0, 0 ≤ α ≤ 1 ,

2) |τ |+A(τ) = |t0|, A(τ) = lim
k→∞

|Ak(τ)|1/k = max
j
|tj − τ | .

Док а з а т е л ь с т в о. Очевидно, из второго утверждения теоремы
следует первое, но такая формулировка удобнее для дальнейшего
использования. Достаточность второго условия следует из опреде-
ляющего неравенства (31) для множества M . Остается показать,
что на множестве M неравенство |τ |+A(τ) < |t0| не имеет места.

Из утверждения 5 следует, что

lim
k→∞

|ak|
(|τ |+A(τ))k

= C <∞ . (32)

Учитывая равенство lim
k→∞

|ak|1/k = |t0|, из (32) получаем, что

lim
k→∞

|t0|k

(|τ |+A(τ))k
= C . (33)

Из (33) следует, что неравенство |τ | + A(τ) < |t0| на M не вы-
полняется, так как его следствие C = ∞ противоречит утвержде-
нию 6. Отсюда и из неравенства (31) следует доказываемое утвер-
ждение. �

Фактически мы доказали также, что функция ηϕ(τ) = |τ |+A(τ)
достигает абсолютного минимума на M , т. е.

M = {τ | inf
q
ηϕ(q) = ηϕ(τ)} .

26



Перейдем к вычислению коэффициентов преобразованного ря-
да.

Коэффициенты ak могут быть получены как коэффициенты ра-
зложения Тейлора функции ϕ(z):

ak =
ϕ(k)(0)

k!
.

Но эта формула неустойчива при вычислениях. Вместо нее обы-
чно применяют приближенные методы вычисления ak (см., напри-
мер, [2]). Один из них основан на построении интерполяционно-
го процесса для функции ϕ(z). Узлы интерполирования выбира-
ют так, чтобы обеспечить равномерную сходимость многочленов
к предельной функции на некотором множестве, выбор которого
диктуется постановкой задачи. Часто в качестве узлов для много-
члена n-й степени берут корни из единицы (n + 1)-й степени. Это
обеспечивает равномерную сходимость интерполяционного процес-
са внутри единичного круга и позволяет привлечь к нахождению
коэффициентов и оценке их погрешности хорошо развитые методы
гармонического анализа.

Значения Ak(τ), которые нам и нужны, находятся затем по фор-
муле, приведенной в теореме 6. При этом происходит излишняя по-
теря точности. Чтобы избежать этого, введем новую переменную
w = z/(1− τz) и запишем

ϕ(z) = ϕ

(
w

1 + τw

)
= (1 + τw)

∞∑
k=0

Ak(τ)wk .

Рассмотрим функцию

Φ(w) =
1

1 + τw
ϕ

(
w

1 + τw

)
=

∞∑
k=0

Ak(τ)wk .

При требовании регулярности преобразования Эйлера—Кноппа
выполнено неравенство |τ | ≤ |t0| < 1 и на замкнутом круге |w| ≤ 1
коэффициент 1/(1 + τw) регулярен. Далее, при отображении z =
w/(1+τw) круг |w| ≤ 1 переходит в “круг” |τ−1/z| ≥ 1. В плоскости
(t) (при отображении t = 1/z) ему соответствует “круг” |t− τ | ≥ 1.
Вспомним, что все особые точки tj функции ϕ(1/t) содержатся в
пересечении кругов K(τ,A(τ)) = {t| |t − τ | ≤ A(τ)} и K(0, |t0|) =
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{t| |t| ≤ |t0|}. Также ясно, что если τ ∈ M , то A(τ) ≤ |t0| < 1.
Отсюда получаем, что при требовании регулярности суммирования
Эйлера—Кноппа все точки tj принадлежат кругу |t−τ | < 1 и функ-
ция Φ(w) регулярна в круге |w| ≤ 1. Это позволяет применять те же
средства нахождения коэффициентов Ak(τ), которые используются
для вычисления коэффициентов исходного ряда

∑∞
k=0 akz

k = ϕ(z).
При этом сокращается и объем вычислений и погрешность, возни-
кающая при вычислении чисел Ak(τ) через медленно сходящиеся
ak.

Далее мы будем решать задачу ускорения сходимости ряда Ла-
герра, где используется описанная схема вычисления коэффици-
ентов преобразования Эйлера—Кноппа. Наилучшее значение пара-
метра τопт при этом определяется как решение задачи безусловной
(без требования регулярности метода Эйлера—Кноппа) минимиза-
ции

τопт = arg min
A(τ)

|1− τ |
.

Мы убедимся, что |τопт| ≤ 1 и даже |τопт| ≤ |t0| (последнее — без до-
казательства). Тогда вышеописанные рассуждения сохраняют си-
лу и законно применять ту же схему нахождения коэффициентов
Ak(τ).

Здесь мы построили и обосновали схему вычисления коэффици-
ентов преобразования Эйлера—Кноппа, в которой количество опе-
раций и ошибки округления существенно сокращаются по сравне-
нию с прямым вычислением по формуле теоремы (6). Эта схема
применима, когда на множестве узлов интерполяционного процес-
са сумма исходного ряда известна точно или приближенно. Такая
ситуация имеет место, например, при вычислении коэффициентов
преобразованного ряда Лагерра (см. ниже) с использованием значе-
ний заданного изображения Лапласа. Без обоснования этот прием
вычисления коэффициентов был предложен в статье [19].

Итак, пусть дано изображение

F (p) =

∫ ∞
0

e−p tf(t) dt, Re p > λ (λ ∈ R). (34)

Оригинал разло́жим в ряд по многочленам Лагерра:

f(t) =

∞∑
k=0

akLk(bt) , (35)
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где b — положительный параметр, b > 2λ. Подставив (35) в (34),
получим формальное равенство

F (p) =

∞∑
k=0

ak
(p− b)k

pk+1
. (36)

Предположим, что pF (p) регулярна в окрестности бесконечности.
Отображением z = (p− b)/p преобразуем ряд (36) в степенной:

pF (p) =

∞∑
k=0

ak
(p− b)k

pk
=

∞∑
k=0

akz
k = ϕ(z) . (37)

Из предположения регулярности функции pF (p) в окрестности бес-
конечности и условия b > max{0, 2λ} следует, что функция ϕ(z)
регулярна в некотором круге |z| < r радиусом r > 1.

Преобразование Эйлера—Кноппа ряда (37) имеет вид

ϕ(z)=

∞∑
k=0

akz
k=

∞∑
k=0

Ak(τ)
zk

(1− τ z)k+1
, Ak(τ) =

k∑
j=0

(
k

j

)
(−τ)k−jaj .

Теорема 8. Пусть функция-оригинал f(t) представима в виде
(35), а параметр τ удовлетворяет неравенству Re τ <1. Тогда

f(t) = exp

(
bτ t

τ − 1

) ∞∑
k=0

Ak(τ)

(1− τ)k+1
Lk

(
bt

1− τ

)
.

Детальному доказательству приведённых утверждений и опти-
мальному выбору параметра τ (в случае комплекснозначного ори-
гинала он комплексный) с целью ускорения сходимости исходного
ряда посвящена работа [20], к которой мы и отсылаем заинтересо-
ванного читателя.
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§ 5. Обращение преобразования Лапласа при помощи
рядов по обобщённым функциям Лагерра

Пусть при некотором s ≥ 1 функция ϕs(p) регулярна в полу-
плоскости Re p > 0 и пусть существуют значения f(+0), f(+∞),
ϕs(∞).

Дальнейшее изложение является обобщением выше изложенно-
го материала, соответствующего случаю s = 1.

Пусть s > 1. Напишем тождество

ϕs(p) = ps−1 (pF (p))

и устремим в нём p к бесконечности: слева в пределе имеем конечное
значение ϕs(∞), второй сомножитель справа равен f(+0), а первый
неограниченно возрастает. Следовательно, f(0) = 0. Далее, предпо-
ложим, что f ′(t) также является оригиналом. Преобразования Ла-
пласа f(t) и f ′(t) связаны соотношением L(f ′) = pL(f) − f(0). Но
f(0) = 0, а f ′(+0) = limp→∞ pL(f ′) = limp→∞ p 2F (p). Если s > 2,
то из представления

ϕs(p) = ps−2(p2F (p))

аналогично предыдущим рассуждениям получаем f ′(0) = 0 и т. д.
Следовательно, точка t = 0 будет корнем кратности s− 1, т. е. при
t ≈ 0 будет f(t) ≈ Cts−1.

Однако, функции Лагерра (2) таким свойством не обладают,
и поэтому надеяться на то, что отрезок ряда по ним точно учи-
тывает характер поведения оригинала при t ≈ 0, не приходится.
Следовательно, желательно иметь систему функций, все элементы
которой заранее учитывают эту особенность оригинала. Отметим,
что функции Лагерра при t→∞ стремятся к нулю, поэтому есте-
ственно считать выполненным условие f(+∞) = 0. Если это не так,
введём новый оригинал f1(t) = f(t)− f(+∞). Однако такая замена
изменяет поведение оригинала в нуле. Очевидно, функция

f1(t) = f(t)− f(+∞)(1− e−t)n

при любом n ≥ s− 1 имеет точку t = 0 корнем кратности не менее
s− 1.

Введём в рассмотрение две системы функций

ϕn(t) = e−t/2tα/2Ln(t, α), (38)
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ψn(t) = e−t/2tαLn(t, α), α ≥ 0, n = 0, 1, . . . , (39)

где Ln(t, α) — многочлены Лагерра (8).
Системы функций {ϕn(t)}∞n=0, {ψn(t)}∞n=0 полны в L2(0,∞) [53].

При α = 0 обе системы совпадают с обычными функциями Лагерра
(2). Скалярное произведение функций (41) легко вычисляется [53]:

(ϕn, ϕm) =

∫ ∞
0

e−ttαLn(t, α)Lm(t, α) dt = Γ(α+ 1)

(
n+ α

n

)
δnm.

Следовательно, при любом a > 0 система функций

ηϕn (t) =
√
aϕn(at)

/√
Γ(α+ 1)

(
n+ α

n

)
полна и ортонормирована в L2(0,∞).

Лемма 1. Изображение функции tβLn(t, α) равно∫ ∞
0

e−p ttβLn(t, α) dt =
Γ(β + 1)Γ(n+ α+ 1)

n! Γ(α+ 1)
p−β−1×

× 2F1

(
−n, β + 1, α+ 1,

1

p

)
, (40)

где

2F1(a, b, c, x) =

∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

· x
k

k!

есть гипергеометрический ряд.
Док а з а т е л ь с т в о. Интегрируя тождество

tβLn(t, α) =

n∑
k=0

(−1)k
(n+ α) · · · ((n+ α)− (n− k) + 1)

(n− k)!
· t
k+β

k!

после домножения его на e−p t в пределах от 0 до∞ и осуществляя
очевидные преобразования, искомое изображение последовательно
записываем следующим образом:
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n∑
k=0

(−1)k
(n+ α) · · · (k + α+ 1)

(n− k)!
· Γ(k + β + 1)

k! pk+β+1
=

= p−β−1
n∑
k=0

(−1)k
Γ(n+ α+ 1)

Γ(k + α+ 1)
· Γ(k + β + 1)

(n− k)! k!
· 1

pk
=

= p−β−1 Γ(n+ α+ 1)Γ(β + 1)

n! Γ(α+ 1)

n∑
k=0

(−1)k
n!

k! (n− k)!
p−k×

× Γ(α+ 1)

Γ(k + α+ 1)

Γ(k + β + 1)

Γ(β + 1)
=

= p−β−1 Γ(n+ α+ 1)Γ(β + 1)

n! Γ(α+ 1)

n∑
k=0

(−n)k(β + 1)k
(α+ 1)k

(1/p)k

k!
=

= p−β−1 Γ(n+ α+ 1)Γ(β + 1)

n! Γ(α+ 1)
2F1

(
−n, β + 1, α+ 1,

1

p

)
. �

Лемма 2. Скалярное произведение функций системы (39) вы-
числяется по формуле

(ψn, ψm) =

∫ ∞
0

e−tt2αLn(t, α)Lm(t, α) dt =

= (−1)m+nΓ(2α+ 1)

(
m+ α

n

)(
n+ α

m

)
. (41)

Д ок а з а т е л ь с т в о. Исходя из определения (39), имеем

(ψn, ψm) =

m∑
k=0

(−1)k
(
m+ α

m− k

)
1

k!

∫ ∞
0

e−tt2α+kLn(t, α) dt. (42)

Воспользуемся формулой (40) при p = 1:∫ ∞
0

e−ttβLn(t, α) dt =
Γ(β + 1)Γ(n+ α+ 1)

n! Γ(α+ 1)
2F1(−n, β + 1, α+ 1, 1),

Последовательно применяя рекуррентное соотношение

2F1(a− 1, b, c, 1) =
c− b− a
c− a 2F1(a, b, c, 1),
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для натурального n получим тождество

2F1(−n, b, c, 1) =
(c− b) · · · (c− b+ n− 1)

c · · · (c+ n− 1)
, (43)

в силу чего имеем∫ ∞
0

e−ttβLn(t, α) dt =
Γ(β + 1)

n!
(α− β) · · · (α− β + n− 1). (44)

Следовательно, входящие в правую часть (42) интегралы можно
вычислить по формуле (41) при β = 2α + k. Теперь, обозначив ak
общий член суммы в (42), устанавливаем рекуррентное соотноше-
ние

ak+1 = ak
(−m+ k)(2α− k + 1)

(−n+ α+ 1 + k)(k + 1)
, k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Если a0 6= 0 (что имеет место при нецелом α или целом α, бо́льшем
n− 1), то искомая величина равна

m∑
k=0

ak = a0 · 2F1(−m, 2α+ 1,−n+ α+ 1, 1),

и далее остаётся снова применить формулу (43), после чего сравне-
ние левой и правой части в (41) не составляет труда. Аналогично
проводятся вычисления и в случае, когда первое отличное от нуля
слагаемое в (42) есть aj при j > 0.

З ам е ч а н и е 5. Приводимые в [9] на с. 859 и в других руковод-
ствах по операционному исчислению формулы вычисления произ-
ведений (ψn, ψm) неверны.

При любом a > 0 система функций

ηψn (t) =
√
aψn(at)

n! Γ(α+ 1)

Γ(n+ α+ 1)
√

Γ(2α+ 1)

полна и нормирована в L2(0,∞). Заметим, что она ортогональна
лишь при α = 0, а в случае натурального α матрица Грама этой
системы будет (2α + 1)-диагональной, как это следует из (41). Все
функции систем (41), (42) имеют точку t = 0 корнем кратности α/2
или α, соответственно, так что следует полагать α/2 = s− 1, либо
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α = s − 1, где s — любое положительное число, не превосходящее
скорости убывания изображения при p→∞.

Лемма 3. Системы функций {ηϕn (t)}, {ηψn (t)} равномерно огра-
ничены при любом a > 0, т. е. существует постояннаяM <∞ такая,
что

|ηϕn (t)| ≤M, |ηψn (t)| ≤M, t ≥ 0, n = 0, 1, . . .

Док а з а т е л ь с т в о. Ограничимся рассмотрением второй си-
стемы, ибо для первой системы никаких отличий в доказательстве
нет.

Теорема Сегё (см. [53], с. 250) утверждает, что при n→∞ спра-
ведливо соотношение

max
t≥0

e−t/2tλ|Ln(t, α)| ∼ nQ,

причём

Q ≤ max

{
λ− 1

3
,
α

2
− 1

4

}
.

При n→∞ справедлива асимптотическая формула

Γ(n+ α+ 1) ∼ n! (n+ 1)α,

и из определения функций ηψn (t) следует

max
t≥0
|ηψn (t)| = O(nQ−α).

Но Q− α < 0, откуда и следует утверждение леммы. �
Перейдём к задаче построения искомого оригинала в виде рядов

по системам {ηϕn (t)}, {ηψn (t)}:

f(t) =
∞∑
k=0

cϕk η
ϕ
n (t), f(t) =

∞∑
k=0

cψk η
ψ
n (t)

и выбору оптимального значения параметра a, входящего в опре-
деление систем функций, в зависимости от свойств данного изоб-
ражения F (p).

Сначала рассмотрим систему функций ηψn (t).
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Положим α = s− 1 и предположим, что искомый оригинал f(t)
представи́м в виде ряда

f(t) =

∞∑
k=0

cψk η
ψ
k (t), (45)

коэффициенты которого удовлетворяют условию
∑∞
k=0 |c

ψ
k | <∞.

В силу леммы 2 ряд (45) сходится абсолютно и равномерно на
любом [0, T ], T > 0, при любом a > 0, так что его преобразование
Лапласа равно

∞∑
k=0

cψkL(ηψk (t)) = F (p). (46)

Преобразование Лапласа функции tαLn(t, α) легко вычисляется с
использованием представления (44) при β = α и равно∫ ∞

0

e−p ttαLn(t, α) dt =
Γ(n+ α+ 1)

n!

(
p− 1

p

)n
p−α−1.

Теперь находим изображение функций ηψk :

L(ηψk ) =
1√
a

Γ(α+ 1)√
Γ(2α+ 1)

(
p/a− 0.5

p/a+ 0.5

)k
1

(p/a+ 0.5)α+1
.

Запишем равенство (43) в виде

∞∑
k=0

bψk

(
a/2− p
a/2 + p

)k
=
(
p+

a

2

)α+1

F (p),

где

bψk = (−1)k
Γ(α+ 1)√
Γ(2α+ 1)

aα−1/2cψk .

Как и ранее, положим z = (a/2− p)/(a/2 + p) и введём функцию

G(z) =
(
p+

a

2

)α+1

F (p)

∣∣∣∣
p= a

2 ·
1−z
1+z

=

(
a

1 + z

)α+1

F

(
a

2
· 1− z

1 + z

)
.

В итоге приходим к уравнению

G(z) =

∞∑
k=0

bψk z
k,
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полностью аналогичному уравнению (6), полученному ранее в слу-
чае α = 0. Поэтому все полученные ранее в § 1 утверждения для
обычных функций Лагерра, в частности, о выборе оптимального
параметра a и способах определения коэффициентов рядов, спра-
ведливы и в нашем случае.

Пусть теперь искомый оригинал f(t) представи́м в виде ряда

f(t) =

∞∑
k=0

cϕk η
ϕ
k (t),

коэффициенты которого удовлетворяют условию
∑∞
k=0 |c

ϕ
k | < ∞.

Применяя формулу (40) для вычисления изображений функций
ηϕk (t), снова получим уравнение

∞∑
k=0

bϕk z
k = G(z) ≡

(
a

1 + z

)α/2+1

F

(
a

2
· 1− z

1 + z

)
. (47)

В отличие от предыдущего случая коэффициент bϕk связан со
всеми cϕ0 , . . . , c

ϕ
k , как следует из (40).

Допустим, мы нашли приближенные значения коэффициентов
bϕ0 , . . . , b

ϕ
n. Зная bϕn, мы сможем найти cϕn, после чего, “выбросив” из

bϕ0 , . . . , b
ϕ
n−1 составляющие “вдоль” ηϕn (t), аналогично найдем cϕn−1, и

т. д. Изображение ηϕn (t) входит в левую часть (47) в виде слагаемо-
го (с коэффициентом 2F1 (−n, α/2 + 1, α+ 1, z)), содержащего все
степени zi, i = 0, 1, . . . , n. Если α = 0, то 2F1 (−n, 1, 1, z) = (1− z)n.
Следовательно, ошибка вычисления cϕn войдет в значения осталь-
ных коэффициентов с биномиальными коэффициентами. На следу-
ющем шаге характер распространения ошибки сохранится. В итоге
погрешность вычисления коэффициентов cϕk может оказаться недо-
пустимо большой. В случае α 6= 0 картина качественно не меняется.
Численные эксперименты подтвердили неустойчивость этой проце-
дуры.
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Глава 2

ОБРАЩЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА
С ПОМОЩЬЮ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ

§ 1. Интерполяционные квадратурные формулы
обращения преобразования Лапласа

1.1. Дано уравнение∫ ∞
0

exp(−p t)f(t) dt = F (p),

где f(t) — искомая функция-оригинал, а F (p) — её изображение по
Лапласу. Как известно, изображение F (p) регулярно в некоторой
полуплоскости Re p > γ. Далее будем считать γ = 0, чего всегда
можно добиться сдвигом по p за счет домножения оригинала на
соответствующую экспоненту.

Как известно, обращение преобразования Лапласа задается ин-
тегралом Римана—Меллина

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep tF (p) dp, c > 0, t > 0.

Напомним, что интеграл понимается в смысле главного значения,
он не зависит от c и в случае разрыва оригинала в точке t мы по-
лучаем полусумму предельных значений оригинала слева и справа
от точки t.

Положим в формуле обращения p = c + iτ, тогда exp(p t) =
exp(c t) exp(iτ t). При фиксированном t первый сомножитель посто-
янен, а второй пробегает единичную окружность на комплексной
плоскости бесконечное число раз. С ростом t первый сомножитель
и скорость пробегания окружности вторым сомножителем неогра-
ниченно возрастают, так что попытка приблизить интеграл римано-
выми суммами вряд ли приведет к цели. Например, в простейшем
случае для f(t) = 1 имеем F (p) = 1/p, так что при любом c > 0 со-
множитель exp(c t) быстро растет с увеличением t, однако оригинал
постоянен и не зависит от c.

Итак, пусть F (p) регулярна в правой полуплоскости Re p > 0
наряду с функцией ϕs(p) = psF (p) при некотором s > 0 и пусть
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существует значение ϕs(∞). Запишем формулу обращения преоб-
разования Лапласа в виде интеграла Римана—Меллина

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eptp−sϕs(p) dp , c > 0. (1)

Предположим, что оригинал f(t) с достаточной точностью может
быть приближен линейной комбинацией функций f1(t), . . . , fn(t),
изображения которых известны и равны F1(p), . . . , Fn(p). Положим
Φk(p) = psFk(p), k = 1, 2, . . . , n. Теперь выберем произвольным об-
разом попарно различные точки p1, . . . , pn в полуплоскости Re p > 0
и построим интерполяционный “многочлен” для функции ϕs(p) по
её значениям ϕs(p1), . . . , ϕs(pn) относительно системы Φ1(p), . . . ,
Φn(p), т. е. положим

ϕs(p) ≈
n∑
k=1

ckΦk(p), (2)

а коэффициенты ck определим из условий

ϕs(pj) =

n∑
k=1

ckΦk(pj), j = 1, 2, . . . , n.

Например, в случае fk(t) = ts+k−2 получаем Φk(p) = p1−k и
формула (2) имеет вид

ϕs(p) ≈
n∑
k=1

ckΦk(p) =

n∑
k=1

lk

(
1

p

)
ϕs(pk), (3)

где

lk(x) = ωk(x)/ωk(xk), ωk(x) = ω(x)/(x−xk), ω(x) =

n∏
k=1

(x−xk),

x = 1/p, xk = 1/pk.

После подстановки правой части формулы (3) в (1) получим квад-
ратурную формулу (КФ)

f(t) ≈
n∑
k=1

Ak(t)ϕs(pk) (4)
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с коэффициентами

Ak(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep tp−slk

(
1

p

)
dp . (5)

По построению формула точна для функций fk(t) = ts+k−2, k =
1, 2, . . . , n, и потому коэффициенты (5) имеют вид ts−1Pn−1,k(t), где
Pn−1,k(t) — некоторый многочлен степени не выше n−1, однозначно
определяемый узлами p1, . . . , pn. Назовем её интерполяционной КФ
(ИКФ).

1.2. Естественно поставить вопрос о том, нельзя ли за счет спе-
циального выбора узлов повысить степень точности (вообще гово-
ря, узлы могут зависеть от t), и если можно, то на сколько единиц?
Оказывается, что более, чем на n единиц нельзя увеличить степень
точности (доказательство этого утверждения в более общем случае
приведено далее в гл.4 § 3).

Теорема 1. Для того чтобы формула (4) была точна для функ-
ций ϕs(p) = p−j , j = 0, 1, . . . , 2n − 1, необходимо и достаточно вы-
полнения двух условий:

1) формула (4) интерполяционная, т. е. её коэффициенты вычис-
ляются по формуле (5),

2) выполняются условия “ортогональности”∫ c+i∞

c−i∞
ep tp−sω

(
1

p

)
p−k dp = 0 , k = 0, 1, . . . , n− 1, (6)

где

ω

(
1

p

)
=

n∏
k=1

(
1

p
− 1

pk

)
. (7)

Доказывается эта теорема так же, как и для классических квад-
ратурных формул типа Гаусса (см., напр., [22]), и имеется в книге
[25]. Здесь мы его не приводим, поскольку далее будет доказано
более общее утверждение.

Итак, существование квадратурной формулы наивысшей сте-
пени точности (КФНСТ) обращения преобразования Лапласа сво-
дится к существованию многочлена (7), удовлетворяющего усло-
вию (6).
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Положив z = pt, qk = pkt, перепишем условие (6) в виде∫ c1+i∞

c1−i∞
ezz−s

(
1

z
− 1

q1

)
· · ·
(

1

z
− 1

qn

)
z−k dz = 0 , k = 0, 1, . . . , n−1.

Далее будет показано (см. также [25]), что многочлен

ωn

(
1

z

)
=

n∏
k=1

(
1

z
− 1

qk

)
с точностью до постоянного сомножителя совпадает с многочленом

P sn

(
1

z

)
=

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(n+ s− 1)kz

−k,

корни которого, как будет далее показано, попарно различны и ле-
жат в полуплоскости Re z > 0.

В записи многочлена P sn использован символ Похгаммера

(a)k =

{
1, k = 0;

a(a+ 1) · · · (a+ k − 1), k > 1.

Следовательно, КФНСТ вида (4) существует и единственна, и её
узлы попарно различны и представимы в виде pk = qkt, где qk —
корни уравнения P sn(1/q) = 0. Коэффициенты КФНСТ вычисляем
по формуле (5):

Ak(t) =
ts−1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ezz−s

n∏
j=1
j 6=k

1/z − 1/qj
1/qk − 1/qj

dz = Bkt
s−1.

Итак, КФНСТ имеет вид

f(t) ≈ ts−1
n∑
k=1

Bkϕs

(qk
t

)
. (8)

Её коэффициенты можно найти как решение системы уравнений

n∑
k=1

Bkq
−m
k =

1

Γ(s+m)
, m = 0, 1, . . . , n− 1, (9)
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эквивалентной, как нетрудно проверить, условию интерполяцион-
ности квадратурной формулы. Очевидно, эта система однозначно
разрешима в силу попарной различности чисел qk. Заметим, что на
самом деле условия (9) выполняются для m = 0, 1, . . . , 2n− 1.

1.3. Сравним между собой ИКФ (4) и КФНСТ (8).
Пусть сначала s = 1. Если узлы ИКФ (4) не зависят от t, то пра-

вая часть в формуле (4) есть многочлен степени n−1, неограничен-
но возрастающий по модулю при t→∞. Однако искомый оригинал
может себя вести совсем иначе, например, иметь предельные зна-
чения f(+0), f(+∞), которые не получаются из правой части (4)
при t→ 0 и t→ +∞, соответственно. Формула (8) даёт верные ре-
зультаты как при t→ 0, так и при t→∞, поскольку

∑n
k=1Bk = 1

(см. (9)) и ϕ1(0) = f(∞), ϕ1(∞) = f(0). Дело здесь в том, что
зависимость приближённого решения (4) от t входит лишь в ко-
эффициенты, но не входит в ϕs(p), что неестественно, хотя бы с
учётом тауберовых теорем (см. [72], [37]), ибо поведение оригинала
при малых t определяется поведением изображения при больших
по модулю p, и наоборот: поведение оригинала при больших t опре-
деляется поведением изображения при малых по модулю p. А в
формуле (8) аргумент t определяет привлекаемые к вычислениям
значения изображения в полном соответствии с названными теоре-
мами.

Пусть теперь s 6= 1. Если функция ϕs(p) регулярна при p→∞,
то выбор в качестве s скорости убывания изображения F (p) при
p→∞ означает максимальный учёт гладкости оригинала в окрест-
ности точки t = 0 (эта точка будет корнем оригинала кратности
s − 1 (см. [39])), что и делает первый сомножитель справа в (8),
однако при t → ∞ никаких априорных ограничений на поведение
оригинала при этом не накладывается.

Поясним это подробнее на примере КФНСТ с одним узлом:

f(t) ≈ fs(t) =
ts−1

Γ(s)
ϕs

(s
t

)
. (10)

Возьмём функцию-оригинал f(t) = (1− e−t)3, его изображение
равно F (p) = 6/p(p + 1)(p + 2)(p + 3). Очевидно, точка t = 0 —
трёхкратный корень оригинала и f(0) = 0, f(∞) = 1. Рассмот-
рим случаи s = 1, 2, 3, 4. По формуле (10) находим приближённые
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оригиналы
f1(t) =6t3/(1 + t)(1 + 2t)(1 + 3t),

f2(t) =6t3/(1 + t)(2 + t)(2 + 3t),

f3(t) =9t3/(1 + t)(3 + t)(3 + 2t),

f4(t) =32t3/(2 + t)(4 + t)(4 + 3t),

откуда при t → 0 получаем f1(t) ≈ 6t3, f2(t) ≈ 1.5t3, f3(t) ≈
t3, f4(t) ≈ t3, а при t = ∞ имеем f1(∞) = 1, f2(∞) = 2, f3(∞) =
4.5, f4(∞) = 32/3. Как видно, с ростом s в окрестности нуля при-
ближение к оригиналу улучшается, а в окрестности точки t = ∞,
наоборот, ухудшается.

В общем случае за счёт выбора s можно добиваться определён-
ного поведения приближённого решения в окрестности точек t = 0
и t = ∞ (заметим, что при построении других методов обращения
допустимы и отрицательные значения s).

Оказывается, многочлены P sn(x), определяющие КФНСТ (8), об-
ладают теми же свойствами, что и классические ортогональные
многочлены Эрмита, Лагерра, Якоби [56].

1.4. Пусть даны две различные ИКФ обращения преобразова-
ния Лапласа вида (8) при s = 1:

f(t) ≈
n∑
k=1

Akϕ1(pk/t) ≡ Sn(f, t), f(t) ≈
n∑
k=1

Bkϕ1(qk/t) ≡ Tn(f, t),

точные для функций fk(t) = tk−1, k = 1, 2, . . . , n. Используя исход-
ное уравнение ∫ ∞

0

exp(−p t)f(t) dt = F (p),

запишем их правые части в виде сингулярных интегралов

Sn(f, t) =

∫ ∞
0

[
n∑
k=1

Akpkt
−1 exp(−xp k/t)

]
f(x) dx,

Tn(f, t) =

∫ ∞
0

[
n∑
k=1

Bkpkt
−1 exp(−xp k/t)

]
f(x) dx.

С помощью известного соотношения∫ ∞
0

e−pxxn dx = n!/pn+1, n = 0, 1, . . .
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легко доказываются тождества

Sn(xk, t) = λnkt
k, Tn(xk, t) = µnkt

k,

где

λnk = k!

n∑
k=1

Ajp
−k
j , µnk = k!

n∑
k=1

Bjq
−k
j .

Следовательно, функции tk, k = 0, 1, . . . — собственные для опе-
раторов Sn, Tn. Так как обе ИКФ точны для первых n из них, то
λnk = µnk = 1, k = 0, 1, . . . , n−1. Предположим, что λnn 6= 1, µnn 6=
1, λnn 6= µnn. Очевидно, при любых α, β оператор αSn + βTn имеет
те же собственные функции tk с собственными числами αλnk+βµnk.
Выберем α и β из условий α+β = 1, αλnn+βµnn = 1, тогда линей-
ная комбинация исходных ИКФ с такими коэффициентами будет
точна по крайней мере для функций tk, k = 0, 1, . . . , n.

Аналогичным способом можно строить улучшенные формулы
по трём исходным квадратурам, для других значений s, иного на-
бора функций и т. д.

§ 2. Общие свойства ортогональных многочленов,
определяющих КФНСТ

Напомним, что многочлен ωn(1/z) удовлетворяет условию “ор-
тогональности”∫ c+i∞

c−i∞
ezz−sωn

(
1

z

)
z−k dz = 0 , k = 0, 1, . . . , n− 1, c > 0.

После замены переменной z = 1/x получим условие∫
L

h(x)ωn(x)xk dx = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, (11)

где h(x) = xs−2e1/x, а линия интегрирования L есть окружность∣∣∣∣x− 1

2c

∣∣∣∣ =
1

2c
, c > 0.
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Заметим, что здесь c — любое положительное число.
Классические многочлены Эрмита, Лагерра, Якоби удовлетво-

ряют условию ортогональности вида∫ b

a

ρ(x)Qn(x)Qm(x) dx = 0, m 6= n,

со знакопостоянным весом ρ(x) на интервале (a, b) (конечном или
бесконечном), причём вес ρ является решением уравнения Пирсона
[56]

ρ ′(x)

ρ(x)
=
A(x)

B(x)
, (12)

где A(x) = p0 + p1x, B(x) = q0 + q1x + q2x
2 — многочлены с веще-

ственными коэффициентами. Классические веса Эрмита, Лагерра,
Якоби соответствуют трём случаям: 1) уравнение B(x) = 0 не име-
ет решений (B(x) = const 6= 0); 2) уравнение B(x) = 0 имеет один
простой вещественный корень; 3) уравнение B(x) = 0 имеет два
различных вещественных корня. Классические веса удовлетворя-
ют предельным условиям

lim
x→a

ρ(x)B(x) = 0, lim
x→b

ρ(x)B(x) = 0, (13)

а для соответствующих ортогональных многочленов справедлива
формула Родрига [56]

Qn(x) =
cn
ρ(x)

(ρ(x)Bn(x))
(n)

, n = 0, 1, . . . ,

где cn — произвольный сомножитель. В случае B(x) = x2 решение
уравнения Пирсона имеет вид xαeβ/x, оно определено для всех x >
0, но весом не является (на конечном отрезке это вес, но для него
предельные условия не выполняются).

Построенный нами многочлен (7), определяющий КФНСТ, удо-
влетворяет условию ортогональности (11) с весом h(x) = xs−2e1/x.
Нетрудно проверить, что h(x) удовлетворяет уравнению Пирсона
(11) при B(x) = x2, A(x) = (s− 2)x− 1. Далее, h(x)B(x) = xse1/x,
так что выполняются и предельные условия (13), только теперь
вместо отрезка (a, b) следует иметь в виду окружность L, а в каче-
стве a и b выступает одна и та же точка x = 0 при стремлении к
ней с разных сторон вдоль указанной окружности.
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Теорема 2. Для многочленов (7) справедлива формула Родрига

ωn(x) =
cn
h(x)

(h(x)Bn(x))
(n)

, n = 0, 1, . . . (14)

Её доказательство не приводим, поскольку оно ничем не отли-
чается от имеющегося в [56].

Как и для классических ортогональных многочленов, справед-
лива и аналогично доказывается

Теорема 3. Многочлены (7) удовлетворяют дифференциально-
му уравнению

B(x)ω′′n(x) + [A(x) +B′(x)]ω′n(x)− n(n+ s− 1)ωn(x) = 0,

B(x) = x2, A(x) = (s− 2)x− 1.
(15)

Далее, многочлены ωn(x) удовлетворяют трёхчленному рекур-
рентному соотношению вида

ωn(x) = (x+ an)ωn−1(x) + bnωn−2(x), n = 2, 3, . . . ,

где an, bn — некоторые вещественные числа (см. [25]) (в отличие от
классических многочленов здесь bn > 0).

Получим явное выражение многочленов ωn(x), исходя из фор-
мулы Родрига (14).

Пусть g(z) — некоторая непрерывно дифференцируемая доста-
точное число раз функция. Очевидно,

∂

∂x
g
(y
x

)
= g′

(y
x

)(
− y

x2

)
,

∂

∂y
g
(y
x

)
= g′

(y
x

) 1

x
,

откуда следует равенство

1

y

∂

∂x
g
(y
x

)
= − 1

x

∂

∂y
g
(y
x

)
.

Для функции g(z) = ezz−a, где a — константа, это равенство имеет
вид

∂

∂x

(
ey/x

xa

ya+1

)
= − ∂

∂y

(
ey/x

xa−1

ya

)
,

откуда для произвольного натурального n получаем

∂n

∂xn

(
ey/x

xa

ya+1

)
= (−1)n

∂n

∂yn

(
ey/x

xa−n

ya−n+1

)
. (16)
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Положим a = 2n+ s−2. По формуле Лейбница правая часть равна

(−1)nxn+s−2
n∑
k=0

(
n

k

)
∂n−k

∂yn−k
ey/x

∂k

∂yk
y−(n+s−1) =

= (−1)nxs−2ey/x
n∑
k=0

(−1)n
(
n

k

)
(n+ s− 1)k x

ky−(n+s−1)−k.

Вычислим правую часть формулы (14) с помощью равенства (16),
полагая y = 1 и учитывая, что h(x)Bn(x) = e1/xx2n+s−2, в резуль-
тате чего придём к представлению

ωn(x) = cn

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(n+ s− 1)k x

k = cnP
s
n(x). (17)

Покажем, что корни xk многочленов (17) (или корни qk много-
членов (7)) простые. Заметим, что P sn(0) 6= 0, так что все xk от-
личны от нуля. Пусть x — кратный корень многочлена (17), т. е.
ωn(x) = ω′n(x) = 0. Из уравнения (15) следует, что и ω′n(x) = 0.
далее, дифференцируя уравнение (15) и полагая x = x, последо-
вательно найдём, что ω′′′n (x) = · · · = ω

(n)
n (x) = 0. Но последнее

равенство невозможно. Значит, все узлы КФНСТ (8) попарно раз-
личны.

Заметим, что в формуле (8) функция ϕs(p) предполагается регу-
лярной в полуплоскости Re p > 0, так что правая часть в (8) суще-
ствует лишь при условии Re qk > 0, т. е. все узлы КФНСТ должны
принадлежать правой полуплоскости. Справедливость этого утвер-
ждения будет доказана позже.

Итак, КФНСТ обращения преобразования Лапласа и порожда-
ющие их ортогональные многочлены по сути ничем не отличают-
ся от классических вещественных случаев. Правда, в классических
случаях узлы КФНСТ принадлежат области интегрирования. В на-
шем случае буквального аналога этому утверждению быть не мо-
жет, ибо в формуле обращения линия интегрирования произвольна,
и узлы квадратуры не могут находиться на всех этих линиях. Тем
не менее и для КФНСТ обращения преобразования Лапласа, как
мы покажем, имеет место утверждение, аналогичное вещественно-
му случаю, но имеющее более общий характер.
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§ 3. Связь КФНСТ обращения преобразования Лапласа
с аппроксимациями Паде

В предположении регулярности функции ϕs(p) при Re p > 0 пе-
репишем формулу обращения (1) иначе (после замены переменной
вида p1 = pt):

f(t) = ts−1 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sϕs(p/t) dp , c > 0. (18)

Для приближённого вычисления интеграла заменим функцию ep её
дробно-рациональной аппроксимацией Паде (см. [23], [3]). Напом-
ним их определение.

Пусть дана функция f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + . . . , a0 6= 0.

Опр е д е л е н и е. Аппроксимацией Паде типа [m/n] для f(z) на-
зывается функция

[m/n]f (z) =
Pm(z)

Qn(z)
,

где Pm(z), Qn(z) — многочлены степеней m и n соответственно, та-
кая, что

f(z)− Pm(z)

Qn(z)
= O

(
|z|m+n+1

)
, z → 0, Qn(0) = 1. (19)

Если f(z) дифференцируема достаточное число раз, то условие
(19) равносильно таким:

f (k)(0) =

(
Pm(z)

Qn(z)

)(k) ∣∣∣∣
z=0

, k = 0, 1, . . . ,m+ n.

Для функции ez существуют аппроксимации Паде всех типов и
их можно построить по формулам

Pm(z) =1F1(−m,−m− n, z),
Qn(z) =1F1(−n,−m− n,−z),

где

1F1(a, b, z) =

∞∑
k=0

(a)k
(b)k

· z
k

k!
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есть гипергеометрическая функция. В следующих утверждениях
выясняется тесная связь аппроксимаций Паде с КФНСТ.

Теорема 4. Полюсы аппроксимации Паде типа [m/n] для функ-
ции ez при m > n− 1 являются узлами КФНСТ обращения преоб-
разования Лапласа вида (8).

Док а з а т е л ь с т в о. Знаменатель аппроксимации Паде типа
[m/n] для функции f(z) = a0 + a1z+ a2z

2 + . . . можно представить
в виде определителя см. ([3]) (с точностью до нормировки)

Qn(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
am−n+1 am−n+2 . . . am+1

. . . . . . . . . . . .
am am+1 . . . am+n

zn zn−1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (20)

При j < 0 следует считать aj = 0.
В случае f(z) = ez имеем

aj =
1

j!
=

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−j−1 dp, c > 0. (21)

Рассмотрим интегралы

Ij =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−(m−n+2)[p−nQn(p)]p−j dp , j = 0, 1, . . . , n− 1.

Положим s = m− n+ 2. По условию m− n+ 2 > 0, так что s > 1,
и интегралы существуют. Подставляя в них выражение (20) для
Qn(z) и учитывая представление (21), придём к равенству

Ij =

∣∣∣∣∣∣∣∣
am−n+1 am−n+2 . . . am+1

. . . . . . . . . . . .
am am+1 . . . am+n

am−n+1+j am−n+2+j . . . am+1+j

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Очевидно, что при любом j = 0, 1, . . . , n−1 последняя строка опре-
делителя совпадает с одной из предыдущих строк, так что все Ij
равны нулю. А это означает, что многочлен p−nQn(p) удовлетворя-
ет тем же условиям ортогональности, что и P sn(1/p), и они отли-
чаются лишь нормировкой, т. е. Qn(p) = cpnP sn(1/p). Следователь-
но, корни знаменателя аппроксимации Паде совпадают с корнями
уравнения P sn(1/p) = 0, т. е. с узлами КФНСТ.
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Теорема 5. Пусть функция ϕs(p) = psF (p) при некотором нату-
ральном s регулярна в полуплоскости Re p > 0. Если Pm(p)/Qn(p)
— аппроксимация Паде типа [m/n] для ep и s = m − n + 2, то при
достаточно малом положительном значении c справедливо равен-
ство

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Pm(p)

Qn(p)
p−sϕs

(p
t

)
dp =

n∑
k=1

Akϕs

(pk
t

)
, (22)

где Ak, pk — коэффициенты и узлы КФНСТ вида (8).
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть Qn(p) — знаменатель аппроксима-

ции Паде типа [m/n] для функции ep и m − n + 2 = s. Возьмём
любое число c такое, что 0 < c < mink Re pk, где pk — корни урав-
нения Qn(p). Такое число c существует, так как все узлы КФНСТ
расположены в правой полуплоскости.

Пусть Pm(p) — произвольный многочлен степениm. Рассмотрим
функцию

f(p) =
Pm(p)

Qn(p)
= Rm−n(p)− B1

p− p1
− · · · − Bn

p− pn
. (23)

Если m − n < 0, то Rm−n(p) = 0. Пусть γ означает замкнутый
контур, проходимый по часовой стрелке и состоящий их дуги CR
окружности радиусом R с центром в точке p = 0, лежащей слева
от прямой Re p = c и отрезка этой прямой, стягивающей дугу CR.
Рассмотрим интеграл

I =
1

2πi

∫
γ

f(p)p−sϕs(p/t) dp . (24)

Интеграл в (24), берущийся по дуге CR, при R → ∞ стремится к
нулю, так как на CR справедливо равенство f(p)p−s = O(p−2), а
ϕs(p/t) ограничена. Значит, при R→∞ величина (24) стремится к
левой части формулы (22). С другой стороны, по теореме о вычетах

I =

n∑
j=1

Djϕs(pj/t),

если положить Dj = Bjp
−s
j . Теперь выберем значения входящих в

(23) коэффициентов Bj так, чтобы выполнялись условия
n∑
j=1

Djp
−k
j =

1

Γ(s+ k)
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (25)
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Отсюда находим, что Dj = Aj , ибо pj — узлы КФНСТ, и условия
(25) на самом деле верны для k = 0, 1, . . . , 2n − 1, и интеграл (24)
равен правой части в формуле (22).

Теперь покажем, что первое слагаемое справа в (23) можно вы-
брать так, чтобы левая часть в (23) совпала с аппроксимацией Паде
типа [m/n] для ep. Для этого достаточно показать, что совпада-
ют в нуле значения производных f(p) и ep, т. е. f (k)(0) = 1, k =
0, 1, . . . ,m + n. Дифференцируя k раз тождество (23) и полагая
p = 0, находим

f (k)(0) = R
(k)
m−n(0) + k!

n∑
j=1

Bj/p
k+1
j .

При s = 1, т. е. при m = n− 1 первое слагаемое справа отсутствует;
далее, Bj = Djpj = Ajpj , и поэтому

f (k)(0) = k!

n∑
j=1

Bj/p
k+1
j = 1.

Пусть теперь m− n = s− 2 > 0. При k > m− n имеем

f (k)(0) = k!

n∑
j=1

Bj/p
k+1
j = 1, k = m− n+ 1,m− n+ 2, . . . ,m+ n.

Далее, за счёт выбора коэффициентов многочлена Rm−n(p) = b0 +
b1p+ · · ·+bm−npm−n добъёмся выполнения условий f (k)(0) = 1, k =
0, 1, . . . ,m−n. В итоге такого выбора f(p) оказывается апроксима-
цией Паде, для которой верна формула (22). �

Утверждение теоремы 2 допускает такую “моментную” форму-
лировку: пусть заданы числа (моменты)

µj =

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sp−j dp , j = 0, 1, . . . ,

где s — натуральное число, и пусть Pm(p)/Qn(p) — аппроксимация
Паде типа [m/n] для ep, причём m− n+ 2 = s. Тогда имеют место
равенства∫ c+i∞

c−i∞

Pm(p)

Qn(p)
p−sp−j dp = µj , j = 0, 1, . . . ,m+ n.
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З ам е ч а н и е 1. Как мы видели выше, для ep существуют ап-
проксимации Паде всех типов [m/n], в том числе и приm < n−1.Их
также можно использовать для построения квадратурных формул
обращения преобразования Лапласа: запишем формулу обращения
в виде

f(t) =
1

t

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epF

(p
t

)
dp ,

а затем заменим ep её аппроксимацией Паде, что приводит к при-
ближённой формуле

f(t) ≈ 1

t

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Pm(p)

Qn(p)
F
(p
t

)
dp . (26)

Теперь разложение (23) на простейшие дроби не содержит целой ча-
сти (Rm−n(p) = 0). Повторяя предыдущие рассуждения примени-
тельно к интегралу (26), придём к квадратурной формуле по значе-
ниям функции F (pk/t), которую можно преобразовать, домножив
и разделив слагаемые в квадратурной сумме на (pk/t)

s, а подынте-
ральную функцию в (23) на (p/t)s, к формуле вида (8), но теперь
s < 0. Такие формулы при t → 0 и t → ∞ ведут себя иначе, чем
КФНСТ.

З ам е ч а н и е 2. Изучением сходимости КФНСТ в этой главе мы
не занимаемся, поскольку далее в главе 4 будет исследован случай
“обобщённых” КФНСТ, содержащих в себе КФНСТ.
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Глава 3

ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ КВАДРАТУРНЫХ
ФОРМУЛ ОБРАЩЕНИЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

ЛАПЛАСА

§ 1. Одна формула обращения преобразования Лапласа,
связанная с гамма-функцией

Пусть Γ(z) — гамма-функция Эйлера. Как известно, функция
1/Γ(z) целая. При любом комплексном s функция 1/Γ(s+ z) также
целая, т. е.

1

Γ(s+ z)
=

∞∑
j=0

γjsz
j ,

и ряд сходится абсолютно и равномерно на всей комплексной плос-
кости. В частности, при z = n − s + 1 получаем абсолютно сходя-
щийся числовой ряд

1

n!
=

∞∑
j=0

γjs(n+ s− 1)j .

На множестве функций, регулярных на круге |t| ≤ r, r > 0,
введём оператор (скорее, символ)

Γ−1

(
s+ t

d

dt

)
=

∞∑
j=0

γjs

(
t
d

dt

)j
.

Пусть f(t) = tm, m — неотрицательное целое число. Очевидно,(
t
d

dt

)j
tm =

(
t
d

dt

)j−1

t
d

dt
tm = m

(
t
d

dt

)j−1

tm = · · · = mjtm.

Следовательно,

Γ−1

(
s+ t

d

dt

)
tm =

∞∑
j=0

γjsm
jtm =

tm

Γ(s+m)
.

Положим, как обычно, ϕs(p) = psF (p), где F (p) — изображение
некоторой функции-оригинала, s — положительное число.
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Лемма 1. Пусть функция Ps(t) = ϕs(1/t) регулярна на круге
|t| ≤ r, r > 0. Тогда функция

g(t) = Γ−1

(
s+ t

d

dt

)
Ps(t)

целая, а искомый оригинал равен ts−1g(t).
Док а з а т е л ь с т в о. Функция Ps(t) регулярна на круге |t| ≤ r

и представима там рядом

Ps(t) =

∞∑
j=0

ajt
j . (1)

Следовательно,

Γ−1

(
s+ t

d

dt

)
Ps(t) =

∞∑
j=0

ajΓ
−1

(
s+ t

d

dt

)
tj =

∞∑
j=0

aj
tj

Γ(s+ j)
.

Перестановка порядка суммирования и применения оператора Γ−1

оправдана абсолютной и равномерной сходимостью ряда (1). Оче-
видно, функция

g(t) =

∞∑
j=0

aj
tj

Γ(s+ j)

целая, ибо этот ряд сходится всюду.
Введём функцию f(t) = ts−1g(t). Она абсолютно интегрируема

на любом отрезке [a, b], 0 ≤ a < b <∞, так как s > 0, и существует
её преобразование Лапласа∫ ∞

0

e−p t
∞∑
j=0

aj
ts−1+j

Γ(s+ j)
dt =

∞∑
j=0

aj
ps+j

= p−sPs

(
1

p

)
= F (p).�

В дальнейшем нам потребуется одно неравенство, к выводу ко-
торого мы сейчас перейдём.

Пусть функция g(t) регулярна на круге |t| ≤ r, r > 0. Возьмём
произвольную точку z такую, что |z| < r, и пусть C = {t | t =
reiϕ, 0 ≤ ϕ < 2π}. По формуле Коши имеем

g(z) =
1

2πi

∫
C

g(t)

t− z
dt =

1

2π

∫ 2π

0

g(reiϕ)

1− z/t
dϕ.
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Пусть задан некоторый линейный непрерывный функционал L, то-
гда

Lg(z) =
1

2π

∫ 2π

0

g(reiϕ)L
(

1

1− z/t

)
dϕ (2)

и

L
(

1

1− z/t

)
=

∞∑
m=0

L(zm)

tm
,

причём этот ряд сходится абсолютно, т. е. при фиксированном z
сходится ряд

∞∑
m=0

|L(zm)|/rm.

Применяя неравенство Коши—Буняковского к (2), получим

|Lg(z)|2 ≤ 1

4π2

∫ 2π

0

|g(reiϕ)|2 dϕ
∫ 2π

0

∣∣∣∣L( 1

1− z/t

)∣∣∣∣2 dϕ. (3)

Используя ортогональность степеней на окружности∫ 2π

0

t−mt−q dϕ =

{
0, m 6= q,

2π/r2m, m = q,

придём к тождеству∫ 2π

0

∣∣∣∣L( 1

1− z/t

)∣∣∣∣2 dϕ = 2π

∞∑
m=0

|L(zm)|2/r2m.

В итоге из (3) получим искомое неравенство

|Lg(z)|2 ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|g(reiϕ)|2
∞∑
m=0

|L(zm)|2/r2m. (4)

При r = 1 это неравенство превращается в известное неравенство
Хэммерлина [21].
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§ 2. Оценки погрешности квадратурных формул
обращения преобразования Лапласа

Доказанная в предыдущем параграфе лемма и неравенство (4)
позволяют получить оценки погрешности широкого класса квадра-
турных формул обращения преобразования Лапласа, в том числе
и КФНСТ.

Пусть дано изображение F (p) и ϕs(p) = psF (p).

Теорема 1. Пусть при некотором s > 0 функция Ps(t) = ϕs(1/t)
регулярна на круге |t| ≤ r, r > 0, и пусть A1, . . . , An — произволь-
ные комплексные числа, а µ1, . . . , µn произвольные попарно различ-
ные комплексные числа такие, что |µk| < 1, k = 1, 2, . . . , n. Тогда
соответствующая функция-оригинал представима в виде

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

AkPs(µkt) + εn(t)

]
, (5)

и при любом ρ таком, что 0 < t < ρ ≤ r, справедлива оценка

|εn(t)| ≤Mρs

 ∞∑
m=0

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2(

t

ρ

)2m
1/2

, (6)

где

Mρs =

[
1

2π

∫ 2π

0

|Ps(ρeiϕ)|2 dϕ
]1/2

.

Док а з а т е л ь с т в о. На множестве функций g(t), регулярных
на круге |t| ≤ r, рассмотрим оператор Qs, действующий по правилу

Qsg(t) =

(
Γ−1

(
s+ t

d

dt

)
−

n∑
k=1

AkGk

)
g(t), Gkg(t) = g(µkt).

Пусть z — произвольное комплексное число такое,что |z| < ρ ≤ r.
Положим g(t) = Ps(t) и введём функционал L так, что

Lg(z) = Qsg(t) |t=z .

По лемме 1 получаем

Lg(z) = LPs(z) = z1−sf(z)−
n∑
k=1

AkPs(µkz).
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Положим εn(z) = LPs(z), тогда

f(z) = zs−1

[
n∑
k=1

AkPs(µkz) + εn(z)

]
,

т. е. получили представление (5). Для оценки величины εn(z) вос-
пользуемся неравенством (4). Очевидно,

L(zm) =
zm

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Ak(µkz)
m,

и потому

|LPs(z)|2 ≤
1

2π

∫ 2π

0

|Ps(reiϕ)|2 dϕ
∞∑
m=0

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣zρ
∣∣∣∣2m.

Это неравенство равносильно (6), если положить z = t, считая 0 <
t < ρ ≤ r. Заметим, что в силу сделанных предположений ряд
справа сходится.

Очевидно, формулу (5) можно рассматривать как КФ обраще-
ния преобразования Лапласа с коэффициентами Ak и узлами pk =
1/µk и с погрешностью εn(t), ибо Ps(µkt) = ϕs(pk/t). Первый сомно-
житель Mρs в оценке (6) зависит лишь от изображения и является
нормой функции Ps(t) на окружности радиусом ρ < r, а второй
сомножитель зависит только от КФ.

Сл е д с т в и е 1. Справедлива более простая, менее точна оценка

|εn(t)| ≤Mρs

 ∞∑
m=0

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2
1/2

, 0 < t < ρ ≤ r.

(7)

Сл е д с т в и е 2. Справедливо неравенство

|t1−sf(t)| ≤Mρs

( ∞∑
m=0

1

Γ2(s+m)

)1/2

, 0 < t < ρ ≤ r. (8)
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Для его доказательства достаточно в формуле (5) положить все
коэффициенты Ak равными нулю. В частности, при s = 1 из (8)
получаем априорную оценку искомого оригинала

|f(t)| ≤Mρ1

( ∞∑
m=0

1

m!2

)1/2

≈ 1.51Mρ1, 0 < t < ρ ≤ r.

Перейдём к ИКФ. Пусть КФ

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

Akϕs(pk/t) + εn(t)

]
(9)

интерполяционная, т. е. εn(t) = 0 для функций ϕs(p) = p−j , j =
0, 1, . . . , n− 1, или другими словами, выполнены равенства

n∑
k=1

Akp
−m
k = 1/Γ(s+m), m = 0, 1, . . . , n− 1.

Если числа µk = 1/pk и функция ϕs(p) удовлетворяют условию
теоремы 1, то для погрешности εn(t) ИКФ справедлива оценка

|εn(t)| ≤Mρs

 ∞∑
m=n

∣∣∣∣∣ 1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akµ
m
k

∣∣∣∣∣
2
1/2

, 0 < t < ρ ≤ r.

Пусть теперь КФ (9) есть КФНСТ, тогда

n∑
k=1

Akp
−m
k = 1/Γ(s+m), m = 0, 1, . . . , 2n− 1.

Напомним, что узлы КФНСТ простые, принадлежат полуплоско-
сти Re p > 0 и являются корнями уравнения P sn(1/p) = 0. Приведём
без доказательства следующее утверждение (см. [63]).

Лемма 2. При любом s > 0 корни уравнения P sn(1/p) = 0 удо-
влетворяют неравенству

n+ s− 1 ≤ |pk| < 2n+ s− 2/3. (10)
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При любом n > 1 условие |µk| = |1/pk| < 1 выполнено, и если функ-
ция ϕs(p) удовлетворяет условию теоремы 1, то для погрешности
КФНСТ вида (9) справедлива оценка

|εn(t)| ≤Mρs

 ∞∑
m=2n

(
1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akp
−m
k

)2(
t

ρ

)2m
1/2

,

0 < t < ρ ≤ r.

Если s > 1, то эта оценка справедлива и для n = 1. В отли-
чие от предыдущих КФ теперь в оценке отсутствует знак модуля,
поскольку комплексные узлы КФНСТ попарно сопряжены (коэф-
фициенты многочленов P sn вещественны), как и соответствующие
им коэффициенты, и поэтому величина

∑n
k=1Akp

−m
k вещественна.

§ 3. Скорость сходимости КФНСТ обращения
преобразования Лапласа

3.1. Поведение узлов и коэффициентов КФНСТ при воз-
растании числа узлов. Далее узлы и коэффициенты будем обо-
значать pkn и Akn, чтобы подчеркнуть их зависимость от n, и саму
КФНСТ в виде

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

Aknϕs(pkn/t) + εn(t)

]
.

Узлы pkn суть корни уравнения P sn(1/pkn) = 0, где

P sn(x) =

n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(n+ s− 1)k x

k =

=
(−1)n

Γ(n+ s− 1)

∫ ∞
0

e−ttn+s−2(1− xt)n dt, (11)

а коэффициенты Akn однозначно определяются либо из системы
уравнений

n∑
k=1

Aknp
−m
kn = 1/Γ(s+m), m = 0, 1, . . . , n− 1,
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либо по явным формулам, приведённым ниже. Положим zkn =
−(2n + s − 2)/pkn, k = 1, 2, . . . , n. В работе [63] показано, что при
n→∞ точки zkn стремятся к точкам кривой γ:

γ = {z : |ω(z)| = 1, Re z < 0},

где
ω(z) = exp

(√
1 + z−2

)/[
z
(

1 +
√

1 + z−2
)]

.

Будем исходить из представления [67]

Akn =
(−1)n+1n! (2n+ s− 2)2

n! Γ(n+ s− 1)p2
kn

(
P sn−1(1/pkn)

)2 .
Положим xkn = 1/pkn, заменим n на n−1 в интеграле (11) и сделаем
в нём замену переменной t = (2n+s−2)t′, в результете чего получим

P sn−1(xkn) = (−1)n−1 (2n+ s− 2)n+s−2

Γ(n+ s− 2)

∫ ∞
0

g(t)e(n−2)h(t) dt, (12)

где

g(t) = ts−1e−t(s+2)(1 + zknt), h(t) = −2t+ ln[t(1 + zknt)].

Асимптотика интеграла в формуле (12) может быть найдена мето-
дом перевала [58], для чего сначала находим точки перевала как
корни t± уравнения h′(t) = 0:

t± =
1− zkn ±

√
1 + z2

kn

−2zkn
,

а затем вычисляем значения функции h(t) в них:

h(t+) =
1− zkn +

√
1 + z2

kn

zkn
+ ln

−1

2
(
zkn +

√
1 + z2

kn

) ,
h(t−) =

1− zkn −
√

1 + z2
kn

zkn
+ ln

(
zkn +

√
1 + z2

kn

)
2

.

Следовательно, при n→∞ справедлива асимптотическая формула∫ ∞
0

g(t)e(n−2)h(t) dt ∼ 1√
n

(
C1e

nh(t+) + C2e
nh(t−)

)
, (13)
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где C1, C2 — не зависящие от n постоянные (далее всюду буквой C
с индексом или без индекса будем обозначать величины, не зави-
сящие от n). Рассмотрим поведение первого слагаемого в формуле
(12) при n→∞ после подстановки в неё асимптотики (13):

(2n+ s− 2)n+s−2

Γ(n+ s− 2)

1√
n
enh(t+),

считая для простоты число s натуральным. Применение формулы
Стирлинга даёт для него асимптотическое представление в виде

C3
2nnn+s−2

√
nnn+s−3e−n

1√
n

 −1

2
(
zkn +

√
1 + z2

kn

)
n

×

×

(
exp

(
1

zkn
− 1 +

√
1 + z2

kn

zkn

))n
= C4ω

n(zkn)

(
exp

(
1

zkn

))n
.

Аналогично получаем представление для второго слагаемого:

(2n+ s− 2)n+s−2

Γ(n+ s− 2)

1√
n
enh(t−) ∼ C5ω

−n(zkn)

(
exp

(
1

zkn

))n
.

Следовательно,

P sn−1(xkn) ∼
(
exp(1/zkn))n(C5ω

n(zkn) + C6ω
−n(zkn)

)
.

Если |ωn(zkn)| > 1, то главным в асимптотике будет первое сла-
гаемое, в случае противоположного неравенства — второе слагае-
мое. Оказывается, что высоты перевалов в точках t±, т. е. значе-
ния Re (h(t±)), одинаковы, что означает выполнение соотношения
|ωn(zkn)| → 1 при n→∞. Итак, P sn−1(xkn) ∼ C7 (exp(1/zkn))

n
.

З ам е ч а н и е 1. В работе [63] высказана гипотеза (подтвержда-
емая вычислениями), что при s > 0.0709 величина |zkn| меньше
модуля точки кривой γ, имеющей тот же аргумент, что и точка
zkn.

В итоге с учётом полученной асимптотики величины P sn−1(xkn)
и явного выражения коэффициентов КФНСТ вытекает

Теорема 2. Для коэффициентов КФНСТ при n→∞ справед-
лива асимптотическая формула

Akn ∼ Cn−s(exp(−1/zkn))2n. (14)
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Сл е д с т в и е 3. При n→∞ величины nsAkn и exp(pkn) возрас-
тают с одинаковой скоростью.

Действительно,

exp(pkn) = exp(−(2n+s−2)/zkn) = exp((2−s)/zkn)(exp(−1/zkn))2n.

Дальнейшее очевидным образом вытекает из (14).
С л е д с т в и е 4. Справедлива асимптотическая формула

exp(Re (1/zkn))|nsAkn|1/(2n) ∼ 1, n→∞.

З ам е ч а н и е 2. Если z ∈ γ и arg z монотонно изменяется от π/2
до π, то |z| монотонно изменяется от 1 до 1.5088, а Re (z) — от 0
до −1.5088. Следовательно, наибольшие по модулю коэффициенты
Akn соответствуют узлам pkn с наименьшим аргументом.

З ам е ч а н и е 3. Аналогичным образом методом перевала может
быть получена формула вида (14) для любой точки zkn ∈ γ, отлич-
ной от z0 и соответствующей коэффициенту Akn: теперь величина
C в формуле вида (14) содержит множитель exp(−inIm(h(t+))), по
модулю равный единице, а основание степени 3.764 следует заме-
нить на меньшую величину (exp(−Re (h(t+))− 1)/2)2.

С л е д с т в и е 5. Устойчивость КФНСТ по отношению к ошиб-
кам задания функции ϕs(p) определяется величиной

Mn =

n∑
k=1

|Akn| ≤ Cn1−s max
k
| exp(−1/zkn)|2n ≈ Cn1−s3.764n. (15)

Действительно, при нечётном n величина maxk | exp(−1/zkn)|2
достигается на единственной вещественной точке z0 = −1.5088 кри-
вой γ, соответствующей единственному вещественному узлу, и при-
ближённо равна 3.764.

Приведём необходимые в дальнейшем две важные характери-
стики КФНСТ: числа

µnj =

n∑
k=1

Aknp
−j
kn exp(−pkn), j = 0, 1, . . . (16)
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и дельтообразные ядра

δn(x) =

n∑
k=1

Aknpkn exp(−pknx). (17)

Теорема 3. Для чисел (16) при n → ∞ справедлива асимпто-
тическая формула

µnj = O(n−j), j = 0, 1, . . .

Доказательство очевидным образом вытекает из утверждений тео-
ремы 2 и её следствий с учётом соотношения p−jkn = O(n−j).

Теорема 4. При n → ∞ справедливы асимптотические пред-
ставления

δn(1) = O(n), δn(1 + ε) = o(1)

для любого фиксированного положительного числа ε.
Доказательство основано на отмеченной выше ограниченности

величин nAkn exp(−pkn) и очевидной формуле exp(−εpkn) = o(1/n).

Итак, ядро (17) имеет в точке x = 1 ярко выраженный мак-
симум, справа от неё с ростом n ядро стремится к нулю. Слева
от точки x = 1 поведение ядра более сложное, для описания ко-
торого нужны отдельные исследования. Детальному исследованию
КФНСТ и порождаемых ими дельтообразных ядер посвящены ра-
боты [29, 30, 31, 32].

3.2. Оценки погрешности КФНСТ. Для погрешности εn(t)
КФНСТ

f(t) = ts−1

[
n∑
k=1

Akϕs(pk/t) + εn(t)

]
была получена оценка

|εn(t)| ≤Mρs

 ∞∑
m=2n

(
1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akp
−m
k

)2(
t

ρ

)2m
1/2

,

0 < t < ρ ≤ r.

(18)

Узлы КФНСТ удовлетворяют неравенству (10), а для величины
Mn =

∑n
k=1 |Akn| справедливо неравенство (15).
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Пусть s > 0. Положим

σn(t) =

( ∞∑
m=2n

a2
m · (t/ρ)2m

)1/2

, (19)

где

am =
1

Γ(s+m)
−

n∑
k=1

Akp
−m
k , m = 2n, 2n+ 1, . . . .

Очевидно,

|am| ≤ Bm, Bm =
1

Γ(s+m)
+Mn max

k

1

|pk|m
.

Из неравенства (10) следует

max
k

1

|pk|
≤ 1

n+ s− 1
≡ bn.

Далее,

Bm+1 =
1

Γ(s+m+ 1)
+Mn max

k

1

|pk|m+1
≤

≤ max

{
1

s+m
, bn

}
Bm = Bmbn.

Теперь можно оценить погрешность (18).
Теорема 5. Для любого s > 0 при n > 1 справедливо неравен-

ство

σn(t) ≤ B2n(t/ρ)2n

[1− (bnt/ρ)2]
1/2

.

Док а з а т е л ь с т в о. Из определения (19) получаем

σ2
n(t) ≤ B2

2n(t/ρ)4n +B2
2n+1(t/ρ)4n+2 + · · · ≤

≤ B2
2n(t/ρ)4n

[
1 + b2n(t/ρ)2 + b4n(t/ρ)4 + . . .

]
=

B2
2n(t/ρ)4n

1− b2n(t/ρ)2
.�

З ам е ч а н и е 4. Поскольку |t/ρ| < 1, то

σn(t) ≤ B2n√
1− b2n

.
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Далее, при n→∞ очевидно неравенство 1/Γ(2n+ s)�Mnb
2n
n , так

что B2n = O(Mnb
2n
n ).

Итак, устойчивость и сходимость КФНСТ характеризуются чис-
лами

Mn = O(n1−s3.764n), B2n = O

(
n1−s

(
3.764

n2

)n)
.

Перейдём к случаю натурального s. Возьмём аппроксимацию
Паде типа [m/n] для функции ep, причёмm−n+2 = s ≥ 1. Запишем
её разложение на простейшие дроби в форме

Pm(p)

Qn(p)
= Rm−n(p)− B1

p− p1
− · · · − Bn

p− pn
. (20)

Коэффициенты Ak КФНСТ, как было показано, связаны с коэф-
фициентами этого разложения связны соотношением Ak = Bkp

−s
k .

Введём в рассмотрение числа

C(m,n)
r =

1

r!
−

n∑
k=1

Bkp
−r−1
k =

1

r!
−

n∑
k=1

Akp
s−r−1
k , r = s− 1, s, . . .

В силу интерполяционности КФНСТ они обладают свойством

C(m,n)
r = 0, r = s− 1, s, . . . , s+ 2n− 2

(или r = m− n+ 1,m− n+ 2, . . . ,m+ n),

так что величина (19) представима в виде

σn(t) =

[ ∞∑
k=0

(
C

(m,n)
m+n+k+1

)2

(t/ρ)2(n+k)

]1/2

. (21)

Ряд (21) сходится при всех t ≤ ρ, поскольку |pk| > 1, следовательно,
для всех t ≤ ρ справедлива оценка

σn(t) ≤

[ ∞∑
k=0

(
C

(m,n)
m+n+k+1

)2
]1/2

≡ σmn. (22)

Продифференцируем r раз (r > 0) тождество (20):

−r!
n∑
k=1

Bkp
−r−1
k = R

(r)
m−n(0)−

(
Pm(p)

Qn(p)

)(r) ∣∣∣∣
p=0

.
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При s = 1 первое слагаемое справа отсутствует, а при s ≥ 2 числа
C

(m,n)
r не равны нулю лишь для r > m+ n, но тогда R(r)

m−n(0) = 0.
Итак, для вычисления C(m,n)

r достаточно уметь вычислять значе-
ния производных аппроксимации Паде в точке p = 0. Положим

Dk =

(
Pm(p)

Qn(p)

)(k) ∣∣∣∣
p=0

, k = 0, 1, . . .

Считать непосредственно по этой формуле затруднительно. Ука-
жем более простой способ, предварительно построив представле-
ние остаточного члена аппроксимацмм Паде. Положим Rmn(z) =
ez−Pm(z)/Qn(z).Из определения аппроксимации Паде следует, что
функция

ezQn(z)− Pm(z) = Rmn(z)Qn(z) (23)

при z → 0 имеет порядок малости не менее m+ n+ 1.

Лемма 3. Справедливы представления

Rmn(z) =
(−1)nm!n! zn+m+1

1F1(n+ 1, n+m+ 1, z)

(m+ n+ 1)! (m+ n)!Qn(z)
,

ezQn(z)− Pm(z) = (−1)n
m!

(n+m)!

∞∑
k=0

(n+ k)!

k!

zn+m+k+1

(n+m+ k + 1)!
.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмём от обеих частей (23) производную
порядка n+m+ k+ 1 и вычислим её при z = 0, применяя формулу
Лейбница и представление аппроксимации Паде через гипергеомет-
рический ряд. Производная левой части равна

n∑
j=0

(
n+m+ k + 1

j

)
Q(j)
n (0) =

=

n∑
j=0

(−1)j
(
n+m+ k + 1

j

)
n! (m+ n− j)!

(n+m)! (n− j)!
=

= (−1)n
n!m!

(m+ n)!

n∑
j=0

(−1)n−j
(
n+m+ k + 1

j

)(
m+ n− j
n− j

)
=

= (−1)n
n!m!

(m+ n)!

n∑
l=0

(−1)l
(
n+m+ k + 1

n− l

)(
m+ l

l

)
. (24)
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Рассмотрим тождество (1 + x)i(1 + x)−k−1 = (1 + x)i−k−1 для
целых неотрицательных значений i, k. Очевидны представления

(1 + x)i = 1 + xC1
i + x2C2

i + · · ·+ xiCii ,

(1 + x)−k−1 = 1− xC1
k+1 + x2C2

k+2 − · · ·+ (−1)lxlClk+l + . . . ,

(1 + x)i−k−1 = 1 + xCi−k−1 + x2C2
i−k−1 + · · ·+ xnCi−k−1 + . . .

Перемножим два первых тождества и затем найдём коэффициент
при xn, он будет равен (суммирование идёт по всем допустимым l)∑

l

(−1)n−lCn−ln+k−lC
l
i =

∑
l

(−1)lClk+lC
n−l
i .

Приравнивая его к соответствующему коэффициенту в третьем ра-
венстве, получим тождество∑

l

(−1)lClk+lC
n−l
i = Cli−k−l.

С его помощью вычисляется последняя сумма в (24):

n∑
l=0

(−1)l
(
n+m+ k + 1

n− l

)(
m+ l

l

)
= Cnn+k =

(n+ k)!

k!n!
,

из чего следует

(ezQn(z))
(n+m+k+1)

∣∣∣∣
z=0

= (−1)n
m!

(n+m)!

(n+ k)!

k!
, k = 0, 1, . . . ,

и окончательное представление в виде ряда

ezQn(z)− Pm(z) = (−1)n
m!

(n+m)!

∞∑
k=0

(n+ k)!

k!

zn+m+k+1

(n+m+ k + 1)!
.

(25)
Разделив обе части этого представления на Qn(z), получим дока-
зываемое равенство для Rmn(z). �

Запишем левую часть (25) в виде Qn(p)[ep − Pm(p)/Qn(p)]; её
производная порядка r ≥ 0 в точке p = 0 равна

r∑
k=0

(
r

k

)
Q(k)
n (0)(1−Dr−k). (26)
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Значения Q(k)
n (0) отличны от нуля и равны

Q(k)
n (0) = (−1)k

n! (m+ n− k)!

(n+m)! (n− k)!
, k = 0, 1, . . . , n.

Приравнивая значения (26) значению производной порядка r пра-
вой части (25) при z = 0 и полагая последовательно r = 0, 1, . . . ,
мы сможем определить все значения Dk, k = 0, 1, . . . Очевидно,
Dk = 1, если k ≤ m+n (впрочем, эти равенства следуют из опреде-
ления аппроксимации Паде), и из определения чисел C(m,n)

r вновь
следует, что C(m,n)

r = 0 при r ≤ m + n. В итоге приходим к следу-
ющему утверждению.

Лемма 4. Для r ≥ m + n + 1 величины C
(m,n)
r могут быть

вычислены по формулам

C
(m,n)
m+n+1 = (−1)n

m!n!

(m+ n)! (m+ n+ 1)!
,

C(m,n)
r = (−1)n

m! (r −m− 1)!

(n+m)! (r −m− n− 1)!
−

−
j∑

k=1

(−1)k
n! (m+ n− k!)

(n− k)! (m+ n)! k!
C

(m,n)
r−k ,

r = n+m+ 2, n+m+ 3, . . . , j = min{n, r − n−m− 1}.

(27)

Теперь можно установить скорость убывания величины

σmn =

[ ∞∑
k=0

(
C

(m,n)
m+n+k+1

)2
]1/2

(28)

при возрастании числа узлов n.
Теорема 6. Для любого фиксированного натурального s тако-

го, что m − n + 2 = s, величина (28) при n → ∞ удовлетворяет
асимптотическому равенству

σmn = O

(
m!n!

(m+ n)! (m+ n+ 1)!

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Из (27) находим рекуррентное соотношение

C
(m,n)
m+n+2 = C

(m,n)
m+n+1

(
n+ 1

n+m+ 2
+

n

m+ n

)
.
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Ясно, что при n → ∞ и m стремится к бесконечности, так что
C

(m,n)
m+n+2 ∼ C

(m,n)
m+n+1. Пусть r = m + n + j, j = 1, 2, . . . При увели-

чении r на единицу первое слагаемое справа в (27) умножается на
величину (n + j)/j(n + m + j + 1), т. е. он имеет тот же порядок
относительно n, а с росто j убывает как 1/j. Далее, нетрудно убе-
диться, что сумма модулей коэффициентов при C

(m,n)
r−k во втором

слагаемом справа в (27) ограничена величиной (e− 1)/2, а сами ве-
личины C

(m,n)
r−k ведут себя примерно так же, как и первое слагаемое

в (27). Следовательно, справедливо асимптотическое равенство

C
(m,n)
m+n+j+1 ∼ aC

(m,n)
m+n+1/j!,

где a — некоторая константа. Значит, скорость убывания величины
(28) совпадает со скоростью убывания первого ненулевого коэффи-
циента (26), что и требовалось доказать. �

Итак, КФНСТ быстро сходятся, практически с той же скоро-
стью, что и классические квадратуры типа Гаусса.

З ам е ч а н и е 5. Утверждения лемм 3, 4 и теоремы 6 остаются
в силе и при целом s ≤ 0. Как и ранее, берём аппроксимацию Па-
де типа [m/n] при m − n + 2 = s и рассматриваем интеграл (26)
(гл. 2). Для его приближённого вычисления описанным ранее спо-
собом строится квадратурная формула по корням знаменателя ап-
проксимации Паде, т. е. корням уравнения Qn(p) = 0. Оказывается,
что при условии n + s − 1 > 0 все корни этого уравнения попада-
ют в правую полуплоскость [63]. Далее, как и ранее, вводим числа
C

(m,n)
r . Покажем, что при s ≤ 0 имеют место равенства

C(m,n)
r = 0, r = s− 1, s, . . . ,−1.

Так как m− n < 0, то аппроксимация Паде имеет вид

Pm(p)

Qn(p)
= −

n∑
i=1

Bi
p− pi

.

Положим p = 1/w, тогда
n∑
i=1

Bi
p− pi

=

n∑
i=1

wBi
1− wpi

=

n∑
i=1

wBi

∞∑
k=0

(wpi)
k =

=

∞∑
k=0

wk+1
n∑
i=1

Bip
k
i =

∞∑
k=0

dkw
k+1,
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где

dk =

n∑
i=1

Bip
k
i .

С другой стороны,

Pm(p)

Qn(p)
=
p(0)pm + p(1)pm−1 · · ·+ p(m)

q(0)pn + q(1)pn−1 · · ·+ q(n)
= wn−m

p(m)wm + · · ·+ p(0)

q(n)wn + · · ·+ q(0)
=

= wn−m
p(0)

q(0)

(
1 + c1w + c2w

2 + . . .
)
.

Следовательно,

wn−m
p(0)

q(0)

(
1 + c1w + c2w

2 + . . .
)

= −
∞∑
k=0

dkw
k+1,

и так как слева стоит малая величина порядка n−m, то необходимо,
чтобы выполнялись равенства

d0 = d1 = · · · = dn−m−2,

которые можно записать эквивалентным образом в виде
n∑
i=1

Bi

pr+1
i

=
1

Γ(r + 1)
, r = s− 1, s, . . . ,−1.

Все дальнейшие рассуждения проводятся так же, как и в случае
положительных s.

В табл. 1 приведены значения σmn для s = 1, т. е. m = n − 1,
показывающие высокую скорость сходимости КФНСТ. Однако сле-
дует помнить, что для достижения такой точности приближенного
решения необходимо обеспечить проведение вычислений с доста-
точным числом значащих цифр, а также обеспечить соответству-
ющую точность вычисления изображения, иначе отмеченная ранее
неустойчивость КФНСТ сведет на нет все усилия.

Таблица 1

n σmn n σmn
2 2.6 · 10−2 8 1.2 · 10−17

4 1.2 · 10−6 10 7.1 · 10−24

6 7.3 · 10−12 12 1.8 · 10−30

69



§ 4. Квадратурные формулы обращения преобразования
Лапласа с фиксированными узлами, оптимальные

на классе гладких функций

Пусть p1, . . . , pn — произвольные попарно различные точки по-
луплоскости Re p > 0, где функция ϕ(p) = pF (p) регулярна. Рас-
смотрим квадратурную формулу

f(t) ≈ fn(t) =

n∑
k=1

Akϕ(pk/t). (29)

При условии
n∑
k=1

Ak = 1 (30)

она точна для f(t) = 1 и точно восстанавливает значения ориги-
нала f(+0), f(+∞), если они существуют. Обозначим CrM класс
функций, r раз непрерывно дифференцируемых на полуоси t ≥ 0
и таких, что |f (r)(t)| ≤ M. Рассмотрим задачу построения КФ с
фиксированными положительными узлами p1, . . . , pn, погрешность
которых на классе CrM минимальна.

Представим правую часть приближенного равенства (29) в виде

fn(t) =

n∑
k=1

Akϕ(pk/t) =

∫ ∞
0

Kn(t, x)f(x) dx,

где

Kn(t, x) =
1

t

n∑
k=1

Akpk exp(−xpk/t).

Если выполнено условие (30), то погрешность формулы (29) пред-
ставима в виде

fn(t)− f(t) =

∫ ∞
0

Kn(t, x)[f(x)− f(t)] dx =

=

r−1∑
k=1

f (k)(t)

k!

∫ ∞
0

Kn(t, x)(x− t)k dx+

+
1

r!

∫ ∞
0

Kn(t, x)(x− t)rf (r)(η(x)) dx. (31)
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Далее считаем, что r ≤ n. Пусть выполнены условия∫ ∞
0

Kn(t, x)(x− t)k dx = 0, k = 1, 2, . . . , r − 1, (32)

тогда из представления (31) следует оценка

|fn(t)− f(t)| ≤ M

r!
tr
∫ ∞

0

|(z − 1)rδn(z)| dz, (33)

где

δn(z) =

n∑
k=1

Akpk exp(−zpk).

Естественно поставить задачу минимизации∫ ∞
0

|(z − 1)rδn(z)| dz → min

при ограничениях (30), (32) на коэффициенты A1, . . . , An.

Лемма 5. Условия (30), (32) эквивалентны условиям
n∑
k=1

Akp
−j
k =

1

j !
, j = 0, 1, . . . , r − 1. (34)

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнены условия (34). Легко про-
верить, что равенство ∫ ∞

0

δn(z) dz = 1

эквивалентно условию (30). Соотношения (32) можно записать ина-
че: ∫ ∞

0

(z − 1)kδn(z) dz = 0, k = 1, 2, . . . , r − 1.

Но ∫ ∞
0

(z − 1)kδn(z) dz =
k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)∫ ∞
0

zjδn(z) dz =

=

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

) n∑
m=1

Ampm

∫ ∞
0

zj exp(−zpm) dz =

=

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

) n∑
m=1

Amp
−j
m j !,
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откуда заключаем, что при k ≥ 1 из (34) следует (32), поскольку

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
= 0.�

Итак, условия (30), (32) совпадают с первыми r условиями ин-
терполяционности КФ при s = 1 (см. гл. 2 ). В случае r = n коэффи-
циенты Ak однозначно определяются из условий (34), и фактически
задачу минимизации решать не нужно.

Далее считаем r < n. Заменой z = − ln t преобразуем задачу
минимизации к виду

L(A) =

∫ 1

0

∣∣(1 + ln t)r
n∑
k=1

Akpkt
pk−1

∣∣ dt→ min (35)

при условиях (30), (32). Ясно, что эта задача имеет решение. Оче-
видно, что неравенство (33) обращаетсся в равенство на функции-
оригинале с кусочно-постоянной производной порядка r, по модулю
равной M и меняющей знак в тех же точках, что и функция под
знаком модуля в интеграле (33). Формально эта функция не при-
надлежит классу CrM , но нижняя граница интеграла слева в (35)
достигается именно на ней.

Опишем приближенный метод нахождения решения задачи (35)
путем сведе́ния к задаче линейного программирования, используя
при этом некоторые идеи работы [10].

Обозначим Ωr множество векторов A = (A1, . . . , An), удовлетво-
ряющих условиям (30), (32), и положим

Φ(t, A) = (1 + ln t)r
n∑
k=1

Akpkt
pk−1. (36)

Лемма 6. Для любых чисел p1, . . . , pn таких, что 1 < p1 <
· · · < pn, функция Φ(t, A) на отрезке [0, 1] имеет не более n точек
перемены знака.

Док а з а т е л ь с т в о. Вынесем в (36) за знак суммы множитель
tp1−1, считая A1 6= 0 (в противном случае можно уменьшить n) и
положим

ak = pk − p1, t = exp(x), ϕk(x) = exp(akx), k = 1, 2, . . . , n.
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Система функций {ϕk(x)}nk=1 чебышевская на любом отрезке, так
как a1 < a2 < · · · < an, и потому сумма в (36) имеет менее n кор-
ней. При нечетном r есть еще одна точка перемены знака функции
Φ(t, A), равная t = e−1.�

Разобьем отрезок [0, 1] на N частей точками tj : 0 = t0 < t1 <
· · · < tN = 1, и положим hN = max

j
{tj − tj−1}. Рассмотрим задачу

минимизации на Ωr функции

LN (A) =

N∑
j=1

∣∣∣∣∫ tj

tj−1

Φ(t, A) dt

∣∣∣∣ (37)

при условиях (30), (32). Обозначим её решение AN , а решение за-
дачи (35) — A∗.

Теорема 7. Справедливы неравенства

LN (AN ) ≤ L(A∗) ≤ L(AN ).

Док а з а т е л ь с т в о. Неравенство L(A∗) ≤ L(AN ) очевидно. Из
определения величины LN (A) следует неравенство LN (A) ≤ L(A)
при любом A ∈ Ωr, откуда LN (A∗)≤L(A∗), но LN (AN ) ≤ LN (A∗).�

Следовательно, оптимальное решение задачи LN (A)→ min поз-
воляет получить двусторонние оценки для искомого оптимального
значения L(A∗).

Теорема 8. Для любого A ∈ Ωr справедливо неравенство

0 ≤ L(A)− LN (A) ≤ ChN ,

где C — некоторая не зависящая от N величина.
Док а з а т е л ь с т в о. Положим

Rj(A) =

∫ tj

tj−1

∣∣Φ(t, A)
∣∣ dt− ∣∣∣∣∫ tj

tj−1

Φ(t, A) dt

∣∣∣∣,
тогда

L(A)− LN (A) =
N∑
j=1

Rj(A).

Если на интервале (tj−1, tj) функция Φ(t, A) знакопостоянна, то
Rj(A) = 0. Пусть (tj−1, tj) содержит единственную точку σ переме-
ны знака функции Φ(t, A), тогда Rj(A) 6= 0. Очевидна следующая
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цепочка преобразований:

Rj(A) =

∫ σ

tj−1

∣∣Φ(t, A)
∣∣ dt+

∫ tj

σ

∣∣Φ(t, A)
∣∣ dt−

−
∣∣∣∣∫ σ

Tj−1

Φ(t, A) dt

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∫ tj

σ

Φ(t, A) dt

∣∣∣∣ =

= 2 min

{∣∣∣∣∫ σ

tj−1

Φ(t, A) dt

∣∣∣∣, ∣∣∣∣∫ tj

σ

Φ(t, A) dt

∣∣∣∣},
и для оценки Rj(A) можно воспользоваться любым из стоящих
справа интегралов. Например, рассмотрим первый из них:∣∣∣∣ n∑

k=1

Akpk

∫ σ

tj−1

(1 + ln t)rtpk−1 dt

∣∣∣∣.
Поскольку

(1 + ln t)r =

r∑
j=1

(
r

j

)
lnj t,

то достаточно рассмотреть интегралы вида∫ σ

tj−1

tpk−1 lnm t dt, m = 0, 1, . . . , r.

При m = 0 имеем∫ σ

tj−1

tpk−1 dt =
1

pk

(
σpk − tpkj−1

)
≤ σpk−1(σ − tj−1).

При m ≥ 1 в силу формулы∫
ta lnm t dt =

ta+1

m+ 1

m∑
k=0

(−1)k(m+ 1) · · · (m− k + 1)
lnm−k t

(a+ 1)k+1

достаточно оценить разность y(σ)− y(tj−1) для функций вида

y(t) = tb lnk t, b = pm, k = 0, 1, . . . , r.

Очевидно, производная y′(t) ограничена на [0, 1], если b > 1, и в
этом случае

|y(σ)− y(tj−1)| ≤ max
t
|y′(t)|(σ − tj−1).
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В итоге получим оценку

Rj(A) ≤ C(σ − tj−1) < C(tj − tj−1) ≤ ChN .

Ясно, что оценку такого же вида можно получить и в случае, когда
на (tj−1, tj) расположено несколько точек перемены знака функции
Φ(t, A). Остается вспомнить, что общее число таких точек по лемме
6 не превосходит n, не зависящего от N.�

Возьмем в качестве tj равноотстоящие точки отрезка [0, 1], тогда
hN → 0 при N → ∞. Если с ростом N оптимальные решения AN
ограничены, то сходимость метода следует из теоремы 8.

Задача минимизации величины (37) сводится к основной зада-
че линейного программирования: найти неотрицательный вектор,
удовлетворяющий линейным ограничениям и доставляющий дан-
ной линейной форме минимальное значение. Действительно,

Φ(t, A) =

n∑
k=1

Akϕk(t), ϕk(t) = (1 + ln t)rpkt
pk−1.

Положим

cjk =

∫ tj

tj−1

ϕk(t) dt, lj(A) =

n∑
k=1

Akcjk,

тогда

LN (A) =

N∑
j=1

|lj(A)|.

Далее стандартным образом избавляемся от знака модуля, вводя в
рассмотрение положительные и отрицательные части функциона-
лов lj(A) и т. д. Затем можно воспользоваться известными метода-
ми решения подобных задач [5].

§ 5. Обращение многомерного преобразования Лапласа
при помощи КФ

В этом параграфе результаты работы [39], изложенные в § 2,
обобщаются на многомерный случай. Доказательства по существу
сохраняются, поэтому мы не будем их подробно повторять, а будем
отмечать необходимые изменения в них.
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Далее рассуждения проводятся для двумерного случая, с целью
упрощения изложения, хотя они справедливы и в случае произволь-
ной размерности.

10. Двумерным преобразованием Лапласа функции f(t1, t2) на-
зывается величина

F (p1, p2) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

exp(−p1t1 − p2t2)f(t1, t2) dt1 dt2.

Справедлива формула обращения

f(t1, t2) =
1

(2πi)2

∫ c1+i∞

c1−i∞

∫ c2+i∞

c2−i∞
exp(p1t1 + p2t2)F (p1, p2) dp1 dp2

при соответствующем выборе c1, c2 (см. [14]).
По аналогии с одномерным случаем рассмотрим функцию

ϕs(p) = ps11 p
s2
2 F (p1, p2),

где числа s1, s2 не превосходят скоростей убывания изображения по
p1 и p2, соответственно. Если функции F (p1, p2), ϕs1s2(p1, p2) регу-
лярны при Re p1,Re p2 > 0, то формулу обращения можно записать
в виде

f(t1, t2) =
ts1−1
1 ts2−1

2

(2πi)2

c1+i∞∫
c1−i∞

dp1

c2+i∞∫
c2−i∞

ep1+p2p−s11 p−s22 ϕs1s2

(
p1

t1
,
p2

t2

)
dp2.

Затем, выбрав произвольным образом попарно различные точки
(p

(i)
1 , p

(j)
2 ), i, j = 1.2. . . . , n, в области регулярности изображения, по

аналогии содномерным случаем, введем в рассмотрение квадратур-
ную формулу

f(t1, t2) ≈ ts1−1
1 ts2−1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

Aijϕs1s2

(
p1

t1
,
p2

t2

)
. (38)

Далее, можно выбрать коэффициенты Aij из условия точности КФ
для некоторого набора функций ϕs1s2(p1, p2) аналогично тому, как
это делалось в одномерном случае. На этой стороне дела мы не бу-
дем останавливаться, а основное внимание уделим оценке погреш-
ности данной КФ вида (38).
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20. Рассмотрим множество функций g(z1, z2), регулярных в би-
цилиндре

∆r = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1| < r1, |z2| < r2} (39)

и непрерывных на его замыкании. Такой класс функций обозначим
Rr.

Пусть Γ(z) — гамма-функция Эйлера. Напомним (см. §1), что
при любом фиксированном числе s функция 1/Γ(s+ z) целая, т. е.
разлагается во всюду сходящийся степенной ряд

1

Γ(s+ z)
=

∞∑
m=0

γmsz
m.

По аналогии с одномерным случаем введем оператор

Γ−1

(
s+ z

d

dz

)
=

∞∑
m=0

γms

(
z
d

dz

)m
=

=

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

γm1s1γm2s2

(
z1

∂

∂z1

)m1
(
z2

∂

∂z2

)m2

,

определенный на регулярных в бицилинде (39) функциях. Исходя
из этого определения, легко проверить, что при любом мультиин-
дексе α = (α1, α2) таком, что |α| = α1 + α2 ≥ 0(α1, α2 ≥ 0) справед-
ливо тождество

Γ−1

(
s+ z

d

dz

)
zα =

zα

Γ(s+ α)
=

zα1
1 zα2

2

Γ(s1 + α1)Γ(s2 + α2)
.

Лемма 7. Пусть функция-оригинал f(z1, z2) представима ря-
дом

f(z) = zβ
∞∑
|m|=0

amz
m = zβ1

1 zβ2

2

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

am1m2
zm1

1 zm2
2 , (40)

коэффициенты которого удовлетворяют неравенствам

|am1m2 | ≤
σm1

1

m1!

σm2
2

m2!
, (σ1, σ2 > 0), (41)
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и её изображение по Лапласу таково, что при некотором s = (s1, s2)
функция

Ps(z) = z−sϕs(1/z) =
1

zs11 z
s2
2

ϕs1s2

(
1

z1
,

1

z2

)
(42)

регулярна в бицилиндре (39). Тогда имеет место формула обраще-
ния

Γ−1

(
s+ z

d

dz

)
Ps(z) =

1

zs−1
f(z) =

1

zs1−1
1 zs2−1

2

f(z1, z2).

Док а з а т е л ь с т в о. Из условий леммы вытекает возможность
почленного применения преобразования Лапласа к представлению
(40) и равенство

F (p1, p2) =

∞∑
|m|=0

am
Γ(m+ β + 1)

pm+β+1
=

=

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

am1m2

Γ(m1 + β1 + 1)

pm1+β1+1
1

Γ(m2 + β2 + 1)

pm2+β2+1
2

.

Неравенства (41) обеспечивают сходимость этого ряда. Функция
(42) будет равна

Ps1s2(z1, z2) =

=

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

am1m2
zm1+β1+1

1 zm2+β2+1
2 Γ(m1 + β1 + 1)Γ(m2 + β2 + 1).

Она регулярна в бицилиндре (39), и в силу её свойств получаем

Γ−1

(
s+ z

d

dz

)
Ps(z) =

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

am1m2
zm1+β1+1−s1

1 zm2+β2+1−s2
2 =

= zβ1+1−s1
1 zβ2+1−s2

2

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

am1m2
zm1

1 zm2
2 = z1−s1

1 z1−s2
2 f(z1, z2),

что и требовалось доказать. �
30. Пусть z = (z1, z2) — произвольная точка такая, что |zi| <

ρi, i = 1, 2, т. е. z ∈ ∆ρ, а функция g(z) = g(z1, z2) принадлежит
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классу Rρ. Обозначим ∂∆ρ границу бицилиндра ∆ρ и запишем ин-
тегральную формулу Коши [59]

g(z) =
1

(2πi)2

∫
∂∆ρ

g(t) dt

t− z
=

1

(2πi)2

∫
∂∆ρ

g(t1, t2) dt1 dt2
(t1 − z1)(t2 − z2)

=

=
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

g(ρ1 exp(iϕ1), ρ2 exp(iϕ2) dϕ1 dϕ2

(1− z1/t1)(1− z2/t2)
,

tm = ρm exp(iϕm), m = 1, 2.

Пусть задан некоторый линейный непрерывный функционал L, то-
гда

Lg(z) =
1

4π2

∫
[0,2π]2

g(reiϕ)L
(

1

1− z/t

)
dϕ, (43)

причем ряд

L
(

1

1− z/t

)
=

∞∑
|m|=0

L(zm)

tm
=
∑
m1

∑
m2

L(zm1
1 zm2

2 )

tm1
1 tm2

2

абсолютно сходится, т. е.∑
m1

∑
m2

|L(zm1
1 zm2

2 )|
ρm1

1 ρm2
2

<∞

при любом z ∈ ∆ρ. Из (43) следует неравенство

|Lg(z)|2 ≤ 1

(4π2)2

∫
[0,2π]2

|g(ρeiϕ)|2 dϕ
∫

[0,2π]2

∣∣∣∣L( 1

1− z/t

)∣∣∣∣2 dϕ. (44)

Система степеней {tji}, i = 1, 2, j = 0,±1, . . . , ортогональна на
окружности, т. е.∫ 2π

0

t−li t
−m
p dϕi =

{
0, l 6= m,

2π/ρ2m
i , l = m, i = 1, 2.
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В итоге неравенство (44) примет вид

|Lg(z)|2 ≤ 1

4π2

∫
[0,2π]2

|g(ρeiϕ)|2 dϕ
∞∑
|m|=0

|L(zm)|2

ρ2m
=

=
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|g(ρ1e
iϕ1 , ρ2e

iϕ2)|2 dϕ1 dϕ2

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

|L(zm1
1 zm2

2 )|2

ρ2m1
1 ρ2m2

2

.

(45)

Положим λi = p
(i)
1 , µj = p

(j)
2 , i, j = 1, 2, . . . , n, где p(i)

1 , p
(j)
2 — уз-

лы КФ (38), и пусть |λi|, |µj | < 1 для всех i, j. Теперь введем в
рассмотрение оператор

Qs = Γ−1
s

(
s+ s

d

dz

)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

AijGij ,

определенный на классе Rρ, где

Gijg(z) = g(λiz1, µjz2).

Пусть t = (t1, t2) некоторая фиксированная точка, принадлежащая
∆ρ, т. е. |ti| < ρi, i = 1, 2. В качестве функционала L возьмем зна-
чение

Lg(z) = Qsg(z)

∣∣∣∣
z=t

. (46)

Исходя из определения и свойств входящих сюда операторов, имеем

L(zm) = tm1
1 tm2

2

(
1

Γ(s1 +m1)Γ(s2 +m2)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

Aijλ
m1
i µm2

j

)
. (47)

Легко проверить, что для функционала (46) входящие в его оценку
(45) величины существуют.

Теорема 9. Пусть функция-оригинал f(t1, t2) и её изображе-
ние F (p1, p2) удовлетворяют условиям леммы 7 и пусть даны про-
извольные попарно различные комплексные числа λi, µi такие, что
|λi|, |µi| < 1, i = 1, 2, . . . , n. Тогда функция f(t1, t2) для любых
t1, t2 ≥ 0 представима в виде

f(t1, t2) = ts1−1
1 ts−2−1

2

( n∑
i=1

n∑
j=1

AijPs1s2(λit1, µjt2) + ε(s1,s2)
n (t1, t2)

)
,

(48)
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и для любых чисел ρ1, ρ2 таких,что 0 ≤ ti ≤ ρi < ri, i = 1, 2, имеет
место оценка

|ε(s1,s2)
n (t1, t2)|≤σs1s2

(
1

4π2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

|Ps1s2(ρ1e
iϕ1 , ρ2e

iϕ2)|2 dϕ1 dϕ2

)1/2

,

(49)
где

σ2
s1s2 =

∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

∣∣∣∣ 1

Γ(s1 +m1)Γ(s2 +m2)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

Aijλ
m1
i µm2

j

∣∣∣∣2×
×
(
t1
ρ1

)2m1
(
t2
ρ2

)2m2

. (50)

Д ок а з а т е л ь с т в о. Положим g(z) = Ps(z) (см. (42)). Тогда в
силу леммы 7 и определения Qs имеем

LPs(z) = t1−s11 t1−s22 f(t1, t2)−
n∑
i=1

n∑
j=1

AijPs1s2(λit1, µjt2). (51)

Обозначим ε
(s1,s2)
n (t1, t2) левую часть (51), тогда (51) можно пере-

писать в форме (48). Для оценки величины LPs(z) воспользуемся
неравенством (45), при этом члены ряда справа в (45) вычисляем с
помощью формулы (47), что в итоге приводит к оценке (48). �

З ам е ч а н и е 6. Как и в одномерном случае, имеет место рав-
номерная оценка величины (50), а именно

σs1s2≤
( ∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

∣∣∣∣ 1

Γ(s1 +m1)Γ(s2 +m2)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

Aijλ
m1
i µm2

j

∣∣∣∣2)1/2

.

(52)

40. С помощью доказанной теоремы можно получать оценки по-
грешности различных КФ при конкретном выборе чисел Aij , λi, µj .

Остановимся на одном частном случае применительно к двумер-
ному преобразованию Лапласа. Пусть A(s)

k , p
(s)
k — коэффициенты и

узлы КФНСТ обращения преобразования Лапласа в одномерном
случае (см. гл. 2). Положим в формуле (48) Aij = A

(s1)
i A

(s2)
j , λi =

1/p
(s1)
i , µj = 1/p

(s2)
j , i, j = 1, 2, . . . , n, т. е. для обращения двумер-

ного преобразования Лапласа возьмем произведение одномерных
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формул. Мы видели, что для любых s1, s2 > 0 при n ≥ 2 спра-
ведливы неравенства |λi|, |µi| < 1. Следовательно, для такой КФ
применима теорема 9, в частности оценка (52) имеет вид

σs1s2≤
( ∞∑
m1=0

∞∑
m2=0

(
1

Γ(s1 +m1)Γ(s2 +m2)
−

n∑
i=1

n∑
j=1

Aijλ
m1
i µm2

j

)2)1/2

.

(53)
Заметим, что в ней отсутствует знак модуля, поскольку все слага-
емые в двойной сумме вещественны в силу попарной комплексной
сопряженности узлов и коэффициетов одномерных КФНСТ.

Пусть s1, s2 — натуральные числа. Введем обозначения

f1(s) = I0(2)−
s−2∑
m=0

(m!)−2, I0(2) = 2.27958530 . . . ,

f2(s,A
(s)
i , λi) =

n∑
i=1

A
(s)
i λ1−s

i

eλi − s−2∑
j=0

λji
j!

 ,

f3(s,A
(s)
i , λi) =

n∑
i=1

(A
(s)
i )2

1− λ2
i

+ 2

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

A
(s)
i A

(s)
j

1− λiλj
.

Нетрудно убедиться, что величина в правой части оценки (53) пред-
ставима в виде(

f1(s1)f1(s2)− 2f2(s1, A
(s1)
i , λi)f2(s2, A

(s2)
i , µi)+

+f3(s1, A
(s1)
i , λi)f3(s2, A

(s2)
i , µi)

)1/2 ≡ σ(s1,s2)
n .

Её вычисление для конкретных n, s1, s2 труда не представляет. Так,
при s1 = s2 = 1 и n = 2, 3, 4 получаем значения

σ
(1,1)
2 = 5.6 · 10−2, σ

(1,1)
3 = 5.2 · 10−4, σ

(1,1)
4 = 2.6 · 10−6.

Как видим, с ростом n они быстро убывают.
50. Опишем применение двумерного преобразования Лапласа к

решению краевой задачи для уравнения теплопроводности.
Дано уравнение

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t), 0 < x < a, t > 0. (54)
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Разыскивается его решение, удовлетворяющее начальному условию

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ a

и граничным условиям(
d0
∂u

∂x
+ e0u

)
x=0

= ψ1(t),

(
d1
∂u

∂x
+ e1u

)
x=a

= ψ2(t),

где di, ei, i = 1, 2 — некоторые постоянные числа. Предположим,
что искомая функция и все её далее встречающиеся производные, а
также функции ϕ(x), ψ1(t), ψ2(t) преобразуемы по Лапласу (далее
для упрощения выкладок считаем f(x, t) = 0). Введем в рассмот-
рение функции

U(p, q) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−px−qtu(x, t) dx dt, Φ(p) =

∫ ∞
0

e−pxϕ(x) dx,

ψi(q) =

∫ ∞
0

e−qtψi(t) dt, i = 1, 2, u(0, q) =

∫ ∞
0

e−qtu(0, t) dt,

u(a, q) =

∫ ∞
0

e−qtu(a, t) dt, u ′x(0, q) =

∫ ∞
0

e−qtu′x(0, t) dt,

u ′x(a, q) =

∫ ∞
0

e−qtu′x(a, t) dt.

Применим двумерное преобразование Лапласа по переменным x, t
к уравнению (54):∫ ∞

0

∫ ∞
0

e−px−qt
∂u

∂t
dx dt =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−px−qt
∂2u

∂x2
dx dt (55)

и одномерное преобразование Лапласа по t к граничным условиям,
которые примут вид

d0u
′
x(0, q) + e0u(0, q) = ψ1(q), d1u

′
x(a, q) + e1u(a, q) = ψ2(q). (56)

Будем считать, что при x > a решение u(x, t) равно нулю. С помо-
щью интегрирования по частям из (55) находим изображение

U(p, q) =
p u(0, q)− Φ(p) + u ′x(0, q)− p e−pau(a, q)− e−pau ′x(a, q)

p2 − q
.

(57)
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Сюда входят неизвестные величины u ′x(0, q), u ′x(a, q) (две другие
u(0, q), u(a, q) либо выражаются через них, либо находятся из усло-
вий (56)). Покажем, что эти функции могут быть выражены через
известные величины.

Так как промежуток изменения переменной x конечен, то пре-
образование Лапласа по x вида∫ a

0

e−pxf(x) dx,

а вместе с ним и двумерное преобразование U(p, q) существуют при
любом конечном значении p, как с положительной, так и с отрица-
тельной вещественной частью. Следовательно, дробь (57) должна
быть регулярной при всех p, в том числе и при p = ±√q, когда зна-
менатель равен нулю. Поэтому приравняем нулю числитель дроби
(57) при p =

√
q и p = −√q. Из этих двух уравнений величины

u ′x(0, q), u ′x(a, q) однозначно определяются.
Итак, изображение U(p, q) известно. Далее выбираем значения

параметров s1, s2 в зависимости от скорости убывания изображения
по переменным p, q и применяем КФ обращения. Напомним, что в
случае ограниченного оригинала следует положить s1 = s2 = 1.

К сожалению, при x→ a (x < a) приближенные решения будут
содержать большую ошибку, что объясняется разрывом оригинала
при x = a, ибо мы положили u(x, t) = 0 при x > a независимо
от значений u(a, t). Напомним, что формула обращения Римана-
Меллина доставляет значение оригинала в точке его непрерывно-
сти и полусумму значений слева и справа от точки разрыва в случае
разрыва первого рода, так что в нашем случае приближенный ре-
зультат при x→ a будет отличаться от точного практически в два
раза (см. табл. 2).

Покажем, как можно устранить эту особенность.
Введем в рассмотрение функцию

v(x, t) =

{
0, 0 ≤ x < a, t ≥ 0,

u(a, t), x ≥ a, t ≥ 0.

Разумеется, функция u(a, t) нам неизвестна, но её изображение

V (a, q) =

∫ ∞
0

e−qtu(a, t) dt
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находится из второго уравнения в (56):

V (a, q) =
ψ2(q)− d1u

′
x(a, q)

e1
.

Функция u1(x, t) = u(x, t) + v(x, t) в области 0 < x < a, t > 0 совпа-
дает с искомым решением и непрерывна при всех положительных
значениях x, t. Её двумерное преобразование Лапласа равно

U1(p, q) = U(p, q) +
e−p a

p
V (a, q), (58)

так как ∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−px−qtv(x, t) dx dt =
1

p
e−p aV (a, q)

(под U(p, q) подразумевается величина (57)). В частности, в КФ (48)
при s1 = s2 = 1 используется функция (42), содержащая значения
функции

ϕ11(p, q) = pqU(p, q) + qe−p aV (a, q).

Прим е р. Рассматривается задача

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, 0 < x < 1, t > 0,

u(x, 0) = x,(
u− ∂u

∂x

)
x=0

= 2(1− e−t/2),

(
u+

∂u

∂x

)
x=1

= 1.

Для обращения преобразования Лапласа использовалась КФ (48),
полученная при s1 = s2 = 1 произведением одномерных формул
для n = 8. В первом случае обращалось изображение (57), а во вто-
ром — изображение (58). Для сравнения эта же задача решалась
третьим способом — разностным методом по неявной шеститочеч-
ной разностной схеме с применением метода прогонки на каждом
временно́м слое с шагами τ = 0.05 по переменной t и h = 0.025 по
переменной x. В табл. 2 приведены полученные описанными тремя
способами значения u(x, 2).

Видно, что во втором и третьем случаях решения близки друг
к другу, в то время как в первом случае в окрестности точки x = 1
происходит резкое изменение решения, чего и следовало ожидать.
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Во втором случае в окрестности точки x = 1 решение практиче-
ски не меняется, что и было заложено в самом способе устранения
разрыва.

Таблица 2

Значения u(x, 2)
x способ 1 способ 2 способ 3
0.1 1.0359 1.0359 1.0347
0.2 1.0182 1.0182 1.0142
0.3 1.0037 1.0037 1.0010
0.4 0.9923 0.9924 0.9927
0.5 0.9828 0.9840 0.9840
0.6 0.9806 0.9780 0.9776
0.7 0.9638 0.9738 0.9734
0.8 1.0149 0.9713 0.9714
0.9 0.9052 0.9704 0.9704
1.0 0.5339 0.9708 0.9732

З ам е ч а н и е 7. В предельном случае a =∞ задача устранения
разрыва не возникает, и предложенная методика обобщает извест-
ную (см. [14]) на случай первого из граничных условий (56). При
a < ∞ методика [14] неприменима. Отметим, что при обращении
преобразования Лапласа приближенное решение определяется по
заданным координатам x, t независимо друг от друга, в отличие от
разностных методов, где решение определяется последовательно на
временны́х слоях. В настоящем параграфе изложение результатов
следует работам [40, 44, 8].

86



Глава 4

ОБОБЩЁННЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ
НАИВЫСШЕЙ СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ ОБРАЩЕНИЯ

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

§ 1. Постановка задачи

Напомним, что КФНСТ по построению точна для оригиналов
вида ts−1Q2n−1(t), где Q2n−1 — любой многочлен степени не выше
2n− 1. В предположении существования значений f(+0), f(+∞) и
ограниченности оригинала следует полагать s = 1, тогда КФНСТ
при t → 0 и t → ∞ приводит к точному результату, так как сум-
ма коэффициентов КФНСТ равна единице. Заметим, что предель-
ные значения оригинала f(+0), f(+∞), если они существуют, могут
быть вычислены по формулам

f(+0) = lim
p→∞

pF (p), f(+∞) = lim
p→0

pF (p).

К сожалению, КФНСТ плохо приспособлены для обращения
изображений, соответствующих медленно протекающим длитель-
ным процессам. Так, в задачах линейной вязкоупругости [38], опи-
сывающих напряженное состояние на основе определяющего со-
отношения Больцмана—Вольтерра (пространственные координаты
ниже для простоты опущены), деформации ε и напряжения σ свя-
заны соотношением (обобщённый закон Гука)

ε(t) =
1

E

(
σ(t) + λ

∫ t

0

K(t− τ)σ(τ) dτ

)
. (1)

Первое слагаемое справа в (1) соответствует мгновенной дефор-
мации, а второе — наследственной деформации. Как правило, из
эксперимента определяется функция ползучести материала — зна-
чение правой части (1) при σ = const, т. е.

ε(t) =
c

E

(
1 + λ

∫ t

0

K(τ) dτ

)
. (2)

Важнейшей задачей становится выбор подходящего ядра K ин-
тегрального уравнения (1), определяющего функцию ползучести
(2). Ядро K должно иметь интегрируемую особенность в точке t =
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0. Чаще всего в качестве такового берут дробно-экспоненциальную
функцию Работнова [38] (резольвента ядра Абеля)

Эα(β, t) = tα
∞∑
k=0

(βt1+α)k

Γ((1 + α)(1 + k))
, −1 < α ≤ 0. (3)

Способ определения параметров дробно-экспоненциальной функ-
ции по измеренной функции ползучести описан в работе [16].

Интеграл от этого ядра по полуоси t ≥ 0 должен быть конечным,
для чего необходимо β < 0. Не умаляя общности, далее считаем
β = −1, и пусть символ Эα(t) означает Эα(−1, t).

В наследственной механике твердого тела наряду с функцией
(3) широко используется и интеграл от нее с переменным верхним
пределом. Для облегчения использования этих величин составлены
таблицы функций [38]

F1(α, x) = t−αЭα(x), F2(α, x) = t−α−1

∫ t

0

Эα(τ) dτ, x = tα+1.

Заметим, что F1(α, x) = E1/a(−x, a), a = α+ 1, где

Eρ(z, µ) =

∞∑
n=0

zn

Γ(µ+ nρ−1)

есть функция Миттаг-Леффлера [13].
Однако при решении конкретных задач необходимо вводить в

память вычислительной машины части этих таблиц, соответствую-
щие найденным параметрам Эα— функций, которые заранее неиз-
вестны и определяются в процессе решения задачи (и в итоге та-
ковых в таблице может не оказаться). При изменении параметров
приходится эту работу проделывать заново, что неудобно и сопря-
жено с внесением ошибок.

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (1), получаем

ε(p) =
1

E

(
1 +

λ

p α+1 − β

)
σ(p). (4)

В частности, изображение функции ползучести равно

ε(p) =
c

pE

(
1 +

λ

p α+1 − β

)
. (5)
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Применяя преобразование Лапласа к уравнению движения среды,
получим второе соотношение между ε(p) и σ(p), а затем, используя
(4), найдём ε(p) и σ(p). Если искомые функции ε(t) и σ(t) ограни-
чены, то можно положить s = 1 и в качестве ϕs(p) рассматривать
функции p ε(p) и p σ(p). Они зависят фактически от p a, a = α+ 1.
Заметим, что для реальных процессов деформирования значение
s можно увеличить: так, изображение по Лапласу второго слага-
емого в (2), определяющего наследственную деформацию, равно
λ/(p(p a − β)), и можно положить s = 1 + a. Искомые решения ε(t)
и σ(t) на конечном по t отрезке времени допускают хорошие при-
ближения вида ts−1Q(ta) при 0 < a ≤ 1, где Q(t) — некоторый
многочлен, и при уменьшении a скорость их изменения уменьша-
ется.

В таком случае целесообразно вместо КФНСТ построить и ис-
пользовать обобщенные квадратурные формулы наивысшей степе-
ни точности (ОКФНСТ), точные для функций ϕ(p) = p−aj , j =
0, 2n− 1, или для оригиналов вида ts−1Q2n−1(ta) (Q2n−1 — произ-
вольный многочлен), где a— любое положительное число (наиболь-
ший интерес представляет случай a ∈ (0, 1]).

Такие формулы были введены в работе [41] и исследованы в
статье [45]. Результаты их применения к решению практических
задач содержатся в [16].

§ 2. Обобщённые квадратурные формулы наивысшей
степени точности

Рассматривается квадратурная формула

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sϕ(p) dp ≈

n∑
k=1

Akϕ(pk) (6)

с узлами в правой полуплоскости, в которой ϕ(p) регулярна. Потре-
буем, чтобы формула (6) была точна для функций ϕ(p) = p−am, m =
0, 1, . . . , n − 1 (т. е. обладала (n − 1)-свойством), где a — некоторое
фиксированное положительное число. Это требование равносильно
условиям

n∑
k=1

Akp
−am
k =

1

Γ(s+ am)
, m = 0, 1, . . . , n− 1, (7)

89



которые будем называть условиями интерполяционности, а саму
формулу (6) интерполяционной. Условия (7) эквивалентны форму-
лам

Ak =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−s

ωn(p−a)

(p−a − p−ak )ω′n(p−ak )
dp , (8)

ωn(x) =

n∏
k=1

(x− p−ak ). (9)

Как и в случае КФНСТ естественно поставить задачу построения
формул наивысшей степени точности за счёт выбора узлов.

Теорема 1. Для того чтобы формула (6) обладала (2n − 1)-
свойством, необходимо и достаточно выполнения двух условий:

1) формула (6) интерполяционная, т. е. её коэффициенты вычис-
ляются по формуле (8);

2) построенный по узлам формулы многочлен (9) удовлетворяет
условиям ортогональности∫ c+i∞

c−i∞
epp−sωn(p−a)p−am dp = 0 , m = 0, 1, . . . , n− 1. (10)

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть формула (6) обладает (2n−1)-свой-
ством. Очевидно, что она интерполяционная. Возьмём произволь-
ный многочлен Qn−1(p−a) и рассмотрим интеграл

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sωn(p−a)Qn−1(p−a) dp .

Так как ωn(p−a)Qn−1(p−a) есть многочлен от p−a степени не выше
2n − 1, то этот интеграл точно вычисляется по формуле (6), что
даёт нулевое значение. Следовательно, второе условие выполнено.

Пусть теперь выполнены условия 1)–2) теоремы. Возьмём про-
извольный многочлен P2n−1(p−a) и разделим его на ωn(p−a):

P2n−1(p−a) = ωn(p−a)Qn−1(p−a) +Rn−1(p−a).

Следовательно,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sP2n−1(p−a) dp =
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=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sωn(p−a)Qn−1(p−a) dp+

+
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sRn−1(p−a) dp .

Первый интеграл по условию 2) равен нулю, а второй интеграл по
условию 1) точно равен

n∑
k=1

AkRn−1

(
p−ak

)
=

n∑
k=1

AkP2n−1

(
p−ak

)
,

т. е. формула (6) обладает (2n− 1)-свойством. �
Доказанная теорема сводит вопрос о существовании квадратур-

ной формулы (6) с (2n−1)-свойством к существованию многочлена
ωn(x) вида (9), удовлетворяющего условию (10).

Лемма 1. Для любых положительных чисел a, s и при любом
целом неотрицательном m определитель∣∣∣∣∣∣∣∣

1/Γ(s) 1/Γ(s+ a) . . . 1/Γ(s+ma)
1/Γ(s+ a) 1/Γ(s+ 2a) . . . 1/Γ(s+ (m+ 1)a)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1/Γ(s+ma) 1/Γ(s+ (m+ 1)a) . . . 1/Γ(s+ 2ma)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (11)

отличен от нуля.

Док а з а т е л ь с т в о. Для m = 1 утверждение очевидно. Пусть
m > 1. Домножим первую строку и первый столбец определителя
на Γ(s/2), вторую строку и второй столбец — на Γ(s/2 + a), и так
далее, последнюю строку и последний столбец — на Γ(s/2+ma). Все
эти числа не равны нулю. Воспользуемся известным соотношением
между B- и Γ-функциями Эйлера

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt,

в результате чего получим определитель∣∣∣∣∣∣∣∣
B(s/2, s/2) . . . B(s/2, s/2 +ma)

B(s/2 + a, s/2) . . . B(s/2 + a, s/2 +ma)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
B(s/2 +ma, s/2) . . . B(s/2 +ma, s/2 +ma)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (12)
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Теперь рассмотрим однородную систему уравнений относительно
неизвестных вещественных чисел c0, . . . , cm

c0B(s/2, s/2) + . . .+ cmB(s/2, s/2 +ma) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c0B(s/2 +ma, s/2) + . . .+ cmB(s/2 +ma, s/2 +ma) = 0,

(13)

или в интегральной форме∫ 1

0

p(t)takQm[(1− t)a] dt = 0, k = 0, 1, . . . ,m, (14)

где

p(t) = [t(1− t)]s/2−1, Qm(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cmx
m.

Следовательно, для любого многочлена Pm(x) будет справедливо
равенство ∫ 1

0

p(t)Pm(ta)Qm[(1− t)a] dt = 0. (15)

Если многочлен Qm(x) тождественно не равен нулю, то он не может
иметь на (0, 1) более m различных корней. В силу произвольности
можно так выбрать многочлен Pm(x) с вещественными коэффи-
циентами, чтобы функция Pm(ta) меняла знак на (0, 1) в тех же
точках, что и Qm[(1 − t)a]. Но в таком случае интеграл отличен
от нуля. Значит, условия (13) выполняются лишь для Qm(x) ≡ 0,
т. е. система (13) имеет только тривиальное решение, что возмож-
но лишь в случае, когда оба определителя (12), (11) отличны от
нуля.�

Теорема 2. Многочлен ωn(x) вида (9), удовлетворяющий усло-
виям (10), существует и единствен.

Док а з а т е л ь с т в о. Искомый многочлен запишем в виде
ωn(x) = xn + b1x

n−1 + · · ·+ bn. Как известно,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−α dp =

1

Γ(α)
, α > 0,

поэтому условия ортогональности равносильны системе уравнений
относительно неизвестных коэффициентов b1, . . . , bn :

b1
Γ[s+ (n+ k − 1)a]

+ · · ·+ bn
Γ[s+ ka]

= − 1

Γ[s+ (n+ k)a]
,

k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Определитель этой системы по лемме 1 отличен от нуля, так что у
неё существует единственное (вещественное) решение. �

Итак, многочлен ωn(x), определяющий узлы обобщённой квад-
ратурной фомулы наивысшей степени точности (ОКФНСТ) с (2n−
1)-свойством, определяется однозначно. При a = 1 ОКФНСТ сов-
падают с КФНСТ, построенными ранее, и их узлы, как было пока-
зано, простые. Значит, и в некоторой окрестности точки a = 1 все
точки p−ak также простые. При построении ОКФНСТ для различ-
ных значений n, s, a узлы всегда оказывались попарно различными.
Видимо, утверждение о простоте корней справедливо при любом
a > 0, однако его доказательством мы не располагаем.

§ 3. Расположение узлов обобщённых квадратурных
формул наивысшей степени точности

В предыдущем параграфе были приведены необходимые и до-
статочные условия того, что КФ обладает (2n − 1)-свойством. До-
кажем, что это наивысшая возможная степень точности.

Теорема 3. При любом выборе узлов квадратурная формула с
n узлами не может обладать 2n-свойством.

Док а з а т е л ь с т в о. Если КФ обладает 2n-свойством, то она
обладает и (2n − 1)-свойством. Значит, её узлы однозначно опре-
деляются теоремой 1. Возьмём произвольный многочлен Qn(x) с
вещественными коэффициентами и положим P2n(x) = ωn(x)Qn(x).
Его коэффициенты вещественны. Рассмотрим интеграл

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sP2n(p−a) dp . (16)

Применение к нему ОКФНСТ даёт нулевой результат. С другой
стороны, в представлении

p−sP2n(p−a) = [p−s/2ωn(p−a)][p−s/2Qn(p−a)]

оба сомножителя суть изображения функций

f1(x) = xs/2−1Ωn(xa), f2(x) = xs/2−1qn(xa),
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где Ωn(x), qn(x) — многочлены с вещественными коэффициентами,
так что интеграл (16) равен значению свёртки (f1 ∗ f2)(t) в точке
t = 1, т. е. интегралу∫ 1

0

[x(1− x)]s/2−1Ωn(xa)qn[(1− x)a] dx.

Этот интеграл имеет вид (15), и к тому же многочлен Ωn(x) отли-
чен от нуля, так как порождающий его многочлен ωn(x) не нулевой.
Но тогда, как было показано выше, можно так выбрать Qn(x), по-
рождающий многочлен qn(x), что интеграл будет отличен от нуля.
Следовательно, ОКФНСТ для интеграла (15) не точна.�

Перейдём к вопросу о расположении узлов ОКФНСТ.
Теорема 4. Узлы ОКФНСТ удовлетворяют неравенствам

Re (p ak) > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Док а з а т е л ь с т в о. Сначала рассмотрим случай вещественных
корней (такие вседа существуют при нечётном n). Пусть r — ве-
щественный корень уравнения ωn(x) = 0. Следовательно, ωn(x) =
(x − r)Qn−1(x), где Qn−1(x) — некоторый многочлен с веществен-
ными коэффициентами. Запишем условие ортогональности (10) в
виде

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep[p−α(p−a − r)][p−βQn−1(p−a)][p−γPn−1(p−a)] dp = 0,

(17)
где α, β, γ — любые положительные числа такие, что α+ β+ γ = s,
а Pn−1(x) — произвольный многочлен с вещественными коэффи-
циентами. Очевидно, каждая квадратная скобка есть изображение,
причём первая их них соответствует оригиналу

f1(t) = tα−1

[
ta

Γ(α+ a)
− r

Γ(α)

]
,

а две другие соответствуют функциям

f2(t) = tβ−1qn−1(ta), f3(t) = tγ−1pn−1(ta),

где qn−1(x), pn−1(x) — некоторые многочлены с вещественными ко-
эффициентами. Левая часть (17) есть формула обращения при t =
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1, т. е. она равна значению оригинала, соответствующего произве-
дению трёх изображений, входящих в (17), и этот оригинал есть
свёртка f1 ∗ f2 ∗ f3, значение которой в точке t = 1 равно интегралу
в левой части формулы (17). Функция f1(t) при r ≤ 0 знакопосто-
янна на (0, 1), а функции f2(t), f3(t) имеют на (0, 1) не более n − 1
корней каждая. Значит, свёртка f1 ∗f2 имеет на (0, 1) не более n−1
корней (интегрирование по некоторому отрезку не увеличивает чис-
ла корней интегрируемой фукции). Далее, как и выше, можно так
выбрать многочлен pn−1(x), что в свёртке (f1∗f2)∗f3 подынтеграль-
ная функция будет знакопостоянна, так что свёртка будет отлична
от нуля, что противоречит равенству (17). Итак, необходимо r > 0.

Перейдём к случаю комплексных корней: пусть ωn(x) = (x2 +
2bx+c)Qn−2(x), причём числа b, c и все коэффициенты многочлена
Qn−2(x) вещественны, и выполнено неравенство b2 < c, т. е. корни
компексны и сопряжены. Предположим, что b > 0. По аналогии с
предыдущим случаем запишем условие ортогональности в виде

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep[p−α(p−2a + 2bp−a + c)][p−βQn−2(p−a)]×

× [p−γPn−1(p−a)] dp = 0, α, β, γ > 0, α+ β + γ = s. (18)

Первой квадратной скобке отвечает оригинал

tα−1

[
t2a

Γ(α+ 2a)
+ 2b

ta

Γ(α+ a)
+ c

1

Γ(α)

]
,

не меняющий знака на (0, 1). Его свёртка с оригиналом, отвечаю-
щем второй скобке, имеет на (0, 1) не более n− 2 корней, а за счёт
выбора Pn−1(x) можно сделать всю свёртку знакопостоянной, а тем
самым и интеграл слева в (18) отличным от нуля, что противоречит
равенству (18). Значит, b < 0, что и доказывает теорему. �

Сл е д с т в и е. Узлы КФНСТ (см. гл. 2) принадлежат правой
полуплоскости.

Это утверждение вытекает из теоремы 4 при a = 1.
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§ 4. Сходимость обобщённых квадратурных формул
наивысшей степени точности

Пусть при некотором s > 0 функция ϕs(p) = p sF (p) регулярна в
полуплоскости Re p > 0. Преобразуем формулу обращения Римана-
Меллина к виду

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eptp−sϕs(p) dp. (19)

Затем представляем ϕs(p) в виде суммы интерполяционного мно-
гочлена для неё по узлам ОКФНСТ и погрешности интерполяции
rn(ϕs, p) (см. гл.2 § 1). Для вычисления первого слагаемого в (19)
применим ОКФНСТ:

ts−1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
epp−sϕs(p/t) dp ≈

n∑
k=1

Akϕs(pk/t), (20)

а второе слагаемое есть погрешность Rn(ϕs, t) ОКФНСТ (20), кото-
рая выражается через погрешность интерполяции rn(ϕs, p) функ-
ции ϕs(p) по её значениям в узлах формулой

Rn(ϕs, t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
eptp−srn(ϕs, p) dp . (21)

Надеяться на сходимость ОКФНСТ можно только при сходи-
мости интерполяционного процесса, поэтому исследование начнем
с изучения сходимости интерполирования.

Далее считаем, что функция ϕs(p) = p sF (p) зависит лишь от
p a, т. е. ϕs(p) = Φ(p a). В этом случае как интерполяционный мно-
гочлен для ϕs(p) = p sF (p), так и погрешность интерполяции также
зависят лишь от p a, и потому погрешность интерполяции в (21) да-
лее будем обозначать как rn(ϕs, p

a). Положим w = p a и предполо-
жим, что все особые точки функции Φ(w) расположены в конечной
части полуплоскости Rew < 0.

В результате замены переменной

z =
a− w
a+ w

, a > 0, (22)

полуплоскость Rew ≥ 0 конформно отображается на круг |z| ≤ 1,
на котором функция

Φ1(z) = Φ(a(1− z)/(1 + z)) (23)
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заведомо регулярна. Если все особые точки Φ(w) содержатся в кру-
ге |w − w0| ≤ r0, w0 < 0, w0 + r0 < 0, на границе которого лежит
хотя бы одна особая точка Φ(w) и который виден из начала коор-
динат под наименьшим углом, а в качестве a взять длину отрезка
касательной к этому кругу от точки касания до начала коорди-
нат, т. е. a =

√
w2

0 − r2
0 , то функция (23) будет регулярна в круге

|z| < ρ, ρ = (a−w1)/(a+w1), где w1 = w0+r0. При этом в силу выше
сказанного на окружности |z| = ρ лежит хотя бы одна особая точка
функции (23). Замена (22) отображает прямую Rew = 0 на окруж-
ность |z| = 1, а линию интегрирования в (21) — на окружность
вида |z + (1 − ε)| = ε, 0 < ε < 1, расположенную внутри окруж-
ности |z| = 1 и касающуюся ее в точке z = −1. Точки wk = p ak
отображаются внутрь круга |z| ≤ 1.

Следуя работе [16], дадим
Опр е д е л е н и е. Пусть F,B,G — не пустые замкнутые ограни-

ченные множества точек комплексной плоскости z, причем F ⊂ G
и B ⊂ G. Будем говорить, что выполнено условие {F,B,G}, если
для всякой функции f(z), регулярной на G, при любом выборе по-
следовательности узлов интерполирования z(n)

k k = 1, 2, . . . , n, n =
1, 2, . . . , из любого подмножества F ∗ ⊂ F последовательность ин-
терполяционных многочленов для функции f(z) при n → ∞ рав-
номерно сходится к f(z) на любом подмножестве B∗ ⊂ B.

Справедлива следующая
Теорема 5 ([16]). Пусть F и B — два замкнутых ограниченных

множества точек плоскости z. Пусть Kξ — наименьший замкнутый
круг, содержащий множество B и имеющий центр в точке ξ ∈ F .
Тогда множество G =

⋃
ξ∈F Kξ является наименьшим множеством,

для которого выполняется условие {F,B,G}.

Если F = B = {z : |z| ≤ 1}, то наименьшим множеством, удо-
влетворяющим условию {F,B,G} , является круг G = {z : |z| ≤ 3}.

Теорема 6. Пусть при некотором s > 0 все особые точки функ-
ции Φ(w) заключены в круг |w − w0| ≤ r0, w0 < 0, w0 + r0 < 0,
который виден из начала координат под наименьшим углом. Если
r0 < −3w0/5, то последовательность интерполяционных многочле-
нов для функции Φ(w) по узлам ОКФНСТ (20) при n→∞ равно-
мерно сходится к Φ(w) в полуплоскости Re w > 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Замена (22) при a =
√
w2

0 − r2
0 приводит к

функции (23), регулярной в круге |z| < ρ, ρ = (
√
w2

0 − r2
0 − w0 −
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r0)/(
√
w2

0 − r2
0 +w0 +r0). Нетрудно убедиться, что при условии r0 <

−3w0/5 выполняется неравенство ρ > 3, т. е. функция (23) заведомо
регулярна на круге G = {z : |z| ≤ 3}. Точки wk = p ak при замене
(22) переходят внутрь круга F = {z : |z| ≤ 1}. Потребуем, чтобы
интерполяционный процесс для функции (23) по образам точек wk
равномерно сходился к ней на множестве B = F (а тем самым и на
образе линии интегрирования в формуле (21)). В силу сказанного
выше выполнено условие {F,B,G}, из чего следует утверждение
теоремы.�

Перейдем к изучению сходимости ОКФНСТ вида (20).
Если искомый оригинал — ограниченная функция, то ее изобра-

жение регулярно в полуплоскости Re p > 0, а предельные значения
оригинала f(+0), f(+∞), если они существуют, могут быть вычис-
лены по приведенным выше формулам. В таком случае параметр s
следует выбирать из условия s ≥ 1, что далее и будем предполагать.

Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 6. Тогда для
любого t ∈ (0, T ] (0 < T <∞), справедливо утверждение

Rn(ϕs, t) −−−−→
n→∞

0. (24)

Док а з а т е л ь с т в о. По теореме 6 остаточный член интерполи-
рования rn(ϕs, w) равномерно стремится к нулю в полуплоскости
Rew > 0, в том числе на линии интегрирования в (21) при n→∞,
и в бесконечно удаленной точке. Следовательно, для любого ε > 0
найдется не зависящий от w номер N такой, что для n ≥ N будет
выполняться неравенство |rn(ϕs, w)| ≤ ε. Положим p = c+iσ, тогда

|Rn(ϕs)| ≤ ε
ecT

2π

∫ ∞
−∞

dσ

(c2 + σ2)s/2
,

и при s > 1 утверждение (24) очевидно.
В случае s = 1 запишем представление (21) в виде

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

[
ep tp−srn(ϕs,∞)− ep tp−s(rn(ϕs,∞)− rn(ϕs, p

a))
]
dp .

(25)
Первый интеграл в (25) стремится к нулю, а второй перепишем
иначе:

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ep tp−s−a [p a(rn(ϕs,∞)−rn(ϕs, p

a))] dp . (26)
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Вернёмся к переменной w = p a и рассмотрим стоящую в квад-
ратных скобках в интеграле (26) величину, т. е. функцию y(w) =
w(rn(ϕs,∞)−rn(ϕs, w)). По условию ϕs(p) = Φ(p a) = Φ(w) регу-
лярна в окрестности бесконечно удалённой точки |w| ≥ R, следо-
вательно, и погрешность rn(ϕs, w) и функция rn(ϕs, w)− rn(ϕs,∞)
будут регулярны в этой окрестности.

Значение интеграла (26) не зависит от выбора c. С ростом c ли-
ния интегрирования в (26) смещается вправо, как и соответствую-
щая ей парабола в плоскости w, и при c→∞ обе линии находятся в
некоторой окрестности бесконечно удалённой точки. Следователь-
но, функция rn(ϕs, w) − rn(ϕs,∞) в этой окрестности будет стре-
миться к нулю, как 1/w, а значит, и w[rn(ϕs, w)− rn(ϕs,∞)] будет
регулярна в области |w| ≥ R (и в эту окрестность уже попала па-
рабола в плоскости w). Функция rn(ϕs, w) сходится равномерно к
нулю при n → ∞ в области |w| ≥ R1 при некотором R1 > R. Рас-
смотрим функцию w[rn(ϕs, w) − rn(ϕs,∞)] на границе этой обла-
сти при n → ∞. Погрешность rn(ϕs, w) равномерно относительно
p стремится к нулю, как и rn(ϕs,∞) → 0, а модуль |w| остаётся
равным R1. Следовательно, функция w[rn(ϕs, w)− rn(ϕs,∞)] стре-
мится к нулю на границе области |w| ≥ R1, и в силу принципа
максимума модуля она и внутри этой области равномерно стремит-
ся к нулю. Теперь так же, как и выше, заключаем, что интеграл
(26) стремится к нулю, поскольку s+ a > 1. �

З ам е ч а н и е. Полученные выше оценки погрешности различ-
ных КФ справедливы лишь при ограничении вида t < ρ ≤ r, в то
время как в последней теореме такого условия нет.

Материал настоящего параграфа отражен в работе [27].
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Глава 5

ДЕЛЬТА-МЕТОДЫ ОБРАЩЕНИЯ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

Существуют различные подходы к построению приближенных
методов обращения преобразования Лапласа. Как правило, обыч-
но исходят из того, чтобы метод был точен для нескольких пер-
вых функции некоторой фиксированной системы. Если искомый
оригинал представим в виде ряда по избранной системе функций,
то можно надеяться на получение удовлетворительного приближе-
ния к нему в результате применения таких методов. Однако для
большинства методов обращения отсутствуют какие-либо оценки
погрешности, что затрудняет сравнение методов между собой и вы-
бор конкретного метода для практического применения. Цель на-
стоящей главы заключается в рассмотрении различных методов с
единой точки зрения, а именно изучения порождаемых ими так на-
зываемых дельтообразных ядер, а также вопросам конструирова-
ния дельта-методов с заданными свойствами, оценке их погрешно-
сти, ускорению сходимости и т.д. Конкретные дельта-методы были
построены в работах [50], [60]. Идеология дельта-методов принад-
лежит, видимо, Виддеру [72], хотя и в неявной форме.

Любой метод обращения использует значения изображения и
его производных в определенных точках вещественной оси или ком-
плексной плоскости. Так как исходное уравнение линейно относи-
тельно оригинала и изображения, то в общем случае метод обра-
щения имеет вид

f(t) ≈
n∑
k=0

m∑
j=1

Akj(t)F
(k)(pkj(t)), (1)

где Akj , pkj(t) — коэффициенты и узлы, определяющие конкрет-
ный метод обращения. Верхние пределы суммирования могут быть
бесконечными. С учётом определения преобразования Лапласа

F (p) =

∫ ∞
0

exp(−p t)f(t) dt

перепишем формулу (1) иначе:

f(t) ≈
∫ ∞

0

[ n∑
k=0

m∑
j=1

(−1)mAkj(t)x
k exp(−xpkj(t))

]
f(x) dx. (2)
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Положим

δnm(x, t) =

n∑
k=0

m∑
j=1

(−1)mAkj(t)x
k exp(−xpkj(t)). (3)

Приближённое равенство (2) означает, что параметры метода обра-
щения m,n,Akj , pkj(t) желательно подобрать так, чтобы функция
(3) была “близка” к дельта-функции в точке x = t, или, другими
словами, чтобы правая часть (2) представляла собой сингулярный
интеграл [34]. Такие ядра назовём дельтообразными.

Для любого конкретного метода обращения написать соответ-
ствующее ядро (3) не представляет затруднений, после чего можно
изучать его свойства. Безусловный интерес представляет обратная
задача — построение наилучшего в некотором смысле ядра.

§ 1. Методы Виддера

1.1. Рассмотрим выражение

(−1)n
pn+1

n!
F (n)(p) =

∫ ∞
0

(
xne−p x

pn+1

n!

)
f(x) dx.

При фиксированных n, p функция xne−p x неотрицательна на по-
луоси x ≥ 0 и принимает наибольшее значение в точке x0 = n/p.
Легко проверить, что при любых n, p справедливо равенство∫ ∞

0

xne−p x
pn+1

n!
dx = 1.

Следовательно, подынтегральная функция может рассматриваться
как плотность распределения непрерывной случайной величины x
на полуоси x ≥ 0. Её математическое ожидание равно∫ ∞

0

xn+1e−p x
pn+1

n!
dx =

n+ 1

p
,

а дисперсия равна∫ ∞
0

(
x− n+ 1

p

)2

xne−p x
pn+1

n!
dx =

x0

n+ 1
.
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Учитывая эти свойства, введём два оператора

Wn(f, t) = (−1)n
pn+1

n!
F (n)(p)

∣∣
p=n/t , n = 1, 2, . . . ,

Sn(f, t) = (−1)n
pn+1

n!
F (n)(p)

∣∣
p=(n+1)/t , n = 0, 1, . . .

Запишем их в виде сингулярных интегралов

Wn(f, t) =

∫ ∞
0

wn(x)f(tx) dx, wn(x) =
nn+1

n!
e−nxxn,

Sn(f, t) =

∫ ∞
0

sn(x)f(tx) dx, sn(x) =
(n+ 1)n+1

n!
e−(n+1)xxn.

(4)

Ядра wn(x), sn(x) удовлетворяют условиям теорем И.П.Романов-
ского и Д.К.Фаддеева [34], откуда сразу следует сходимость, т. е.

lim
n→∞

Wn(f, t) = f(t), lim
n→∞

Sn(f, t) = f(t),

если f(x) интегрируема и непрерывна в точке x = t.
Однако нас интересует не только факт сходимости, но и ско-

рость сходимости, т. е. поведение величин

εWn (f, t) = Wn(f, t)− f(t), εSn(f, t) = Sn(f, t)− f(t)

при n → ∞. Ядро wn(x) неотрицательно, наибольшего значения
достигает в точке x = 1, wn(1) ≈

√
n/2π и при любом n площадь

под его графиком равна единице, т. е.
∫∞

0
wn(x) dx = 1.

Графики ядер wn(x) для n = 1, 3, 7, 10 приведены на рис. 2.

Рис. 2: Ядра Виддера

Приближённые значения оригинала, получаемые по формулам

f(t) ≈Wn(f, t), f(t) ≈ Sn(f, t), (5)
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представляют собой усреднение искомого оригинала f(tx) с ядра-
ми wn(x), sn(x) по таким окрестностям точки x = 1, где ядра су-
щественно отличны от нуля. Значит, если искомый оригинал слабо
меняется на отрезках, длины которых сравнимы с “шириной” ядра,
то методы будут доставлять неплохие приближения к оригиналу.
Для КФНСТ обращения преобразования Лапласа в случае s = 1
ядро (3) имеет вид

δn(x) =

n∑
k=1

Akpk exp(−pkx).

Напомним, что узлы и коэффициенты КФНСТ комплексно попарно
сопряжены, и потому ядро δn(x) вещественно. Его график для n =
15 представлен на рис. 3.

Рис. 3: Ядро КФНСТ

Оно обладает ярко выраженными дельтобразными свойствами
(что было ожидаемо в силу высокой точности метода). Однако на-
помним, что устойчивость КФНСТ характеризуется числамиMn =∑n
k=1 |Ak|, быстро растущими при увеличении числа узлов (напри-

мер, M10 ≈ 108), так что при выборе числа узлов n следует прояв-
лять большую осторожность во избежание потери точности.

Не надо думать, что отмеченная особенность присуща лишь
КФНСТ. Причина лежит в существе задачи обращения — восста-
новлении всех особенностей поведения оригинала по его изображе-
нию F (p) — гладкой, любое число раз непрерывно дифференциру-
емой функцией, к тому же стремящейся к нулю при p→∞. Поэто-
му в любом методе обращения приходится устраивать комбинации
значений изображения и его производных с сильно отличающими-
ся по модулю коэффициентами (что увеличивает неустойчивость
метода). И чем точнее метод, тем сильнее будет проявляться эта
особенность.
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1.2. Перейдём к изучению свойств операторов Wn, Sn.
1) ОператорыWn, Sn положительны, т. е. неотрицательные фун-

ции переводят в неотрицательные;
2) если функция-оригинал монотонна, то иWn(f, t), Sn(f, t) так-

же монотонные функции;
3) если функция-оригинал выпукла (вогнута), то и Wn(f, t),

Sn(f, t) также выпуклы (вогнуты).
Доказательства этих свойств очевидны.
4) Пусть a ≤ f(x) ≤ b, тогда справедливы неравенства

a ≤Wn(f, t) ≤ b, a ≤ Sn(f, t) ≤ b,

что следует из неотрицательности функций f(x) − a, b − f(x) и
равенств Wn(1, t) = Sn(1, t) = 1.

Лемма 1. Пусть fj(x) = xj , j = 0, 1, . . . Тогда

Wn(fj , t) = λnjfj(t), Sn(fj , t) = µnjfj(t),

где

λnj =
(n+ j)!

n!nj
, µnj =

(n+ j)!

n! (n+ 1)j
.

Док а з а т е л ь с т в о вытекает из определения ядер wn(x), sn(x)
и тождества ∫ ∞

0

e−mxxk dx =
k!

mk+1
, k = 0, 1, . . .�

Итак, fj(x) — собственные функции операторов Wn, Sn, а соот-
ветствующие собственные значения равны λnj , µnj .

Лемма 2.Пусть f(x) непрерывно дифференцируема на полуоси
x ≥ 0 и |f ′(x)| ≤M1. Тогда

|Wn(f, t)− f(t)| ≤M1t

√
1

n
+

2

n2
, t ≥ 0. (6)

Док а з а т е л ь с т в о. Разность εWn (f, t) = Wn(f, t) − f(t) запишем
в виде

εWn (f, t)=

∫ ∞
0

wn(x) [f(tx)− f(t)] dx=

∫ ∞
0

wn(x)f ′(ξt(x))t(x− 1) dx,
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откуда

|εWn (f, t)|2 ≤M2
1 t

2

(∫ ∞
0

wn(x)(x− 1) dx

)2

≤

≤M2
1 t

2

∫ ∞
0

wn(x) dx

∫ ∞
0

wn(x)(x− 1)2 dx =

= M2
1 t

2(λn2 − 2λn1 + λn0) = M2
1 t

2
(
1/n+ 2/n2

)
,

что равносильно неравенству (6).�
Лемма 3. Пусть f ∈ C2(0,∞) и |f ′′(x)| ≤M2. Тогда

|Sn(f, t)− f(t)| ≤M2
t2

2n+ 2
, t ≥ 0. (7)

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

εSn(f, t) =

∫ ∞
0

sn(x) [f(tx)− f(t)] dx =

=

∫ ∞
0

sn(x)

[
f ′(t)t(x− 1) +

f ′′(ξt(x))

2!
t2(x− 1)2

]
dx.

Очевидно, ∫ ∞
0

sn(x)(x− 1) dx = µn1 − µn0 = 0,

и поэтому

|εSn(f, t)| ≤ M2t
2

2
(µn2 − 2µn1 + µn0) =

M2t
2

2

1

n+ 1
,

что равносильно неравенству (7). �
1.3. Перейдём к более детальному изучению погрешностей фор-

мул (5). Как правило, выводы будем делать лишь для одной из них,
ибо для второй всё делается аналогично, и к тому же получающи-
еся результаты качественно одинаковы.

Пусть f ∈ C∞(0,∞), тогда

εWn (f, t) =

∫ ∞
0

wn(x) [f(tx)− f(t)] dx =

=

∞∑
k=1

tk
f (k)(t)

k!

∫ ∞
0

wn(x)(x− 1)k dx =

∞∑
k=1

tk
f (k)(t)

k!
B

(n)
k ,
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где

B
(n)
k =

∫ ∞
0

wn(x)(x− 1)k dx, k = 0, 1, . . .

Эти числа нетрудно ввыразить через λnj :

B
(n)
k =

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
λnj ,

однако эта форма записи не даёт представления о характере зави-
симости B(n)

k от n. Поступим иначе, исходя из представления

B
(n)
k =

nn+1

n!

∫ ∞
0

e−nxxn(x− 1)k dx.

Положим
D

(n)
k =

∫ ∞
0

e−nxxn(x− 1)k dx

и рассмотрим величину

(k + 1)D
(n)
k + kD

(n)
k−1 =

=

∫ ∞
0

xne−nx d(x− 1)k+1 +

∫ ∞
0

xne−nx d(x− 1)k =

= −
∫ ∞

0

[
(x− 1)k+1 + (x− 1)k

]
d(xne−nx) =

=

∫ ∞
0

[
(x− 1)k+1 + (x− 1)k

]
(nxne−nx−nxn−1e−nx) dx = nD

(n)
k+1.

Следовательно, справедливо рекуррентное соотношение

B
(n)
k+1 =

1

n

[
(k + 1)B

(n)
k + kB

(n)
k−1

]
, k = 1, 2. . . . (8)

Из определения чисел B
(n)
k находим B

(n)
0 = 1, B

(n)
1 = 1/n. Как

видно из (8), B(n)
k есть многочлен от 1/n с положительными ко-

эффициентами, и наименьшая степень 1/n равна [(k+ 1)/2] (целая
часть числа (k + 1)/2), т. е.

B
(n)
k = b

(k)

[ k+1
2 ]

/
n[ k+1

2 ] + · · ·+ b
(k)
k

/
nk. (9)
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Аналогично получаем представление

Sn(f, t)− f(t) =

∞∑
k=1

tk
f (k)(t)

k!
E

(n)
k ,

где

E
(n)
k =

∫ ∞
0

sn(x)(x− 1)k dx, k = 0, 1, . . . ,

и рекуррентное соотношение

E
(n)
k+1 =

k

n+ 1

(
E

(n)
k + E

(n)
k−1

)
, k = 1, 2. . . .

Начальные значения равны E
(n)
0 = 1, E

(n)
1 = 0. Следовательно,

E
(n)
k — многочлен вида (9) по степеням 1/(n+ 1) также с положи-

тельными коэффициентами.
Итак, погрешность εWn (f, t) представима в виде

εWn (f, t) =
1

n
tf ′(t) +

(
1

n
+

2

n2

)
t2f ′′(t)

2!
+

(
5

n2
+

6

n3

)
t4f ′′′(t)

3!
+ . . .

(10)
В частности, отсюда при больших n получаем главный член по-
грешности

εWn (f, t) ≈ 1

n

(
t2f ′(t)

)′
2

.

Как видим, метод Виддера быстро насыщаем, а именно: наличие
производных оригинала выше второго порядка не улучшает сходи-
мости.

Однако знание характера зависимости ошибки от n позволяет
на основе полученных приближений строить методы, быстрее схо-
дящиеся к искомому оригиналу.

§ 2. Ускорение сходимости методов Виддера

Возьмём произвольные рациональные числа d1, . . . , dk, k ≥ 1,
такие, что все числа ndj , j = 1, 2, . . . , k, целые, после чего запи-
шем разложения (10), заменив в них n на ndj . Составим линейную
комбинацию

k∑
j=1

ckjε
W
ndj (f, t)
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и потребуем, чтобы её представление по степеням 1/n не содержало
младших степеней n−j , j = 1, 2, . . . , k − 1, что равносильно выпол-
нению условий

k∑
j=1

ckj = 1,

k∑
j=1

ckjd
−m
j = 0, m = 1, 2, . . . , k − 1.

(11)

Эта система однозначно разрешима, так как её определитель∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1

1/d1 . . . 1/dk
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1/d1
k−1 . . . 1/d k−1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣ (12)

отличен от нуля из-за попарной различности чисел dj .
Лемма 4. Решение системы (11) имеет вид

ckj =

n∏
i=1
i 6=j

dj
dj − di

, j = 1, 2, . . . , k.

Док а з а т е л ь с т в о. Как известно, определитель (12) равен зна-
чению ∏

k≥l≥m≥1

(1/dl − 1/dm) .

В формуле Крамера для коэффициента ckj в числителе получаем
домноженный на (−1)j+1 определитель (12) с вычеркнутыми пер-
вой строкой и j-м столбцом, т. е. величину

(−1)j+1 1

d1
· · · 1

dj−1

1

dj+1
· · · 1

dk

n∏
k≥l≥m≥1
l,m6=j

(1/dl − 1/dm) . (13)
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Отношение величин (13) и (12) равно

ckj =
(−1)j+1

d1 · · · dj−1dj+1 · · · dk

/(
1

dk
− 1

dj

)
· · ·
(

1

dj+1
− 1

dj

)
×

×
(

1

dj
− 1

dj−1

)
· · ·
(

1

dj
− 1

d1

)
=

n∏
i=1
i 6=j

dj
dj − di

.�

Итак, разложение величины

k∑
j=1

ckjε
W
ndj (f, t) =

k∑
j=1

ckjWndj (f, t)− f(t)

в ряд по степеням 1/n начинается со степени n−k, следовательно,
линейная комбинация

Wn(k, f, t) =

k∑
j=1

ckjWndj (f, t) (14)

значительно лучше приближает искомый оригинал, чем все вхо-
дящие в неё приближения по Виддеру Wndj (f, t). Оператор (14)
допускает интегральное представление

Wn(k, f, t) =

∫ ∞
0

wn(k, x)f(tx) dx

с ядром

wn(k, x) =

k∑
j=1

ckjwndj (x), (15)

которое при любых значениях n, k удовлетворяет условию∫ ∞
0

wn(k, x) dx = 1.

Это ядро не знакопостоянно, в отличие от ядер wndj (x). Знаки чи-
сел ckj чередуются, а значение ckk положительно и больше едини-
цы. В точке x = 1 имеем

wn(k, 1) ≈
√

n

2π

k∑
j=1

ckj
√
dj . (16)
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Положим

Dk =

( k∑
j=1

ckj
√
dj

)/√
dk.

Если окажется, что Dk > 1, то значение (16) будет больше всех
wndj (1) (т. е. ядро (16) выше всех остальных), и оно будет у́же по
сравнению с ними (см. рис. 2).

Лемма 5. Для произвольных чисел d1, . . . , dk таких, что 1 ≤
d1 < d2 < · · · < dk, справедливо неравенство

(2k − 1)!!

(2k − 2)!!

1√
dk
≤ Dk ≤

(2k − 1)!!

(2k − 2)!!
. (17)

Док а з а т е л ь с т в о. Положим ω(x) = (x − d1) · · · (x − dk) и рас-
смотрим функцию f(x) = xk−0.5(x− x)/ω(x), где x — любое фик-
сированное число такое, что d1 < x < dk и x 6= dj j = 1, 2, . . . , k.
Построим интерполяционный многочлен Pk−1(x) для f(x), удовле-
творяющий условиям

Pk−1(dj) = f(dj), j = 1, 2, . . . , k.

Погрешность интерполяции в точке x равна

f(x)− Pk−1(x) =
f (k)(η)

k!
ω(x), d1 < η < dk.

Но f(x) = 0,

Pk−1(x) =

k∑
i=1

ω(x)

(x− di)ω′(di)
f(di) =

=

k∑
i=1

d k−1
i d 0.5

i (x− di)
(x− di)

∏
j 6=i(di − dj)

=

=

k∑
i=1

cki
√
di = Dk

√
dk,

так что

Dk

√
dk = −f

(k)(η)

k!
ω(x).
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Далее,

ω(x)f (k)(η) =
(2k − 1)!!

2k

(
x
√
η
− (2k + 1)

√
η

)
,

или
Dk

√
dk =

(2k − 1)!!

(2k)!!

(
(2k + 1)

√
η − x
√
η

)
.

Последняя скобка как функция η возрастает на [1, dk], поэтому

(2k − 1)!!

(2k)!!
(2k + 1− x) ≤ Dk

√
dk ≤

(2k − 1)!!

(2k)!!

[
(2k + 1)

√
dk −

x√
dk

]
.

Это неравенство справедливо при любом x ∈ [1, dk]. Для получения
нижней оценки в (17) положим x = 1, а для верхней — x = dk. �

Применяя формулу Стирлинга для вычисления факториалов,
вместо (17) получим приближённое неравенство

2√
π

√
k

dk
/ Dk / 2

√
k

π
.

Следовательно, при dk ≤ k неравенство Dk > 1 справедливо (в
частности, при dj = j).

З ам е ч а н и е 1. В линейной комбинации (14) используются при-
ближения по Виддеру с номерами nd1, . . . , ndk. Указанный смысл
величиныDk и сопоставление свойств исходных ядер со свойствами
ядра (14) приводят к выводу, что применение формулы (15) даёт
результат не хуже, чем обычное приближение по Виддеру с номе-
ром, приближённо равным ndkD2

k (это число не обязательно целое).
Этот вывод подтверждается при проведении вычислений, а также
служит оправданием ускорения сходимости в случае n = 1, когда
приводимая далее теорема 1 формально неприменима.

Перейдём к детальному изучению свойств ядер.
Лемма 6. Пусть m — натуральное число и δ — положительное

число. Тогда при n → ∞ для любого целого k ≥ 0 справедлива
асимптотическая формула∫

|x−1|≥δ

wn(x)|x− 1|k dx = O(n−m).
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Док а з а т е л ь с т в о. Очевидна цепочка неравенств∫
|x−1|≥δ

wn(x) dx ≤
∫

|x−1|≥δ

wn(x)(x− 1)2mδ−2m dx ≤

≤ δ−2m

∫ ∞
0

wn(x)(x− 1)2m dx = δ−2mB
(n)
2m ,

где числа B(n)
2m определяются формулой (8). Из представления (9)

следует
B

(n)
2m = O(n−m), n→∞,

откуда следует утверждение леммы при k = 0. При k ≥ 1 имеем( ∫
|x−1|≥δ

wn(x)|x−1|k dx
)2

≤
∫

|x−1|≥δ

wn(x) dx

∫
|x−1|≥δ

wn(x)(x−1)2k dx ≤

≤
∫

|x−1|≥δ

wn(x) dx

∫ ∞
0

wn(x)(x− 1)2k dx = B
(n)
2k

∫
|x−1|≥δ

wn(x) dx,

что и доказывает лемму. �
Аналогичные утверждения справедливы и для ядер sn(x) (см.

(4)).
Пусть a, b, a1, b1 — произвольные фиксированные числа такие,

что 0 < a < a1 < b1 < b <∞.
Теорема 1. Пусть f(x) — непрерывный ограниченный на полу-

оси x ≥ 0 оригинал, имеющий на отрезке [a, b] непрерывную про-
изводную порядка 2k. Тогда при n→∞ равномерно относительно
t ∈ [a1, b1] справедливо равенство

nk [Wn(k, f, t)− f(t)] =

2k∑
m=k

Mmt
mf (m)(t) + o(1),

где Mm — не зависящие от t и f(t) постоянные.

Док а з а т е л ь с т в о. Исходя из определения (14), имеем

nk [Wn(k, f, t)− f(t)] = nk
k∑
j=1

ckj

∫ ∞
0

wndj (x)[f(tx)− f(t)] dx.
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Запишем формулу Тейлора для f(tx) в точке x = 1:

f(tx)− f(t) =

2k∑
m=1

f (m)(t)

m!
tm(x− 1)m + ε(x, t)(x− 1)2k. (18)

Пусть δ — некоторое положительное число и t ∈ [a1, b1]. Очевидно,
что при достаточно малом δ из неравенства |x − 1| < δ следует,
что |ε(x, t)| < ε0, где ε0 — малое положительное число. В случае
|x− 1| ≥ δ из (18) получаем оценку

|ε(x, t)(x− 1)2k| ≤ |f(tx)|+ |f(t)|+
2k∑
m=1

tm
|f (m)(t)|
m!

|x− 1|m. (19)

Рассмотрим интеграл∫ ∞
0

wn(x)ε(x, t)(x− 1)2k dx =

∫
|x−1|≤δ

· · ·+
∫

|x−1|≥δ

. . . (20)

Первый интеграл справа по модулю не превосходит значения

ε0

∫
|x−1|≤δ

wn(x)(x− 1)2k dx < ε0

∫ ∞
0

wn(x)(x− 1)2k dx =

= ε0B
(n)
2k = O(n−k).

Во втором интеграле справа присутствуют интегралы трёх видов,
соответствующие трём слагаемым в оценке (19). Первые два из них
не превосходят величины

max
x≥0
|f(x)|

∫
|x−1|≥δ

wn(x) dx,

сколь угодно быстро стремящейся к нулю по лемме 6. В третьем
слагаемом присутствуют интегралы вида∫

|x−1|≥δ

wn(x)|x− 1|m dx, m = 1, 2, . . . , 2k,

но они по той же лемме также сколь угодно быстро стремятся к
нулю при n → ∞. Следовательно, весь интеграл (20) стремится к
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нулю как ε0O(n−k). Далее, с учётом представления (18) и получен-
ных оценок получаем

nk [Wn(k, f, t)− f(t)] =

= nk
k∑
j=1

ckj

2k∑
m=1

tm
f (m)(t)

m!

∫ ∞
0

wndj (x)(x− 1)m dx+ o(1) =

= nk
k∑
j=1

ckj

2k∑
m=1

tm
f (m)(t)

m!
B(ndj)
m + o(1) =

=nk
2k∑
m=1

tm
f (m)(t)

m!

k∑
j=1

ckj

(
b
(m)

[m+1
2 ]

(ndj)
−[m+1

2 ] + · · ·+ b(m)
m (ndj)

−m
)

+

+ o(1).

Во внутренней сумме все слагаемые, соответствующие значениям
m = 1, 2, . . . , k − 1, равны нулю в силу свойств (11), так что окон-
чательно получим

nk [Wn(k, f, t)− f(t)] =

2k∑
m=k

Mmt
mf (m)(t) + o(1), (21)

где Mm — некоторые постоянные, что и требовалось доказать. �
В частном случае k = 1 получаем

lim
n→∞

nk [Wn(f, t)− f(t)] =
1

2

(
t2f ′(t)

)′
,

а при k = 2

lim
n→∞

nk [Wn(2, f, t)− f(t)] =
1

3

(
t3f ′′(t)

)′
+

1

8

(
t4f ′′′(t)

)′ 2∑
j=1

ckjd
−2
j .

Итак, формула (21) позволяет оценить главный член погреш-
ности приближения искомого оригинала с помощью линейной ком-
бинации (14) для фиксированного k при возрастании n. Допустим,
что нам известны значенияWn(f, t) для нескольких значений n, на-
чиная с n = 1. В этом случае мы вынуждены положить n = 1, dj =
j, j = 1, 2, . . . , k. При этом теорема формально неприменима, тем
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не менее фактическая погрешность будет уменьшаться в силу ранее
отмеченных свойств ядер (15) и чисел Dk и будет давать прибли-
жения не хуже, чем обычный метод Виддера с номером n ≈ kD2

k.

Прим е р. Дано изображение F (p) = 1/(p + 1) функции f(t) =
exp(−t). Во втором столбце нижеследующей табл. 3 приведены зна-
чения W1(f, t0), . . . ,W6(f, t0) в точке t0 = 0.5 (очевидно, они могут
быть вычислены точно, исходя из их определения), а в третьем
столбце — результаты ускорения сходимости, полученные по фор-
муле (14). Точное значение оригинала равно exp(−t0)=0.606530 . . . .
Как видим, в исходных приближениях по Виддеру даже первая зна-
чащая цифра не установилась, а в последнем результате ускорения
практически все выписанные знаки верны.

Таблица 3

n Wn(f, 0.5) W1(n, f, 0.5)
1 0.444444 0.444444
2 0.512000 0.579556
3 0.539775 0.603210
4 0.554929 0.606204
5 0.564474 0.606503
6 0.571038 0.606532

З ам е ч а н и е 2. Значения величинWn(f, t) следует вычислять с
возможно большей точностью, ибо в них содержится информация о
характере зависимости ошибки εWn (f, t) от 1/n, которая использует-
ся существенным образом на шаге ускорения сходимости. Отметим,
что Wn(f, t) заведомо существуют при достаточно больших n (как
только точка n/t попадает в область регулярности изображения).

З ам е ч а н и е 3. Выше поведение операторов Виддера исследо-
валось в предположении достаточной гладкости оригинала. В сле-
дующей главе будет изучено их поведение для разрывных оригина-
лов. Отметим следующий известный результат: если функция f(t)
имеет ограниченную вариацию на отрезке [0, T ] при любом T > 0 и
интеграл Лапласа (1) (гл.1) сходится абсолютно при некотором p,
то

lim
n→∞

(−1)n

n !
xn+1
n F (n)(xn) =

1

2

(
f(t+ 0) + f(t− 0)

)
,
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где xn = (n + θn)/t, 0 ≤ θn ≤ 1. (см. [72], с. 289). Очевидно, в
левой части под знаком предела стоят операторы Виддера Wn, Sn
при θn = 0, 1, соответственно.

§ 3. Численная реализация методов Виддера

Реализация методов Виддера требует вычисления производных
изображения. Но даже в случае аналитического задания F (p) не
всегда удаётся точно вычислить производную нужного порядка,
тем более это невозможно в случае численного задания изображе-
ния. Поэтому на практике приходится применять формулы числен-
ного дифференцирования [33]. Для ряда прикладных задач механи-
ки, где процессы изменения во времени протекают медленно, даже
сами методы Виддера дают приемлемую точность, а возможность
уточнения по описанной методике вполне удовлетворяет пользо-
вателя. Отметим, что при этом необходимы значения изображе-
ния лишь в точках вещественной оси. В общем случае приходит-
ся использовать приближения по Виддеру с большими номерами,
и известная техника численного дифференцирования становится
непригодной.

3.1. Численная реализация методов Виддера при боль-
ших n. Введём в рассмотрение функцию

G(z, t) =
1

t
F

(
1− z
t

)
, t > 0,

считая F (p) регулярной в полуплоскости Re p > 0. При фиксиро-
ванном t > 0 функция G(z, t) регулярная внутри круга |z| < 1 и
разлагается в ряд

G(z, t) =

∞∑
n=0

an(t)zn. (22)

Дифференцируя его n раз и полагая z = 0, получим

1

t
F (n)

(
1

t

)(
−1

t

)n
= n! an(t),

или
an(t) = (−1)n

1

n! tn+1
F (n)

(
1

t

)
.
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Заменим в этом равенстве t на t/n, что даёт

an

(
t

n

)
= (−1)n

nn+1

n! tn+1
F (n)

(n
t

)
.

Но правая часть в этой формуле совпадает с Wn(f, t) (см. § 1).
Итак, получили формулу

Wn(f, t) = an

(
t

n

)
. (23)

Пусть r — некоторое число, 0 < r < 1, и m натуральное число,
m > n. Введём функции

em(x) = exp

(
i
2π

m
x

)
и рассмотрим величину

Wnm(f, t) =
1

m

m∑
j=1

(rem(j))
−n

G

(
rem(j),

t

n

)
. (24)

Теорема 2. Если исходный оригинал ограничен на полуоси x ≥
0 и его изображение регулярно в полуплоскости Re p > 0, то спра-
ведливо неравенство

|Wnm(f, t)−Wn(f, t)| ≤M rm

1− rm

при всех t ≥ 0, где M = max
t≥0
|f(t)|.

Док а з а т е л ь с т в о. Подставим в правую часть (24) разложе-
ние (22) :

Wnm(f, t) =
1

m

m∑
j=1

(rem(j))−n
∞∑
l=0

al

(
t

n

)
(rem(j))l =

=

∞∑
l=0

al

(
tl/n

l

)
rl−n

1

m

m∑
j=1

exp

(
2πij(l − n)

m

)
.

Перестановка порядков суммирования оправдана равномерной и
абсолютной сходимостью ряда (22). Далее, легко проверить спра-
ведливость тождества

1

m

m∑
j=1

exp

(
2πij(l − n)

m

)
=

{
1, l − n = qm,

0, l − n 6= qm, q = 0,±1,±2, . . .
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Следовательно, учитывая равенство (23), имеем

Wnm(f, t) =

∞∑
q=0

an+qm

(
t(n+ qm)/n

n+ qm

)
rqm =

= Wn(f, t) +

∞∑
q=1

Wn+qm

(
f,
t(n+ qm)

n

)
rqm.

Ранее было показано, что все приближения по Виддеру по модулю
не превосходят M , и потому

|Wnm(f, t)−Wn(f, t)| ≤
∞∑
q=1

Mrqm = M
rm

1− rm
.�

Итак, значение Wn(f, t) можно с любой точностью заменить ве-
личинойWnm(f, t), если взять достаточно большой значение m, ли-
бо достаточно малое r. Расчётную формулу (24) можно записать
иначе:

Wnm(f, t) =
n

mtrn

m∑
j=1

em(−nj)F
(n
r

(1− rem(j))
)
. (25)

Для операторов Sn(f, t) (см. (4)) по аналогии вводим величину

Snm(f, t) =
n+ 1

mtrn

m∑
j=1

em(−nj)F
(
n+ 1

r
(1− rem(j))

)
. (26)

Она удовлетворяет неравенству

|Snm(f, t)− Sn(f, t)| ≤M rm

1− rm
.

С вычислительной точки зрения правые части формул (25), (26)
удобнее выразить через значения функции ϕ(p) = pF (p) (как пра-
вило, именно она находится из уравнения в изображениях, и к тому
же она, в отличие от F (p), не стремится к нулю с ростом |p|):

Wnm =
1

m

m∑
j=1

[rem(j)]
−n 1

1− rem(j)
ϕ
[n
t

(1− rem(j))
]
,

Snm =
1

m

m∑
j=1

[rem(j)]
−n 1

1− rem(j)
ϕ

[
n+ 1

t
(1− rem(j))

]
.

(27)
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Теорема 3. Если значения функции ϕ(p) = pF (p) вычисляются
с погрешностью, по модулю не превосходящей числа ε, и оригинал
ограничен, то справедливы неравенства

|Wnm(f, t)−Wn(f, t)| ≤ ∆,

|Snm(f, t)− Sn(f, t)| ≤ ∆,

где

∆ =
Mrm

1− rm
+

ε

(1− r)rn.
(28)

Док а з а т е л ь с т в о очевидным образом вытекает из утверждения
теоремы 2 и представлений (27). �

Например, пусть ε = 10−16,M = 1, n = 200, r = 0.95. Тогда при
m = 500 имеем ∆ ≈ 6 · 10−11. Дальнейшее увеличение m не умень-
шает значения ∆, но значительно увеличивает объём вычислений.

В общем случае, когда некоторые из входящих в формулу (28)
величинM, r,m, n, ε известны, остальные следует выбирать из усло-
вия минимума величины ∆. Практически алгоритм выбора пара-
метров таков: по известным характеристикам: n — номеру искомого
Wn(f, t) и ε — точности задания (вычисления) изображения выби-
раем параметр r так, чтобы второе слагаемое в сумме (28) имело
желаемый порядок малости, после чего находим наименьшее зна-
чение параметра m, при котором первое слагаемое в (28) примерно
такое же, как и второе. Дальнейшее увеличение m ведет к росту
объёма вычислений для нахождения Wn(f, t), не увеличивая его
точности.

Итак, формулы (27) позволяют находить приближения по Вид-
деру с гарантированной оценкой погрешности сверху, равной ∆.
Заметим, что при этом требуются значения изображения в точках
некоторой окружности на комплексной плоскости.

3.2. Численная реализация методов Виддера для мно-
гомерного преобразования Лапласа. Описанная техника реа-
лизации методов Виддера переносится и на случай многомерного
преобразования Лапласа. Для простоты будем говорить о двумер-
ном преобразовании.

Пусть функции-оригиналу f(x, t) соответствует изображение

F (p, q) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−px−qtf(x, t) dx dt,
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регулярное при Re p > 0, Re q > 0. Введём оператор

Wij(f, x, t)=(−1)i+j
(i/x)i+1

i!

(j/t)j+1

j!

∂i+j

∂p i∂qj
F

(
i

x
,
j

t

)
, i, j = 1, 2, . . .

(29)
и функцию

G(z1, z2, x, t) =
1

xt
F

(
1− z1

x
,

1− z2

t

)
.

При |z1| < 1, |z2| < 1, как и в одномерном случае, имеем разложение

G(z1, z2, x, t) =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

aij(x, t)z
i
1z
j
2,

коэффициенты которого и оператор (29) связаны тождеством

aij(x/i, t/j) = Wij(f, x, t).

Для приближённого вычисления Wij выбираем натуральные чис-
ла m,n такие, что m > i, n > j, и малые положительные числа
r1, r2, 0 < r1 < 1, 0 < r2 < 1, а затем вводим величины

Wijmn(f, x, t) =
1

mn

m∑
k=1

n∑
l=1

(r1em(k))−i(r2en(l))−j×

×G (re1em(k), r2en(l), x/i, t/j) . (30)

Как и ранее, получаем оценку

|Wijmn(f, x, t)−Wij(f, x, t)| ≤M
rm1 + rn2 − rm1 rn2
(1− rm1 )(1− rn2 )

,

если |f(x, t)| ≤M, x, t ≥ 0.
Аналогичным образом можно учесть и влияние ошибок задания

изображения, а также ввести оператор Sijmn.

εWij (f, x, t) = Wij(f, x, t)− f(x, t).

В предположении бесконечной гладкости оригинала она представи-
ма в виде ряда по степеням 1/i, 1/j:

εWij (f, x, t) =
A1

i
+
B1

j
+
A2

i2
+
B2

j2
+
C2

ij
+
A3

i3
+
B3

j3
+
C3

i2j
+
D3

ij2
+ . . .
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Отсюда вытекает и алгоритм ускорения сходимости — построение
таких линейных комбинаций приближений (30), в которых исче-
зают младшие степени 1/i, 1/j. Следовательно, наиболее эффек-
тивное ускорение сходимости достигается на "диагональных" при-
ближениях, т. е. при i = j, что к тому же упрощает и расчётные
формулы (30). Заметим, что время проведения необходимых вы-
числений резко возрастает по сравнению с одномерным случаем.

§ 4. Оптимальные методы ускорения сходимости
приближений Виддера

В § 2 был построен линейный метод ускорения сходимости в
виде комбинаций значений операторов Wndj (f, t) с произвольны-
ми номерами nd1, . . . , ndk, обеспечивающий сходимость к искомо-
му оригиналу со скоростью n−k. Вид главного члена погрешности
такого приближения указан в теореме 1.

Несомненный интерес представляют следующие задачи:
1) при фиксированном числе слагаемых k в формуле (14) вы-

брать такие номера приближений по Виддеру из заданного диа-
пазона их возможных значений от n1 до nk, чтобы главный член
погрешности формулы (14) был минимален;

2) при фиксированных значениях k, n1, nk выбрать d1, . . . , dk
так, чтобы сумма модулей коэффициентов ckj была минимальной.

Теорема 4. Для минимизации модуля главного члена погреш-
ности формулы (14) следует использовать значения Wn(f, t) опера-
торов Виддера с номерами nk, nk − 1, . . . , nk − k + 1.

Док а з а т е л ь с т в о. В случае достаточно гладкого оригинала
при n→∞ справедлива формула (10):

Wn(f, t) = f(t) +
a1

n
+
a2

n2
+ . . . ,

где aj — не зависящие от n величины. Выберем k различных нату-
ральных чисел n1 < n2 < · · · < nk и положим dj = nj/n1, j =
1, 2, . . . , k (впрочем, в знаменателе можно написать любое нату-
ральное число), после чего образуем числа

ckj =
∏
i 6=j

dj
dj − di

, j = 1, 2, . . . , k,
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и составим линейную комбинацию

Wn1
(k, f, t) =

k∑
j=1

ckjWn1dj (f, t).

Числа ckj выбираются из условий

k∑
j=1

ckjd
−m
j =

{
1, m = 0,

0, m = 1, 2, . . . , k − 1.

Следовательно, справедливо разложение

Wn1
(k, f, t)− f(t) =

ak
nk1

k∑
j=1

ckjd
−k
j + . . . (31)

Коэффициент ak не зависит от фиксированного числа n1 и чисел
d1, . . . , dk, поэтому для минимизации главного члена разложения
(31) необходимо, чтобы величина

B =

∣∣∣∣ k∑
j=1

ckjd
−k
j

∣∣∣∣
была минимальна. Исходя из определения чисел ckj , получаем тож-
дество

k∑
j=1

ckjd
−k
j =

k∑
j=1

1

dj
∏
i6=j(dj − di)

. (32)

Положим ω(x) = (x− d1) · · · (x− dk). Как известно,

k∑
j=1

ω(x)

(x− dj)ω′(dj)
= 1,

откуда находим
1

ω(0)
= −

k∑
j=1

1

djω′(dj)
. (33)

Правые части (32) и (33) отличаются лишь знаком, и |ω(0)| =
d1 · · · dk, так что B = 1/(d1 · · · dk). Значит, для достижения min B
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числа d1 . . . dk должны быть максимально большими, т. е. следует
использовать приближения Wn с наибольшими номерами nk, nk −
1, . . . , nk − k + 1. �

Полученный результат естествен в том смысле, что приближе-
ния с большими номерами точнее приближают оригинал. С другой
стороны, такой выбор номеров приближений приводит к наиболь-
шим по модулю значениям коэффициентов ckj с чередующимися
знаками, что ведёт к потере точности при вычислениях.

Перейдём ко второй задаче.
Дано число k, k ≥ 2, и границы изменения номеров n от n1 до

nk. Введём новую переменную x = 1/n и точки xj = 1/(n1dj), j =
1, 2, . . . , k. Положим ω(x) = (x−x1) · · · (x−xk). Запишем интерполя-
ционный многочлен по узлам x1, . . . , xk для некоторой непрерывной
функции f(x):

Pk−1(x) =

k∑
j=1

ω(x)

(x− xj)ω′(xj)
f(xj). (34)

При x = 0 получаем

Pk−1(0) =

k∑
j=1

ω(0)

−xjω′(xj)
f(xj).

Непосредственной проверкой убеждаемся, что коэффициенты при
f(xj) в этой записи совпадают с ckj :

ckj = − ω(0)

xjω′(xj)
.

Итак,

Pk−1(0) =

k∑
j=1

ckjf(xj). (35)

Далее нам потребуется несколько изменённый вариант утвер-
ждения из работы [17], приводимый далее без доказательства.

Теорема 5. Пусть узлы в интерполяционном многочлене (34)
принадлежат отрезку [a, b], 0 < a < b. Для того чтобы сумма мо-
дулей коэффициентов ckj в представлении (35) была минимальна,
следует в качестве узлов интерполирования выбрать корни мно-
гочленов Чебышёва второго рода Ũk−2(x), смещённых на отрезок
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[a, b], а также концы этого отрезка. При этом минимальное значение
будет равно

k∑
j=1

|ckj | = (−1)k−1T̃k−1(0),

где T̃k−1(x) — смещённые на [a, b] многочлены Чебышёва первого
рода.

Напомним связь многочленов Чебышева первого и второго ро-
дов: T ′n−1(x) = (n− 1)Un−2(x). Следовательно, оптимальные узлы,
о которых идёт речь в теореме 4, суть точки максимума модуля
многочлена T̃k−1(x).

На отрезке [1/nk, 1/n1] рассмотрим смещённый многочлен Че-
бышева первого рода

T̃k−1(x) = Tk−1

(
2x− 1/n1 − 1/nk

1/n1 − 1/nk

)
.

Возьмём точки

xj+1 =
1

2

[(
1

n1
− 1

nk

)
cos

jπ

k − 1
+

1

n1
+

1

nk

]
, j = 0, 1, . . . , k − 1,

(36)

в которых |T̃k−1(xj+1)| = 1 и положим mj = 1/xj , j = 1, 2, . . . , k, а
затем по числам dj = mj/m1 построим числа ckj , как и ранее. По
теореме 4

k∑
j=1

|ckj | = (−1)k−1T̃k−1(0),

и это значение минимально.
Числа mj , вообще говоря, не целые, и поэтому в качестве ис-

комых номеров приближений Wn(f, t) по Виддеру следует взять
ближайшие целые к ним:

nj = entier

(
mj +

1

2

)
, j = 1, 2, . . . , k.

Такие номера будем называть чебышёвскими. Используя тот факт,
что
k∏
j=1

xj = 22−2k(n1nk)1/2−k
[(√

nk +
√
n1

)2k−2 −
(√
nk −

√
n1

)2k−2
]
,
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нетрудно получить явную приближённую формулу для вычисления
величины

B =

∣∣∣∣ k∑
j=1

ckjd
−k
j

∣∣∣∣
в случае чебышевских номеров (она приближённа, так как чебы-
шевские номера получались округлением до целых чисел). Есте-
ственно, значение B больше величины B, соответствующей опти-
мальным узлам, решающим первую задачу — минимизацию глав-
ного члена погрешности, однако превышение не обязательно значи-
тельное: так, в случае nk/n1 = 2 отношение B/B при k = 3 равно
трём, а при k = 6 равно 9.3.

В то же время величины
∑k
j=1 |ckj | и

∑k
j=1 |ckj |, характери-

зующие устойчивость, резко отличаются друг от друга: так, при
n1 = 1500, nk = 2000 и k = 9 для чебышёвских номеров име-
ем
∑k
j=1 |ckj | ≈ 108, для наилучших номеров 2000, 1999, . . . , 1992

получаем
∑k
j=1 |ckj | ≈ 1.6 · 1024, а для равноотстоящих номеров

2000, 1970, . . . 1760 получаем
∑k
j=1 |ckj | ≈ 1012.

§ 5. Применение многочленов Чебышёва к построению
дельтообразных ядер

Пусть p1, . . . , pn — произвольные узлы, лежащие в полуплос-
кости Re p > 0, параметр s равен единице и дана КФ обращения
преобразования Лапласа вида

f(t) ≈
n∑
k=1

Akϕ1(pk/t), ϕ1(p) = pF (p). (37)

С учетом определения F (p) запишем ее иначе:

f(t) ≈
∫ ∞

0

(
n∑
k=1

Akpke
−p kx

)
f(tx) dx.

Следовательно, КФ будет давать хорошее приближение, если функ-
ция

δn(x) =

n∑
k=1

Akpke
−p kx
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дельтообразна в точке x = 1. Положим

∆n(x) =

∫
δn(x) dx = C −

n∑
k=1

Ake
−p kx.

Узлы pk и коэффициенты Ak надо выбирать так, чтобы при n→∞
выполнялись условия

∆n(x) −−−−→
x→∞

1, ∆n(x) −−−→
x→0

0.

Первое из них справедливо при любых pk, Ak, если положить C = 1,
а второе условие означает, что

n∑
k=1

Ak −−−−→
n→∞

1.

Положим y = e−x. В силу сказанного выше функция

gn(y) =

n∑
k=1

Aky
pk

должна приближать функцию

g(y) =

{
0, 0 ≤ y ≤ e−1,

1, e−1 < y ≤ 1.

Продолжим g(y) на [−1, 0] нечётным образом, после чего будем ис-
кать приближение к ней на [−1, 1] в виде разложения по нечётным
многочленам Чебышёва первого рода, т. е.

g(y) ≈
n−1∑
k=0

a2k+1T2k+1(y). (38)

Очевидно,

a2k+1 =
2

π

∫ 1

−1

g(y)T2k+1(y)√
1− y2

dy =
4

π

sin
(
(2k + 1) arccos e−1

)
2k + 1

.

Далее считаем pk = 2k− 1, k = 1, 2, . . . , n. Разложим правую часть
в (38) по степеням y:

n−1∑
k=0

a2k+1T2k+1(y) =

n−1∑
j=0

b2j+1y
2j+1.
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Следовательно, коэффициенты КФ (37) с узлами pk = 2k−1 равны

Aj+1 = b2j+1, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Но

b2j+1 =
1

(2j + 1)!

n−1∑
k=j

a2k+1T
(2j+1)
2k+1 (0). (39)

Нетрудно показать (см., например, [35]), что

T
(2j+1)
2k+1 (0) = (−1)k−j(2k + 1)

2j∏
i=1

(2(k − j + i)).

В итоге, используя (39), получаем явную формулу для коэффици-
ентов КФ:

Aj+1 =
4

π

n−1∑
k=j

sin((2k + 1) arccos e−1)

2k + 1
(−1)k−j

2j∏
i=1

(
2
k − j + i

i

)
.

Для изучения ядра δn(x) с целью выяснения априорной точности
формулы (37) целесообразно сначала представить его в виде

δn(x) =

n−1∑
k=0

b2k+1(2k + 1)(e−x)2k+1,

а затем рассмотреть функцию

δ∗n(x) =

n−1∑
k=0

b2k+1(2k + 1)x2k+1 = x

(
n−1∑
k=0

b2k+1x
2k+1

)′
=

= x

n−1∑
j=0

a2j+1T2j+1(x)

′ .
Используя свойства многочленов Чебышёва (см. [35]), получаем

xT ′2j+1(x) = 2(2j + 1)

n−1∑
k=0

T2k+1(x) + (2j + 1)T2j+1(x) =

= (2j + 1) (U2j−1(x) + T2j+1(x)) =

= (2j+)

(
sin(2j arccosx)√

1− x2
+ cos(2j + 1) arccosx

)
.

127



В итоге получаем представление ядра, не требующее предваритель-
ного вычисления коэффициентов Ak:

δ∗n(x) =
4

π

(
x
√

1− e−2 +

n−1∑
j=1

sin(2j + 1) arccos e−1×

×
{

sin 2j arccosx√
1− x2

+ cos(2j + 1) arccosx

})
.

График ядра δ15(x) приведён на рис. 4.

Рис. 4: Ядро δ15(x)

С ростом n эти ядра ведут себя так же, как и ядра КФНСТ (см.
рис. 1). При возрастании n сумма коэффициентов КФ (37) стре-
мится к единице, и в то же время сами коэффициенты растут по
модулю. Сумма модулей коэффициентов любой КФ обращения, как
мы видели, характеризует устойчивость КФ по отношению к ошиб-
кам в функции ϕs(p). Скорость роста коэффициентов КФНСТ была
установлена в гл. 3. В табл. 4 для некоторых n приведены значения
maxk |Ak| для КФНСТ (при s = 1) и КФ (37) с узлами pk = 2k − 1.

Таблица 4

Значения max
k
|Ak|

n КФНСТ формула (37)
11 5.7 · 104 1.1 · 105

15 8.4 · 106 1.6 · 108

20 4.6 · 109 2.8 · 1012

26 1.0 · 1013 8.0 · 1016

Как видим, построенные КФ уступают КФНСТ в смысле устой-
чивости, но их узлы и коэффициенты вещественны. Этот пример
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лишний раз показывает, что необходимо согласовывать выбор чис-
ла узлов КФ с точностью исходной информации.

З ам е ч а н и е 4. Аналогичным образом можно построить КФ ви-
да (37) с узлами pk = (2k− 1)a для произвольного положительного
значения a.

Результаты этого параграфа изложены в статье [47].

§ 6. Дельта-метод обращения преобразования Лапласа
высокого порядка точности

10. До сих пор мы исходили из заданного способа обращения
преобразования Лапласа, затем строили соответствующее ему дель-
тообразное ядро, изучали его свойства, на основе которых устанав-
ливалась скорость сходимости метода, а затем с учетом асимпто-
тического разложения погрешности метода строились алгоритмы
ускорения сходимости, теоретически позволяющие добиться любой
желаемой точности определения оригинала. В данном параграфе
решается обратная задача: построение ядра с хорошими дельтооб-
разными свойствами, устанавливаемыми до построения фактиче-
ского способа обращения, а затем определения параметров этого
метода.

Идея построения дельта-ядер применительно к задаче вычисле-
ния значений функции по её моментов с помощью ортогональных
многочленов и установления характеристик дельтообразных ядер
содержится в работе [73]. Некоторые её результаты приведены ни-
же. В то же время в [73] высказано сомнение о возможности по-
лучения явных выражений коэффициентов порождаемых такими
ядрами методо вы числения искомых величин, не говоря уже об
удобных формах реализации такого подхода к задаче обращениея.
Цель данного параграфа состоит в построении методов обращения
на основе идеологии работы [73], установлении скорости их сходи-
мости, а также в указании наиболее рациональной формы их реа-
лизации в зависимости от способа задания исходной информации.
Изложение дальнейшего материала следует работе [42].

20. Пусть a, α, β — положительные числа и As(x, t) — некоторый
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многочлен по t степени не выше s, s ≥ 0. Положим

µ(a, α, β) =

∫ ∞
0

e−(α+1)az(1− e−az)βf(z) dz,

fs(y) = a

∫ ∞
0

e−(α+1)az(1− e−az)βAs(1− e−ay, 1− e−az)f(z) dz.

(40)
Значения µ(a, α, β) выражаются через значения изображения в ря-
де равноотстоящих точек по формуле

µ(a, α, β) =

∞∑
k=0

(−β)k
k!

F (a(k + α+ 1)), (41)

где (−β0 = 1, (−β)k = (−β) · · · (−β+k−1), k ≥ 1.Пусть разложение
As(x, t) по степеням t имеет вид

As(x, t) =

s∑
j=0

Asj(x)tj ,

тогда

fs(y) = a

s∑
j=0

Asj(1− e−ay)µ(a, α, β + j). (42)

Поставим следующую задачу: для фиксированных значений s ≥
0, a > 0, y > 0 выбрать As(x, t) так, чтобы при согласованном росте
параметров α, β сомножитель при f(z) под знаком интеграла в (40)
стремился к дельта-функции в точке y.

30. После замены переменных t = 1−exp(−az), x = 1−exp(−ay)
и введения функций g(t) = f(− ln(1− t)/a), gs(t) = fs(− ln(1− t)/a)
формула (40) примет вид

gs(x) =

∫ 1

0

(1− t)αtβAs(x, t)g(t) dt. (43)

Потребуем, чтобы для α, β > 0 и любом x ∈ [0, 1] выполнялось
равенство gs(x) = g(x), если g(x) — многочлен степени не выше
s. Этим условием ядро As(x, t) определяется однозначно [53, 73], а
именно

As(x, t) =

s∑
k=0

hkp
(α,β)
k (x)p

(α,β)
k (t) =

= λs

(
p(α,β)
s (x)p

(α,β)
s+1 (t)− p(α,β)

s (t)p
(α,β)
s+1 (x)

)
/(t− x), (44)
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где

γ = α+ β + 1, hk = (2k + γ)Γ(k + γ)k!/(Γ(k + α+ 1)Γ(k + β + 1)),

λs = (s+ 1)!Γ(γ + s+ 1)/((γ + 2s+ 1)Γ(α+ s+ 1)Γ(β + s+ 1)),

p
(α,β)
k (x) = P

(α,β)
s (2x− 1) — смещенные на [0, 1] многочлены Якоби.

Для любой достаточно гладкой функции g(t), отличной от много-
члена степени не выше s, приближение к ней в точке t = x, 0 <
x < 1, определяется по формуле (43), но теперь уже α, β не произ-
вольны, а определенным способом связаны с точкой x, за счет чего
можно будет, как показано ниже, повысить точность приближения.

Итак, приближение к g(x) есть отрезок ряда по многочленам
Якоби, число членов которого одно и то же и равно s + 1, в то
время как параметры α, β веса Якоби (1− t)αtβ будут возрастать и
определенным образом связаны с точкой x. Перейдем к изучению
свойств ядра (44) и приближений (43).

Лемма 7. Коэффициенты Asj(x) ядра As(x, t) вычисляются по
формулам

Asj(x) =

s∑
k=j

(−1)k−jp
(α,β)
k (x)(2k + α+ β + 1)

(
k

j

)(
k + α+ β + j

β + j

)
,

j = 0, 1, . . . , s.
(45)

Док а з а т е л ь с т в о. Очевидно,

Asj(x) =
1

j!

∂jAs(x, 0)

∂tj
=

1

j!

s∑
k=j

hkp
(α,β)
k (x)

dj

dtj
p

(α,β)
k (t)

∣∣∣∣
t=0

.

Производные под знаком суммы вычисляются с помощью формул
дифференцирования многочленов Якоби [9]

dm

dxm
P (α,β)
n (x) = 2−m

Γ(n+m+ α+ β + 1)

Γ(n+ α+ β + 1)
P

(α+m,β+m)
n−m (x).

После несложных выкладок получим формулу (45). Если β не це-
лое, то в формуле (45) следует использовать формулу(

a

b

)
=

Γ(a+ 1)

Γ(a− b+ 1)Γ(b+ 1)
.
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З ам е ч а н и е 5. Условие на коэффициенты Asj(x), состоящее в
переводе многочленов степени не выше s в себя по формуле (43),
равносильно системе уравнений

s∑
j=0

Asj(x)
Γ(α+ 1)Γ(β + j +m+ 1)

Γ(α+ β + j +m+ 2)
= xm, m = 0, 1, . . . , s.

Это же условие равносильно тому, что правая часть формулы (42)
переводит в себя функции (1 − e−ay)m, m = 0, 1, . . . , s или, что то
же самое, функции e−amy, m = 0, 1, . . . , s для выбранного фикси-
рованного a.

На отрезке [0, 1] функция (1− t)αtβ при α, β > 0 достигает наи-
большего значения в точке t0 = β/(α+ β), 0 < t0 < 1. Естественно
ожидать, что и функция (1 − t)αtβAs(x, t) будет максимальна по
модулю в той же точке, если параметры α, β стремятся к беско-
нечности таким образом, что выполняется условие β/(α + β) = t0.
Положим β = n, α = n(1/x− 1), считая 0 < x < 1, тогда при любом
натуральном n имеем t0 = x.

Лемма 8 ([73]). Пусть α = n(1/x−1), β = n, x ∈ [0, 1] и функция
g(t) абсолютно интегрируема на [0, 1]. Тогда при n→∞ для любого
положительного числа δ такого, что 0 < x − δ < x + δ < 1, имеют
место асимптотические равенства∫ x−δ

0

(1− t)αtβAs(x, t)g(t) dt ∼ C1n
s+1/2qn1 ,∫ 1

x+δ

(1− t)αtβAs(x, t)g(t) dt ∼ C2n
s+1/2qn2 ,

p(α,β)
s (x) ∼ C3n

[s/2],

где C1, C2, C3, q1, q2 — не зависящие от n постоянные, причем 0 <
q1, q2 < 1.

40. Перейдем к оценке разности gs(x) − g(x) в предположении
достаточной гладкости функции g(x).

В силу выбора ядра имеем

gs(x)− g(x) =

∫ 1

0

(1− t)αtβAs(x, t)(g(t)− g(x)) dt.
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При подстановке в эту ряда Тейлора

g(t)− g(x) =

∞∑
j=1

g(j)(x)

j!
(t− x)j

можно отбросить первые s членов, учитывая свойства ядра. Далее,
используя представление (44) и введя функцию

Gx(t) =

∞∑
j=0

g(s+j+1)(x)

(s+ j + 1)!
(t− x)j+s,

придем к равенству

gs(x)− g(x) =λs

(
p(α,β)
s (x)

∫ 1

0

(1− t)αtβp(α,β)
s+1 (t)Gx(t) dt−

− p(α,β)
s+1 (x)

∫ 1

0

(1− t)αtβp(α,β)
s (t)Gx(t) dt

)
.

Применяя интегрирование по частям s+1 раз для первого интегра-
ла и s раз для второго интеграла в правой части этого равенства и
используя соотношение

d

dt

(
(1− t)α+1tβ+1p

(α,β)
k−1 (t)

)
= −k

4
(1− t)αtβp(α,β)

k (t), k = 1, 2, . . . ,

получим представление

gs(x)− g(x) = (−1)s+1λss!4
−s−1

(
(s+ 1)p(α,β)

s (x)×

×
∫ 1

0

(1− t)α+s+1tβ+s+1G(s+1)
x (t) dt+

+ 4p
(α,β)
s+1 (x)

∫ 1

0

(1− t)α+stβ+sG(s)
x (t) dt

)
. (46)

Теорема 6. Пусть α = n(1/x−1), β = n, x ∈ (0, 1) и g(t) — беско-
нечно дифференцируемая функция. Тогда при n→∞ справедливо
асимптотическое разложение

gs(x)− g(x) ∼ n−1−[s/2]
∞∑
j=0

cjn
−j/2,
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где cj — некоторые не зависящие от n величины.
Док а з а т е л ь с т в о. Из определения Gx(t) имеем

G(s)
x (t) =

∞∑
j=0

g(s+j+1)(x)

j!(s+ j + 1)
(t− x)j ,

G(s+1)
x (t) =

∞∑
j=0

g(s+j+2)(x)

j!(s+ j + 2)
(t− x)j .

Методом Лапласа [58] при фиксированном b получаем асимптоти-
ческие разложения

λs

∫ 1

0

(1− t)α+btβ+b(t− x)j dt ∼ Cn−s−1−j/2. (47)

Тем самым найдены разложения входящих в (46) интегралов, умно-
женных на λs. Далее, по лемме 8

p
(α,β)
s+1 (x) ∼ C1n

[(n+1)/2],

в силу чего главный член погрешности (46) содержит n в степени
[(s+1)/2]−s−1 = −1−[s/2].Дальнейшие преобразования очевидны.
�

Сл е д с т в и е 1. Если функция g(t) имеет непрерывную произ-
водную порядка s+ 2, то при n→∞ справедливо асимптотическое
равенство

gs(x)− g(x) = O(n1−[s/2]).

Итак, теоретически мы можем построить метод обращения со
сколь угодно высокой скоростью сходимости. Разумеется, для прак-
тической реализации это потребовало бы неограниченной точности
проведения вычислений.

50. Остановимся на выборе значения параметра a в формуле
(42) приближенного обращения преобразования Лапласа.

Как правило, искомый оригинал f(y) нужно определить для
всех y > 0. Если взять параметр a фиксированным и не зависящим
от y, то, во-первых, входящие в (42) моменты µ(a, α, β) выражаются
через значения F (p) в точках, не зависящих от y, что неестествен-
но, и, во-вторых, значение величины x = 1− exp(−ay) будет сколь
угодно мало́ при малых y и близко́ к единице при больших y, а это
ухудшает фильтрующие свойства ядра (числа q1, q2 будут близки к
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единице, см. лемму 8). К тому же с изменением x придется заново
вычислять коэффициенты Asj(x).

Учитывая сказанное, поступим так: по заданному y вычисляем
fs(y), положив a = d/y, где d — некоторое положительное число.
В этом случае x остается одним и тем же, и коэффициенты Asj(x)
не меняются с изменением y. Зависимость от y теперь целиком со-
держится в значениях изображения и имеет более естественный ха-
рактер, как и в других методах обращения (см. другие главы).

З ам е ч а н и е 6. В частном случае s = α = β = 0 приходим к
приближенной формуле

f(y) ≈ pF (p)
∣∣
p=d/y

,

содержащей в себе при d = 1 популярную у механиков формулу
Тер-Хаара [65].

Положим d = ln 2, тогда x = 0.5 и α = β = n. Пусть n чётно. Так
как p

(n,n)
s+1 (0.5) = 0, то As+1

s+1(0.5) = 0 и Asj(0.5) = As+1
j (0.5), j ≤ s,

т. е. при нечётном значении s+1 получается предыдущая формула.
Итак, s следует брать чётным. Но в таком случае второе слагае-
мое в скобках в формуле (46) равно нулю. Интегралы вида (47)
при x = 0.5 для чётных j удается выразить точно через значения
гамма-функции, а при нечётных j они равны нулю. Окончатель-
ный результат для этого важного частного случая, аналогичный
теореме 6, таков.

Теорема 7. Пусть x = 0.5, α = β = n, s чётно и функция g(t)
на [0, 1] бесконечно дифференцируема. Тогда при n → ∞ справед-
ливо равенство

gs(0.5)− g(0.5) = λsp
(n,n)
s (0.5)2−2(n+s+1)−1Γ(n+ s+ 2)×

×
∞∑
m=1

g(s+2m)(0.5)

(s+ 2m)(2m− 2)!

Γ(m− 0.5)

Γ(n+ s+ 2 +m− 0.5)
≈ (−1)s/2

(s+ 1)!

(s/2)!
×

× n−s/2
∞∑
m=1

g(s+2m)(0.5)

(s+ 2m)(2m− 2)!

Γ(2m− 1)

Γ(m)
2−2m−2s−1n−m.

Сл е д с т в и е 2. Если функция-оригинал f(y) дважды непре-
рывно дифференцируема на полуоси y > 0, то при n → ∞ спра-
ведливо асимптотическое равенство

f0(y)− f(y) =
1

n

(
4y2

ln2 2
f ′′(y) +

4y

ln 2
f ′(y)

)
+O(n−2).
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Справедливость этого утверждения следует из теоремы 7, если
взять s = 0,m = 1, a = ln 2/y и выразить производные функции
g(x) через f(y).

З ам е ч а н и е 6. Второе слагаемое в правой части (46) убывает
медленне первого, вообще говоря. Поэтому при данном s (не обяза-
тельно чётном) в случае x 6= 0.5 параметр d следует выбирать так,
чтобы выполнялось равенство p(α,β)

s+1 (x) = 0. Очевидно, что при уве-
личении s на единицу и в этом случае приближенная формула не
изменится.

60.Мы видели, что наиболее удобным и в вычислительном отно-
шении, и с точки зрения хорошей дельтообразности ядра является
выбор a = ln 2/y. Так как при этом β = n, то ряд (41) обрывается,
что существенно упрощает вычисление µ(a, α, j). Легко проверить,
что имеет место формула

µ(a, α,m) = (−1)m∆mF (a(α+ 1)), m = 0, 1, . . . , (48)

где ∆mF (p) означает конечную разность порядка m изображения в
точке p. Далее всюду считаем a = ln 2/y, так что x = 0.5, α = β = n.
Введем для сокращения записи обозначения

Asjn = Asj(0.5), j = 0, 1, . . . , s.

Приближенному методу обращения (42) соответствуют ядра

δn(z) = ln 2 · 2−(n+1)z(1− 2−z)

s∑
j=0

Asjn(1− 2−z)j .

График этого ядра при n = 5, s = 6 приведен на рис. 5.

Рис. 5: Ядро δ5(x)
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Правая часть формулы (42) может быть выражена либо через
значения самого изображения, либо его конечные разности вида
(48), и в итоге мы получаем такие приближения к оригиналу:

fsn(y) = a

s∑
j=0

Asjn

n+j∑
k=0

(−1)k
(
n+ j

k

)
F (a(k + n+ 1)),

fsn(y) = a

s∑
j=0

(−1)n+jAsjn∆n+jF (a(n+ 1)).

Иногда удобнее записать приближения в терминах функции ϕ(p) =
pF (p). Опуская очевидные преобразования этих форм, приведем
окончательный вид расчетных формул в этом случае:

fsn(y) =

n+s∑
k=0

Bsnk ϕ(a(k + n+ 1)),

fsn(y) =

n+s∑
k=0

Dsn
k ∆kϕ(a(n+ 1)).

(49)

Коэффициенты Bsnk , Dsn
k однозначно выражаются через Asjn. За-

метим, что коэффициенты Dsn
k вычисляются в порядке убывания

номеров k от n+ s до 0.
Разумеется, с ростом значений параметров s, n качества ядер во

всех четырех случаях улучшается, но с вычислительной точки зре-
ния они все портятся — коэффициенты в них растут, хотя и с разной
скоростью. По сути они все являются квадратурными формулами
обращения, устойчивость которых определяется суммой модулей
коэффициентов. Ясно, что при составлении таблиц коэффициентов
Asjn, B

sn
k , Dsn

k необходимо следить не только за величиной суммы
их модулей, но и обеспечивать малую относительную погрешность
вычисления каждого коэффициента.

Укажем один из критериев качества вычисления этих коэффи-
циентов. Напомним, что метод точен для функций exp(−amy), m =
0, 1, . . . , s. В частности, он точен для f(y) = 1, что соответствует
функции ϕ(p) = 1. Все конечные разности ϕ(p) равны нулю, и из
второй формулы (49) сразу вытекает, что Dsn

0 = 1. Коэффициен-
ты Asjn входят в выражения Dsn

k со знакочередующимися биноми-
альными коэффициентами, и если точность вычисления Asjn была
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недостаточной, то вычисляемый последним Dsn
0 будет отличен от

единицы. Таблицы коэффициентов Asjn, Bsnk , Dsn
k приведены в ра-

боте [43].
В табл. 5 приведены значения некоторых коэффициентов Dsn

k

для s = 4, заимствованные из [43].

Таблица 5

n Значения Dsn
k

1 1, −2, −10.125, −144, −371.25, −247.5
2 1, −3, 6, 68.75, 763.125, 1876.875, 1251.25
3 1, −4, 10, −20, −398.125, −3867.5, −9213.75, −6142.5
4 1, −5, 15, −35, 70, 2126.25, 18978.75, 44178.75, 29452.5
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Глава 6

ОБРАЩЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ РАЗРЫВНЫХ
ОРИГИНАЛОВ

§ 1. Точность вычисления значений оригинала
и его скачков методом Виддера

10. В предыдущей главе были введены методы Виддера и иссле-
дованы их ошибки в предположении достаточной гладкости ориги-
нала. Однако оригинал может быть даже разрывным, в отличие от
изображения.

Покажем,что величина скачка оригинала в точке разрыва пер-
вого рода, равная f(t + 0) − f(t − 0), может быть выражена через
приближения по Виддеру Wn(f, t), Sn(f, t).

Для этого нам потребуется
Теорема 1 ([72], с. 298). Если интеграл

A(p) =

∫ ∞
0

e−p t dα(t)

сходится при некотором p, то

lim
n→∞

(
−e
t

)n
A(n)

(n
t

)
= α(t+ 0)− α(t− 0).

Теорема 2. Пусть оригинал f(t) имеет ограниченную вариацию
на отрезке [0, T ] при любом T > 0, его изображение равно F (p) и
производная f ′(t) также является функцией-оригиналом. Тогда при
t > 0 справедлива формула

√
2π lim

n→∞

√
n (Wn(f, t)− Sn−1(f, t)) = f(t+ 0)− f(t− 0),

где Wn(f, t), Sn(f, t) — операторы Виддера (см. формулу (4) гл. 5).
Док а з а т е л ь с т в о. Из условий теоремы вытекает существо-

вание интеграла
∫∞

0
e−pt df(t) и его равенство величине A(p) =

pF (p)− f(0). По теореме 1 скачок оригинала в точке t равен

f(t+ 0)− f(t− 0) = lim
n→∞

(
−e
t

)n
A(n)

(n
t

)
. (1)
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По формуле Лейбница находим

A(n)
(n
t

)
=
n

t
F (n)

(n
t

)
+ nF (n−1)

(n
t

)
.

С другой стороны, непосредственной проверкой убеждаемся в спра-
ведливости тождества

A(n)
(n
t

)
= (−1)n

n! tn

nn
(Wn(f, t)− Sn−1(f, t)) .

Подставляя эту величину в (1) и заменяя факториал по формуле
Стирлинга, придем к утверждению теоремы. �

Итак, с помощью приближений Wn(f, t), Sn(f, t) мы получаем
представление не только о значении оригинала в некоторой точке,
но и о наличии разрыва в ней. Для приближенного вычисления
Wn(f, t), Sn−1(f, t) в главе 5 были получены формулы (27) и най-
дены оценки сверху величин |Wnm − Wn| ≤ ∆, |Snm − Sn| ≤ ∆
значением

∆ =
Mrm

1− rm
+

ε

(1− r)rn.
Там же шла речь о способах выбора входящих сюда параметров
m, r, ε.

Сл е д с т в и е 1. Если при n → ∞ параметры m, r, ε в зависи-
мости от n выбираются так, что ∆

√
n → 0, то величина скачка

оригинала может быть найдена по формуле

f(t+ 0)− f(t− 0) =
√

2π lim
n→∞

√
n (Wnm(f, t)− Sn−1m(f, t)) . (2)

З ам е ч а н и е 1. Для вычисления выражения справа в (2) целе-
сообразно воспользоваться легко проверяемым тождеством

Wnm(f, t)− Sn−1m(f, t) =
1

m

m∑
j=1

ϕ
(n
t

(1− rem(j))
)

(rem(j))−n,

ϕ(p) = pF (p).
(2′)

Очевидно, при наличии разрыва разность Wnm(f, t)−Sn−1m(f, t)
убывает, вообще говоря, как 1/

√
n. Значит, вычисление скачка с

удовлетворительной точностью по формуле (2) может потребовать
проведения вычислений для очень больших n, что вызовет большие
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затруднения при фактической реалиации методов Виддера. Поэто-
му необходим детальный анализ алгоритма вычисления скачков,
скорости его сходимости и приемы её увеличения.

20. Возьмем число δ ∈ (0, 1) и разобъём область интегрирования
в формуле

Wn(f, t) =
nn+1

n!

∫ ∞
0

xne−nxf(tx) dx (3)

на четыре участка [0, 1−δ], [1−δ, 1], [1, 1+δ], [1+δ,∞). Рассмотрим
интеграл по первому из них:

I1 =
nn+1

n!

∫ 1−δ

0

(xe−x)nf(tx) dx.

Функция xe−x неотрицательна, возрастает на (0, 1) и убывает на
(1,∞), принимая наибольшее значение e−1 в точке x = 1. Следова-
тельно,

|I1| ≤
nn+1

n!

(
(1− δ)e−(1−δ)

)n ∫ 1−δ

0

|f(tx)| dx.

интеграл справа конечен и число q1 = (1− δ)e−δ меньше единицы.
Используя формулу Стирлинга, приходим к оценке

|I1| ≤ C1

√
nqn1 ,

где C1 не зависит от n.
Теперь рассмотрим интеграл

I4 =
nn+1

n!

∫ ∞
1+δ

(
e−n(x−ln x)

)n
f(tx) dx =

=
nn+1

n!

∫ ∞
1+δ

e−n0xxn0f(tx)(xe−x)n−n0 dx, n, n0 ∈ N.

При достаточно больших n0 будет справедлива оценка

|I4| ≤
nn+1

n!

(
(1 + δ)e−(1+δ)

)n−n0
∫ ∞

1+δ

xn0e−n0x|f(tx)| dx,

откуда, как и выше, при n→∞ получаем оценку

|I4| ≤ C2

√
nqn2 , 0 < q2 < 1.
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Итак, I1, I4 достаточно быстро стремятся к нулю. Для оценки
двух других интегралов по существу используется метод Лапла-
са, однако наряду с первым членом асимптотики нас интересуют и
последующие.

Остановимся подробнее на интеграле

I3 =
nn+1

n!

∫ 1+δ

1

e−n(x−ln x)f(tx) dx.

Воспользуемся разложениями

x− lnx=1 + (x− 1)2/2− . . . , f(tx)=f(t+ 0) + tf ′(t+ 0)(x− 1) + . . . ,

считая существующими все входящие в них производные. После
замены переменной y = (x− 1)2/2 получим представление

I3 =
nn+1e−n

n!

∫ δ2/2

0

e−ny√
2y

(
1 + n

(
2
√

2

3
y3/2 − y2 + . . .

)
+ . . .

)
×

×
(
f(t+ 0) + tf ′(t+ 0)

√
2y + . . .

)
dy.

Отсюда при фиксированном δ и n→∞ с учетом равенства∫ ∞
0

e−nxxa−1 dx = Γ(a)n−a

получаем

I3 =
1

2
f(t+ 0) +

1√
n

(
1

3

√
2

π
f(t+ 0) + tf ′(t+ 0)

1√
2π

)
+O

(
1

n

)
.

Совершенно аналогично получаем представление

I2 =
1

2
f(t− 0)− 1√

n

(
1

3

√
2

π
f(t− 0) + tf ′(t− 0)

1√
2π

)
+O

(
1

n

)
.

Итак, величина (3) имеет асимптотическое разложение

Wn(f, t) =
1

2
(f(t+ 0) + f(t− 0)) +

+
1√
n

(
1

3

√
2

π
(f(t+ 0)− f(t− 0)) +

t√
2π

(f ′(t+ 0)− f ′(t− 0))

)
+

+O

(
1

n

)
.
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Следовательно, в точке разрыва оригинала значения Wn(f, t)
сходятся к 1

2 (f(t+ 0) + f(t− 0)) со скоростью 1/
√
n. В точке непре-

рывности сходимость такая же, если первая производная оригина-
ла в этой точке разрывна, а в случае её непрерывности процесс
сходится как 1/n. Дальнейшее повышение гладкости оригинала не
увеличивает скорости сходимости (т. е. методы Виддера быстро на-
сыщаемы), но теперь погрешность представима рядом по степеням
1/n, а не 1/

√
n. Эта априорная информация о характере зависи-

мости погрешности от n и позволяла нам ранее строить методы
ускорения сходимости в главе 5.

30. Перейдем к вопросу о точности вычисления скачков ориги-
нала. Положим

Φn(t) =
(
−e
t

)n
A(n)

(n
t

)
, A(p) = pF (p).

Используя определение F (p), придем к сингулярному интегралу

Φn(t) = nen
∫ ∞

0

e−nxxn−1(x− 1)f(tx) dx. (4)

Действуя аналогично предыдущему случаю, придем к асимптоти-
ческой формуле

Φn(t) = f(t+ 0)−f(t−0) +
1√
n

√
π

2
t (f ′(t+ 0) + f ′(t− 0)) +O

(
1

n

)
.

(5)
Следовательно, в общем случае скорость сходимости невелика.

Она увеличивается, если в точке t выполняется условие f ′(t+ 0) +
f ′(t− 0) = 0 (в частности, при f ′(t+ 0) = f ′(t− 0) = 0).

Приведем простые примеры, иллюстрирующие сказанное.
Прим е р 1. Возьмем f(t) = t(t−1)(t−2) с изображением F (p) =

6/p4 − 6/p3 + 2/p2, тогда функция (4) равна

Φn(t) =
en

tn
n!

pn+1

(
3(n+ 1)(n+ 2)

p2
− 6(n+ 1)

p
+ 2

) ∣∣∣∣
p=n/t

≈

≈ 1√
n

(
(3t2 − 6t+ 2) +

1

n
(9t2 − 6t) +

6t2

n2

)
.

Если 3t2−6t+2 6= 0, т. е. t 6= 1±1/
√

3, то Φn(t) стремится к нулю как
1/
√
n, иначе Φn(t) убывает как n−3/2. В точках t = 1 ± 1/

√
3 ори-

гинал имеет нулевую производную, чем и объясняется ускорение
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сходимости (заметим, что оригинал непрерывен, т. е. скачок равен
нулю, к которому и стремится Φn(t), но с разной скоростью).

Прим е р 2. Пусть

f(t) =

{
1, 0 < t ≤ 1,

0, t > 1,

тогда F (p) = (1− e−p)/p и

Φn(t) = (−e/t)n (pF (p))
(n)

∣∣∣∣
p=n/t

= −
(

1

t
e1−1/t

)n
.

Пусть x = 1/t, тогда Φn(t) = −(xe1−x)n. При x = t = 1 для всех n
имеем Φn(1) = −1, т. е. получено точное значение скачка, поскольку
существуют односторонние пределы всех производных оригинала в
точке t = 1 и они равны нулю, поэтому в правой части формулы
(5) остаётся лишь величина скачка. При t 6= 1 имеем Φn(t) = −qn,
где q положительно, зависит от t, но заведомо меньше единицы.

40. Знание априорной информации о поведении Φn(t) при n →
∞ приводит к следующему алгоритму ускорения сходимости: пусть
известно, что

Φn(t) = b0 + b1n
−a + b2n

−2a + . . . ,

где bj не зависят от n и a — известное число (в нашем случае a =
0.5). Возьмем числа d1, . . . , dk такие, что 1 ≤ d1 < · · · < dk и все
числа nj = ndj , j = 1, 2, . . . , k, целые. Вычислим Φn1(t), . . . ,Φnk(t)
и образуем их линейную комбинацию

k∑
j=1

ckjΦnj (t) = b0

k∑
j=1

ckj +
b1
na1

k∑
j=1

ckjd
−a
j +

b2
n2a

1

k∑
j=1

ckjd
−2a
j . . . .

Потребуем, чтобы числа ckj удовлетворяли условиям

k∑
j=1

ckj = 1,

k∑
j=1

ckjd
−ma
j = 0, m = 1, 2 . . . , k − 1.

Эта система имеет единственное решение

ckj =

k∏
i=1,i6=j

daj
daj − dai

, j = 1, 2, . . . , k.
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При таком выборе коэффициентов ckj имеем

k∑
j=1

ckjΦnj (t) = b0 +O(n−ka1 ).

Заметим, что для справедливости этого утверждения достаточно
включения f ∈ C2k на (0, t) и (t,∞).

Следовательно, за счет выбора n0 и k линейная комбинация поз-
воляет определить значение b0 = f(t + 0) − f(t − 0) с требуемой
степенью точности.

Метод ускорения сходимости построен. Для приближенного вы-
числения Φn(t) можно воспользоваться теоремой 2, т. е. положить

Φn(t) ≈
√

2πn (Wnm(f, t)− Sn−1m(f, t)) . (6)

З ам е ч а н и е 2. При a = 1 получаем ранее описанный способ
ускорения сходимости методов Виддера.

Для наибольшей устойчивости по отношению к ошибкам вычис-
ления функции Φn(t) желательно выбрать k номеров таких, чтобы
сумма модулей коэффициентов ckj была наименьшей.

Пусть нам известен диапазон [n0, nкон] изменения номеров при-
ближений. Будем считать, что n0 = m2

0, nкон = m2
кон, где числа

m0, mкон натуральны.
Вычисляем величины

xj =
1

2

((
1

m0
− 1

mкон

)
cos

π(j − 1)

k − 1
+

1

m0
+

1

mкон

)
,

затем полагаем yj = 1/xj и в качестве оптимальных номеров берем
числа

nj = by2
j + 0.5c, j = 1, 2, . . . , k.

Скобки означают целую часть числа. Эти узлы назовем чебышев-
скими.

Точка скачка t может быть найдена следующим образом. Пусть,
например, известны значения величины (6), вычисленные по фор-
муле (2′) для некоторых для n1, m1 и n2, m2. Запишем вытекающее
из приближенного равенства (6) уравнение√
n1

n2
(Wn1m1

(f, t)−Sn1−1m1
(f, t))−(Wn2m2

(f, t)−Sn2−1m2
(f, t)) = 0.

(7)
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Точка скачка оригинала близка к решению этого уравнения. Если
таковых несколько, то построим аналогичное уравнение для других
пар чисел n1, m1 и n2, m2 и определим точку скачка как общий
корень этих уравнений.

Прим е р 3. Дан разрывный оригинал

f(t) =

{
t2, 0 < t ≤ 1,

cos t, t > 1,
.

Его изображение для простоты не выписываем.
Для определения точки скачка оригинала возьмем два набора

чебышевских номеров на отрезках [100, 400] и [81, 256], положим
k = 6,mj = 2nj + 1 и построим график функции, стоящей в левой
части уравнения (7).

Рис. 6: График левой части уравнения (7)

Очевидно, что точка t = 1 — точка скачка оригинала, ибо в ней
правые части равенств (6) достигают максимума и приближенно
равны друг другу, в то время как в других точках, где график
пересекает ось абсцисс, а не касается ее, как в точке максимума,
просто случайно совпадают меньшие значения двух функций.

По изображению были вычислены значения Φn(t) по форму-
ле (6) для n = 1000, 1500, 2000 : Φ1000(1) = −0.418103, Φ1500(1) =
−0.425097, Φ2000(1) = −0.42901. Затем по значениям n = 1000, d1 =
1, d2 = 1.5, d3 = 2 были найдены ckj и вычислена линейная комби-
нация

3∑
j=1

ckjΦnj (1) = −0.459506.

Точное значение скачка оригинала равно cos 1−1 = −0.459697. Как
видим, способ ускорения весьма эффективен.
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Предположим, что мы определили точку a, в которой ориги-
нал имеет скачок первого рода, равный f(a + 0) − f(a − 0), и нам
известны значения f(a+ 0), f(a− 0). Допустим, что f ′(t) также яв-
ляется функцией-оригиналом, у которой в точке t = a существуют
односторонние пределы наряду со всеми производными.

Поставим задачу определения значений f ′(a+ 0), f ′(a− 0).
Изображение по Лапласу производной f ′(t) равно

F1(p) =

∫ ∞
0

exp(−pt)f ′(t) dt =

(∫ a

0

+

∫ ∞
a

)
exp(−pt)f ′(t) dt =

= exp(−pt)f(t)
∣∣a
0

+ exp(−pt)f(t)
∣∣∞
a

+ p

∫ ∞
0

exp(−pt)f(t) dt =

= pF (p)− f(+0)− exp(−ap) (f(a+ 0)− f(a− 0)) .

Очевидно, поставленная задача решается применением описанных
выше методов применительно к изображению F1(p).

Аналогичным образом ставится и решается задача определения
скачков последующих производных, на чем мы останавливаться не
будем.

50. Укажем другой способ построения разложенийWn(f, t), ана-
логичный предложенному в работе [48] при исследовании квадра-
турных формул наивысшей степени точности обращения преобра-
зования Лапласа и приводящий к похожим результатам.

Пусть функция f(x) имеет единственный конечный разрыв в
точке t и пусть существуют односторонние пределы f

(j)
+ (t)=f (j)(t+

0), f
(j)
− (t) = f (j)(t − 0), j = 0, 1, . . . Предположим, что оригинал

f(tx) в интервалах (0, t) и (t,+∞) допускает представления в виде
сходящихся рядов

f(tx) =

∞∑
j=0

f
(j)
− (t)

j !
tj(x− 1)j , 0 < x < 1 ,

f(tx) =

∞∑
j=0

f
(j)
+ (t)

j !
tj(x− 1)j , x > 1.

(8)

Оператор Виддера Wn(f, t) имеет вид

Wn(f, t) =

∫ ∞
0

wn(x)f(tx) dx (9)
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с ядром

wn(x) =
nn+1

n!
xne−nx.

Представим промежуток интегрирования в (9) в виде объединения
двух промежутков (0, 1)∪(1,∞) и рассмотрим отдельно интеграл по
каждому из них, используя при этом соответствующие разложения
(8):

J1 =

∫ ∞
1

wn(x)f(tx) dx =

∞∑
i=0

tif
(i)
+ (t)

i !

nn+1

n !

∫ ∞
1

xn(x− 1)ie−nx dx.

Замена переменной x− 1 = y приводит последний интеграл к виду

e−n
∫ ∞

0

yi(y + 1)ne−ny dy = e−n
∫ ∞

0

n∑
m=0

(
n

m

)
yn−m+ie−ny dy =

= e−n
n∑

m=0

n !(n−m+ i) !

m!(n−m) !nn−m+i+1
.

В результате получаем представление

J1 =

∞∑
i=0

tif
(i)
+ (t)νn,i, νn,i =

e−n

i!

n∑
m=0

(n−m+ i) !

m!(n−m) !
nm−i.

Далее,

J2 =

∫ 1

0

wn(x)f(tx) dx =

∞∑
i=0

tif
(i)
− (t)

i !

nn+1

n !

∫ 1

0

xn(x− 1)ie−nx dx.

Записывая последний интеграл в виде∫ 1

0

xn(x− 1)ie−nx dx =

(∫ ∞
0

−
∫ ∞

1

)
xn(x− 1)ie−nx dx,

и используя предыдущие рассуждения и им подобные, получим

J2 =

∞∑
i=0

tif
(i)
− (t)(ηn,i− νn,i), ηn,i =

1

n!

i∑
m=0

(−1)i−m
(n+m) !

m!(i−m) !
n−m.
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В итоге придем к разложению

Wn(f, t) =

∞∑
i=0

tif
(i)
+ (t)νn,i +

∞∑
i=0

tif
(i)
− (t) (ηn,i − νn,i) =

= f−(t) +

∞∑
i=0

ti(f
(i)
+ (t)− f (i)

− (t))νn,i +

∞∑
i=1

tif
(i)
− (t)ηn,i . (10)

Изучим поведение первых коэффициентов νn,i, ηn,i при n→∞.
Очевидно,

νn,0 = e−n
n∑

m=0

nm

m !
.

Запишем разложение функции ex в точке x = n в ряд по степеням
x с остаточным членом в интегральной форме:

en =

n∑
m=0

nm

m !
+Rn, Rn =

1

n !

∫ n

0

et(n− t)n dt.

Замена переменной t = nx приводит к представлению

Rn =
nn+1

n !

∫ 1

0

exp(nS(x)) dx,

где S(x) = x + ln(1 − x). Функция S(x) на отрезке (0, 1) убывает,
причем S(0) = S′(0) = 0, и при малых x имеем S(x) ≈ −x2/2.
Применим к этому интегралу метод Лапласа при n→∞ :∫ 1

0

exp(nS(x)) dx ≈
∫ 1

0

exp(−nx2/2) dx =

=
1√
n

∫ √n
0

exp(−y2/2) dy ≈
√

π

2n
.

Следовательно,

νn,0 = 1−Rne−n ≈ 1− nn+1

n !

√
π

2n
e−n ≈ 1

2
.

Заметим, что в силу формулы Стирлинга для факториала величина
νn,0 − 1/2 представима рядом по степеням 1/

√
n.
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Далее,

νn,1 = e−n
n∑

m=0

(n−m+ 1) !

m ! (n−m) !
nm−1 =

= e−n
(

1

n

n∑
m=0

nm

m !
+
nn

n !

)
≈ 1√

2πn
+

1

2n
.

Из определения чисел ηn,i находим ηn,0 = 1 и ηn,1 = 1/n. В итоге
приходим к приближенному равенству

Wn(f, t) ≈ f+(t)νn,0 + tf ′+(t)νn,1 + f−(t)(ηn,0 − νn,0)+

+ tf ′−(t)(ηn,1 − νn,1) ≈ 1

2
(f(t+ 0) + f(t− 0))+

+ tf ′+(t)

(
1√
2πn

+
1

2n

)
+ tf ′−(t)

(
1

2n
− 1√

2n

)
.

Следовательно, примени́м ранее описанный способ ускорения схо-
димости с помощью построения линейной комбинации нескольких
приближений, найденных методом Виддера.

Возможен и другой способ определения характеристик ориги-
нала в точке разрыва на основе разложения (10).

Пусть вычислены Wnj (f, t) для nj = n0dj , j = 1, 2, . . . , k. За-
пишем для них k разложений вида (10) и поставим задачу опре-
деления из них величины f−(t). С этой целью найдем числа ckj ,
удовлетворяющие системе уравнений

k∑
j=1

ckj =1,

k∑
j=1

ckjνnj ,0 =0,

k∑
j=1

ckjηnj ,1 =0,

k∑
j=1

ckjνnj ,1 =0,

k∑
j=1

ckjηnj ,2 =0,

k∑
j=1

ckjνnj ,2 =0

(11)

и так далее до тех пор, пока не запишем ровно k уравнений. Затем,
как и ранее, составляем линейную комбинацию

∑k
j=1 ckjWnj (f, t),

которая с высокой точностью приближает искомую величину f−(t).
Для вычисления величины скачка f+(t)− f−(t) числа ckj нахо-

дятся из системы уравнений (1), все правые части которой равны
нулю, за исключением единицы во втором уравнении.

Если поставить единицу лишь в правой части третьего уравне-
ния, то определим величину t(f ′+(t)− f ′−(t)) и так далее.
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§ 2. Вычисление скачков оригинала с помощью КФНСТ

Будем считать что оригинал f(t) ограничен на полуоси t ≥ 0 и
его изображение F (p) вместе с функцией ϕ(p) = pF (p) регулярны
в полуплоскости Re p > 0. Для приближенного обращения преоб-
разования Лапласа применим квадратурную формулу наивысшей
степени точности (КФНСТ)

f(t) ≈ fn(t) ≡
n∑
k=1

Akϕ(pk/t), t > 0. (12)

Узлы и коэффициенты КФНСТ для n 6 15 можно найти в [24] (или
вычислить для любого n, см. гл. 2).

Напомним, что формула (12) точна для всех многочленов от t
степени не выше 2n− 1, что равносильно системе

n∑
k=1

Akp
−j
k = 1/j!, j = 0, 1, , . . . , 2n− 1. (13)

Предположим, что оригинал имеет в точке t конечный разрыв
и удовлетворяет условиям (8). Преобразуем правую часть (12):

fn(t) =

∫ ∞
0

n∑
k=1

Akpk
t

exp
(
−pk
t
x
)
f(x) dx =

=

∫ ∞
0

n∑
k=1

Akpke
−pkxf(tx) dx =

∫ ∞
0

δn(x)f(tx) dx,

δn(x) =

n∑
k=1

Akpk exp(−pkx).

(14)

Ядро δn(x) дельтообразно и вещественно. Очевидно,∫ ∞
0

δn(x)xm dx = m!

n∑
k=1

Akpk, m = 0, 1, . . . . (15)

При m ≤ 2n−1 величины (14) равны единицы в силу равенств (13).
С другой стороны, при 1 ≤ j ≤ 2n− 1 имеем∫ ∞

0

δn(x)(x− 1)j dx =

j∑
m=0

(−1)j−m
(
j

m

)∫ ∞
0

δn(x)xm dx = 0. (16)
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Условия (15), (16) означают, что основная информация о δn(x) со-
средоточена в некоторой окрестности точки x = 1. Представим про-
межуток интегрирования в (14) в виде объединения [0, 1]∪ [1,∞) и
рассмотрим отдельно интегралы по ним:∫ ∞

1

δn(x)f(tx) dx =

∞∑
j=0

tjf
(j)
+ (t)

j!

n∑
k=1

Akpk

∫ ∞
1

e−pkx(x− 1)j dx =

=

∞∑
j=0

tjf
(j)
+ (t)

n∑
k=1

Akp
−j
k e−pk .

Положим

µnj =

n∑
k=1

Akp
−j
k exp(−pk), j = 0, 1, . . .

Далее, имеем∫ 1

0

δn(x)f(tx) dx =

∞∑
j=0

tjf
(j)
− (t)

j!

n∑
k=1

Akpk

∫ 1

0

e−pkx(x− 1)j dx. (17)

Но∫ 1

0

e−pkx(x− 1)j dx =

∫ ∞
0

e−pkx
j∑

m=0

(
j

m

)
(−1)j−mxm dx−

−
∫ ∞

1

e−pkx(x− 1)j dx =

j∑
m=0

(
j

m

)
(−1)j−m

m!

pm+1
k

− e−pk j!

pj+1
k

=

=
j!

pk

[
j∑

m=0

(−1)j−m
p−mk

(j −m)!
− p−jk e−pk

]
.

Обозначим величину в квадратных скобках akj . Очевидно,

ak0 = 1− e−pk ,
n∑
k=1

Akak0 = 1− µn0.

Теперь правую часть формулы (16) можно представить как

(1− µn00)f−(t) +

∞∑
j=1

tjf
(j)
− (t)

n∑
k=1

Akakj .
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При j ≥ 1 имеем

n∑
k=1

Akakj =

j∑
m=0

(−1)j−m
1

(j −m)!

n∑
k=1

Akp
−m
k − µnj =

=

j∑
m=0

(−1)j−m

[
n∑
k=1

Akp
−m
k − 1

m!

]
− µnj .

Числа в квадратных скобках при m ≤ 2n − 1 в силу (13) равны
нулю, и потому при 1 ≤ j ≤ 2n − 1 получаем

∑n
k=1Akakj = −µnj .

В результате величина (17) представляется в виде∫ 1

0

δn(x)f(tx) dx = f−(t)−
∞∑
j=0

tjf
(j)
− (t)µnj+

+

∞∑
j=2n

tjf
(j)
− (t)

j∑
m=2n

(−1)j−m
1

(j −m)!

(
n∑
k=1

Akp
−m
k − 1

m!

)
,

и окончательно приближенное решение можно представить рядом

fn(t) = f−(t) +

∞∑
j=0

tj(f
(j)
+ (t)− f (j)

− (t))µnj+

+

∞∑
j=2n

tjf
(j)
− (t)

j∑
m=2n

(−1)j−m
1

(j −m)!

(
n∑
k=1

Akp
−m
k − 1

m!

)
. (18)

Числа µnj для достаточно больших значений n с ростом j быстро
убывают (см. гл. 3), как и последний сомножитель во второй сумме
разложения (18), что означает ослабление влияния скачков ориги-
нала и его производных на величину приближенного решения.

Рассмотрим функцию ∆n(x) = 1−
∑n
k=1Ak exp(−pkx). Очевид-

но, ∆′n(x) = δn(x), ∆n(+0) = 0, ∆n(1) = 1 − µn0. Эта функция
приближает функцию Хевисайда, равную нулю на 0 < t < 1 и еди-
нице при t > 1, т. е. имеющей скачок в точке t = 1. Изображение
функции Хевисайда равно F (p) = e−p/p, а приближение, постро-
енное по нему по формуле (13), равно fn(t) =

∑n
k=1Ak exp(−pk/t).

Функция fn(t) при n→∞ будет стремиться к оригиналу (функции
Хевисайда) во всех точках непрерывности, т. е. при любом t 6= 1.
Вычисления показывают, что при t = 1 значения fn(1) с ростом n
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приближаются к 0.5, т. е. µn0 → 0.5. Связь функций ∆n(t) и fn(t)
очевидна.

Высказанные соображения приводят ку следующему алгорит-
му приближенного нахождения величин скачков оригинала и его
производных: пусть нам известны значения fn(t) для нескольких
номеров n, например, для n1, n2, n3, n4. Отбрасывая последнее сла-
гаемое в (18), запишем и решим систему уравнений

f−(t) + (f+(t)− f−(t))µnj0 + (f ′+(t)− f ′−(t))tµnj1+

+ (f ′′+(t)− f ′′−(t))t2µnj2 = fnj (t), j = 1, 2, 3, 4

относительно неизвестных f−(t), f+(t)−f−(t), f ′+(t)−f ′−(t), f ′′+(t)−
f ′′−(t).

Остановимся на способе нахождения точки скачка оригинала.
Пусть, например, известны значения fn(t) для номеров n1, n2, n3.
По аналогии с предыдущим запишем систему

f−(t) + (f+(t)− f−(t))µnj0 = fnj (t), j = 1, 2, 3,

из которой получаем уравнение для нахождения точки t скачка
оригинала:

fn3(t)− fn1(t)

µn30 − µn10
=
fn2

(t)− fn1
(t)

µn20 − µn10
. (19)

Легко проверить, что в это уравнение не входят значения ориги-
нала и его производных. Как и в случае метода Виддера, у этого
уравнения могут быть посторонние корни. С целью их устранения
запишем другие уравнения вида (19), построенное для других тро-
ек номеров, и выберем их близкие общие решения.

З ам е ч а н и е 3. В работах Т.А.Матвеевой изучалась возмож-
ность определения скачков оригинала в случае двух точек разрыва.

§ 3. Формула обращения, основанная на одной теореме
Виддера

10. Известна следующая
Теорема 3 ([72], с. 385). Пусть f(t) ∈ L(0,∞) и ее преобразова-

ние Лапласа равно

F (p) =

∫ ∞
0

exp(−p t)f(t) dt.
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Тогда для почти всех положительных значений t имеет место фор-
мула обращения

f(t) = lim
n→∞

(−1)ntn−1

n!(n− 2)!

∫ ∞
0

e−p tp2n−1F (n)(p) dp. (20)

Наша цель состоит в построении приближенного метода обра-
щения преобразования Лапласа на основе этой теоремы.

Положим

fn(t) =
(−1)ntn−1

n!(n− 2)!

∫ ∞
0

e−p tp2n−1F (n)(p) dp. (21)

Дифференцируя n раз изображение и подставляя результат под
знак интеграла в (21), придем к представлению

fn(t) =

∫ ∞
0

δn(x)f(tx) dx, (22)

где

δn(x) =
(2n− 1)!

n!(n− 2)!

xn

(1 + x)2n.

Нетрудно убедиться в справедливости равенств∫ ∞
0

δn(x) dx = 1, n = 1, 2, . . .

Изучим свойства ядра δn(x) и характер сходимости fn(t) к ориги-
налу.

20. Пусть f(x) = xm, m = 0, 1, . . . . Из (22), используя формулу∫ ∞
0

xr/(1 + x)s dx = Γ(r)Γ(s− r)/Γ(s),

получим fn(x) = λnmx
m, где λnm = (n+m)!(n−m−2)!/(n!(n−2)!).

Для фиксированного значения m при n→∞ справедлива асимпто-
тическая формула λnm = 1+O(1/n). Отсюда вытекает, что в общем
случае fn(t) сходится к f(t) не быстрее, чем 1/n. Если существуют
значения f(+0), f(+∞), то при n → ∞ fn(+0), fn(+∞) сходятся к
ним, что вытекает из свойств ядра и представления (22).
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Пусть f(t) ∈ C1(0,∞) и производная f ′(t) равномерно ограни-
чена на полуоси: |f ′(t)| ≤M1. В таком случае справедлива оценка

|fn(t)− f(t)| =
∣∣∣∣∫ ∞

0

δn(x)|f(tx)− f(t)| dx
∣∣∣∣ ≤

≤M1t

∫ ∞
0

δn(x)|x− 1| dx ≤M1t

(∫ ∞
0

δn(x)(x− 1)2 dx

)1/2

=

= M1t|λn2 − 2λn1 + 1|1/2 = M1t((2n+ 14)/((n− 3)(n− 2))1/2.

Если f(t) ∈ C2(0,∞), |f (i)(t)| ≤Mi, i = 1, 2, то

|fn(t)− f(t)| =
∣∣∣∣∫ ∞

0

δn(x)

(
tf ′(t)(x− 1) +

t2

2
f ′′(ξ)(x− 1)2

)
dx

∣∣∣∣ ≤
≤M1t|λn1 − 1|+ M2

2
t2|λn2 − 2λn1| = O(1/n).

Дальнейшее увеличение гладкости оригинала не увеличивает,
вообще говоря, скорости убывания погрешности.

30. Перейдем к изучению свойств ядра δn(x). Оно проводит-
ся совершенно аналогично исследованию метода Виддера в § 1 п.
20, куда мы и отправляем читателя за некоторыми подробностями:
возьмем малое положительное число δ, разобъем область интегри-
рования в (22) на четыре участка [0, 1−δ], [1−δ, 1], [1, 1+δ], [1+δ,∞)
и будем оценивать интегралы на каждом из них. Как и выше, по-
лучаем оценки

|I1| =

∣∣∣∣∣
∫ 1−δ

0

δn(x)f(tx) dx

∣∣∣∣∣ ≤ C1

√
nqn1 ,

|I4| =
∣∣∣∣∫ ∞

1+δ

δn(x)f(tx) dx

∣∣∣∣ ≤ C1

√
nqn2 , C1, C2 > 0, 0 < q1, q2 < 1.

Для оценки двух оставшихся интегралов рассмотрим функцию

g(x) =
xn

(1 + x)2n
=

(
exp

(
ln

x

(1 + x2)

))n
,

затем напишем разложение в ряд функции ln(x/(1 + x)2)) в точке
x = 1 и подставим его под знак экспоненты и т. д., и в итоге придем
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к асимптотическому разложению

fn(t) ∼1

2

[(
1 +

2√
nπ

+
b

n
+ . . .

)
f+(t)+

+

(
1− 2√

nπ
+
b

n
+ . . .

)
f−(t) + . . .

]
.

Следовательно, в общем случае fn(t) стремится к (f+(t) + f−(t))/2
со скоростью 1/

√
n. В случае непрерывности оригинала в точке t

скорость возрастает до 1/n (ряд для fn(t) содержит степени 1/n).
Эта информация позволяет, как и ранее, строить линейные методы
ускорения сходимости, на чем мы не будем останавливаться.

40. Рассмотрим функцию

gn(t) = fn(t)
n!(n− 2)!

(2n− 1)!
4n
√
n

π
.

Её асимптотика такова:

gn(t) ∼ f+(t) + f−(t) +
2√
nπ

(f+(t)− f−(t)) +
b1
n

+
b2
n
√
n

+ . . . ,

где bi — не зависящие от n величины. Пусть известны значения
gn1

(t), . . . , gnm(t). Положим dj = nj/n1 и составим линейную ком-
бинацию

m∑
j=1

cjgnj (t) = (f+(t)+f−(t))

m∑
j=1

cj+
2
√
n1π

(f+(t)−f−(t))

m∑
j=1

cj√
dj

+. . .

Коэффициенты cj определим из системы

c1 + . . . cm = 0, c1/
√
d1 + . . . cm/

√
dm =

√
n1π

2
,

c1/d1 + . . . cm/dm = 0, . . . , c1/d
(m−1)/2
1 + · · ·+ cm/d

(m−1)/2
m = 0.

Она разрешима, если числа dj попарно различны, и будет справед-
ливо утверждение

m∑
j=1

cjgnj (t)− (f+(t)− f−(t)) = O(n
−m/2
1 ).
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50. Вхождение в формулу (21) производной изображения огра-
ничивает возможности ее применения. Однако интегрированием по
частям она может быть представлена иначе:

fn(t) =

∫ ∞
0

e−p tP2n−1(p t)F (p) dp,

где

P2n−1(p) =
(−1)n−1(2n− 1)!

n!(n− 2)!

n∑
j=0

(
n

j

)
(−p)2n−j−1

(2n− j − 1)!
.

Нетрудно проверить, что этот многочлен выражается через много-
члены Лагерра общего вида

Ln(x ;α) =

n∑
m=0

(−1)m
(
n+ α

n−m

)
xm

m!
(23)

простой формулой:

P2n−1(p) =
pn−1

(n− 2)!
Ln(p ; n− 1).

В результате этих преобразований утверждение теоремы запи-
шется в виде f(t) = limn→∞ fn(t),

fn(t) =
1

t(n− 2)!

∫ ∞
0

e−ppn−1Ln(p ; n− 1)F (p/t) dp.

Для приближенного вычисления последнего интеграла приме-
ним квадратурную формулу типа Гаусса с весом e−p вида∫ ∞

0

e−pψ(p) dp ≈
m∑
k=1

Akψ(pk), (24)

точную для всех многочленов степени не выше 2m− 1.
Такой метод обращения преобразования Лапласа, пригодный и

для определения величин скачков оригинала в точках разрыва пер-
вого рода, был предложен и исследован в работе [46]. Скорость его
сходимости невелика, однако ее можно увеличить, построив линей-
ные комбинации fn(t), вычисленные для различных n [46]. Однако
для этого могут потребоваться формулы (24) с большим числом
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узлов m (например, несколько сотен). Покажем, как их можно эф-
фективно построить.

Узлы формулы (24) совпадают с корнями многочленов Лагерра
(23) при α = 0 (Lm(x) = Lm(x; 0)), т. е.

Lm(pk) = 0, k = 1,m. (25)

Будем находить корни уравнения (25) методом Ньютона:

pj+1
k = pjk − Lm(pjk)/L′m(pjk), j = 0, 1, . . . (26)

Начальные приближения ко всем корням многочленов Lm(x), для
которых метод (26) сходится, берем из приближенных равенств [69]
(нам нужен лишь случай α = 0)

p1 ≈
(1 + α)(3 + 0.92α)

1 + 2.4m+ 1.8α
,

p2 − p1 ≈
15 + 6.25α

1 + 0.9α+ 2.5m
,

pk+2 − pk+1

pk+1 − pk
≈ 1

1 + 0.3α

(
1 + 2.55k

1.9k
+

1.26kα

1 + 3.5k

)
, k = 1,m− 2.

После нахождения с требуемой точностью всех узлов вычисляем
коэффициенты формулы (13):

Ak =
pk

(L′m(pk))2
, k = 1,m.

При вычислениях многочленов Лагерра следует использовать
рекуррентное соотношение

(n+ 1)Ln+1(x ;α) = (α+ 2n+ 1− x)Ln(x ;α)− (α+ n)Ln−1(x ;α),

n = 1, 2, . . . , L0(x ;α) = 1, L1(x ;α) = 1 + α− x,

а значения их производных исключать с помощью соотношения

xL′n(x ;α) = nLn(x ;α)− (α+ n)Ln−1(x ;α).

Прим е р 4. Дано изображение F (p) = 168/(p+2)5−8640/(p+3)7.
Были вычислены значения fn(t) для значений n = 27, 30, 33, 36

по формуле (24) при m = 40 и построена их стандартная линейная
комбинация в целях ускорения сходимости. В табл. 6 представлены:
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в первом столбце значения f36(t), во втором — результат ускорения,
в третьем — точные значения оригинала.

Таблица 6

t I II III
0.5 0.1472 0.1187 0.1191
1.0 0.3109 0.3515 0.3499
1.5 0.2356 0.2430 0.2459
2.0 0.2101 0.1480 0.1477
2.5 0.2506 0.2264 0.2220
3.0 0.2792 0.3262 0.3259
4.0 0.2290 0.2964 0.2991
5.0 0.1328 0.1431 0.1412

Прим е р 5. Для восстановления скачка функции Хевисайда бы-
ли вычислены значения f200(1), f300(1), f400(1), а затем построена
их линейная комбинация, описанная в п. 40, доставившая результат
f+(1)− f−(1) ≈ 1.0002.
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Глава 7

ДЕФОРМИРОВАНИЕ ЛИНИИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ
В ФОРМУЛЕ ОБРАЩЕНИЯ

10. В этой главе исследуется метод вычисления интеграла Рима-
на—Меллина

f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
ez tF (z) dz, c > 0, (1)

задающего обращение преобразования Лапласа, с помощью замены
линии интегрирования и последующего применения квадратурной
формулы трапеций, а также получены априорные оценки погреш-
ности такого метода в зависимости от выбора контура интегриро-
вания и области регулярности изображения. Для простоты будем
считать, что все особые точки изображения расположены в левой
полуплоскости, чего можно добиться умножением оригинала на со-
ответствующую экспоненту.

Напомним, что интеграл (1) понимается в смысле главного зна-
чения, он не зависит от c и в случае разрыва оригинала в точке t
мы получаем полусумму предельных значений оригинала слева и
справа от точки t.

Положим в формуле обращения (1) z = c + iτ, тогда exp(zt) =
exp(ct) exp(iτ t). При фиксированном t первый сомножитель посто-
янен, а второй пробегает единичную окружность на комплексной
плоскости бесконечное число раз. С ростом t первый сомножитель
и скорость пробегания окружности вторым сомножителем неогра-
ниченно возрастают, так что попытка приблизить интеграл в (1)
римановыми суммами вряд ли приведет к цели.

С целью уменьшения осцилляций сомножителя exp(iτ t) и огра-
ничения скорости роста сомножителя exp(ct) заменим линию ин-
тегрирования в (1) эквивалентным контуром L, начинающемся и
заканчивающемся в левой полуплоскости так, что Re (z) → −∞
на обоих его концах. Такая замена возможна, если выполнены два
условия:

1) внутри контура L содержатся все особенности изображения
F (z);

2) |F (z)| → 0 равномерно в полуплоскости Re (z) ≤ γ0 при |z| →
∞ (γ0 — абсцисса сходимости интеграла (1)).
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Эти условия заведомо выполнены, если изображение удовлетво-
ряет следующей лемме.

Лемма Жордана ([25] ). Если на некоторой последовательно-
сти дуг окружностей CRn :

|z| = Rn, Re z < a (Rn →∞, a фиксировано),

функция F (p) стремится к нулю равномерно относительно arg p, то
для любого положительного t

lim
n→∞

∫
CRn

F (z)ezt dz = 0.

Далее всюду предполагается, что эти условия выполняются.
В работе [70] был предложен контур

L =

{
z | z =

2πui

1− exp(−2πui)
, u ∈ [−1, 1]

}
.

Он состоит из двух симметричных относительно вещественной оси
плоскости z ветвей, исходящих из точки z(0) = 1 налево и при
u→ ±1 стремящихся к асимптотам z = ±πi.

Так как кривая L содержит внутри себя особые точки изобра-
жения и выполнены условия леммы Жордана [25], то

f(t) =

∫ 1

−1

exp(z(u)t)F (z(u))z′(u) du.

Для приближенного вычисления этого интеграла в статье [70] при-
меняется формула трапеций. Заметим, что при малых u с ростом t
сомножитель exp(z(u)t) неограниченно растет. Однако это затруд-
нение легко преодолевается предварительной заменой переменной
вида z1 = zt в интеграле (1), в результате чего экспоненциальный
сомножитель становится ограниченным и при u→ ±1 быстро стре-
мится к нулю.

В статье [49] предлагается в представлении

f(t) =
1

2πi t

∫
L

ezF (z/t) dz, t > 0, (2)
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использовать контур

L = {z | z = l(u), u ∈ (−∞,+∞)}, l(u) = 2− ch(u) + iµth(u).

Этот контур состоит из двух симметричных относительно веще-
ственной оси плоскости z ветвей, исходящих из точки z(0) = 1 на-
лево и при u → ±∞ стремящихся к асимптотам z = ±iµ (µ —
параметр контура).

В результате формула (2) принимает вид

f(t) =

∫ ∞
−∞

Gt(u) du, (3)

где

Gt(u) =
1

2πit
exp(l(u))l′(u)F (l(u)/t). (4)

Функция (4) не имеет особенностей как на линии интегрирования,
так и в некоторой “полосе”, содержащей внутри себя линию инте-
грирования. Как показано в работе [52], формула трапеций для вы-
числений интеграла (3) может давать хорошую точность, при этом
скорость сходимости зависит от ширины полосы и шага численного
интегрирования [52]. К сожалению, приведенные выше две линии
интегрирования оказываются неудачными — для них полоса имеет
переменную ширину регулярности интегрируемой функции и даже
стремится к нулю при неограниченном возрастании модуля пере-
менной интегрирования.

Пусть w = u + iv, u, v ∈ R, функция g(w) регулярна в полосе
−d ≤ v ≤ c для некоторых c > 0, d > 0, и при |w| → ∞ равномерно в
этой полосе g(w)→ 0 с такой скоростью, что существуют интегралы∫ ∞

−∞
|g(u+ ir)| du, r ∈ [−d, c].

Для вычисления интеграла

I =

∫ ∞
−∞

g(u) du

применим формулу трапеций как с бесконечным числом узлов:

Th = h

∞∑
k=−∞

g(kh),

163



так и с конечным числом 2N + 1 узлов:

Th,N = h

N∑
k=−N

g(kh).

Положим DE = |I − Th|, TE = |Th − Th,N |.
Теорема. Пусть для некоторых положительных чисел M+, M−

справедливы неравенства∫ ∞
−∞
|g(u+ir)| du ≤M−, r ∈ [−d, 0],

∫ ∞
−∞
|g(u+is)| du ≤M+, s ∈ [0, c].

Тогда
|I − Th| ≤ DE+ +DE−,

где

DE+ =
M+

exp(2πc/h)− 1
, DE− =

M−
exp(2πd/h)− 1

. (5)

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть z = x+iy и функция g(z) регулярна
в полосе −d ≤ y ≤ c, тогда∫ +∞

−∞
g(x) dx =

∫ ci+∞

ci−∞
g(z) dz =

1

2

∫
C

ρ(z)g(z) dz,

где C — контур, состоящий из прямых (−ci − ∞,−ci +∞), (ci +
∞, ci−∞) и ρ(z) = −sign y. По формуле Коши

g(kh) =
1

2πi

∫
C

g(z)

z − nh
dz,

так что

Th = h

∞∑
k=−∞

g(kh) =
1

2πi

∫
C

g(z)

∞∑
k=−∞

h

z − kh
dz.

Известно, что

ctg z =
1

z
+ 2z

∞∑
k=1

1

z2 − k2π2
=

1

z
+ 2z

∞∑
k=1

(
1/(2z)

z − kπ
+

1/(2z)

z + kπ

)
=

=
1

z
+

∞∑
k=1

(
1

z − kπ
+

1

z + kπ

)
=

∞∑
k=−∞

1

z − kπ
.
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Отсюда

π ctg
πz

h
= π

∞∑
k=−∞

1

πz/h− kπ
=

∞∑
k=−∞

h

z − kh
,

и поэтому

Th =
1

2i

∫
C

g(z) ctg
πz

h
dz,

а погрешность формулы трапеций равна

Rh =

∫ ∞
−∞

g(x) dx− Th =
1

2

∫
C

(
ρ(z) + i ctg

πz

h
g(z)

)
dz.

Следовательно,

|Rh| ≤M(g) max
C

∣∣∣ρ(z) + i ctg
πz

h

∣∣∣ ,
где

M(g) =
1

2

∫ ∞
−∞

(|g(x+ ic)|+ |g(x− id|) dx ≤ 1

2
(M+ +M−) ,

M+=

∫ ∞
−∞
|g(x+ is)| dx, s ∈ [0, c], M−=

∫ ∞
−∞
|g(x+ ir)| dx, r ∈ [−d, 0].

На верхней границе контура y = c, ρ(z) = −1 и∣∣∣ρ(z) + i ctg
πz

h

∣∣∣ =
∣∣∣−1 + i ctg

πz

h

∣∣∣ =

∣∣∣∣exp(πiz/h)

sin(πz/h)

∣∣∣∣.
Но∣∣∣sin πz

h

∣∣∣= | exp(iπz/h)− exp(−iπz/h)|
2

≥ | exp(−πc/h)− exp(πc/h)|
2

,

и поэтому∣∣∣ρ(z) + i ctg
πz

h

∣∣∣ ≤ 2 exp(−πc/h)

exp(πc/h)− exp(−πc/h)
=

2

exp(2πc/h)− 1
.

Аналогично получаем оценку на нижней прямой контура:∣∣∣ρ(z) + i ctg
πz

h

∣∣∣ ≤ 2

exp(2πd/h)− 1
. �
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З ам е ч а н и е 1. Эта теорема без доказательства приведена в
работе [71]. В случае c = d доказательство приведено в статье [52].

КонстантыM+ иM−, входящие в оценки (5), не зависят от шага
h численного интегрирования и значения N , и потому в дальней-
шем ограничимся их качественным поведением с помощью соотно-
шений

DE+ = O(exp(−2πc/h)), DE− = O(exp(−2πd/h)), h→ 0. (6)

Для погрешности TE замены бесконечной суммы Th метода трапе-
ций суммой Th,N , как и в работе [71], при постоянном h полагаем

TE = O(|g(hN)|), N →∞. (7)

Далее для избранного контура интегрирования естественно исхо-
дить из равенства характеристик (6), (7) величин DE+, DE−, TE,
что приведет к некоторому способу выбора параметров контура и
шага интегрирования в зависимости от N и возможности получе-
ния полной погрешности метода.

20. Параболический контур. Рассмотрим кривую

z = µ(iw + 1)2, w = u+ iv, µ > 0. (8)

При v = 0 получаем параболу

z(u) = µ(1− u2) + 2iµu. (9)

Возьмем ее в качестве линии интегрирования, тогда формула обра-
щения (интеграл Римана—Меллина) примет вид

f(t) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

exp(z(u)t)F (z(u))z′(u) du. (10)

Прямые w = u− id, d > 0, и w = u+ ic, 0 < c < 1, при отображении
(8) переходят, соответственно, в параболы

z(u) = µ((1+d)2−u2)+2iµu(1+d), z(u) = µ((1−c)2−u2)+2iµu(1−c),

первая из которых расположена правее линии интегрирования (9),
а вторая — левее (и при c = 1 она вырождается в отрицательную
полуось u ≤ 0).
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На рис. 7 изображены образы прямых w = u+ iv при отображе-
нии (8) для v = 0.5 — левая парабола, v = 0 — средняя парабола
и v = −0.3 — правая парабола (µ = 1). Следовательно, для того
чтобы подынтегральная функция в (10) была регулярна в полосе
−0.3 ≤ v ≤ 0.5, необходима регулярность изображения F (z) в об-
ласти, расположенной между крайними параболами.

Рис. 7: Параболические контуры

Предположим, что все особые точки изображения расположены
в конечной части полуплоскости Re z < 0, и не все они вещественны.
Очевидно, при некотором µ все они попадут внутрь параболы (9),
и тем более внутрь параболы z(u) = µ((1 + d)2 − u2) + 2iµu(1 + d)
при любом d > 0. С ростом d знаменатель дроби в формуле (6)
для DE− растет, но и числитель M− тоже возрастает. В работе [71]
показано, что существует оптимальное значение параметра d, при
котором достигается наилучшая оценка

DE− = O(exp(−π2/(µth)2 + 2π/h), h→ 0.

Там же рассмотрен случай, когда все особые точки изображения
расположены на полуоси u ≤ 0. Следовательно, наилучшее значе-
ние параметра c, при котором полоса регулярности подынтеграль-
ной функции в (10) будет самой широкой, равно единице. В нашем
предположении ветви параболы не смыкаются, и наибольшее допу-
стимое значение c удовлетворяет неравенству 0 < c < 1.

Потребуем совпадания характеристик величин DE+, DE−, TE:

O(| exp(z(uN )t)|) = O(exp(µt(1− u2
N ))) = O(exp(µt(1− (hN)2))),

N →∞.
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Приравнивание показателей величин DE−, DE+, TE приводит к
соотношению

−2π

h
c = − π2

µth2
+

2π

h
= µt(1− (hN)2),

из которого находим

h =

√
(1 + 4c(c+ 1))

N
, µ =

π

2(c+ 1)th
=

π

2(c+ 1)
√

1 + 4c(c+ 1)

N

t
.

(11)
Напомним, что число c здесь не произвольно. Например, в слу-

чае f(t) = sin(ωt) изображение F (z) = ω/(z2 + ω2) имеет особые
точки ±iω, которые должны лежать между точками пересечения
параболы z(u) = µ((1 − c)2 − u2) + 2iµu(1 − c) с мнимой осью, т. е.
должно выполняться неравенство 2µ(1−c)2 > |ω| или равносильное
ему неравенство

N >
|ω|t(c+ 1)

√
1 + 4c(c+ 1)

π(1− c)2
. (12)

Погрешность метода в таком случае есть величина

O

(
exp

(
−2π

h
c

))
= O

(
exp

(
− 2πc√

1 + 4c(c+ 1)
N

))
, N →∞.

(13)
З ам е ч а н и е 2. Из оценки (13) при c = 1 получается результат

статьи [71].
З ам е ч а н и е 3. Зависимость подынтегральной функции от t в

формуле (10) в соответствии с выражением для µ в (11) целиком
сосредоточена в изображении F (z), и фактически означает указан-
ную выше замену переменной вида z1 = zt, приводящую интеграл
(10) к форме (2). Напомним, что экспоненциальный сомножитель в
(10) начинает убывать, как только мы попадаем на участки ли-
нии интегрирования (9), расположенные в левой полуплоскости,
что значительно снижает осцилляции подынтегральной функции
в (10). В то же время следует помнить, что на оставшейся части
контура он может быть достаточно велик, что потребует обеспече-
ния соответствующей точности проведения вычислений.

З ам е ч а н и е 4. Разумеется, в оценке (12) можно устремить c к
единице в надежде получить более точный результат, но при этом
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резко возрастет допустимая нижняя граница числа N в соответ-
ствии с неравенством (12), что приведет как к возрастанию объема
вычислений, так и к необходимости увеличения точности вычисле-
ний.

З ам е ч а н и е 5. В работе [61] для обращения преобразования
Лапласа с особенностями на отрицательной полуоси (в частности,
при наличии в начале координат точки ветвления) по существу
предлагается замена вертикальной линии интегрирования на пре-
дельную параболу z(u) = µ((1−c)2−u2)+2iµu(1−c) при c = 1, что
соответствует наихудшему выбору “ширины” полосы регулярности
интегрируемой функции. Правда, в [61] в результате исходный ком-
плексный интеграл сводится к интегралу по вещественной полуоси
от вещественной функции, о приближенном вычислении которого
речи вовсе не идет.

30. Гиперболический контур. Рассмотрим кривую

z = µ(1 + sin(iw − α)), w = u+ iv, (14)

определяемую вещественными параметрами µ, α (µ > 0, 0 < α <
π/2).

Прямые w = u+ic при отображении (14) переходят в гиперболы(
x− µ

sin(α+ c)

)2

−
(

y

cos(α+ c)

)2

= µ2, z = x+ iy. (15)

В качестве линии интегрирования возьмем левую ветвь гиперболы,
получающейся из (15) при c = 0. При возрастании c ветви гипербо-
лы сближаются, и при c = π/2− α она переходит в отрицательную
полуось. При убывании c гипербола расширяется и при c = −α она
переходит в вертикальную прямую. В работе [71], как и для пара-
болического контура, рассмотрен случай принадлежности всех осо-
бых точек изображения отрицательной полуоси. В такой ситуации
наибольшая ширина полосы регулярности подынтегральной функ-
ции в (10) достигается, если границам этой полосы соответствуют
крайние гиперболы при c = π/2 − α (отрицательная полуось) и
c = −α (вертикальная прямая) (см. [71]).

При наличии невещественных особых точек границам полосы
аналитичности соответствуют две гиперболы: одна при некотором
c ∈ (0, π/2−α) и другая при c = −α (вертикальная прямая). Повто-
ряя рассуждения работы [71], в этом случае придем к следующим
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асимптотическим выражениям ошибок:

DE+ = O(exp(−2πc/h)), DE− = O(exp(µt− 2πα/h)), h→ 0.

TE = O(exp(µt(1− sin(α) ch(hN)))), N →∞.

Приравняем порядки этих величин:

−2πc/h = µt− 2πα/h = µt(1− sin(α) ch(hN)).

Отсюда получаем

h =
A(α)

N
, µ =

N

t

2π(α− c)
A(α)

, A(α) = ch−1

(
α

(α− c) sin(α)

)
. (16)

Для существования A(α) и положительности µ необходимо и до-
статочно выполнения неравенства c < α. Параметры α и c должны
удовлетворять неравенству 0 < c < min{α, π/2 − α}. В частности,
при α = π/4 оно заведомо выполняется, так как при c = π/4 соот-
ветствующий контур превращается в отрицательную полуось.

Например, в случае f(t) = sin(ωt) изображение F (z) = ω/(z2 +
ω2) имеет особые точки ±iω, которые должны лежать между точ-
ками пересечения левой ветви гиперболы (15) с мнимой осью, т. е.
должно выполняться неравенство µ cos2(α+ c)/ sin(α+ c) > |ω| или
равносильное ему неравенство

N

t

2π(α− c)
A(α)

cos2(α+ c)

sin(α+ c)
> |ω|.

Очевидно, для любых допустимых значений α и c оно выполняется
для достаточно больших N .

Итоговая погрешность метода характеризуется величиной

O(exp(−2πc/h)) = O(exp(−B(α)N)), B(α) = 2πc/A(α).

Прим е р. Дано изображение изображение F (z) = z/(z2 + ω2)
оригинала f(t) = cos(ωt). Пусть ω = 2, t = 5. Возьмем c = 0.3.
Для параболического контура в соответствии с неравенством (12)
получаем N = 14, и приближенное значение отличается от точного
на 2 · 10−7. Для гиперболического контура возьмем c = 0.3, α = 1.
Из равенств (16) находим наименьшее допустимое значениеN = 35,
и отличие приближенного значения от точного составляет 4 · 10−9.
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Глава 8

ОБРАЩЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА
НЕКОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

10. Введение. В § 1 гл. 4 были построены ОКФНСТ, приспо-
собленные для решения задач линейной наследственности (вязко-
упругости), для которых характерна длительность процессов де-
формации и их относительно малая скорость. В настоящее время
вязкоупругие материалы применяются в различных отраслях тех-
ники. Отметим, что процесс создания элементов конструкций из
них неотделим от процесса создания материала, из которого они
изготавливаются. Поэтому, прежде всего, в силу дороговизны на-
турного эксперимента, важную роль играют математические моде-
ли названных процессов. Как было отмечено, важную роль играет
выбор ядра ползучести или релаксации, ибо ядро должно априорно
учитывать специфические особенности процесса деформации, на-
пример, искомая функция должна быть непрерывна, но её первая
производная уже не принадлежит классу непрерывных функций,
но обладает некоторой производной дробного порядка (например,
таковой является интеграл от ядра Работнова). Фактически опре-
деляющее соотношение Больцмана—Вольтерра

ε(t) =
1

E

(
σ(t) + β

∫ t

0

K(t− τ)σ(τ) dτ

)
является уравнением с дробными производными [51]. В настоящее
время тематика дробных производных заняла прочное место в опи-
сании различных прикладных задач, в том числе, и механики де-
формируемого твердого тела [68].

Изображения по Лапласу функции Эα(t) и интеграла от нее∫ t
0
Эα(τ)dτ равны, соответственно,

1

pa + 1
,

1

p (pa + 1)
, a = 1 + α.

Естественным обобщением дробно-экспоненциальных функций
и ядер Гаврильяка—Негами [16] являются ядра, изображения кото-
рых имеют вид

Nα,β,γ(A, p) = C(
[
(pα+1 + β)γ +A

]−1
. (1)
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В частных случаях отсюда получаем целую экспоненту (α = A =
0, γ = 1), ядро Абеля (β = A = 0, γ = 1), ядро Работнова (A =
0, γ = 1), ядро Гаврильяка—Негами (A = 0).

Применение многопараметрических функций Nα,β,γ(A, p) поз-
воляет существенно расширить область применения соответствую-
щих им наследственных слабо сингулярных ядер за счет более точ-
ного описания с их помощью экспериментальных данных. Посколь-
ку составление таблиц таких ядер, аналогичных таблицам дробно-
экспоненциальных функций, нецелесообразно ввиду большого ко-
личества входных параметров, практическое использование этих
ядер для аппроксимации экспериментальных данных и при реше-
нии краевых задач вязкоупругости возможно лишь при разработ-
ке достаточно точных и эффективных методов вычисления этих
функций и определяемых ими искомых решений. Мы исходим из
того, что ядра задаются их преобразованиями по Лапласу (это де-
лается сравнительно просто, как показывают приведенные выше
примеры), и что нам известны образы искомых оригиналов. На сле-
дующем шаге возникает задача обращения — определения искомого
оригинала по его изображению. В данной главе рассматриваются
методы обращения преобразования Лапласа в предположении, что
заданное изображение F (p) искомой функции-оригинала фактиче-
ски зависит от pa, где a — произвольное положительное число из
интервала (0,1) (в частности, изображение может иметь имеет вид
(1)). В случае a = 1 получаются известные методы [25], в противном
случае получаем новые формулы, обладающие большей точностью
по сравнению с известными для определенного класса изображений
и имеющие большое прикладное значение. Разумеется, для реше-
ния задачи обращения оригиналов рассматриваемого вида можно
применять все ранее описанные методы, на чем подробнее мы оста-
навливаться не будем.

20. Деформация контура интегрирования. Изображение
Лапласа функции Эα(t) имеет точку ветвления при p = 0, а изоб-
ражение интеграла от нее еще и простой полюс в той же точке
[38]. Для устранения многозначности достаточно выбрать одну из
ветвей, что делается стандартным образом: приведенные выше пре-
образования Лапласа функции Эα(t) и интеграла от нее не имеют
особенностей на комплексной плоскости C \ R− с разрезом вдоль
полупрямой

R− = {p ∈ C : Im(p) = 0, Re(p) ≤ 0}.
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Наши изображения F (p) фактически зависят от pa, т. е. F (p) =
Φ1(pa).

Введем в рассмотрение функции

F±(t) = Φ1(ta exp(±iaπ)), t > 0.

Очевидно, F+(t) = F−(t) в силу вещественности оригинала. Вос-
пользуемся полученным в работе [61] следующим результатом:

Лемма. Пусть выполнены условия
(A) F (p) = o(1) при |p| → ∞, F (p) = o(|p|−1) при |p| → 0 равно-

мерно в любом секторе | arg p| < π − η, π > η > 0;
(Б) существует ε > 0 такое, что для любого ϕ, удовлетворяюще-

го неравенству π − ε < ϕ ≤ π, справедливы соотношения

F (r exp(±iϕ))

1 + r
∈ L1(R+), |F (r exp(±iϕ))| ≤ α(r),

где α(r) не зависит от ϕ и α(r) exp(−δr) ∈ L1(R+) для любого δ > 0.
Тогда

f(x) = L−1(F )(x) =
1

π

∫ ∞
0

e−xtImF−(t) dt. (2)

З ам е ч а н и е 1. Утверждение леммы получается в результате
замены линии интегрирования в формуле обращения контуром, со-
стоящим из нижнего и верхнего разрезов, соединенных окружно-
стью сколь угодно малого радиуса с центром в точке p = 0.

Пусть F (p) = 1/(p a + 1), тогда

F−(t) = Im
1

ta exp(−iπa) + 1
=

ta sinπa

1 + 2ta cosπa+ t2a
,

так что выполнены все условия леммы и формула (2) дает

Эα(x) =
sinπa

π

∫ ∞
0

e−xt
ta dt

1 + 2ta cosπa+ t2a
=

= xa−1 sinπa

π

∫ ∞
0

zae−z dz

z2a + 2zaxa cosπa+ x2a
. (3)

При x → 0 последний интеграл в представлении (3) стремится к
величине Γ(1−a), и с учетом формулы Γ(a)Γ(1−a) = π/ sinπa при
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x→ 0 из представления (3) получаем Эα(x) ≈ xa−1/Γ(a), что совпа-
дает с первым членом ряда для дробно-экспоненциальной функции
(формула (3) гл. 4).

Положим
ga(x) =

∫ x

0

Эα(t) dt.

Изображение этой функции равно

Ga(p) =
1

p(pa + 1)
. (4)

Для нее не выполняется условие (А) теоремы 2 (при p → 0 ве-
личина |Ga(p)| слишком быстро возрастает).

Представим Ga(p) в виде

Ga(p) =
1

p
− pa−1

pa + 1
(5)

и положим

Qa(p) =
pa−1

pa + 1
. (6)

Обозначим через qa(x) функцию-оригинал с изображением (6).
Формула (7) означает, что ga(x) = 1− qa(x).

Изображение (6) удовлетворяет условиям теоремы 2, для него
находим

F−(t) = Im
ta−1 exp(−iπ(a− 1))

ta exp(−iπa) + 1
=

ta−1 sinπa

1 + 2ta cosπa+ t2a
.

Следовательно,

qa(x) =
sinπa

π

∫ ∞
0

e−xt
ta−1 dt

1 + 2ta cosπa+ t2a
=

= xa
sinπa

π

∫ ∞
0

za−1e−z dz

z2a + 2zaxa cosπa+ x2a
. (7)

Из определения (4) следует равенство

ga(0) = lim
p→∞

pGa(p) = 0,

поэтому необходимо qa(0) = 1. Подставив x = 0 в первый интеграл
в представлении (7) и сделав замену ta = z, придем к табличному
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легко вычисляемому интегралу и таким образом убедимся в спра-
ведливости равенства qa(0) = 1 при всех a > 0.

Итак, наши задачи обращения преобразования Лапласа свелись
к вычислению интегралов

Эα(x) = xa−1 sinπa

π

∫ ∞
0

zae−z dz

z2a + 2zaxa cosπa+ x2a
, (8)

qa(x) = xa
sinπa

π

∫ ∞
0

za−1e−z dz

z2a + 2zaxa cosπa+ x2a
. (9)

Для их приближенного вычисления можно применить квадра-
турные формулы типа Гаусса [33] с весом Лагерра zae−z для пер-
вого интеграла и с весом za−1e−z для второго интеграла. Однако с
уменьшением a точность формул будет уменьшаться.

Поэтому для приближенного вычисления интегралов (8) и (9)
построим обобщенные квадратурные формулы вида∫ ∞

0

zβe−zf(z) dz ≈
n∑
k=1

Akf(zk), β > −1, (10)

точные для функций f(z) = zam, m = 0, 1 . . . , 2n− 1.

Теорема 1.Для того чтобы формула (10) была точна для функ-
ций f(z) = zam, m = 0, 1 . . . , 2n − 1, необходимо и достаточно
выполнения двух условий:

1) формула (10) интерполяционная;
2) построенный по узлам формулы (10) многочлен

ωn(z) =

n∏
k=1

(z − zak) (11)

удовлетворяет условиям∫ ∞
0

zβe−zωn(za)zam dz = 0, m = 0, 1, . . . , n− 1. (12)

Док а з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится точно так же, как
в случае классических формул типа Гаусса [33], и мы не будем его
здесь повторять.

Покажем, что многочлен (11), удовлетворяющий условиям (12),
существует и определяется однозначно.
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После замены переменной za = x условия (12) принимают вид∫ ∞
0

x(β+1)/a−1 exp(−x1/a)ωn(x)xm dx = 0, m = 0, 1, . . . , n− 1.

Функция w(x) = x(β+1)/a−1 exp(−x1/a) обладает свойствами веса
на полуоси (0,∞), поскольку (β + 1)/a > 0, следовательно, иско-
мый многочлен существует и единствен, а его корни, т. е. zak , k =
1, 2, . . . , n, попарно различны и положительны. Все коэффициенты
формулы положительны. Итак, квадратурная формула типа Гаусса
вида (10) существует.

Опишем способ вычисления узлов и коэффициентов формулы
(10).

Будем искать многочлен (11) в виде

ωn(z) = zn + b1z
n−1 + · · ·+ bn

с неизвестными коэффициентами bk. Условия (12) приводят к си-
стеме линейных алгебраических уравнений
n∑
j=1

Γ(β+(k+n−j)a+1) bj = −Γ(β+(k+n)a+1), k = 0, 1, . . . , n−1.

Ее решение существует и единственно, как показано выше. Далее
находим корни уравнения ωn(z) = 0, т. е. числа zak , k = 1, 2, . . . , n.
Коэффициенты формулы (10) определяем из системы уравнений

n∑
k=1

Ak (zak)
j−1

= Γ(β + (j − 1) a+ 1), j = 1, 2, . . . , n.

Узлы и коэффициенты формулы (10) вещественны.
З ам е ч а н и е 2. Для обращения преобразований вида (1) с успе-

хом можно применять ОКФНСТ, построенные в гл. 4.
30. Метод обращения преобразования Лапласа с помо-

щью разложения оригинала в обобщенные степенные ря-
ды. Для больших значений аргументов целесообразно использо-
вать другой подход к вычислению, который основан на следующей
теореме (см. [15]):

Теорема 2. Пусть

f(t) = lim
ω→∞

1

2πi

∫ σ+iω

σ−iω
eptF (p) dp ,

176



причем функция F (p) удовлетворяет условиям леммы Жордана,
имеет конечное число особых точек и все особые точки являются
полюсами или точками ветвления, и в окрестностях особых точек
p = p0 с наибольшей вещественной частью функция F (p) разлага-
ется в ряды вида

∞∑
ν=0

cν(p0)(p− p0)λν , −∞ < λ0 < λ1 < . . . < λn < . . . ,

limn→∞ λn = ∞ и |p − p0| < l0, здесь cν и λν зависят от p0. Тогда
функция f(t) разлагается в асимптотический ряд

f(t) ≈
∑
p0

ep0t
∞∑
ν=0

cν(p0)

Γ(−λν)
t−λν−1,

где
∑
p0

означает суммирование по всем особым точкам p0.

Прим е ч а н и е. Если λν = n — целое неотрицательное число,
то 1/Γ(−λν) = 0.

В случае дробных экспонент изображения таковы:

1

1 + pa
=

∞∑
n=0

(−1)npan,

1

p(pa + 1)
=

1

p
− pa−1

pa + 1
=

1

p
− pa−1

∞∑
n=0

(−1)npan,

где a = 1 + α. Применяя описанную выше теорему, получим фор-
мулы для вычисления функций F1(x), F2(x) :

F1(x) =
1

tα
Эα(t) =

∞∑
n=0

(−1)n
x−n−1

Γ(−an)
,

F2(x) =
1

tα+1

t∫
0

Эα(τ)dτ = 1− 1

x

∞∑
n=0

(−1)n

Γ(1− a− an)

1

xn
,

где x = ta.
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Рассмотрим ядро Гаврильяка—Негами GN(t, a, b, c, d), изобра-
жение которого равно∫ ∞

0

e−ptGN(t, a, b, c, d) dt = F (p, a, b, c, d) =
1

(pa + b)c + d
.

Отсюда, в частности, при c = 1 получается ядро Работнова.
Для ядра Гаврильяка—Негами получим следующее разложение:

F (p, a, b, c, d) =
1

(pa + b)c + d
=

∞∑
k=0

γkp
ak =

1

bc + d
− bcc

(bc + d)2b
pa+

+
−bcc(c− 1)/2(bc + d)b2 + (bc)2c2/(bc + d)2b2

bc + d
p2a − . . . ,

из которого по теореме 1 получаем асимптотическое разложение
при больших t:

GN(t, a, b, c, d) =

∞∑
k=1

γk
Γ(−ak)tak+1

.

Для вычисления при больших t функции∫ t

0

GN(x, a, b, c, d) dx,

имеющей изображение F (p, a, b, c, d)/p, аналогично получаем фор-
мулу ∫ t

0

GN(x, a, b, c, d) dx =

∞∑
k=0

γk
Γ(1− ak)tak

.

З ам е ч а н и е 3. Другой подход к задаче обращения интеграль-
ных преобразований, основанный на асимптотических методах, со-
держится в работе [4].

З ам е ч а н и е 4. В книге [1] одна из глав посвящена вычислению
сингулярных ядер, в том числе ядра Работнова.
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