
���������	
 �
��
���	� �
�

���� �����	�

������� ��	
� � � 
�����
������ 	���������� ���� �� ���������� 
��	
����
	
��� �	�� � ��	
�
���� ���������� 
� ��� �	�� a � � �!�" 
���������� ���# �
����� a �� ��		����� $� 	�#	�� ��������	
� 
� %��	���&�' �����	
���

� ��������

���������	
 �
��
���	� �����
���	� �
� �� ����������

��		��
��� ��(�	
������ )������	��� ���� � �� ��������* �������	
� T � C �
+�&��	����� 
���� � � T� ��	
� I � 
����������� ���� �� �������	
�� � jIj
�)�������
 �� ������ �	�� 
�����

lim
��I� jIj��

�$I'

jIj

	�(�	
���
� 
� ��� ���#���
 
���������* ���# � � 
���� � � T� �)�������
 D�$�'�
,�
��� 
���
������� �
� ���� � 
�����
����� � 	��������� $���	� � �����

-	���������. 
�����������
 -	��������� �
��	�
����� 	��
��
	
���(�* ���# /��
)���.'� 0�	
��(�� ��)�
� ��
��������� 
��	��� ������
�#� 
��������* 	������
(��� 1���	
���	���� 
���2�
�3

���� �������	�
��� 
�	� � �
�������� � �
����
��
� 	�����	�
����� �
 ���

���� a � � �!�" 
�
�����


Ea$�' 4 f� � T 3 D�$�' 4 ag

�
��� �
���
� 	��
�	�

5���*�� � 6������ �7" 
������� 	�����(�� �������2�� ������� �)(��� 
����
2�
�� ��	
� dimH �)�������
 ��������	
� 
� %��	���&�� ,����

dimHEa$�' 4 8

��� �	�� a � � �!�"� �	�� 
�����
������ 	���������� ���� � ������
�����
 �	�����

lim
jIj��

�$I'� �$I �'

jIj
4  �$8�8'

��� I � I � �)�������
 
���������#� �������� ����� �� �
��������� ���� I� I � �
T ���#���
	� 	�	������� �	�� ��� ����
 �)(�� ��������� 
���� � jIj 4 jI �j�

������� �����	
��� �	����
 ���� No� ������������

8



9
��
��� �
� ��� ���� �)�����(�� 	��*	
��� $8�8'� 5���*�� �:" 
���� �������
)���� 	������ �
��������� � ������� � ������ 
��������#��

0�
������ �
� ��		������� � 	
�
�� �7" �	
������
 ���� 
������ ���1 � ���	

������ &���2���� �� �
��������� �����
���	��� � ��������� ����� D � C &����
2�� f ���#���
	� ���
�����*� �	�� ��������#� 
�����# f�$�' ������
�����
 �	���
��� jf�$�'j 4 8 ��� 
��
� �	�� � � T� 5����� �����
���	��� &���2�� g 
���������

������ 
��	
���	
�� ;���� B�$D '� �	��

lim
����

sup
jzj����

$8 � jzj�'jg�$z'j 4  �

�
��
�� ��� $���1 �8<"' 
��
� f � ���
������ �������� ��
���� �� �����
��
�������� ������������� ������� ���� f � B�$D '� 
�

dimHf� � T 3 f�$�' 4 wg 4 8

��� ���� w � D �

������ �	���� 
������� �
� 	 
���(�� 
�����# 8�8 ����� 
�����
� �	�����
	��*	
�� dimHEa$�' 4 8 ��� ����
��#� ���� ��������
�����(�� �	����� $8�8'�

=
��� 
�	
� � � 
�����
������ 	���������� ���� �� T� ,���� �		�2����������
	���������� ���
������ &���2�� �����
	� �����	
���

S��"$z' 4 exp

�
�

Z
T

� ! z

� � z
d�$�'

�
� z � D �

�

�����
 ��� 
������� ��� �
�

S��" � B�$D '�$8�<'

!�"�� dimHEa$�' 4 8 ��� ���� a � $ �!�'�

�������

������ ,�� ��� �������&��� &���2�� S��" �����
	� �����������*� 
� �
	��� ���		���	��* 
�����# /�����>�&� �� 	�(�	
������� ����������� 
������

lim
r���

S��"$rei�'

	�����
 	�(�	
������� ����	�
������� 
������

lim
z��ei�

S��"$z' 4 lim
rei��ei�� j���j�c���r�

S��"$rei�'�

��� c� 
�����
������ ���	
��
�� ,���� �)������ 
������ 8�8 ��� w 4 exp$�a' � D
�����
����
� �
� dimHE$a' 4 8� ���

E$a' 4 f� � T 3 lim
z���

S��"$z' 4 exp$�a'g�

,�
��� ��		��
��� ��
����� ���		���

P ��"$�' 4

Z
T

8 � jzj�

jz � �j�
d�$�'� z � D �

<



=����
lim
z���

S��"$z' 4 exp$�a' � lim
z���

P ��"$z' 4 a�

5����� 
�� ��� ���� � 
�����
������ 
� 
� 
��)�����* 
������ /���	� �?"

lim
z���

P ��"$z' 4 a � D�$�' 4 a�

=�#�� 	������� Ea$�' � E$a'@ 	������
������ dimHEa$�' 4 8� �

%���A� ����	
��� �
� $8�8' � $8�<'� 9����� �)��
��� ��
����2�� �������� 0�
	���� ����� � ��)�
� �<" ���� 
����� �
�	���� 
�����
����#� 	��������#� ��� ��
�)�����(�� 	��*	
��� $8�<'� 0�
������ $8�<' 	�����
 �� �����	
��

lim
jIj��

�$I'

�$I �'
4 8�$8�7'

��� 
����� �#��	���
	� �
��	�
����� �	�� 	�	����� ��� I � I � $	�� �8" � �<"'� 5��
���)	
�� ������*A�� 		#��� 	&���������� 	��
��
	
���(�� �
����������

�

�����
 ��� 
������� ��� �
� ���� �
������ ���"������� ���� � �#�����

���$�
��� %&�'(� !�"�� dimHEa$�' 4 8 ��� ���� a � $ �!�'�

���� �� ���	
����
 ������������


B	����� $8�8' � $8�7' ����
 ��	
� ��(�	
������ 
������� 
�1
��� ��������
 �	
��
	
����#* ��
��	 � ��������	
� �
����
�	� �
 �

���
� ���
���	���� ������� �
������
���	
��� 
�����# 5���*���6�����# � 	���	
��� 8�7� C ��	
��(�* 	
�
��
��� 
�����
����#* �
��
 �� 1
�
 ��
��	 � 
������# 	��
��
	
���(�� �
���������
� ������ ������#� �� ��������#� 
��	
���	
����

����������� ������

C ������� < ���# �
���������� 	&�����������# �	���#� ������
�
# $
�����# <�8 �
<�:' � �������# �� ������
���	
��� �	������#� �� 	��
��
	
���(�� �
����������
� ��������#� 
������� ��� &���2�* �� ���#� 
��	
���	
� ;���� $
�����# <�< �
<�D'� 9	
��A��	� ��	
� 	
�
�� 
�	��(��� 
������� <�< � <�D� 0��)�����#� �	
����
��
����#� ������
�
# 	�)���# � ������� 7� ,�����# <�< � <�D �������# 	 
���(��

������ �����
�� �	
������ 0�E� F������� �G" � �������� : � D 	��
��
	
������
,���� � ������� D �)	�����
	� ����
��#� �)�)(���� 
����� <�8 � <�:�

 ���
������ � ���
!����

8� 9
��
��� �
� �#A��
�����
#* ��
�� F������� 
�������
 
�����
� ���
�����

����� ������
���	
�� 
�����# 8�8 $	�� �88"' � �)�)(�
� 
������ 8�8 $	�� �:"'� ,����
����#* 
����� )#� �	
�������� � 	
�
�� �8 " 
�� �		��������� ���������	��� &����
2�*� ������#� �� Rn��

� � �� ����(�� ������#� ��������#� 
������� 
��
� �	����
<� H��*	
�� $8�7' ����� ��		��
����
� ��� ����
�
����
���#* ������
 ���	�

	���	���� ����
������ 	��*	
�� $8�8'� 
�1
��� ������ ��		������� ��� 	����
����
�#� � ������� ��� ����
 	����#* �����
�� $	�� �D"'� ,�� ��� 
������	��� ��
���

7




�� �������� 	��*	
�� $8�8' )���� 	
�����
�#� 
� � ������*A�� 	����
����#� ���#
��		��
�����
	� � 
����� ��������

7� �	�� ��		��
�������� ���� � 	���������� 
� �����	
�� dimHEa$�' 4 8 
���
������� ��� a 4  � 
�� ��� D� 4  
��
� ������ H����* a 4 !� �)#��� 
����
	�����
 �� ����	
�#� ������
�
��� 
�1
��� �	������ �������� )���
 	�	����
�����
�� �����	
��� Ea$�' 
�� a � $ �!�'�

:� C ������*A��� �	�� � � 
�����
������ ���� �� Rn� 
� 	����* �$Rn' 4 !�
�� �	������
	��

� 	
������ 
���������

��	
� jEj �)�������
 ���� /�)��� �����	
�� E � Rn� ��� x � Rn � h �  �����	
��

Qh$x' 4 f� � Rn 3 jxj � �jj � h�<� j 4 8� <� � � � � ng

�����
 ��) 	 2��
��� x � �����* ��)�� h �  � H����� Qh )���
 �	
�������
�	� ���
��)�� 2��
� ��
����� �� ����� �����

��	
� � � ��(�	
������ )������	��� ���� �� Rn� ����������� ���# � � 
����
x �
�������
	� �����	
���

D�$x' 4 lim
x�Qh� h��

�$Qh'

jQhj


�� �	������ �
� �������#* 
����� 	�(�	
���
� �������

Ea$�' 4 fx � Rn 3 D�$x' 4 ag�

��� �
�����
���� ����

6�)# Qh$x' � Qh$x�' ���#���
	� ���������� �	�� jxp � x�pj 4 h ����� ��� ������
�����	� p � xj 4 x�j 
�� j �4 p�

�"�
�


��
� ������
������ ���� � �� Rn ���#���
	� �����
�����$� �	��

lim
h��

�$Q'

�$Q�'
4 8�

��� Q � Q� � 
���������#� 	�	����� ��)# 	 �����* ��)�� h�

����#* ������
�
 � ��
�	���	
����#* ������ 	���	
��� 8�7 � 	����� ��	�������
��(�	
����#� 
�������#��

�
��
�� ��� 
������� ��� �
� � � ���"������� �����
������ ���� �� Rn� !�	
"�� dimHEa$�' 4 n ��� ���� a � � �!�"�

9	�����* 
������	��* �����
 � ������
���	
�� 	&�������������* 
�����# �
	��
��
	
���(�� �
��������� � ��������#� 
������� ��� &���2�* �� ������ �����
��&����	���� �����	
�� ;���� Blog

� $Rn��
� '� �� �
��������� Blog

� $Rn��
� ' 	�	
��
 ��

���������	��� &���2�* u 3 Rn��
� � $ �!�' 
����� �
�

lim
t���

sup
��y�t

yjr logu$x� y'j 4  �

:



�
��
�� ��� )�����
��� ������* u � Blog
� $Rn��

� ' � ��# Q� � R
n� 
������� ���

�
�

lim
y���

u$�� y' 4  ��� ���
� ���� � � Q��$<�8'

� 
�� �

lim
y���

u$��� y' 4 !� ��� ����
���$ 
���� �� � Q��$<�<'

!�"�� ��� �� ��"� ����� a � $ �!�' ����� dimHE$a' 4 n� "��

E$a' 4 fx � Q� 3 lim
y���

u$x� y' 4 ag�

C ������ ������� )���
 
�������� �
� 
������ <�8 	�����
 �� 
�����# <�<� 5��
����
���	
�� 
�����# <�< �
������ �� ������� :�

0�
������ �
� ���������	��� 
���������� $��
����� ���		���' ���# � �����
�
	� �� 
���
��	
���	
�� Rn��

� 	 
���(�� �����	
��

P ��"$x� y' 4 cn

Z
Rn

y

$kx� tk� ! y�'
n��
�

d�$t'� x � Rn� y �  �

��� cn � 
�����
������ ������������� ���	
��
��
,���� ��� 
�
��)��
	� �
�	���� 	�	����
����#� ���� 
��������� � 	
�
�� �D"�
�� �
��������� ���������* ����)�������* &���2��* ���#���
	� ���)#���(��

������������ &���2�� 	 3 $ �!�' � $ �!�' 
����� �
� ��	
��� 	$t'�t��� �)#���


�� ����
���� 
 �  � ������
������ ���� � �� Rn ���#���
	� 	�	����
�����*�
�	�� 	�(�	
���
 
�����
������ ���	
��
� C 
����� �
����� �$Q'

�$Q�'
� 8

���� � C	
�
jQj�	n

�
��� �	�� 
�� 	�	����� ��)�� Q�Q� � R

n�

�
��
�� ��� $�D"' )�����
��� �������* ���� �
�����* ���� � �� Rn � ��"����	
��* ����#�������* ������* 	 
���*� �
� 	$ !' 4  � 
��
� u �#�������
 "����	
�������� ������ ���� ���� �� !�"�� �����*+�� ���$�
�� �����������,

� �����
�� 		�����
�����$ ����$-$<�7'

c�+��
���
 ���� �
������ ����
��
� C �  
����� �
�

y

����ru$x� y'u$x� y'

���� � C	$y' ��� ���� 
���� $x� y' � Rn��
� �

$<�:'

�������

����� 
�����# <�8� +�&��	����� a � $ �!�' � 	���������� 	���
��
������ ���� � �� Rn� ��		��
��� �	
�����
������ ��
���#���� &���2��
f 3 � �!�'� $ �!�' 
����� �
� f

��
����� 4 8 � f$r' 4 exp$Cf $8�r'' 
�� r 	 8� ��� Cf

D



� 
�����
������ ���	
��
�� ��	
� � 4 F�� ��� F $x' 4 f$kxk' ��� x � Rn� 9
���

��� �
� �$Qh$ '' � A$n' exp$Bh' ��� ����
��#� 
�����
����#� ���	
��
 A$n' �
B� ,���� �)������ �#)���� ��	
�
���� )���A�� ���	
��
� Cf � ����� �$Rn' � !��
,���� �
��
��� �
� ���� � �����
	� 	����
�����*� H������
������ � 	��� ����# :
�� �I" ���� � �����
	� 	�	����
�����* ��� ����
���* ���������* ����)�������*
&���2�� 	 	� 	��*	
��� 	$ !' 4  � ��1
��� 
������ <�7 �����
����
� �
� ��
��
���� ���		��� u 4 P ��" 
���������
 �����	
�� Blog

� $Rn��
� '�

5����� ��&��	����� ��) Q� � Rn 
���*� �
� F jQ� 4 8� ,�� ��� ���� � 	���������
� 
�����
������ 
� 	��*	
�� $<�8' � $<�<' ����
 ��	
�� ��		��
��� �����	
��

E$a' 4 fx � Q� 3 lim
y���

u$x� y' 4 ag�

,�� ��� E
$a' 
Q� 4 E�$a' 
Q�� 
� � 	��� 
�����# <�< ��	
�
���� 
�����
�� �
�

E
$a' 
Q� � E$a'�$<�D'

=
��� 
�	
� x� � E$a'� ��		��
��� ��) Q 4 Qh$�' 
���*� �
� x� � Q� ��������
&������ E���� � 
��� &���2�* y � u$x� y' �� �����	
�� Q � $ � h' � �	
������
	��*	
�� $<�:'� 
������������$Q'�

Z
Q

u$x� h' dx

���� � C$n'	$h'u$�� h'jQj

$��
��� 	��
��
	
���(��� ��		������� 
�������# � �D"'� 5����� 
�� ��� x� � Q� 
�
�	����� $<�:' �����
����
� �
�

j log u$x� h'� log$x�� h'j � C$n'	$h'

��� �	�� x � Q� ,���� �)������

lim
h��

�$Qh'

jQhju$x�� h'
4 8�

��� 
����� �#��	���
	� �
��	�
����� �	�� ��)�� Qh 
����� �
� x� � Qh� =�#�� 	���
����� ��������� $<�D' ����
 ��	
�� 9
��
��� �
� ���������� �#A� ������
���	
��
	��*	
�� $<�D' �	
��
	� � 	��� 
�� a 4 !� � 
�� a 4  �

0�����2� ��		��
��� 	����* a 4 !�� �	
������ �������#� �#A� �)����������
��	������ � � 	���������� 	����
������ ���� �� Rn� 
�� ��� ����A� ����	
���
�$E' 4  � �	�� dimH$E' � n� H �����* 	
����#� �$E$!�'' 4 �$Q�' �  � 
�� ��� �
� 
�����
������ 	���������� ����� ,���� �)������ dimH$E$!�'' 4 n� 9	
��
	�
��	
�������
�	� ���������� $<�D' ��� a 4 !�� �

 ���
������

��		�������� �	
����������� 
�� ������
���	
�� 	��*	
�� $<�D'� 
����#���
� �
�

lim
y���

P ��"$x� y' 4 a � D�$x' 4 a

I



��� �	�� a � � �!�"� �	�� � � �������� 	����
������ ���� �� Rn� B
��������� 
��
���� 
�
� ���#���
 �)��
�#�� 
�������� J�
�� 0�
������ �
� � 	��� 
��)�����*

�����# ������ �87" 
�� a � � �!�' ����
 ��	
� )���� 	��)�� ��
����2��

lim
y���

P ��"$x� y' 4 a � Dsym�$x' 4 a�

�	�� � � �������� 
�����
������ ���� �� Rn� +��	�

Dsym�$x' 4 lim
h��

�$Qh$x''

jQhj

$	����
������ 
���������� � 
���� x � R
n'� H �����* 	
����#� ����� �87" 
��

	
���� 
�����
������ ���� � 
����� �
� limy��� P ��"$x� y' 4 !�� �� Dsym�$ ' ��
	�(�	
���
�

��� �	���
� ����

�"�
�


��
� C�(�	
������ )������	��� ���� � �� Rn ���#���
	� "�����$� �	��

lim
h��

�$Q'� �$Q�'

jQj
4  �

��� Q � Q� � 
���������#� 	�	����� ��)# 	 �����* ��)�� h� 5�� ������� ��� 
����
�	
������
	� 
����� -���#� ���# +�������. $	�� �7"� �D"'�

K����� 
�����# 5���*��L6�����# ��� ���� ������#� �� Rn� ����
 	�����(�*
����

�
��
�� ��# 
��
� � � ���� �
������ ���"������� "������ ���� �� Rn� !�"��
dimHEa$�' 4 n ��� ���� a � � �!�"�

E������ ����� 	��
��
	
���
 ����� 
��	
���	
�� ;���� B�$R
n��
� '� ��
���� 	��

	
��
 �� ���������	��� &���2�* u 3 Rn��
� � R 
����� �
�

lim
t���

sup
��y�t

yjru$x� y'j 4  �

�
��
�� ��$ )�����
��� ���� �
�����* ������* u � B�$R
n��
� ' � ��# Q� � R

n�

������� ��� �
�

lim
y���

u$�� y' 4  ��� ���
� ���� � � Q��$<�I'

� 
�� �

lim
y���

u$��� y' 4 !� ��� ����
���$ 
���� �� � Q��$<�M'

!�"�� ��� �� ��"� ����� a � $ �!�' ����� dimHE$a' 4 n� "��

E$a' 4 fx � Q� 3 lim
y���

u$x� y' 4 ag�

M



C#����� 
������ <�: �� 
�����# <�D�
�������

����� 
�����# <�:� ��	
� a � $ �!�' � � � 
�����
������ 	��������
��� ������� ���� �� Rn� +�&��	����� ��) Q� � R

n 
���*� �
� �$Q�' �  � ��	�
	��
��� �	
�����
������ ���� � 4 f�� ��� f � ���
��2�
������ C��&���2�� 	
���
��
�#� ��	�
���� 
����� �
� f jQ� 4 8� ,�� ��� � �����
	� �������* ������*
����*� 
� ��
����� ���		��� u 4 P ��" 
���������
 
��	
���	
�� B�$R

n��
� ' $� �I"


�������� �
� ������ ��
����2�� 	�����
 �� ������
�
�� 	
�
�� �D"'� 5����� 	��*�
	
�� $<�I' � $<�M' ����
 ��	
�� 
�� ��� � � 	���������� 
�����
������ ���� �
�$Q�' �  � ,���� �)������ 	 
���(�� 
�����# <�D 
������� �����	
�� E$a' 
��
���� �
� dimHE$a' 4 n� C 	��� 
���������� < �� �I" ����� E
$a' 
 Q� � E$a' 
��
a � � �!�"� ,�� ��� E
$a'
Q� 4 E�$a'
Q�� 
� ������
����� ����� dimHE�$a' 4 n�

��	������ � �
�����
������ 	���������� ������� ���� �� Rn� 
� �$E' 4  � �	��
dimH$E' � n $	�� �G"� ��� 
������# )���� 
���#� ������	
����#� ������
�
#'� H���
����
������ ��� � ������
���	
�� 
�����# <�8� 
�� a 4 !� ����� ��	
�������
�	�
	��*	
��� E
$!�' 
Q� � E$!�'� �

9	
��A��	� ��	
� ��	
��(�* 	
�
�� 
�	��(��� ������
���	
��� 
����� <�< �
<�D�

� �
������������� 
���������

%�����&��!
���
 &������ '
���

��	
� Q 4 Qh � Rn� 9)������� bQ 4 Q� $ � h" � R
n��
� � �	�� xQ � 2��
� ��)� Q� 
�

�)������� zQ 4 $xQ� h'� 5�� ���������	��* &���2�� u 3 Rn��
� � $ �!�' 
������

kukBlog� bQ� 4 supfyjr logu$x� y'j 3 $x� y' � bQg�
������ ����� 	�����
 �� �
��������� �������# kukBlog� bQ� � 	��*	
� 1�	
����2��

�����* &���2���

%
��� ��� )�����
��� ��# Q 4 Qh � R
n� 
������� ��� �
� kukBlog� bQ� � 8�

!�"�� ��+��
���
 ����
��
� C	��$n' 
����� �
����� u$z'u$z�'
� 8

���� � C	��$n'kukBlog�bQ�

��� ���� z� z� � Q� �h�<� h"�

��	
� Q 4 Qh � Rn � k � N� H
�����
��� ���)����� ��)� Q �� <kn 
�
����
���N���
�#� ��)�� 	 �����* ��)�� <�kh )���� ���#��
� �������	��� 
��������� 	
������� k� 5������	��� ���)����� ��)� Q� 1
� ��)�� �	�� �������	��� 
�������*�

%
��� ��� .���������� ��# Q 4 Qh � R
n � ������
��� �"� ����������� ���#�	

����� 
��
� ��#�� F 4 fPg ���
��
 �� ������� ����������*+���� �����������
��#�� P � Q � ������
�����
 ������*X

P�F

jP j 4 jQj�

?




������� ��� �
� ���� �
������ ������� u "��������� �� Rn��
� � � 
�� �

u$z'

u$z�'
� : ��� ���� z� z� � E� "�� E 4 bQ n �

P�F

bP �
!�"�� ��+��
���
 ���� �
������ ����
��
� C	��$n' 
����� �
������8�X

P�F

u$zP 'jP j

u$zQ'jQj

����� � C	��$n'kukBlog� bQ��

�������

������ ��	
� �$P ' �)�������
 ����� ��)�� ��)� P � �������

Fk 4 fP � F 3 �$P ' 	 <�khg

$��)# �� 
���#� k 
�������* �������	���� ���)����� ��)� Qh'� �	�� k ��	
�
����
������� 
� X

P�FnFk

u$zP 'jP j

u$zQ'jQj
� kukBlog� bQ��

+�&��	����� 
���� k� 5�)���� � 	���*	
�� Fk �	� �������	��� ��)# 	 �����* ���
)�� <�k��h� 	������(��	� � �����	
��

S
P�FnFk

P � ���������� �������� 	���*	
��

�)������� F�� 9
��
��� �
�
P

P�F�
jP j 4 jQj�

������� E� 4 bQ n
S

P�F�

bP � =���� E� � E@ � ��	
��	
�� �	�� P � F� n Fk� 
�
zP � E� H������
������X

P�F�nFk

u$zP 'jP j

u$zQ'jQj
� :

X
P�FnFk

u$zP 'jP j

u$zQ'jQj
� :kukBlog� bQ��

,���� �)������ �� ������ �)(��	
�� ����� 
���
�����
�� �
� 	���*	
�� F ���
������

�������� &������ E���� � 
��� &���2�* y � u$x� y' �� �����	
�� E� 
�������Z

E

y
nu dO 4

Z

E

u
ny dO 4

Z
Qh

u$x� h' dx�
X
F

Z
P

u$x� �$P '' dx�

��� dO �)�������
 	��
��
	
���(�� 
�������	
��� ���� �� 
E� �������� 
�����
� ����� ��	
� ������� �����	
�� �� jQju$zQ' � �2���� 	��
��
	
���(�� 	������#��

,�� ��� O$
E' � C$n'jQj� 
�Z

E

y
j
nuj

jQju$zQ'
dO �

:

jQj

Z

E

y
j
nuj

u
dO � C$n'kukBlog� bQ��

5����� ����� 7�8 �����
����
� �
�����8 � Z
Qh

u$x� h' dx

jQju$zQ'

���� � C$n'kukBlog� bQ��

� 
���� �����X
F

jP ju$zP '�
X
F

Z
P

u$x� �$P '' dx

����� � C$n'kukBlog� bQ�

X
F

jP ju$zP '

G



�� 	������
�����������X
F

jP ju$zP '

jQju$zQ'
�
X
F

R
P
u$x� �$P '' dx

jQju$zQ'

����� � :C$n'kukBlog� bQ��

C�	
��������A�	� 	������#�� �2������� 
������� �	����� �������	
��� �

(������!
���
 &������ '
���

��	
� Q 4 Qh � Rn� 5�� ���������	��* &���2�� u 3 Rn��
� � R 
������

kukB� bQ� 4 supfyjru$x� y'j 3 $x� y' � bQg�
6�� � ������&����	��� 	������ 
����� ����� 	�����
 ��
�	���	
����� �� �
���

������� �������# kukB�bQ��

%
��� ��� )�����
��� ��# Q 4 Qh � Rn� 
������� ��� �
� kukB� bQ� ��� !�"��

��+��
���
 ����
��
� C	�	$n' 
����� �
�

ju$z'� u$z�'j � C	�	$n'kukB� bQ�

��� ���� z� z� � Q� �h�<� h"�

%
��� ��# .���������� ��# Q � Rn� )�����
��� ��#�� F 4 fPg� ��
���$ ��	
�
��
 �� ������� ����������*+���� ����������� ��#�� P � Q � ������
�����

������* X

P�F

jP j 4 jQj�


������� ��� �
� ������� u "��������� �� Rn��
� � �"�������� �� bQ n

S
P�F

bP �
!�"�� ��+��
���
 ���� �
������ ����
��
� C	�
$n' 
����� �
������X

P�F

$u$zQ' � u$zP ''
jP j

jQj

����� � C	�
$n'kukB� bQ��

�������

������ �������� &������ E���� � 
��� &���2�* y � u$x� y'� 
�������
��		������� 
� �������� 	 ������
���	
��� ����# 7�< $	�� �8 "'� �

���� ��
��� �
� ����
������ "� )������&�

%
��� ��$ $%����&��� �M"� F������ �G"' .���������� ����
��
�  � 
 � C � 8�

��
� �� ��� ����$�
�� Aj� j � N� ���
��
 �� ������� ����������*+���� ��#��
� Rn� 
������� ��� �
� ��������� �����*+�� ��� ��������
$i' /�� �� ��"� ��#� Q 4 Qh � Aj� j 	 <� ��+��
���
 ��# R 4 RH � Aj�� 
���$�
�
� Q � R- ��� 0
�� h � 
H�
$ii' ���� R � Aj��� 
� X

Q�Aj� Q�R

jQj 	 CjRj�

!�"��

dimH

��	
j

�
Q�Aj

Q


A 	 n

�
8 �

logC

log 


�
�

8 



� ����������
��� ���
��� ���

��		������� )���
 �#
�����# 	 
���(�� �����2�����* ���	
���2��� � �	���� ���

���* ����
 	�����(�� ������

%
��� #�� )�����
��� ��# Q � R
n � "�����������* ������* u 3 Rn��

� � $ �!�'

���*� �
�

lim
y���

u$�� y' 4  ��� ���
� ���� � � Q�

.���������� ����� 
 � $ � 8�: ' � a � $ �!�'� 
������� ��� �
� ��� � �  �
k � N� k 	 <� ��������� �������

kukBlog� bQ� � ��$:�8'

a � u$zQ' � a$8 ! <�k'�$:�<'

log�$8 ! C	���' log�
8



� log�$8 ! <�k��'�$:�7'

$C	�� ! C	��'� � <�k���$:�:'

"�� C	�� � C	�� � ����
��
� �� ���� '�& � '�1 ���
��
�
������
!�"�� ��+��
���
 �������$ ��#�� A 4 fPg� ���
��+�$ �� ������� ��������	

��*+���� ��#�� P � Q� �#����*+�� �����*+��� ���$�
����,X
P�A

jP j 	 jQj�: �$:�D'

jP j � 
njQj�$:�I'

a � u$zP ' � a$8 ! <�k'�$:�M'

�������

������ =	���#� 1�����
# 	���*	
�� A )���
 �#)���# �� �������	����
���)����� ��)� Q� H��
��
	
���(�� 
��2����� ���)�� ���)�
� �� ��� A����
2�" &� ��		��
��� 	���*	
�� E� 	�	
��(�� �� ���	������#� �������	��� ��)��

R � Q 
����� �
�

��)� u$zR' 	 a$8 ! <�k��'� ��)� u$zR' � a$8� <�k'�$:�?'

0�
������ �
� limy��� u$�� y' 4  ��� 
��
� �	�� � � Q� ,���� �)������ � 	���

����# 7�8 ��� 
��
� �����* 
���� � � Q 	�(�	
���
 �������	��* ��) eR � Q

���*� �
� � � eR � u$z

eR' � a$8� <�k'� H������
������X
R�E

jRj 4 jQj�$:�G'

88



��	
� R � E� R � R� � Q � R �4 R�� ��� R� � �������	��* ��)� �� 
�	
������
R� �� �)�����
 	��*	
��� $:�?'� 	������
������ ����� 7�8 � 	��*	
�� $:�:' �����
��
���
� �
�

u$z' � a$8 ! <�k��'$8 ! C	���' � a$8 ! <�k��'�

u$z' 	 a$8� <�k'$8� C	���' � a$8� <�k��'

��� �	�� z � R� � �h��<� h�"� ��� h� � ����� ��)�� ��)� R�� ,���� �)������

u$z'

u$z�'
� : ��� �	�� z� z� � bQ n �

R�E

bR�
9
������ �
��
��� �
�

u$zR' � a$8 ! <�k��'�$:�8 '

�������� ����� 7�< � 	���*	
�� E� ����������8 �X
R�E

u$zR'jRj

u$zQ'jQj

����� � C	����

C ��	
��	
�� X
R�E

u$zR'jRj

ajQj
� 8 � C	����$:�88'

,�
��� ��		��
��� 	���*	
�� E� 4 fR � E 3 u$zR' 	 a$8 ! <�k��'g� H ����*
	
����#� �	�� R � E� � E� 
� ����
 ��	
� �2���� $:�8 '� H �����* 	
����#� �	��
�	�� R � E n E�� 
� u$zR' � a$8 � <�k'� ,���� �)������ 	 
���(�� $:�G' � $:�88'

�������

C	��� � <�k

�
8� D

X
R�E�

jRj�jQj

�
�

H������
������ � 	��� $:�:' �����X
R�E�

jRj � jQj�8 �$:�8<'

9
)��	�� �	� ��	
�
���� ���#� �������	��� ��)#� 
������� �������� 	���*	
��
E�� �)�����(�� 	��*	
��� $:�8<'�
2�" 1� 6 ������� ��)� R � E� 
������� 	�����(�� ��		�������� ��		��
���

	���*	
�� F � 	�	
��(�� �� ���	������#� �������	��� ��)�� P � R 
����� �
�

��)� u$zP ' � a$8 ! <�k'� ��)� u$zP ' 	 a$8 ! <�k�	'�

��		����� ��� �� 
����� A��� � �	
������ �������	
�� $:�:'� �����X
P�F

jP j 4 jRj@�����8 �X
P�F

u$zP 'jP j

u$zR'jRj

����� � C	���

8<



� 	��� ����# 7�<� =� 
�	������� �������	
�� � �2���� $:�8 ' 	�����
� �
�X
P�F

u$zP 'jP j

ajRj
� $8 ! C	���'$8 ! <�k��' � 8 ! 7 
 <�k���$:�87'

������� A 4 fP � F 3 u$zp' � a$8 ! <�k'g� H ����* 	
����#� 
������� ����� 7�8�
����� u$zP ' 	 a 
�� P � A� H �����* 	
����#� u$zP ' 	 a$8 ! <�k�	' 
�� P � F nA�
,���� �)������ �� $:�87' 	�����
� �
�

<�k�	 � 7 
 <�k�� � <�k�	
X
P�A

jP j�jRj�

=�#�� 	������� X
P�A

jP j � jRj�:�$:�8:'

C����� �
)��	�� �	� ��	
�
���� ���#� �������	��� ��)#� 
������� �������� 	���*�
	
�� A� �)�����(�� 	��*	
��� $:�8:'�

��������� �
� 
�	
������� 	���*	
�� A �)�����
 �	���#�� 	��*	
����� 5�*�
	
��
������ �� $:�8<' � $:�8:' 	�����
 $:�D'� H��*	
�� $:�M' �#
������ 
� 
�	
������
$	�� A�� <'� 0�����2� ����� 7�8 � �������	
�� $:�7' ���
 �2���� jRj � 
njQj� H�����
��
������ 	��*	
�� $:�I' ����
 ��	
�� �

�������

����� 
�����# <�<� +�&��	����� ��	�� 
 � $ � 8�: ' � a � $ �!�'�
������� k 4 < � ��&��	����� 	
��� ����� � 4 �� �  � �
� �#
�����# �2���� $:�7'
� $:�:'�

5����� 
� �	����� ��� ��) Q� � Rn � ���# 
���� �� �� � Q� 
����� �
�

lim
y���

u$�� y' 4  �

lim
y���

u$��� y' 4 !��

H������
������ 
�� �	�� ��	
�
���� ���#� h �  �
����� ��� ��" 	������
 
����
xa 4 xa$h' 
����� �
� u$xa� h' 4 a� C#)���� ��	
�
���� ����� ��	�� h �  � 
�������
	��*	
�� $:�8' ��� ��)� Q 4 Qh$xa' � Q�� 9
��
��� �
� u$zQ' 4 a� ,���� �)������
	��*	
�� $:�<' 
���� ����
 ��	
��

=
��� �	� �	����� ����# :�8 �#
�����#� H 
���(�� �����* ����# 
�	
����
	���*	
�� A� 4 A� 9
��
��� �
� 	��*	
�� $:�8' ���	�������� �	��� ��)��� ��
	���*	
�� A�� 5����� 	��*	
�� $:�<' ��� ��)�� �� A� � 1
� $:�M'� ,���� �)������
����� :�8 
�������� � ��)�� �� 	���*	
�� A� � 
���

��������� 
� �����2�� 
�	
������ 	���*	
� Aj� +�&��	����� 	
��� �����
�	 �  � �
� �2���� $:�7' � $:�:' ����
 ��	
� ��� k 4 7 � � 4 �	� 0�
������ �
�
u � Blog

� $Rn��
� '� H������
������ � 	��� $:�I' �������	
�� $:�8' �#
������ ��� � 4 �	�

�	�� �����	 j 4 j� ��	
�
���� ������ =
��� ������� k 4 < �� k 4 7� �� �� �	 �

������� ����� :�8 �� �	�� ��)�� �� 	���*	
� Aj� � Aj��� � 
��� 5����� �	�� �����	
j 4 j� ��	
�
���� ������ 
� ����� ������
� k 4 7 �� k 4 :� �	 �� �
 � 
�������
�

�	
������ 	 ���#�� 
�����
�����

87



�� �����2�� 
������� 	���*	
�� Aj� j � N� �)�����(�* 	��*	
���� $i' � $ii'
�� ����# 7�D 	 ���	
��
��� 
 � $ � 8�: ' � C 4 8�: � /���� 7�8 �����
����
� �
�
�	����� �����	
��

lim
y���

u$x� y' 4 a

����
 ��	
� ��� �	��

x �
	
j

�
P�Aj

P � Q��

,�� ��� 
 �  ����
 )#
� �#)���� 
���������� 	���� ������ ���#�� 
�

dimH



x � Q� 3 lim

y���
u$x� y' 4 a

�
4 n

� 	��� ����# 7�D� �

� ����������
��� ���
��� ���

%
��� $�� )�����
��� ���� �
�����* ������* u � B�$R
n��
� ' 
���*� �
�

lim
y���

u$�� y' 4  ��� ���
� ���� � � Rn�

.���������� ��# Q � R
n� ����� 
 �  � � 
�� � a � $ �!�' � ��
�������� ����� N


����� �
� a � <�N��� 3������� �������� ��� �
� ��� k � N � � �  ���������
�������

kukB� bQ� � ��$D�8'

a � u$zQ' � a! <�N�k�$D�<'

C	�	� log�
8



� <�N�k �$D�7'

$<C	�	 ! C	�
'� � <�N�k���$D�:'

"�� C	�	 � C	�
 � ����
��
� �� ���� '�' � '�4 ���
��
�
������
!�"�� ��+��
���
 �������$ ��#�� A 4 fPg� ���
��+�$ �� ������� ��������	

��*+���� ��#�� P � Q� �#����*+�� �����*+��� ���$�
����,X
P�A

jP j 	 jQj�8<�$D�D'

jP j � 
njQj�$D�I'

a � u$zP ' � a! <�N�k�$D�M'

8:



�������

������ ��	
������ 	���*	
�� A ����)�>�� �� ��� A����
2�" &� ��		��
��� 	���*	
�� E� 	�	
��(�� �� ���	������#� �������	��� ��)��

R � Q 
����� �
�
ju$zR'� aj 	 <�N�k���

H ����* 	
����#� � 	��� �	����� $D�<' ����� u$zQ' 	 a � <�N��� H �����* 	
����#�
limy��� u$�� y' 4  ��� 
��
� �	�� � � Rn� H������
������X

R�E

jRj 4 jQj�$D�?'

�������� � 	���*	
�� E ����� 7�:� ����������X
R�E

$u$zR'� u$zQ''
jRj

jQj

����� � C	�
��

C ��	
��	
�� X
R�E

$u$zR'� a'
jRj

jQj
� �C	�
��$D�G'

��		��
��� 	���*	
�� E� 4 fR � E 3 u$zR'� a 	 <�N�k��g� ��	
� R � E�� 
����
�� 	��*	
�� ���	�������	
� � ����# 7�7 	�����
� �
�

u$zR'� a � <�N�k�� ! C	�	��$D�8 '

5����� �	�� R � E n E�� 
� u$zR' � a � <�N�k��� ,���� �)������ 	 
���(�� $D�?' �
$D�G' 
�������

$C	�	 ! C	�
'� � <�N�k��

�
8� <

X
R�E�

jRj�jQj

�
�

H������
������ � 	��� $D�:' �����X
R�E�

jRj � jQj�7�$D�88'

9
)��	�� �	� ��	
�
���� ���#� �������	��� ��)#� 
������� �������� 	���*	
��
E�� �)�����(�� 	��*	
��� $D�88'�
2�" 1� 6 ������� ��)� R � E� 
������� 	�����(�� ��		�������� ��		��
���

	���*	
�� F � 	�	
��(�� �� ���	������#� �������	��� ��)�� P � R 
����� �
�

ju$zP '� a� <�N�k��j 	 <�N�k$D�8<'

6�� �� 
����� A���� ����� X
P�F

jP j 4 jRj@�����X
P�F

$u$zP '� u$zR''
jP j

jRj

����� � C	�
��

8D



C 	��� $D�8 ' �� 
�	������� �������	
�� 	�����
� �
�X
P�F

$u$zP '� a� <�N�k��'
jP j

jRj
� $C	�	 ! C	�
'��

������� A 4 fP � F 3 u$zp' � a! <�N�kg� �������� ����� 7�7 
�������

<�N�k

�
8� <

X
P�A

jP j�jRj

�
� $<C	�	 ! C	�
'��

H������
������ � 	��� $D�:' �����X
P�A

jP j � jRj�:�$D�87'

+����A��
	� ��		������� 
� �������� 	 ������&����	��� 	������� �

�������

����� 
�����# <�D� +�&��	����� ��	�� 
 � $ � 8�8<'� a � $ �!�'� �

���� N � N 
����� �
� a � <�N��� ������� k 4 8 � ��&��	����� 	
��� �����
� �  � �
� �#
�����# �2���� $D�7' � $D�:'�

,�
���� ������� ����� :�8 �� ����� D�8� ����� 
���
���	�� ��	����� 
��
���
�
��		�������� �	
����������� 
�� ������
���	
�� 
�����# <�<� �

*��
+!��

��	
 ����
������

8� =�������#� �#A� ��		������� ����� 
��
���
� � ��	������ )���� �)(�� 	��

��2���� C ��	
��	
�� ��� ��(�	
����#� ������� ��� � ����
 ��	
� 	�����(��

������� ��
���� � �
���������� 	�#	�� 
����#���
� �
� �����	
�� �������* 
���
�������* D� �� ����
 ������

�
��
�� $�� )�����
��� ��+��
�����* "�����* ���� � �� Rn � ��# Q � Rn�

��
� �� � A� � A� � !� �

F� 4 fx � Q 3 D�$x' � ���� A�"g�

F� 4 fx � Q 3 D�$x' � �A��!�"g�


������� ��� �
� F� �4 �� F� �4 � � jF�j! jF�j 4 jQj� !�"��

dimHfx � Q 3 D�$x' 4 ag 4 n

��� ���� a � $A�� A�'�

,�� ��� 	����
����#� ���# 
� �
��������� 
�����
����#� 
� � ����������*

������ � 	����
����#� ����� 
���
������
	�� �
�  � A� � A� � !��

<� C �
��������� 
���������* ����� ������
� ��)# Qh �� )���� A������ ��)��#
�����	
�� 0�
������ 
������

D�$x' 4 lim
x�Q� jQj��

�$Q'

jQj
�

��� Q � 
����������� ���(���� 	
�����
���� ��)� Qh� ,�����# <�8� <�: � D�<
�	
��
	� � 	���� �	�� ������
� D� �� D��

8I



����
���
�

�8" A�B� Aleksandrov� J�M� Anderson and A� Nicolau� Inner functions� Bloch spaces and
symmetric measures� Proc� London Math� Soc� ,- $8GGG'� no� <� 78?L7D<�

�<" C�J� Bishop� Bounded functions in the little Bloch space� PaciYc J� Math� �#� $8GG '�
no� <� < GL<<D�

�7" J�J� Carmona and J�J� Donaire� The converse of Fatou5s theorem for Zygmund mea	
sures� PaciYc J� Math� �-� $8GGG'� no� <� < ML<<<�

�:" J�J� Donaire� Radial behaviour of inner functions in B�� J� London Math� Soc� $<' .�
$<  8'� no� 8� 8:8L8D?�

�D" E� Doubtsov and A� Nicolau� Symmetric and Zygmund measures in several variables�
Ann� Inst� Fourier $Grenoble' $� $<  <'� no� 8� 8D7L8MM�

�I" ��H� 5�)2��� 6#��
��� 
������ 7�
� ��� "������ ���� +�
�	�� ����� 	�����
�9F= ��$ $<  :'� G LGD�

�M" G�J� Hungerford� Boundaries of smooth sets and singular sets of Blaschke products
in the little Bloch class� Thesis� California Institute of Technology� Pasadena� 8G??�

�?" L�H� Loomis� The converse of the Fatou theorem for positive harmonic functions�
Trans� Amer� Math� Soc� $� $8G:7'� <7GL<D �

�G" 0�E� F������� 8����
���
��� ��
��� � 
����� ���������� �
�#�� ���$�
K���)�� � ������ � $8G?G'� no� 8� 7LDG�

�8 " A� Nicolau� Radial behaviour of harmonic Bloch functions and their area function�
Indiana Univ� Math� J� #/ $8GGG'� no� :� 8<87L8<7I�

�88" M�D� OwNeill� Random walk and boundary behavior of functions in the disk� Houston
J� Math� �$ $8GGG'� no� <� 7MGL7?I�

�8<" S� Rohde� On functions in the little Bloch space and inner functions� Trans� Amer�
Math� Soc� �#/ $8GGI'� no� M� <D8GL<D78�

�87" W� Rudin� Tauberian theorems for positive harmonic functions� Nederl� Akad� Weten�
sch� Indag� Math� #0 $8GM?'� no� 7� 7MIL7?:�

�9F= �K0� J��
���� <M� H����
��)��� 8G8 <7
E	mail3 dubtsov|pdmi�ras�ru

8M


