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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû

Ñïëàéíû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

çàäà÷. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðâûì óïîìèíàíèåì î ñïëàéíå êàê î ãëàäêîé, êóñî÷íî-

çàäàííîé ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ Èñààêà Ø¼íáåðãà 1946 ãîäà, â êîòîðîé áûë

ââåä¼í òåðìèí B-ñïëàéí. Â 50-õ � 70-õ ãîäàõ ïðîèñõîäèëî áóðíîå ðàçâèòèå òåî-

ðèè ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèè. Ðàáîòàÿ â àâòîìîáèëüíîé ïðîìûøëåííîñòè çíà-

÷èòåëüíûé âêëàä âíåñëè Ïîëü äå Êàñòåëüæî, ðàçðàáîòàâøèé âî âðåìÿ ðàáîòû â

Ñèòðîåí â 1959 ãîäó àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ è äåëåíèÿ êðèâîé Áåçüå, Ïüåð Áåçüå,

ðàáîòàâøèé â Ðåíî, Ãàðåòò Áèðêãîôô, Êàðë äå Áîð è Ïîë Ãàðàáåäèàí â Äæåíå-

ðàë Ìîòîðñ. Âñåì èçâåñòíû ìîíîãðàôèè Àëáåðãà Äæ., Íèëñîíà Ý., Óîëøà Äæ.,

Çàâüÿëîâà Þ.Ñ., Êâàñîâà Á.È., Ìèðîøíè÷åíêî Â.Ë., Ñòå÷êèíà Ñ.Á., Ñóááîòèíà

Þ.Í. Áîëüøîé âêëàä âíåñëè Ìèõëèí Ñ.Ã., Ìàëîçåìîâ Â.Í., Äåìüÿíîâè÷ Þ.Ê.

è äðóãèå ìàòåìàòèêè. Êâàñîâûì Á.È. ðàññìîòðåíà èçîãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-

ïîëÿöèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ôîðìû èñõîäíûõ

êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé.

Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû ïðåäëîæåíû ïðîôåñ-

ñîðîì Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà Êèðååâûì Â.È. Ïðåäëîæåííûå èì

ïàðàáîëè÷åñêèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñïëàéíû îêàçàëèñü óäîáíûì ñðåä-

ñòâîì äëÿ ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì.

Ïðåäñòàâèëîñü öåëåñîîáðàçíûì ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, à òàêæå ïîñòðîèòü

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñïëàéíû ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëü-

íûõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñïëàéíîâûõ àïïðîêñè-

ìàöèé ôóíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòåé àï-

ïðîêñèìàöèé, ñîñòàâëåíèå è îòëàäêà ïðîãðàìì íà ÿçûêå MAPLE äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, è âèçóàëèçàöèè ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæå-

íèé.
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Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ëîêàëüíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ öåíòðàëüíûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ àï-

ïðîêñèìàöèþ ïÿòîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñè-

ìàöèè ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ.

2. Ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ëîêàëüíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ëåâîñòîðîííèõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ

àïïðîêñèìàöèþ ïÿòîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòåé àïïðîê-

ñèìàöèè ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ.

3. Ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïðè-

áëèæåíèé ôóíêöèé ñ ïðèìåíåíèåì áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ïÿòîãî ïîðÿäêà

ïåðâîé âûñîòû, ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé

ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ.

4. Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ïðè-

ìåíåíèåì ïîñòðîåííûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ.

5. Ñîñòàâëåíèå ïðîãðàìì è ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, à òàêæå

âèçóàëèçàöèè ïðèáëèæåíèé è ïîãðåøíîñòåé ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé îäíîé

ïåðåìåííîé.

6. Ïîñòðîåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðå-

ìåííûõ, ðàçðûâíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé ñïëàéíàìè äâóõ ïåðåìåííûõ,

à òàêæå íåïðåðûâíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñïëàé-

íàìè äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åíèå îöåíîê ïîãðåøíîñòåé, ïðîâåäåíèå ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ ïî-

ãðåøíîñòåé ïðèáëèæåíèé.

7. Ïîñòðîåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé öåíòðàëü-

íûìè è ëåâîñòîðîííèìè ïîëèíîìèàëüíûìè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ñïëàé-

íàìè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïðîâåäåíèå

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñðàâíåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ è òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ïðèáëèæåíèé, ðàçðàáîòêà ïðîãðàìì äëÿ âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ.

4



Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ëåâîñòîðîííèå è öåíòðàëüíûå ïîëèíîìèàëüíûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå áà-

çèñíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñïëàéíû ïåðâîé âûñîòû, îáåñïå÷èâà-

þùèå ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ïÿòîãî ïîðÿäêà è ñîõðàíÿþùèå êîëè-

÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà (ïëîùàäè è îáúåìû). Ïðèáëè-

æåíèÿ ôóíêöèé ñòðîÿòñÿ îòäåëüíî íà êàæäîì ñåòî÷íîì èíòåðâàëå. Äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è å¼ ïåðâîé

ïðîèçâîäíîé â óçëàõ ñåòêè, à òàêæå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèè ïî

ñåòî÷íûì èíòåðâàëàì.

2. Òåîðåìû îá îöåíêàõ ïîãðåøíîñòåé ñïëàéíîâûõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé è

èõ ïåðâûõ äâóõ ïðîèçâîäíûõ íà îòäåëüíîì ñåòî÷íîì ïðîìåæóòêå è íà

âñåì ïðîìåæóòêå [a, b].

3. Ïðèìåíåíèå ïîñòðîåííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñïëàéíîâ ïÿòîãî

ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëè-

æåíèÿ.

4. Äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè ñïëàéíàìè ïÿòîãî ïîðÿäêà ïåðâîé âûñîòû è îöåíêà ïî-

ãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

5. Áàçèñíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñïëàéíû ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåí-

íûõ, îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâ-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ íà îñíîâå ýòèõ áàçèñíûõ

ñïëàéíîâ, îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

6. Ïðèáëèæåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè è òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ òåí-

çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â ðàáîòå ïîñòðîåíû ëîêàëüíûå ïîëèíîìèàëüíûå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå áà-

çèñíûå ñïëàéíû, òàêèå, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ è ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåíèå äà-

þò îäèíàêîâûå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà (ïëîùàäè è îáú-

åìû). Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè çíà-
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÷åíèé ôóíêöèè, åå ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ ñåòêè, èíòåãðàëàì ïî ñåòî÷íûì èíòåð-

âàëàì è ïðåäëàãàåìûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìà-

öèè èìååò ïÿòûé ïîðÿäîê.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà ñîñòîèò â âûïîëíåíèè èññëåäîâàíèé, èçëîæåííûõ â

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ïîñòðåíèÿ ïðåäëîæåííûõ àï-

ïðîêñèìàöèé, ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, à òàêæå â îôîðìëåíèè ðå-

çóëüòàòîâ â âèäå ñòàòåé è íàó÷íûõ äîêëàäîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñïëàéíû äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé îäíîé è äâóõ ïåðåìåííûõ. Âïåðâûå òàêîé

ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Êèðååâûì Â.È. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àåìûì

àïïðîêñèìàöèÿì óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ êîíñåðâàòèâíîñòè, òî åñòü ñîõðàíÿòü

èíòåãðàëüíûå ñâîéñòâà àïïðîêñèìèðóåìûõ ôóíêöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîâûøàòü

êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé çà ñ÷¼ò

ñîõðàíåíèÿ ðàâåíñòâ ïëîùàäåé è îáú¼ìîâ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíê-

öèé, ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, îáðàáîòêè ÷èñëîâûõ ïîòîêîâ.

Äîêëàäû è ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèîíííîé ðàáîòû

Íà òåìó äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âûïîëíåíû ïóáëèêàöèè: [1, 2, 3, 4, 5, 6], èç

íèõ [1, 2, 3] � â èçäàíèÿõ, èíäåêñèðóåìûõ â ðåôåðàòèâíûõ áàçàõ Scopus è Web

of Science, à òàêæå íà òåìó äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàí äîêëàä [7].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, áèáëèîãðàôèè è

ïðèëîæåíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 106 ñòðàíèö. Â òåêñòå ðàáî-

òû ñîäåðæèòñÿ 16 òàáëèö è 55 ðèñóíêîâ. Â áèáëèîãðàôèè ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ

113 íàèìåíîâàíèé. Â ïðèëîæåíèè ïðèâåä¼í 1 ëèñòèíã ïðîãðàììû.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äàííûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ, çíà÷åíèé

ôóíêöèè è å¼ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â óçëàõ ñåòêè, à òàêæå çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ

îò ýòîé ôóíêöèè ïî ñåòî÷íûì èíòåðâàëàì.

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê [a, b], ãäå a è b � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Âîçüì¼ì íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî n è ïîñòðîèì ñåòêó óçëîâ {xj} ñ øàãîì h = (b−a)
n . Ïóñòü â óçëàõ

ñåòêè {xj} çàäàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u, u ∈ C5[a, b], è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé,

à òàêæå èçâåñòíû çíà÷åíèÿ
∫ xk+1

xk
u(t)dt. Ðàññìîòðèì íà êàæäîì [xk, xk+1] ïðè-

áëèæåíèå äëÿ u(x) â âèäå:

ũ(x) = u(xk)ωk,0(x) + u(xk+1)ωk+1,0(x)+

+ u′(xk)ωk,1(x) + u′(xk+1)ωk+1,1(x) +

(∫ xk+1

xk

u(t)dt

)
ω<1>
k (x), (1)

ãäå ωk,0(x), ωk+1,0(x), ωk,1(x), ωk+1,1(x), ω<1>
k (x), supp ωk,α = [xk−1, xk+1], α = 0, 1,

supp ω<1>
k = [xk, xk+1], îïðåäåëÿåì èç óñëîâèé

ũ(x) = u(x) ïðè u(x) = xi, i = 0, 1, 2, 3, 4.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì ôîðìóëû áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ïðè x ∈
[xk, xk+1]:

ωk,0(x) = (5x+ h− 5xk)(−3x+ h+ 3xk)(xk + h− x)2/h4,

ωk+1,0(x) = −(−xk + x)2(−3x+ 3xk + 2h)(−5x+ 5xk + 6h)/h4,

ω<1>
k (x) = 30(−xk + x)2(xk + h− x)2/h5,

ωk,1(x) = (−xk + x)(2h− 5x+ 5xk)(xk + h− x)2/(2h3),

ωk+1,1(x) = (−xk + x)2(−5x+ 3h+ 5xk)(xk + h− x)/(2h3).

Àïïðîêñèìàöèè âèäà (1) áóäåì íàçûâàòü öåíòðàëüíûìè.

Äîêàçàíà ëåììà îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè, à òàêæå å¼

ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ C(5)[xk, xk+1]. Òîãäà ïðè x ∈ [xk, xk+1] âûïîëíÿ-
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þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

|u(x)− ũ(x)| ≤ h5K0‖u(5)‖[xk,xk+1], K0 = 0.02,

|u′(x)− ũ′(x)| ≤ h4K1‖u(5)‖[xk,xk+1], K1 = 0.125,

à ïðè x ∈ [xk, xk+1):

|u′′(x)− ũ′′(x)| ≤ h3K2‖u(5)‖[xk,xk+1], K2 = 0.8.

Ñëåäñòâèå. Ââåäåì ôóíêöèþ Ũ(x), x ∈ [a, b], ñâÿçàííóþ ñ ũ(x) ñîîòíîøåíèåì

Ũ(x) = ũ(x), ‖f‖[a,b) = sup[a,b) |f |. Èìååì

‖Ũ − u‖[a,b] ≤ K0h
5‖u(5)‖[a,b],

‖Ũ ′ − u′‖[a,b] ≤ K1h
4‖u(5)‖[a,b],

‖Ũ ′′ − u′′‖[a,b) ≤ K2h
3‖u(5)‖[a,b],

Äàþòñÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ ïî-

ëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ â L2:√∫ xj+1

xj

(ũ(x)− u(x))2dx ≤ h5K

√∫ xj+1

xj

|u(5)(t)|2dt = h5K‖u(5)‖L2[xj ,xj+1],

ãäå K = 0.0374.

Äàëåå ñòðîèòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ïðèáëèæåíèå íà

ïðîìåæóòêå [a,b]: íà êàæäîì [xk, xk+1) ïðèáëèæåíèå äëÿ u(x) áåðåì â âèäå

˜̃uk(x) = u(xk)ωk,0(x) + u(xk+1)ωk+1,0(x)+

+ Ckωk,1(x) + Ck+1ωk+1,1(x) +

(∫ xk+1

xk

u(t)dt

)
ω<1>
k (x),

ãäå êîýôôèöèåíòû Ck ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû:

Ck−1 − 6Ck + Ck+1 = fk,
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fk = 8(uk+1 − uk−1)/h+ 20

(∫ xk

xk−1

u(t)dt−
∫ xk+1

xk

u(t)dt

)
/h2,

k = 1, . . . , n− 1.

Â ýòîé æå ãëàâå ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ èíòåãðî-äèôôåðåí-

öèàëüíûõ ñïëàéíîâ ïÿòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé âûñîòû. Äîêàçàíà

òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u ∈ C5[a, b],
˜̃
U � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå

ïðèáëèæåíèå, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ,

òîãäà

‖ ˜̃Uα

− uα‖[a,b) ≤ K̃αh
5−α‖u(5)‖[a,b], α = 0, 1, 2,

ãäå K̃0 = 0.5464, K̃1 = 2.2692, K̃2 = 5.6996.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïî-

ñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ â ïåðâîé ãëàâå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìûõ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé è èõ

ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ëåâîñòîðîííèõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî-

ëèíîìèàëüíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñïëàéíîâ ïÿòîãî ïîðÿäêà àïïðîê-

ñèìàöèè ïåðâîé âûñîòû. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ u(xk), u′(xk),

k = 0, 1, . . . , n,
∫ xk
xk−1

u(t)dt, k = 1, . . . , n. Áóäåì ñòðîèòü ïðèáëèæåíèå u(x),

x ∈ [xk, xk+1], k = 1, . . . , n− 1, â âèäå

ũk(x) = u(xk)ωk,0(x) + u(xk+1)ωk+1,0(x)+

+ u′(xk)ωk,1(x) + u′(xk+1)ωk+1,1(x) +

(∫ xk

xk−1

u(t)dt

)
ω<−1>
k (x), (2)

ãäå ωk,0(x), ωk+1,0(x), ωk,1(x), ωk+1,1(x), ω<−1>
k (x) îïðåäåëÿåì èç óñëîâèé

ũk(x) = u(x) äëÿ u(x) = xi, i = 0, 1, 2, 3, 4.

Ïîëîæèì supp ωk,α = [xk−1, xk+1], α = 0, 1, supp ω<−1>
k = [xk, xk+1]. Ïîëó÷àåì
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ñëåäóþùèå ôîðìóëû áàçèñíûõ ñïëàéíîâ äëÿ x ∈ [xk, xk+1], x = xk+th, t ∈ [0, 1]:

ωk,0(xk + th) = (15t2 + 62t+ 31)(t− 1)2/31,

ωk+1,0(xk + th) = −t2(45t2 − 28t− 48)/31,

ω<−1>
k (xk + th) = 30t2(t− 1)2/(31h),

ωk,1(xk + th) = th(62 + 85t)(t− 1)2/62,

ωk+1,1(xk + th) = t2h(35t+ 27)(t− 1)/62.

Ïðèáëèæåíèÿ âèäà (2) íàçûâàåì ëåâîñòîðîííèìè.

Äîêàçàíà ëåììà îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè è ïåðâîé

ïðîèçâîäíîé ñ ïîìîùüþ ëåâîñòîðîííèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ñïëàéíîâ:

Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ∈ C(5)[xk, xk+1], ũ � ïðèáëèæåíèå ëåâîñòîðîí-

íèìè ïîëèíîìèàëüíûìè ñïëàéíàìè. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

|u(x)− ũ(x)| ≤ h5K0‖u(5)‖[xk−1,xk+1], x ∈ [xk, xk+1], K0 = 0.22,

|u′(x)− ũ′(x)| ≤ h4K1‖u(5)‖[xk−1,xk+1], x ∈ [xk, xk+1], K1 = 0.6342.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ ñïëàéíîâ äâóõ

ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèáëèæå-

íèé ôóíêöèé. Ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ïðÿìîóãîëüíîé

îáëàñòè ñåòêè óçëîâ, åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óçëàõ è çíà÷åíèÿ èí-

òåãðàëîâ ïî ýëåìåíòàðíûì îáëàñòÿì.

Ïóñòü n è m - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî n ≥ 2,m ≥ 1. Ïóñòü a, b, c, d -

äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü Ω̄ = Ω ∪ Γ, ãäå

Ω = {(x, y)|a < x < b, c < y < d}

è Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé Ω. Ââåä¼ì a = x0 < x1 < . . . < xn+1 = b, c = y0 < y1 <

. . . < ym+1 = d, è ñåòêó ïðÿìûõ íà Ω̄, êîòîðàÿ äåëèò îáëàñòü Ω̄ íà ïðÿìîóãîëü-

íèêè Ω̄j,k = Ωj,k ∪ Γj,k,

Ωj,k = {(x, y)|x ∈ (xj, xj+1), y ∈ (yk, yk+1)} ,

Γj,k - ýòî ãðàíèöà Ωj,k, j = 0, . . . , n, k = 0, . . . ,m, hj = xj+1 − xj, hk = yk+1 − yk.
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Îáîçíà÷èì u(xj, yk) êàê uj,k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èíòåãðà-

ëîâ:

I<0>
j,k =

∫∫
Ω̄j,k

u(x, y)dxdy, I<−1>
j,k =

∫∫
Ω̄j−1,k

u(x, y)dxdy.

Ïðèáëèæåíèå ũ(x, y) ê u(x, y) â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω̄j,k áåðåì â âèäå:

ũ(x, y) = uj,kW1(x, y) + uj+1,kW2(x, y) + uj,k+1W3(x, y)+

+ uj+1,k+1W4(x, y) + I<0>
j,k W5(x, y) + I<−1>

j,k W6(x, y), (3)

ãäå áàçèñíûå ñïëàéíû Wi(x, y) ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé:

ũ(x, y) = u(x, y) äëÿ u(x, y) = 1, x, y, xy, x2, y2.

Åñëè ïîëîæèòü hk = hj = h, x = xj + th, y = yk + t1h, t, t1 ∈ [0, 1], òî ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

W1(xj + th, yk + t1h) =− (1/2)t2 + 2t21 − 3t1 − (1/2)t+ tt1 + 1,

W2(xj + th, yk + t1h) =− tt1 + t21 − t1 + (1/2)t2 + (1/2)t,

W3(xj + th, yk + t1h) =− tt1 + 2t21 − t1 + (1/2)t2 + (1/2)t,

W4(xj + th, yk + t1h) =tt1 + t21 − t1 + (1/2)t2 − (1/2)t,

W5(xj + th, yk + t1h) =− (1/h2)(5t21 − 5t1 + t2 − t),
W6(xj + th, yk + t1h) =(1/h2)(−t21 + t1 + t2 − t).

Àïïðîêñèìàöèè (3) îêàçûâàþòñÿ ðàçðûâíûìè â Ω. Â ðàáîòå óêàçàí ñïîñîá ïî-

ñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ àïïðîêñèìàöèé íà îñíîâå äàííûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Îáîçíà÷èì Ω̄h = {(x, y)|a+ h ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. Ïóñòü ôóíêöèÿ
u(x, y) ∈ C3(Ω̄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî hj = hk = h. Òîãäà äëÿ (x, y) ∈ Ω̄j,k ⊂ Ω̄h

âûïîëíåíî

|ũ(x, y)− u(x, y)| ≤ h3K||u||C3(Ω̄), K = 1.

Â ïÿòîé ãëàâå ñòðîÿòñÿ áàçèñíûå îäíîìåðíûå ïîëèíîìèàëüíûå è òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñïëàéíû ïÿòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè-

ìàöèè.
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Îáîçíà÷èì çà ˜̃u(x) ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè u(x) íà èíòåðâàëå [xj, xj+1]:

˜̃u(x) = u(xj)ω̃j,0(x) + u(xj+1)ω̃j+1,0(x) + u′(xj)ω̃j,1(x)+

+u′(xj+1)ω̃j+1,1(x) +

xj+1∫
xj

u(t)dt ω̃<0>
j (x), x ∈ [xj, xj+1]. (4)

Áàçèñíûå ñïëàéíû ω̃j,0(x), ω̃j+1,0(x), ω̃j,1(x), ω̃j+1,1(x), ω̃<0>
j (x), ïîëó÷àåì èç ñè-

ñòåìû: ˜̃u(x) ≡ u(x), u(x) = 1, sin(kx), cos(kx), k = 1, 2.

Ïîëó÷àåì äëÿ x = xj + th, t ∈ [0, 1] ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

ω̃j,0(xj + th) = (6 sin(t h+h)−8 cos(t h)h+ 12h cos(t h+h)−4h cos(−3h+

t h) + 15 sin(h) − 6 sin(2h + t h) + 6 sin(−2h + t h) + 3 sin(3h) − 12 sin(2h) +

3 sin(−3h+ 2 t h) + 2h cos(−3h+ 2 t h) + 6h cos(−h+ 2 t h) + 3 sin(h+ 2 t h)−
6 sin(−h + 2 t h) − 8h cos(2 t h) − 6 sin(−3h + t h))/(30 sin(h) − 24 sin(2h) −
16h+ 18h cos(h)− 2h cos(3h) + 6 sin(3h)),

ω̃j+1,0(xj + th) = (3 sin(h + 2 t h) − 6 sin(−h + 2 t h) + 8h cos(t h − h) −
6h cos(−h+ 2 t h)− 2h cos(h+ 2 t h) + 6 sin(t h+ h) + 12 sin(2h)− 3 sin(3h)−
15 sin(h)+8h cos(2 t h−2h)−6 sin(−3h+t h)+3 sin(−3h+2 t h)−12h cos(−2h+

t h)+4h cos(2h+t h)−6 sin(2h+t h)+6 sin(−2h+t h))/(−30 sin(h)+24 sin(2h)+

16h− 18h cos(h) + 2h cos(3h)− 6 sin(3h)),

ω̃j,1(xj + th) = (10 + 6 cos(2h) − 2 cos(2 t h) − 4h sin(2 t h) − 15 cos(h) −
8 cos(t h)+5 cos(−3h+2 t h)+6h sin(−h+2 t h)−2h sin(−3h+2 t h)−8h sin(t h)+

6 cos(−2h+t h)+2 cos(2h+t h)−4 cos(−3h+t h)+4 cos(t h−h)+12 cos(−h+

2 t h)−cos(h+2 t h)−14 cos(2 t h−2h)+6h sin(t h+h)−cos(3h)+2h sin(−3h+

t h))/(30 sin(h)− 24 sin(2h)− 16h+ 18h cos(h)− 2h cos(3h) + 6 sin(3h)),

ω̃j+1,1(xj + th) = (10 + 6 cos(2h) + 2 cos(−3h+ t h)− 15 cos(h)− cos(3h)−
2h sin(2h + t h) − 6h sin(−2h + t h) + 12 cos(−h + 2 t h) + 5 cos(h + 2 t h) −
cos(−3h + 2 t h) + 2h sin(h + 2 t h) − 6h sin(−h + 2 t h) − 2 cos(2 t h − 2h) −
14 cos(2 t h)− 4 cos(2h+ t h) + 4h sin(2 t h− 2h) + 8h sin(t h−h) + 4 cos(t h)−
8 cos(t h − h) + 6 cos(t h + h))/(−30 sin(h) + 24 sin(2h) + 16h − 18h cos(h) +

2h cos(3h)− 6 sin(3h)),

ω̃<0>
j (xj + th) = (8 + 6 cos(−h+ 2 t h) + cos(h+ 2 t h)− 9 cos(h) + cos(3h)−

4 cos(2 t h)−2 cos(−3h+ t h)−4 cos(2 t h−2h)+cos(−3h+2 t h)+6 cos(−2h+
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t h)− 2 cos(2h+ t h)− 4 cos(t h− h) + 6 cos(t h+ h)− 4 cos(t h))/(−15 sin(h) +

12 sin(2h) + 8h− 9h cos(h) + h cos(3h)− 3 sin(3h)).

Äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèìè ñïëàéíàìè:

Òåîðåìà 4. Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ñïëàéíàìè òà-

êîâà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

|˜̃u(x)− u(x)| ≤ Kh5‖4u′ + 5u′′′ + uV ‖[xj ,xj+1],

ãäå x ∈ [xj, xj+1], K > 0, K íå çàâèñèò îò h è u.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèÿ áàçèñíûìè ñïëàéíàìè, ïîñòðîåííûìè

ñ ïîìîùüþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ ñïëàéíîâ îäíîé ïåðåìåííîé.

Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè íà ïðÿìîóãîëüíèêå Ωj,k ïîëó÷àåì ôîðìóëó ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

ũ(x, y) =
1∑
i=0

1∑
p=0

u(xj+i, yk+p)ωj+i,0(x)ωk+p,0(y)+

+
1∑
i=0

1∑
p=0

u′y(xj+i, yk+p)ωj+i,0(x)ωk+p,1(y) +
1∑
i=0

yk+1∫
yk

u(xj+i, t)dtdyωj+i,0(x)ω<0>
k (y)

+
1∑
i=0

xj+1∫
xj

u(t, yk+i)dtω
<0>
j (x)ωk+i,0(y) +

1∑
i=0

xj+1∫
xj

u′y(t, yk+i)dtω
<0>
j (x)ωk+i,1(y)+

yk+1∫
yk

xj+1∫
xj

u(x, y)dxdyω<0>
k (y)ω<0>

j (x) +
1∑
i=0

u′x(xj, yk+i)dtωj,0(x)ωk+i,0(y)+

+
1∑
i=0

u′′xy(xj, yk+i)dtωj,0(x)ωk+i,1(y) +

yk+1∫
yk

u′x(xj, t)dtωj,1(x)ω<0>
k (y).

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Â ïðèëîæåíèå âûíåñåí èñõîäíûé êîä ïðîãðàììû íà ÿçûêå Maple äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ñïëàéíàìè äâóõ ïåðåìåííûõ íà

îñíîâå ðàçðûâíîãî ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîé èíòåðïîëÿöèè.
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