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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
Одной из интенсивно изучаемых в последнее время задач теории диф-

феоморфизмов гладких многообразий является задача об отслеживании их

приближенных траекторий.

Известно, что для диффеоморфизма 𝑓 замкнутого многообразия 𝑀

следующие три утверждения эквивалентны:

(1) 𝑓 удовлетворяет аксиоме А и строгому условию трансверсальности;

(2) 𝑓 структурно устойчив;

(3) 𝑓 обладает липшицевым свойством отслеживания.

Часто диффеоморфизмы, удовлетворяющие одному из условий (1) или

(2) (а, следовательно, и всем остальным), называют “системами с гиперболи-

ческим поведением”. Кроме того, далее в тексте слово “система” будет для

нас синонимом термина “диффеоморфизм гладкого многообразия”.

В связи с эквивалентностью пунктов (1) и (3) представляется есте-

ственным исследовать условия наличия свойств отслеживания для систем,

удовлетворяющих аксиоме А. Так, выполнение аксиомы А означает, что

неблуждающее множество исследуемой системы достаточно “хорошо устро-

ено” с точки зрения глобальной качественной теории (оно гиперболично, и

в нем плотны периодические точки). Изучая такие системы в теории от-

слеживания, естественно предположить, что условия наличия свойства от-

слеживания могут быть выражены в терминах, описывающих взаимное по-

ведение устойчивых и неустойчивых многообразий неблуждающих траек-

торий. Например, если эти многообразия трансверсальны в стандартном

дифференциально-топологическом смысле (т.е. если выполнено строгое усло-

вие трансверсальности), то, как уже было сказано, система структурно устой-

чива и обладает липшицевым свойством отслеживания. В случае, если фа-

зовое пространство системы 𝑓 (т.е. многообразие 𝑀) двумерно, то, как бы-

ло установлено математиком Казухиро Сакаем (Kazuhiro Sakai), необходи-

мое и достаточное условия наличия свойства отслеживания формулирует-

ся в терминах пересечения устойчивых и неустойчивых многообразий (а

именно, устойчивые и неустойчивые многообразия должны пересекаться 𝐶0-

трансверсально). Поэтому представляют интерес следующие два вопроса:

можно ли сформулировать необходимое и достаточное условие свойства от-

слеживания и, в более частном случае, условия гельдерова свойства отсле-

живания (соответствующее определение приведено ниже) для систем с акси-

омой А в терминах пересечений устойчивых и неустойчивых многообразий
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для произвольных размерностей (подчеркнем еще раз, что для двумерных

систем и для стандартного свойства отслеживания условие состоит в 𝐶0-

трансверсальности устойчивых и неустойчивых многообразий)? И возможен

ли какой-нибудь аналог отслеживания при не 𝐶0-трансверсальном пересече-

нии устойчивого и неустойчивого многообразий?

Отметим также, что, по большей части, стандартные подходы к иссле-

дованию динамических систем позволяют доказать наличие свойств отслежи-

вания гладких систем с гиперболическим поведением траекторий. В связи с

этим представляется актуальным исследовать вопрос наличия свойства от-

слеживания у негладких систем (гомеомофризмов метрических пространств).

Цель работы
Целью работы является изучение некоторых связей между свойством

отслеживания приближенных траекторий гомеоморфизмов метрических про-

странств (или, в частном случае, диффеоморфизмов гладких многообразий) и

различными объектами, характеризующими динамику этих гомеоморфизмов

(диффеоморфизмов), например, типами пересечений устойчивых и неустой-

чивых многообразий, наличием специальных аналогов функций Ляпунова и

пр.

Методы исследований
Основными методами, используемыми в диссертации, являются ме-

тоды теории гладких диффеоморфизмов. Кроме того, используются мето-

ды теории отслеживания псевдотраекторий в окрестности гиперболического

множества, а также метод вспомогательных функций Ляпунова для доказа-

тельства наличия отслеживания, разработанный Х. Левовичем и его учени-

ками и модифицированный в работах С. Ю. Пилюгина и диссертанта.

Основные результаты работы
Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Показано, что естественное многомерное обобщение понятия 𝐶0-

трансверсальности, введенного Казухиро Сакаем, не является необхо-

димым для наличия свойства отслеживания у диффеоморфизмов, удо-

влетворяющих аксиоме А.

2. Приведены достаточные условия наличия свойства отслеживания у го-

меоморфизмов компактного метрического пространства. Полученные

4



методы могут быть применены и к случаю негиперболических диффео-

морфизмов.

3. Показано, что значение показателя Гельдера гельдерова свойства отсле-

живания диффеоморфизма, удовлетворяющего аксиоме А, зависит не

только от характера пересечения устойчивого и неустойчивого многооб-

разий, но и от класса гладкости данного диффеоморфизма.

4. Для диффеоморфизмов поверхностей, удовлетворяющих аксиоме А,

но не удовлетворяющих условию 𝐶0-трансверсальности, показано, что,

несмотря на отсутствие у них свойства отслеживания, диффеоморфизм

может обладать свойством отслеживания с плавающей точностью.

Таким образом, в данной работе исследована связь между наличием свойства

отслеживания и различными свойствами гомеоморфизмов и диффеоморфиз-

мов (имеющими геометрическую или топологическую природу).

Научная новизна
Все результаты диссертации являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность
Работа носит теоретический характер. Полученные результаты прояс-

няют связь между наличием свойства отслеживания у систем и различными

объектами, характеризующими динамику этих систем.

Аппробация работы
Результаты диссертационной работы были доложены на следующих

семинарах:

1. Семинар по динамическим системам в лаб. им. П. Л. Чебышева —

Санкт-Петербург, Россия, 2013, 2014, 2015;

2. Петербургский топологический семинар им. В. А. Рохлина — Санкт-

Петербург, Россия, 2015;

а также были включены в доклад автора на конференциии

3. International Student Conference “Science and Progress” — Санкт-

Петербург, Россия, 2014.

Публикации

5



По материалам диссертации опубликованы работы [1-5]. Из них ста-

тьи [1–4] опубликованы в рецензируемых журналах, рекомендованных ВАК,

ссылки на которые приведены в конце автореферата.

Работы [1–3] написаны в соавторстве с научным руководителем. В этих

работах С. Ю. Пилюгину принадлежат постановки задач; доказательства ос-

новных результатов этих работ проведены соискателем лично.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и списка

литературы. Список литературы включает 24 названия. Объем диссертации

96 страниц.

Содержание диссертации
В главе 0 приведены основные определения и известные результаты.

В первой главе исследуется связь между свойством отслеживания и

типами пересечения устойчивых и неустойчивых многообразий дискретных

динамических систем размерности 3, удовлетворяющих аксиоме А. Доказы-

вается теорема, что условие 𝐶0-трансверсальности не является необходимым

для наличия у системы свойства отслеживания.

Пусть 𝑓 гомеоморфизм метрического пространства (𝑀,dist), и пусть

𝑑 > 0.

Определение 1. Будем говорить, что последовательность 𝜉 = {𝜉𝑖 ∈ 𝑀 |
𝑖 ∈ Z} — 𝑑-псевдотраектория отображения 𝑓 , если выполнены неравенства

dist(𝑓(𝜉𝑖),𝜉𝑖+1) ≤ 𝑑, 𝑖 ∈ Z. (1)

Пусть 𝜀 > 0.

Определение 2. Будем говорить, что точка 𝑝 ∈ 𝑀 (𝜀,𝑓)-отслеживает

𝑑-псевдотраекторию 𝜉 = {𝜉𝑖}, если выполнены неравенства

dist(𝑓 𝑖(𝑝),𝜉𝑖) ≤ 𝜀, 𝑖 ∈ Z. (2)

В дальнейшем, при рассмотрении некоторой фиксированной системы

𝑓 , мы будем просто говорить, что точка 𝑝 𝜀-отслеживает псевдотраекторию

𝜉.

Определение 3. Будем говорить, что система 𝑓 обладает свойством

отслеживания, если для любого 𝜀 > 0 найдется такое число 𝑑 > 0,

что для любой 𝑑-псевдотраектории 𝜉 = {𝜉𝑖} найдется точка 𝑝 ∈ 𝑀 , 𝜀-

отслеживающая 𝜉.
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Следующее определение вводит свойство отслеживания, являющимся

частным случаем свойства, введенного в определении 3.

Определение 4. Если существуют такие константы 𝐶,𝑑0 > 0, 𝛾 ∈ (0,1),

что для любой 𝑑-псевдотраектории 𝜉 отображения 𝑓 с 𝑑 ∈ (0,𝑑0) найдет-

ся точка 𝑝 ∈ 𝑀 , 𝐶𝑑𝛾-отслеживающая псевдотраекторию 𝜉, то мы будем

говорить, что отображение 𝑓 обладает гельдеровым свойством отслежи-

вания с показателем Гельдера равным 𝛾. Если 𝛾 = 1, то мы будем говорить,

что отображение 𝑓 обладает липшицевым свойством отслеживания.

Также, мы будем рассматривать свойства отслеживания отображения

𝑓 на некоторых подмножествах объемлющего метрического пространства 𝑀 .

Так, пусть 𝐾 ⊂ 𝑀 — непустое подмножество.

Определение 5. Будем говорить, что отображение 𝑓 обладает свойством

отслеживания на множестве 𝐾, если для любого 𝜀 > 0 найдется такое

𝑑 > 0, что любая 𝑑-псевдотраектория 𝜉 ⊂ 𝐾 может быть 𝜀-отслежена

точной.

Аналогично определяются липшицево и гельдерово свойства отслежи-

вания на множестве 𝐾.

Также нам будет удобно сформулировать следующие определения, яв-

ляющиеся “конечными” аналогами определений 1 и 3.

Определение 6. Пусть 𝑑 > 0. Конечную последовательность 𝜉 = {𝜉𝑖 ∈
𝑀 | 𝑖 = 𝑛, . . . ,𝑚} (где 𝑛,𝑚 ∈ Z, 𝑛 ≤ 𝑚), удовлетворяющую неравенствам

dist(𝑓(𝜉𝑖),𝜉𝑖+1) ≤ 𝑑, 𝑖 = 𝑛, . . . ,𝑚− 1, (3)

мы будем называть конечной 𝑑-псевдотраекторией.

Определение 7. Будем говорить, что система 𝑓 обладает конечным свой-

ством отслеживания, если для любого 𝜀 > 0 найдется такое 𝑑 > 0, что для

любой конечной 𝑑-псевдотраектории 𝜉 = {𝜉𝑖 ∈ 𝑀 | 𝑖 = 𝑛, . . . ,𝑚}, найдется
такая точка 𝑝 ∈ 𝑀 , что выполнены неравенства

dist(𝑓 𝑖(𝑝),𝜉𝑛+𝑖) ≤ 𝜀, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚− 𝑛. (4)

Отметим, что в определении 7 𝑑 зависит только от 𝜀, а не от длины

псевдотраектории (т.е. значений 𝑚,𝑛).

Про точку 𝑝, удовлетворяющую соотношениям (4), мы также будем

говорить, что она 𝜀-отслеживает конечную псевдотраекторию 𝜉.

Отметим, что для компактных метрических пространств определение

7 эквивалентно определению 3.
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Дадим определение многомерной 𝐶0-трансверсальности. Пусть

(𝑀, dist) — гладкое замкнутое связное многообразие с римановой метрикой

dist, а 𝐴 — топологическое пространство.

На пространстве всех непрерывных отображений из 𝐴 в многообразие

𝑀 (которое мы будем обозначать через 𝐶(𝐴,𝑀)), введем 𝐶0-равномерную

метрику, заданную по правилу: для 𝑓1,𝑓2 ∈ 𝐶(𝐴,𝑀)

|𝑓1,𝑓2|𝐶0 = sup
𝑥∈𝐴

(dist(𝑓1(𝑥),𝑓2(𝑥))).

Определение 8. Пусть 𝛿 > 0, A,B — топологические пространства, 𝑈𝐴 ⊂
𝐴, 𝑈𝐵 ⊂ 𝐵 — произвольные подмножества, и пусть даны два непрерывных

отображения ℎ1 : 𝐴 → 𝑀, ℎ2 : 𝐵 → 𝑀. Будем говорить, что пересечение

ℎ1(𝑈𝐴)∩ℎ2(𝑈𝐵) 𝛿-существенно, если для любых непрерывных отображений

̃︀ℎ1 : 𝐴 → 𝑀,

̃︀ℎ2 : 𝐵 → 𝑀,

таких что |ℎ1, ̃︀ℎ1|𝐶0 ≤ 𝛿, |ℎ2, ̃︀ℎ2|𝐶0 ≤ 𝛿, выполнено соотношение

̃︀ℎ1(𝑈𝐴) ∩ ̃︀ℎ2(𝑈𝐵) ̸= ∅.

Определение 9. Пусть вновь 𝐴,𝐵 — топологические пространства,

ℎ1 : 𝐴 → 𝑀, ℎ2 : 𝐵 → 𝑀 — непрерывные отображения, и пусть точки

𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵 таковы, что ℎ1(𝑎) = ℎ2(𝑏). Будем говорить, что в паре точек

(𝑎,𝑏) отображения ℎ1 и ℎ2 𝐶0-трансверсальны, если для любых открытых

множеств 𝑈(𝑎) ⊂ 𝐴, 𝑈(𝑏) ⊂ 𝐵, таких что 𝑎 ∈ 𝑈(𝑎), 𝑏 ∈ 𝑈(𝑏), найдется

такое 𝛿 > 0, что пересечение ℎ1(𝑈(𝑎)) ∩ ℎ2(𝑈(𝑏)) 𝛿-существенно.

Наконец, дадим определение 𝐶0-трансверсальности двух отображе-

ний.

Определение 10. Пусть 𝐴,𝐵 — топологические пространства, а ℎ1 : 𝐴 →
𝑀, ℎ2 : 𝐵 → 𝑀 — непрерывные отображения. Будем говорить, что ℎ1 и

ℎ2 𝐶0-трансверсальны, если для любых точек 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, таких что

ℎ1(𝑎) = ℎ2(𝑏), отображения ℎ1 и ℎ2 𝐶0-трансверсальны в паре точек (𝑎,𝑏).

Теперь мы сформулируем условие 𝐶0-трансверсальности для диффео-

морфизма 𝑓 замкнутого многообразия 𝑀 , удовлетворяющего аксиоме А.

Напомним, что диффеоморфизм 𝑓 удовлетворяет аксиоме А, если

— множество неблуждающих точек Ω(𝑓) гиперболично;

— периодические точки плотны в Ω(𝑓).
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Для точки 𝑝 ∈ Ω(𝑓) обозначим соответственно через 𝑊 𝑠(𝑝) и 𝑊 𝑢(𝑝) устой-

чивое и неустойчивое многообразия точки 𝑝.

Определение 11. Будем говорить, что диффеоморфизм 𝑓 удовлетворяет

условию 𝐶0-трансверсальности, если любая точка 𝑥 ∈ 𝑊 𝑠(𝑝) ∩ 𝑊 𝑢(𝑞), где

𝑝,𝑞 ∈ Ω(𝑓), является 𝐶0-трансверсальной точкой пересечения многообразий

𝑊 𝑠(𝑝) и 𝑊 𝑢(𝑞).

Основным результатом главы 1 является следующая теорема.

Теорема 1. Существует 𝐶1-гладкий диффеоморфизм 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 гладкого

3-многообразия 𝑀 , удовлетворяющий следующим условиям:

(1) 𝑓 удовлетворяет аксиоме 𝐴;

(2) найдутся такие две неподвижные гиперболические точки 𝑝1,𝑝2,

что dim(𝑊 𝑢(𝑝1)) = dim(𝑊 𝑠(𝑝2)) = 1, и 𝑊 𝑢(𝑝1) ∩𝑊 𝑠(𝑝2) ̸= ∅;
(3) 𝑓 обладает гельдеровым свойством отслеживания с показателем

Гельдера 1
4.

Во второй главе даны достаточные условия, при которых гомеомор-

физм компактного метрического пространства обладает конечным свойством

отслеживания. В приведенных условиях используются аналоги функций Ля-

пунова.

Сформулируем основной результат главы 2. Пусть 𝑓 — гомеоморфизм

метрического протранства (𝑋,dist).

Сформулируем основное предположение.

Мы предполагаем, что пространство𝑋 компактно и существуют такие

две неотрицательные функции 𝑉 и 𝑊 , заданные на замкнутой окрестности

диагонали 𝑋×𝑋, что 𝑉 (𝑝,𝑝) = 𝑊 (𝑝,𝑝) = 0 для всех 𝑝 ∈ 𝑋, и что выполнены

условия (C1)-(C9), сформулированные ниже. В дальнейшем мы также пред-

полагаем, что аргументы функций 𝑉 и 𝑊 достаточно близки друг к другу,

так что значения функций 𝑉 и 𝑊 определены.

Мы формулируем условия (C1)-(C9) в терминах геометрических объ-

ектов, порожденных функциями 𝑉 и 𝑊 (а не в терминах самих функций 𝑉

и 𝑊 ). Основной причиной для выбора такой формы условий является тот

факт, что в точности таким образом сформулированные условия использу-

ются при доказательстве наличия свойства отслеживания, и что в таком виде

эти условия можно легко проверить для конкретных функций 𝑉 и 𝑊 .

Фиксируем положительные числа 𝑎,𝑏 > 0 и точку 𝑝 ∈ 𝑋. Положим

𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) = {𝑞 ∈ 𝑋 | 𝑉 (𝑞,𝑝) ≤ 𝑎,𝑊 (𝑞,𝑝) ≤ 𝑏},

𝑄(𝑎,𝑏,𝑝) = {𝑞 ∈ 𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) | 𝑉 (𝑞,𝑝) = 𝑎},
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𝑇 (𝑎,𝑏,𝑝) = {𝑞 ∈ 𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) | 𝑉 (𝑞,𝑝) = 0}.

Обозначим через 𝐵(𝜀,𝑝) открытый шар радиуса 𝜀 > 0 с центром в

точке 𝑝, т.е.

𝐵(𝜀,𝑝) = {𝑞 ∈ 𝑋 | dist(𝑞,𝑝) < 𝜀}.

Положим

Int0𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) = {𝑞 ∈ 𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) | 𝑉 (𝑞,𝑝) < 𝑎,𝑊 (𝑞,𝑝) < 𝑏},

𝜕0𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) = 𝑄(𝑎,𝑏,𝑝) ∪ {𝑞 ∈ 𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) | 𝑊 (𝑞,𝑝) = 𝑏},

Int0𝑄(𝑎,𝑏,𝑝) = {𝑞 ∈ 𝑃 (𝑎,𝑏,𝑝) | 𝑉 (𝑞,𝑝) = 𝑎,𝑊 (𝑞,𝑝) < 𝑏}.

Сформулируем условия (C1)-(C4), в которых содержатся предположе-

ния о геометрии множеств, введенных выше.

(C1) Для любого 𝜀 > 0 найдется такое число Δ0 = Δ0(𝜀) > 0, что

включение

𝑃 (Δ0,Δ0,𝑝) ⊂ 𝐵(𝜀,𝑝)

выполнено для всех 𝑝 ∈ 𝑋.

Найдется такая константа Δ1 > 0, что для любой точки 𝑝 ∈ 𝑋 и

любых положительных чисел 𝛿1,𝛿2,Δ < Δ1 и 𝛿2 < Δ найдется такое число

𝛼 = 𝛼(𝛿1,𝛿2,Δ) > 0, что

(C2) множество 𝑄(𝛿1,𝛿2,𝑝) не является ретрактом 𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑝);

(C3) 𝑄(𝛿1,𝛿2,𝑝) является ретрактом 𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑝) ∖ 𝑇 (𝛿1,𝛿2,𝑝);
(C4) существует ретракция

𝜎 : 𝑃 (𝛿1,Δ,𝑝) → 𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑝),

обладающая следующим свойством: если 𝑉 (𝑞,𝑝) ̸= 0, то 𝑉 (𝜎(𝑞),𝜎(𝑝)) ̸= 0 для

𝑞 ∈ 𝑃 (𝛿,Δ,𝑝).

В следующей группе условий мы сформулируем наши предположения

о поведении введенных выше множеств и их образов под действием гомео-

морфизма 𝑓 .

Мы предполагаем, что для любого Δ < Δ1 найдутся такие положи-

тельные числа 𝛿1,𝛿2 < Δ, что для всех 𝑝 ∈ 𝑋 выполнены следующие соотно-

шения:

(С5) 𝑓(𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑝)) ⊂ Int0𝑃 (Δ,Δ,𝑓(𝑝)),

𝑓−1(𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑓(𝑝))) ⊂ Int0𝑃 (Δ,Δ,𝑝);

(C6) 𝑓(𝑇 (𝛿1,𝛿2,𝑝)) ⊂ Int0𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑓(𝑝));

(C7) 𝑓(𝑇 (𝛿1,Δ,𝑝)) ∩𝑄(𝛿1,𝛿2,𝑓(𝑝)) = ∅;
(C8) 𝑓(𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑝)) ∩ 𝜕0𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑓(𝑝)) ⊂ Int0𝑄(𝛿1,𝛿2,𝑓(𝑝));

(C9) 𝑓(𝑆(𝛿1,Δ,𝑝)) ∩ 𝑃 (𝛿1,𝛿2,𝑓(𝑝)) = ∅, где
10



𝑆(𝛿1,Δ,𝑝) = {𝑞 ∈ 𝑃 (Δ,Δ,𝑝) | 𝑉 (𝑞,𝑝) ≥ 𝛿1}.

Основным результатом главы 2 является следующая теорема.

Теорема 2. Предположим, что гомеоморфизм 𝑓 удовлетворяет условиям

(C1)-(C9). Тогда 𝑓 обладает конечным свойством отслеживания.

Этот результат применяется для получения условий топологической

устойчивости гомеоморфизма компактного метрического пространства и для

получения условий наличия свойства отслеживания в окрестности негипер-

болической неподвижной точки.

В третьей главе мы показываем, что для модельного примера в случае

кубического касания устойчивого и неустойчивого многообразий двумерная

система класса гладкости 𝐶1 обладает гельдеровым свойством отслеживания

с показателем Гельдера 1
4 , причем значение показателя Гельдера можно по-

высить до 1
3 , если система обладает классом гладкости 𝐶2, а также приводим

пример системы класса гладкости 𝐶1 с кубическим касанием устойчивого и

неустойчивого многообразий, не обладающей гельдеровым свойством отсле-

живания с показателем Гельдера 𝛾 ∈ (14 ,1].

Пусть 𝑓 : R2 → R2 — диффеоморфизм класса гладкости 𝐶𝑘, где 𝑘 ∈
N. Пусть 𝑟1,𝑟2 — гиперболические неподвижные точки седлового типа, и

предположим, что выполнены следующие условия:

(d1) 𝑓 линеен в окрестностях 𝑉1 и 𝑉2 точек 𝑟1 и 𝑟2 соответственно;

(d2) 𝑊 𝑢(𝑟1) и 𝑊 𝑠(𝑟2) обладают точкой кубического касания 𝑡;

(d3) найдется такая окрестность 𝑂 точки 𝑡, что 𝑓−1(𝑂) ⊂ 𝑉1, 𝑓(𝑂) ⊂ 𝑉2.

Одним из основных результатов главы 3 является следующая теорема.

Теорема 3. (1) Если 𝑓 обладет гельдеровым свойством отслеживания в

𝑉1 ∪𝑂 ∪ 𝑉2 с показателем Гельдера 𝛾, то 𝛾 ≤ 1
3.

(2) Диффеоморфизм 𝑓 обладает гельдеровым свойством отслежива-

ния в 𝑉1 ∪𝑂 ∪ 𝑉2 с показателем Гельдера 1
4.

(3) Если 𝑓 принадлежит классу гладкости 𝐶2, то 𝑓 обладает гель-

деровым свойством отслеживания в 𝑉1 ∪ 𝑂 ∪ 𝑉2 с показателем Гельдера
1
3.

(4) Найдется диффеоморфизм класса гладкости 𝐶1, удовлетворяю-

щий условиям (d1)-(d3), но не обладающий гельдеровым свойством отсле-

живания с показателем Гельдера 𝛾 > 1
4.
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В третьей главе изучено отслеживание в окрестности сепаратрисы,

ведущей из седла в седло.

Рассмотрим диффеоморфизм класса 𝐶2 двумерной плоскости,

𝑓 : R2 → R2.

Пусть 𝑟1 и 𝑟2 — гиперболические неподвижные точки седлового типа.

Предположим, что в окрестностях 𝑉1 точки 𝑟1 и 𝑉2 точки 𝑟2 диффео-

морфизм 𝑓 линеен, и что точки 𝑟1 и 𝑟2 соединены сепаратрисой 𝐼.

Определение 12. Пусть 𝑑, 𝛼 > 0, 𝑁 ∈ N. Будем говорить, что конечная

последовательность 𝜉 = {𝜉𝑘}𝑁𝑘=0 точек в R2 есть 𝑑-псевдотраектория для

ℎ с плавающей точностью степени 𝛼 относительно сепаратрисы 𝐼, если

dist(𝑓(𝜉𝑘),𝜉𝑘+1) ≤ 𝑑 (dist(𝜉𝑘,𝐼))
𝛼 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑁 − 1. (5)

Сформулируем результат главы 3, касающийся отслеживания в

окрестности сепаратрисы.

Теорема 4. Найдется такое 𝜀 > 0, что для любого 𝑑 > 0 существует

конечная 𝑑-псевдотраектория 𝜉 = {𝜉𝑘}𝑁𝑘=0 для 𝑓 с плавающей точностью

степени 1 относительно сепаратрисы 𝐼, для которой не существует точки

𝑝 ∈ R2, 𝜀-отслеживающей псевдотраекторию 𝜉.

Теорема 5. Пусть 𝛼 > 0. Найдутся такие положительные числа 𝐿,𝑑0, что

для любого 𝑑 ∈ (0,𝑑0) и для любой конечной 𝑑-псевдотраектории 𝜉 = {𝜉𝑘}𝑁𝑘=0

для 𝑓 , лежащей в 𝑉 (𝜈) и удовлетворяющей неравенствам

|𝑓𝑦(𝜉𝑖)− (𝜉𝑖+1)𝑦| ≤ 𝑑|(𝜉𝑖)𝑦|1+𝛼, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1, (6)

найдется точка 𝑝 ∈ 𝑉 (𝜈), 𝐿𝑑-отслеживающая 𝜉.

Заключение
Итоги исследования позволяют прояснить связь между наличием свой-

ства отслеживания и такими объектами, характеризующими динамику си-

стемы, как 𝐶0-трансверсальность пересечения устойчивых и неустойчивых

многообразий (теорема 1), гладкостью системы и характером пересечения

устойчивых и неустойчивых многообразий (теорема 3). Предложен метод,

основанный на построении вспомогательных функций Ляпунова, позволя-

ющий исследовать систему на наличие свойства отслеживания (теорема 2;

причем гладкость системы не предполагается). Кроме того, в теоремах 4,

5 для диффеоморфизмов поверхностей, удовлетворяющих аксиоме А, но не

удовлетворяющих условию 𝐶0-трансверсальности, показано, что, несмотря на
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отсутствие у них свойства отслеживания, диффеоморфизм может обладать

свойством отслеживания с плавающей точностью.

При дальнейшей разработке данной темы может казаться перспек-

тивным продолжить исследовать вопрос о связи между наличием свойства

отслеживания и 𝐶0-трансверсальности (например, является ли свойство 𝐶0-

трасверсальности достаточным для наличия свойства отслеживания у систем

с аксиомой А). Также представляет интерес вопрос о необходимых и достаточ-

ных условиях наличия свойства отслеживания у негладких систем (теорема

2 может послужить отправным пунктом для нового исследования).
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