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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âûñîêîñêîðîñòíûå ðîòîðíûå ìàøèíû øèðî-
êî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííîé òðàíñïîðòíîé, ïðîìûøëåííîé, áûòîâîé
è âûñîêîòî÷íîé òåõíèêå. Îáû÷íî âðàùåíèå ïðîèñõîäèò íà áîëüøèõ óã-
ëîâûõ ñêîðîñòÿõ, ãäå ïîä áîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñêî-
ðîñòü, ïðåâûøàþùàÿ ðåçîíàíñíóþ. Äëÿ âûõîäà íà ðàáî÷èé ðåæèì ñè-
ñòåìà äîëæíà ïðîéòè ðåçîíàíñíûå çîíû, ÷òî îòðèöàòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ
íà êîíñòðóêöèÿõ, ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ñòàáèëüíîé ðàáîòû è ê ðàçðó-
øåíèþ ìåõàíèçìà. Òåõíîãåííûå êàòàñòðîôû ïîñëåäíåãî âðåìåíè, íàïðè-
ìåð, àâàðèÿ íà Ñàÿíî-Øóøåíñêîé ÃÝÑ, ïîêàçûâàþò âàæíîñòü èçó÷åíèÿ
äèíàìèêè ðîòîðíûõ ìàøèí è âûäâèãàþò âûñîêèé óðîâåíü òðåáîâàíèé ê
áåçîïàñíîñòè è íàäåæíîñòè ýêñïëóàòàöèè. Íàäåæíîñòü ðàáîòû ðîòîðíûõ
ìàøèí òåñíî ñçÿçàíà ñ ðåçîíàíñíûìè ñâîéñòâàìè êàê ðîòîðà â öåëîì, òàê
è åãî îïîð, à òàêæå ñ îáåñïå÷åíèåì äîïóñòèìîãî óðîâíÿ èõ êîëåáàíèé.

Ñîâðåìåííûé óðîâåíü, ïðåäúÿâëÿåìûé ê òåõíè÷åñêèì õàðàêòåðèñòè-
êàì ðîòîðíûõ ìàøèí, îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïîâûøåíèÿ èõ ÷àñòî-
òû âðàùåíèÿ. Ñ ðîñòîì óãëîâîé ñêîðîñòè ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðèîáðå-
òàþò òàêèå ôàêòîðû, êàê íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû, âíóòðåííåå è âíåøíåå
òðåíèå, âëèÿíèå äèíàìèêè îïîðíûõ êîíñòðóêöèé. Âñå ýòè âîïðîñû òðå-
áóþò óãëóáëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èññëåäîâàíèÿ
ñîâìåñòíûõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé íåóðàâíîâåøåííîãî ðîòîðà è ìàññèâ-
íî-ïîäàòëèâûõ îïîð ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå íåóðàâíî-
âåøåííîãî ðîòîðà, çàêðåïë¼ííîãî íà ãèáêîì âàëó, óñòàíîâëåííîì â ìàñ-
ñèâíûõ óïðóãèõ îïîðàõ. Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ
÷àñòîò äëÿ ëèíåéíî-óïðóãèõ îïîð è âîïðîñû îïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñíîé
îáëàñòè è âîçíèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé è õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñëó-
÷àå íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîñòè îïîð. Ó÷èòûâàåòñÿ òðåíèå ñî
ñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû è âíóòðåííåå òðåíèå ñèñòåìû. Ïðîâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ óïðóãèõ áåçìàñ-
ñîâûõ îïîð.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
âëèÿíèÿ äèíàìèêè ìàññèâíî-ïîäàòëèâûõ îïîð ñ íåëèíåéíûìè óïðóãèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè íà ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå íåóðàâíîâåøåííîãî ðîòî-
ðà, óêðåïëåííîãî íà ãèáêîì íåâåñîìîì âàëó. Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à êà-
÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ, ñèììåòðè÷íûõ êîíè÷åñêèõ
è ãèïåðáîëîèäàëüíûõ ïðÿìûõ ñèíõðîííûõ ïðåöåññèé ïðè íåëèíåéíûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ óïðóãîñòè îïîð òèïà Ãåðöà è òèïà Äóôôèíãà ñ ó÷åòîì
âíåøíåãî è âíóòðåííîãî òðåíèÿ, à òàêæå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñòà-
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öèîíàðíûõ ðåæèìîâ ñèñòåìû "ðîòîð - ìàññèâíî-óïðóãèå îïîðû" âî âñåì
äèàïàçîíå óãëîâûõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ðîòîðà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå ìåòî-
äû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé, óñòîé÷èâîñòè
äâèæåíèÿ è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè, à òàêæå ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïðå-
öåññèîííîãî äâèæåíèÿ íåóðàâíîâåøåííûõ ðîòîðîâ ñ ÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, ðàçðàáîòàííûé È. À. Ïàñûíêîâîé.
Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïðèìåíÿþòñÿ ñîâðåìåí-
íûå ìåòîäû è àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðå-
çóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
• Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìàññû îïîð íà äèíàìèêó ïðåöåññèîííîãî äâè-
æåíèÿ ñòàòè÷åñêè è ìîìåíòíî íåóðàâíîâåøåííîãî ðîòîðà ïðè îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ î íåëèíåéíîñòè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê îïîð, ïîëó÷å-
íû âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê è îïðåäåëå-
íû ãðàíèöû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñèììåòðè÷íûõ ãèïåðáîëîèäàëüíûõ,
êîíè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ ïðåöåññèé.

• Èññëåäîâàíî âëèÿíèå äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ îïîð íà êðèòè÷åñêèå ÷à-
ñòîòû è øèðèíó ðàáî÷åãî äèàïàçîíà â ñëó÷àå ëèíåéíî-óïðóãèõ îïîð,
ïîêàçàíî ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò, îáóñëîâëåí-
íûõ óïðóãîñòüþ è ìàññàìè îïîð, ïîêàçàíî, ÷òî ìàññèâíûå îïîðû îêà-
çûâàþò áàëàíñèðóþùåå âëèÿíèå íà áîëüøèõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ âðà-
ùåíèÿ ðîòîðà (îòñóòñòâóåò ñàìîöåíòðèðîâàíèå ðîòîðà).

• Äëÿ íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãèõ îïîð òèïà Ãåðöà è òèïà Äóô-
ôèíãà ïðè ó÷åòå âíåøíåãî òðåíèÿ ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèììåòðè÷-
íûõ ãèïåðáîëîèäàëüíûõ, êîíè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ ïðåöåññèé, ïî-
êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ, îáó-
ñëîâëåííûõ äèíàìèêîé òÿæåëûõ îïîð, ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîò-
íûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, îá-
íàðóæåíà âîçìîæíîñòü áèôóðêàöèé ¾æåñòêîãî¿ è ¾ìÿãêîãî¿ òèïîâ.

• Äëÿ íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê óïðóãèõ îïîð òèïà Ãåðöà è òèïà Äóô-
ôèíãà ÷èñëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå âíóòðåííåãî òðåíèÿ íà äèíà-
ìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðîòîðà â ìåæðåçîíàíñíîé è çàðåçîíàíñíîé îáëà-
ñòÿõ, ïîñòðîåíû ãðàíèöû âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé, ïîêàçàíà âîç-
ìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, â òîì ÷èñëå ïåðå-
õîäíîãî õàîñà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèõ õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
êîíñòðóèðîâàíèè è èññëåäîâàíèè âûñîêîñêîðîñòíûõ ðîòîðíûõ ìàøèí.
Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü äàíû ïðàêòè÷åñêèå ðå-

4



êîìåíäàöèè ïî îïðåäåëåíèþ ðåçîíàíñíûõ çîí, óñëîâèé èõ ïðîõîæäåíèÿ
è îïðåäåëåíèþ ãðàíèö âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé è ïåðåõîäà â õàîòè-
÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ìåæðåçîíàíñíîé è çàðåçîíàíñíîé îáëàñòÿõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ
êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, à òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîä-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ (òåçèñû îïóáëèêîâàíû): "Ïÿòûå Ïîëÿõîâñêèå ÷òå-
íèÿ" (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 3-6 ôåâðàëÿ 2009 ã.) [5], "Øåñòûå Ïîëÿõîâñêèå
÷òåíèÿ"(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 31 ÿíâàðÿ - 3 ôåâðàëÿ 2012 ã.) [6].

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè èìååòñÿ 6 ïóáëèêàöèé, â òîì
÷èñëå 3 ñòàòüè â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [1] È. À. Ïàñûíêîâîé ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà
çàäà÷è è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, Ï. Ï. Ñòåïàíîâîé � ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòàõ [2, 4, 5] Ï. Ï. Ñòåïàíîâîé ïðèíàäëåæàò êîìïüþ-
òåðíîå ìîäåëèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû "ðîòîð � îïîðû"
è ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, È. À. Ïàñûíêîâîé ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà
çàäà÷, íàó÷íûå êîíñóëüòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 47 íà-
èìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 106 ñòðàíèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðèâåäåí
êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî èññëåäóåìîé òåìàòèêå, ñôîðìóëèðîâàíû
öåëè è çàäà÷è ðàáîòû, ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ äèñ-
ñåðòàöèè, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà
çàùèòó.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âûâîäó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû "ðî-
òîð-ìàññèâíûå îïîðû" ïðè ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î íåëèíåéíûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ óïðóãèõ îïîð ñ ó÷åòîì ëèíåéíîãî âíåøíåãî òðåíèÿ.
Ïðèâåäåíî îïèñàíèå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ãèïåðáîëîèäàëüíûõ, êîíè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ
ïðåöåññèé è ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëè-
æåíèþ.

Â �1.1 äàíî îïèñàíèå ìîäåëè ðîòîðà, óêðåïëåííîãî íà ãèáêîì âàëó â
óïðóãèõ ìàññèâíûõ îïîðàõ. Ðîòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíî òâ¼ð-
äîå äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå òåëî, íàñàæåííîå íà ëèíåéíî-óïðóãèé
íåâåñîìûé âàë. Ãèáêèé âàë óêðåïë¼í â óïðóãèõ ìàññèâíûõ îïîðàõ ñ çà-
äàííûìè ìàññàìè è õàðàêòåðèñòèêàìè æ¼ñòêîñòè. Ðîòîð èìååò ìàññóM ,
äëèíà âàëà ðàâíà Lr. Ìîìåíòû èíåðöèè ðîòîðà ðàâíû Jp (îñåâîé) è Jt
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(òðàíñâåðñàëüíûé). Äèñáàëàíñ ðîòîðà õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ âåëè÷èíà-
ìè: e � ñòàòè÷åñêèé ýêñöåíòðèñèòåò, ò.å. ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ ðîòîðà îò
îñè åãî âðàùåíèÿ, δ � óãîë ìåæäó îñüþ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè ðîòîðà
è ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè âðàùåíèÿ è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ,
è ε � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ, â êîòîðîé ëåæèò óãîë δ, è ïëîñêîñòüþ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ è åãî öåíòð ìàññ. Òî÷êè êðåïëåíèÿ âàëà
Qj (îïîðû) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê òî÷å÷íûå ìàññû M1 è M2. Ðîòîð óñòà-
íîâëåí âåðòèêàëüíî. Òî÷êà êðåïëåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ê âàëó Q íàõîäèòñÿ
íà ðàññòîÿíèè ej L, îò j-îé îïîðû, (j = 1, 2), ãäå L � ðàññòîÿíèå ìåæäó
îïîðàìè. Åñëè òî÷êà Q ðàñïîëîæåíà ñíàðóæè îò j-îé îïîðû, òî ej < 0,
òàê ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå e1+ e2 = 1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðî-
òîð âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω è ïåðåìåùåíèå ðîòîðà
âäîëü îñè âðàùåíèÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëî.

Â �1.2 ïðèâîäèòñÿ âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ñèñòåìà "ðîòîð - ìàñ-
ñèâíûå îïîðû" èìååò âîñåìü ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò âûáðàíû: (x, y) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè Q; (α, β) �
óãëû, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé ê èçîãíóòîé îñè âàëà â
òî÷êå Q; (xj, yj) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ìàññèâíûõ îïîð, (j = 1, 2).
Óðàâíåíèÿ âûïèñàíû â êîìïëåêñíîé ôîðìå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ èçîòðîï-
íûå îïîðû. Ðåàêöèÿ j-îé îïîðû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå: Rj =
−Fj(|Sj|)nj, ãäå Sj � ñìåùåíèå òî÷êè êîíöà âàëà Qj îò åå ðàâíîâåñíîãî
ïîëîæåíèÿ, nj = S1/|S1| � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ Sj. Ôóíêöèè
Fj(|Sj|) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè, âîçðàñòàþùèìè è
Fj(0) = 0, îíè ìîãóò áûòü êàê ëèíåéíûìè, òàê è íåëèíåéíûìè. Óðàâíå-
íèÿ Ëàãðàíæà II-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ:

MS̈ + µ̃eṠ + c11(S − S0) + c12(γ − γ0) = Meω2 exp(iωt),

Jtγ̈+γ̇(µ̃eL
2−iJpω)+c12(S−S0)+c22(γ−γ0)=(Jt−Jp)δω

2 exp(i(ωt− ε)),

M1S̈1+µ̃1Ṡ1+F1(|S1|)
S1

|S1|
=
(
c11e2 −

c12
L

)
(S−S0)+

(
c12e2 −

c22
L

)
(γ−γ0),

M2S̈2+µ̃2Ṡ2+F2(|S2|)
S2

|S2|
=
(
c11e1 +

c12
L

)
(S−S0)+

(
c12e1 +

c22
L

)
(γ−γ0).

(1)
Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîé óïðóãîñòè âàëà òðåòüå è ÷åòâåð-

òîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îòíî-
ñèòåëüíî (S, γ). Âîçìîæíî íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ (S, γ) è èñïîëüçî-
âàòü åãî äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ èç ñèñòåìû. Ïîëó÷èì ñèñòåìó
èç äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ S1, S2,
êàæäîå 4-îãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ïåðåõîäà ê óðàâíåíèÿì â áåçðàçìåðíîì âèäå ââåäåíû áåçðàçìåð-
íîå âðåìÿ τ = ω0 t è áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå sj = Sj/h, ãäå h � íåêîòî-

6



ðàÿ ìàëàÿ äëèíà, íàïðèìåð, ñòàòè÷åñêèé ýêñöåíòðèñèòåò e èëè âåëè÷èíà
L δ. Âûáîð õàðàêòåðíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ω0 çàâèñèò îò âèäà íåëèíåé-
íîñòè Fj(|Sj|).

Áåçðàçìåðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä:∑
j=1,2

(
d2

dτ 2
(e3−jsj+σ1j Nj)+µe

d

dτ
(e3−jsj+σ1j Nj)+Nj

)
=d1Ω

2 exp(iΩτ),

(2)

∑
j=1,2

(−1)j
(

d2

dτ 2
(sj + σ2j Nj) + (k l µe + iΩ (l − 1))

d

dτ
(sj + σ2j Nj)+

+ej k l Nj) = l d2Ω
2 exp(i(Ω τ − ε)),

Â óðàâíåíèÿõ (2) èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

l =
Jt − Jp

Jt
, k =

ML2

Jt l
, Ω =

ω

ω0
, mj =

Mj

M
, (3)

µe, µj - áåçðàçìåðíûå êîýôôèöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ, dj - áåçðàçìåðíûå
ýêñöåíòðèñèòåòû, êîýôôèöèåíòû σkj çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ æåñòêî-
ñòè âàëà. Âåëè÷èíû Nj èìåþò âèä:

Nj = mj s̈j + µj ṡj + fj(|sj|)
sj
|sj|

, (4)

ãäå fj(|sj|) - áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê îïîð.
Â �1.3 èçó÷àåòñÿ ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå ðîòîðà. Ñëåäóåì ìåòîäó,

ïðåäëîæåííîìó È. À. Ïàñûíêîâîé. Ñèñòåìà (2) äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøå-
íèå âèäà:

sj = Rj exp(i φj) exp(iΩτ), j = 1, 2, (5)

ãäå Rj, φj - âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, Rj > 0.
Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñèíõðîííóþ êðóãîâóþ ïðå-

öåññèþ. Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäûRj exp(iφj) îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ îïîð â ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ ðîòîðîì.

Äëÿ ðîòîðà ñ ãèáêèì âðàùàþùèìñÿ âàëîì â ðàáîòàõ È. À. Ïàñûíêî-
âîé áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ öèëèíäðè÷åñêîé, êîíè÷åñêîé èëè ãèïåðáîëî-
èäàëüíîé ïðåöåññèé â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ çàìå-
òàåò â ïðîñòðàíñòâå íåäåôîðìèðîâàííàÿ îñü âàëà èëè îñü ïîäøèïíèêîâ,
õàðàêòåðèçóþùàÿ ïåðåìåùåíèå âàëà êàê òâåðäîãî òåëà.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ (5) â ñèñòåìó (2) ïîëó÷åíà ñèñòåìà
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí exp(i φj):∑

j=1,2

(Aj + iΩCj)Rj exp(i φj) = d1Ω
2,∑

j=1,2

(−1)j(Bj + iΩDj)Rj exp(i φj) = d2Ω
2 exp(−iε), ãäå

(6)
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Aj =
fj(Rj)

Rj
−
(
e3−j +mj + σ1j

fj(Rj)

Rj
+ σ1j µe µj

)
Ω2 + σ1jmj Ω

4,

Bj = k ej
fj(Rj)

Rj
−

(
1 + k ej mj + σ2j

fj(Rj)

Rj
+ k σ2j µe µj

)
Ω2 + σ2jmj Ω

4,

Cj = µj + µe

(
e3−j + σ1j

fj(Rj)

Rj

)
− σ1j(µj + µemj)Ω

2,

Dj = k

(
ejµj + µe(1 + σ2j

fj(Rj)

Rj
)

)
− σ2j(µj + k µemj)Ω

2.

(7)
Â îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ (µe = 0, µj = 0) îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû
(6) ïðèíèìàåò âèä:

∆ = A1B2 + A2B1. (8)

Ìíîæåñòâî ∆ = 0 çàäà¼ò â ïðîñòðàíñòâå {Ω, R1, R2} ïîâåðõíîñòü
íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò ýòî ïðîñòðàíñòâî íà îáëà-
ñòè, ãäå ïðåöåññèè èìåþò êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûé õàðàêòåð. Åñëè óïðó-
ãèå îïîðû fj(Rj) ëèíåéíû, òî ∆ = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äëÿ
íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò âðàùåíèÿ ðîòîðà.

Â ïóíêòå 1.3.1 ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ êðó-
ãîâûõ ïðåöåññèé, êîãäà îïîðû îïèñûâàþò îêðóæíîñòè ðàâíûõ ðàäèóñîâ,
ò.å. R1 = R2 = R. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïîðû îáëàäàþò îäèíàêîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè: f1 = f2 = f , µ1 = µ2 = µ, m1 = m2 = m. Ðîòîð
óêðåïë¼í â ñåðåäèíå ìåæäó îïîðàìè, ò.å. e1 = e2 = 1/2. Â ýòîì ñëó÷àå
êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (6) ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû A1 = A2 = A, B1 =
B2 = B, C1 = C2 = C, D1 = D2 = D.

Â ïóíêòå 1.3.2 ïîêàçàíî, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ãèïåðáîëîèäàëüíàÿ ïðå-
öåññèÿ ïîëíîñòüþ íåóðàâíîâåøåííîãî ðîòîðà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëü-
êî ïðè îòñóòñòâèè ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ è ïðè ε = π/2. Ïîëó÷åíî âûðàæå-
íèå äëÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè(À×Õ) ãèïåðáîëîèäàëü-
íîé ïðåöåñèè:

R =
Ω2

2

√
d21
A2

+
d22
B2

. (9)

Â ïóíêòå 1.3.3 èññëåäîâàíà ñèììåòðè÷íàÿ êîíè÷åñêàÿ ïðåöåññèÿ. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ìîìåíòíî-íåóðàâíîâåøåííûé ðîòîð, ò.å. e = 0, σ ̸= 0 =>
d1 = 0, â òàêîì ñëó÷àå óãîë ôàçîâîãî ñäâèãà ε ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåë¼í-
íûì è åãî ìîæíî ïîëîæèòü íóëþ. Ïîëîæèì h = Lδ, òîãäà d2 = 1. Íà
ðîòîð è îïîðû äåéñòâóþò ñèëû âíåøíåãî òðåíèÿ. Ñðåäè ðåøåíèé âèäà
(5) ìîæíî âûäåëèòü ðåøåíèå s2 = −s1 (R1 = R2 = R, φ2 = φ1 − π = φ).
Â òàêîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü, çàìåòàåìàÿ íåäåôîðìèðîâàííîé îñüþ ðî-
òîðà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíóñ ñ âåðøèíîé ìåæäó îïîðàìè, è ïðåöåññèÿ
áóäåò ñèììåòðè÷íîé êîíè÷åñêîé. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå À×Õ êîíè÷åñêîé
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ïðåöåññèè:

R =
Ω2

2

1√
B2 + Ω2D2

. (10)

Ïóíêò 1.3.4 ïîñâÿùåí öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñòàòè÷åñêè íåóðàâíîâåøåííûé, íî ìîìåíòíî-óðàâíîâåøåííûé ðîòîð, ò.å.
δ = 0, e ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî d2 = 0. Íà ðîòîð è îïîðû äåéñòâóþò ñèëû
âíåøíåãî òðåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå cðåäè ðåøåíèé âèäà (5) ìîæíî âûäå-
ëèòü ðåøåíèå s1 = s2 (R1 = R2 = R, φ1 = φ2 = φ), ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé öèëèíäðè÷åñêóþ ïðåöåññèþ. Ïîëó÷åíî À×Õ öèëèíäðè÷åñêîé ïðå-
öåññèè:

R =
Ω2

2

1√
A2 + Ω2C2

. (11)

Â �1.4 èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ñèììåòðè÷íûõ ïðåöåññèé ïî ëèíåé-
íîìó ïðèáëèæåíèþ. Ââåäåíû ìàëûå âîçìóùåíèÿ rj(τ), αj(τ) äëÿ êàæäîé
îïîðû ïî ôîðìóëàì:sj = (R + rj) exp (i (φj + αj)) exp(iΩτ). Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò øåñòíàäöà-
òûé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ. Â ïóíêòå
1.4.1 ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü ñèììåòðè÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöå-
ñèè. Â ñèëó ñèììåòðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ðàñïàäàåòñÿ íà äâà
íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìà 8-îãî ïîðÿäêà. Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ ïîëó-
÷åíû â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple. Ìíîæåñòâî {a8 = 0∪ b8 =
0}, ãäå a8, b8 - ñâîáîäíûå ÷ëåíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, îïðåäå-
ëÿåò íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî íóëåâîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïî-
ëèíîìà, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì äëÿ ñèñòåìû. Êàæäîå èç
óñëîâèé a8 = 0 è b8 = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó, àñèìïòîòàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êðèâûå íåëèíåéíîãî ðåçîíàíñà A = 0 è B = 0 ñî-
îòâåòñòâåííî. Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãè-
ïåðáîë a8 = 0, b8 = 0 ñ êðèâîé À×Õ. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû ìîæåò âîçíèêíóòü äî 8-ìè òàêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Â ïóíê-
òå 1.4.2 èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ñèììåòðè÷íîé êîíè÷åñêîé ïðåöåññèè.
Ïîëó÷åííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèì ïîëèíîìîì, ñîîòâåòñòâóþùåìó öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè. Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèÿ äëÿ ãðàíèö ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíè÷åñêîé ïðåöåññèè
òàêèå æå, êàê è äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíî ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå ðîòîðà â ëè-
íåéíî-óïðóãèõ îïîðàõ. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû è óðàâ-
íåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ ðîòîðà. Âûÿâëå-
íû äîïîëíèòåëüíûå ðåçîíàíñû, îáóñëîâëåííûå âëèÿíèåì äèíàìèêè ìàñ-
ñèâíûõ îïîð. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè À×Õ ñèììåòðè÷íûõ ïðåöåññèé äëÿ
äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî è ñæàòîãî ðîòîðîâ. Íà áîëüøèõ óãëîâûõ ñêî-
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ðîñòÿõ âðàùåíèÿ ðîòîðà îáíàðóæåí ýôôåêò áàëàíñèðîâêè ðîòîðà. Ðàñ-
ñìîòðåí ïðèìåð òóðáîëåêóëÿðíîãî íàñîñà è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðå-
çóëüòàòàìè Genta (1999) è È. À. Ïàñûíêîâîé (2006), ïîêàçàíî âëèÿíèå
ó÷¼òà ìàññ îïîð.

Â �2.1 ïðèâåäåí âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåóðàâíîâåøåííîãî ðî-
òîðà â ìàññèâíûõ ëèíåéíî-óïðóãèõ îïîðàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ
äîïóñêàþò òî÷íîå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðÿìîé ñèíõðîííîé êðóãî-
âîé ïðåöåññèè.

Â �2.2 ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ óãëîâûõ ñêî-
ðîñòåé. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî ("äëèííîãî") ðîòîðà
èìååòñÿ ÷åòûðå êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè, à äëÿ äèíàìè÷åñêè ñæàòîãî ("êî-
ðîòêîãî") � òðè. Èçâåñòíî, ÷òî ðîòîð â íåâåñîìûõ óïðóãèõ îïîðàõ èìååò
ñîîòâåòñòâåííî äâå èëè îäíó êðèòè÷åñêèå óãëîâûå ñêîðîñòè, ò.å. âëèÿíèå
äèíàìèêè òÿæ¼ëûõ îïîð ïðèâîäèò â êàæäîì ñëó÷àå ê ïîÿâëåíèþ äâóõ
äîïîëíèòåëüíûõ êðèòè÷åñêèõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñàìî-
öåíòðèðîâàíèÿ ðîòîðà íå ïðîèñõîäèò, è ìàññèâíûå îïîðû îêàçûâàþò áà-
ëàíñèðóþùåå äåéñòâèå íà áîëüøèõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ ðîòîðà.

Â �2.3 ðàññìîòðåíû ñèììåòðè÷íûå ïðÿìûå ñèíõðîííûå ïðåöåññèè.
Â �2.4 ðàññìîòðåí ïðèìåð òóðáîìîëåêóëÿðíîãî íàñîñà, êîòîðûé ïðè-

ìåíÿëñÿ â ëàáîðàòîðíûõ ìåäèöèíñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòà êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Â ïåðâîé ñòðîêå ïðåä-
ñòàâëåíû êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûå Genta (1999) äëÿ æåñòêèõ
áåçìàññîâûõ îïîð, âî âòîðîé ñòðîêå � ðåçóëüòàòû È. À. Ïàñûíêîâîé
(2006) äëÿ óïðóãèõ áåçìàññîâûõ îïîð. Ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé ìàññ ïðåäñòàâëåíû â ñòðîêàõ 3, 4, 5. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1, âëèÿíèå
ìàññèâíûõ óïðóãèõ îïîð ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ñäâèãó ïåðâûõ êðè-
òè÷åñêèõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé â ñòîðîíó áîëåå íèçêîé ÷àñòè ñïåêòðà è ê
ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé, ïðè÷åì äèíàìè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà îïîð ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿþò íà øèðèíó ðàáî÷åãî
äèàïàçîíà. Îòìåòèì, ÷òî óìåíüøåíèå ìàññû îïîð ïðèâîäèò ê ñäâèãó òðå-
òüåé è ÷åòâ¼ðòîé êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, è ýòî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñøèðåíèÿ ðàáî÷åé çîíû ðîòîðà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðåöåññèîííîãî äâèæåíèÿ
ðîòîðà ñ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè óïðóãîñòè îïîð
òèïà Ãåðöà Fj(|Sj|) = c

(j)
0 |Sj|3/2, ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Âûïèñàíû

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ïîñòðîåíû À×Õ ñèììåòðè÷íûõ ïðåöåññèé
êàê äëÿ äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî, òàê è äèíàìè÷åñêè ñæàòîãî ðîòîðîâ.
Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé è ñèììåòðè÷íîé
êîíè÷åñêîé ïðåöåññèè. Âûÿâëåíû ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè, êàê "æ¼ñòêîãî" òèïà, êîãäà ïðîèñõîäèò ñðûâ àìïëèòóäû, òàê è
"ìÿãêîãî" òèïà, êîãäà ïðîèñõîäèò ñìåíà âèäà ïðåöåññèè. Äëÿ öèëèíäðè-
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Òàáëèöà 1: Ðàñ÷åòû êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò äëÿ ïðèìåðà

Ïàðàìåòðû îïîð:
ωcr 1 ωcr 2 ωcr 3 ωcr 4c1, c2 (10

7 í/ì); m1, m2 (êã)
1 c1 = c2 = ∞, m1 = m2 = 0 10496 67080
2 c1 = c2 = 1.07, m1 = m2 = 0 7832 17926
3 c1 = c2 = 1.07, m1 = 2, m2 = 0.5 7746 16966 23334 223883
4 c1 = c2 = 1.07, m1 = 0.5, m2 = 0.5 7763 17226 45841 223994
5 c1 = c2 = 1.07, m1 = 0.25, m2 = 0.5 7766 17248 64679 224154
6 c1 = c2 = 1.07, m1 = 0.5, m2 = 0.25 7793 17540 45846 309887
7 c1 = c2 = 1.07, m1 = 3, m2 = 2 7554 15208 19428 125574

÷åñêîé ïðåöåññèè îïðåäåëåíà ãðàíèöà âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé, ïðî-
âåäåíî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû íà ðàçëè÷íûõ óãëîâûõ ñêî-
ðîñòÿõ, ïîêàçûâàþùåå ñëîæíóþ äèíàìèêó äâèæåíèÿ ðîòîðà. Ñèñòåìà
èìååò ÷åòûðå íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñà. Ïîêàçàíî, ÷òî àâòîêîëåáàíèÿ ìî-
ãóò âîçíèêàòü â ìåæðåçîíàíñíîé îáëàñòè ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì íåëè-
íåéíûìè ðåçîíàíñàìè, à òàêæå â çàðåçîíàíñíîé îáëàñòè. Îáíàðóæåíà
õàîòèçàöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãî-
ðèòìà Áåííåòèíà ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå ïîëíîãî ñïåêòðà ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé, ïîäòâåðæäàþùèõ õàðàêòåð ïîëó÷åííûõ àòòðàêòîðîâ.

Â �3.1 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ïðèðîäû âíóòðåííåãî òðåíèÿ äëÿ ðîòîðà,
óêðåïëåííîãî íà ãèáêîì âàëó, è ñâÿçü âíóòðåííåãî òðåíèÿ ñ íåóñòîé÷èâî-
ñòüþ âðàùåíèÿ ðîòîðà íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ. Â �3.2
ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðîòîðà äëÿ íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê
îïîð òèïà Ãåðöà ñ ó÷åòîì âíåøíåãî è âíóòðåííåãî òðåíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå:∑
j=1,2

(
d2

dτ 2
(e3−jsj + σ1j Nj) + (µe + µi)

d

dτ
(e3−jsj + σ1j Nj)−

−iΩµi (e3−jsj + σ1j Nj) +Nj) = d1Ω
2 exp(iΩτ),

(12)

∑
j=1,2

(−1)j(
d2

dτ 2
(sj + σ2j Nj) + (k l (µe + µi) + iΩ (l − 1))

d

dτ
(sj + σ2j Nj)−

−iΩ k µi l (sj + σ2j Nj) + ej k l Nj) = l d2Ω
2 exp(i(Ω τ − ε)),

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ (3) è:

νj =
c
(j)
0

c
(1)
0

, Nj = mj s̈j + µj ṡj + νj

√
|sj| sj, j = 1, 2. (13)

Ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû ìîæíî âûäåëèòü ïðÿìóþ ñèíõðîííóþ êðóãî-
âóþ ïðåöåññèþ. Êîýôôèöèåíòû Aj, Bj, Cj, Dj â ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (6) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (7) ïðè fj(Rj)/Rj = νj

√
Rj.

Ïðè÷åì ýòè êîýôôèöèåíòû íå çàâèñÿò îò âíóòðåííåãî òðåíèÿ.
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Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ X,Y1, Y2, ãäå Yj =
√
Rj, X = Ω2 ïîñòðî-

åíû ìíîæåñòâà íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ äëÿ äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî è
ñæàòîãî ðîòîðîâ(ðèñ. 1). Êðèâûå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñå-
÷åíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà áèññåêòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ Y1 = Y2, ÿâëÿþòñÿ
ñêåëåòíûìè êðèâûìè äëÿ À×Õ ñèììåòðè÷íûõ êðóãîâûõ ïðåöåññèé.

a) b)

Ðèñ. 1: Ìíîæåñòâî íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ: a) "äëèííûé" , b)"êîðîòêèé" ðîòîð

Òîæäåñòâî | exp(i(φ1−φ2))| ≡ 1 çàäà¼ò â ïðîñòðàíñòâå {Y1, Y2, X} èí-
òåãðàëüíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî-
ãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèììåòðè÷íûõ ïðåöåññèé
ëîêàëèçîâàíû íà ïëîñêîñòè Y1 = Y2.

�3.3 ïîñâÿùåí ñèììåòðè÷íûì êðóãîâûì ñèíõðîííûì ïðåöåññèÿì. Â
ïóíêòå 3.3.1 ðàññìîòðåíà ñèììåòðè÷íàÿ ïðåöåññèÿ ãèïåðáîëîèäàëüíîãî
òèïà.

a)
I

II I

II

b)
IIII

Ðèñ. 2: À×Õ ãèïåðáîëîèäàëüíîé ïðåöåññèè: a) "äëèííûé" , b)"êîðîòêèé" ðîòîð

Ãðàôèêè À×Õ ãèïåðáîëîèäàëüíîé ïðåöåññèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.2
æèðíîé ëèíèåé, ñëåâà � äëÿ äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî ðîòîðà, ñïðàâà �
äëÿ äèíàìè÷åñêè ñæàòîãî. Äâà ïîñëåäíèõ íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñà ñâÿçà-
íû ñ äèíàìèêîé ìàññèâíûõ îïîð. Ïðè óìåíüøåíèè ìàññ îïîð äâà ïîñëåä-
íèõ ðåçîíàíñà ñäâèãàþòñÿ â îáëàñòü áîëüøèõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé.

Â ïóíêòàõ 3.3.2 è 3.3.3 ðàññìîòðåíû ñèììåòðè÷íàÿ êîíè÷åñêàÿ è öè-
ëèíäðè÷åñêàÿ ïðåöåññèè. Ïîñòðîåíû À×Õ è ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ìàññ îïîð
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ðåçîíàíñà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðå-
çóëüòàòàìè È. À. Ïàñûíêîâîé äëÿ áåçìàññîâûõ îïîð.

Â �3.4 èññëåäîâàíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ è ñèììåò-
ðè÷íûõ êîíè÷åñêèõ ïðåöåññèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íóëåâûå êîðíè õàðàê-
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òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Ñîñòàâëåíà ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ.
Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ñèñòåìû ðàñïàäàåòñÿ íà äâà
íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìà è âûïèñàíû êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ïîëèíîìîâ, ïðè ýòîì ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû a8, b8 íå çàâèñÿò îò âíóò-
ðåííåãî òðåíèÿ. Ìíîæåñòâî {a8 = 0 ∪ b8 = 0} îïðåäåëÿåò ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí íóëåâîé êîðåíü ñèñòåìû, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííûì.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ À×Õ è ýòèõ ãèïåðáîë îïðåäåëÿþò ãðàíèöû óñòîé-
÷èâîñòè. Â ïóíêòàõ 3.4.1 è 3.4.2 ðàññìîòðåíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñèì-
ìåòðè÷íîé êîíè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèé. Íà ðèñ. 3 ïîêàçà-
íû ãðàôèê À×Õ öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè (òîëñòàÿ ëèíèÿ) è óñëîâèÿ
a8 = 0 è b8 = 0 (òîíêàÿ ëèíèÿ). Íåóñòîé÷èâûå ðåæèìû îòìå÷åíû øòðè-
õîâîé ëèíèåé. "Æ¼ñòêèé" õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, êîãäà ïðîèñõî-
äèò "ñêà÷îê" èëè "ñðûâ" àìïëèòóäû, íàáëþäàåì ìåæäó òî÷êàìè "3" ,"4"
è "7" ,"8" , à "ìÿãêèé" ìåæäó òî÷êàìè "1" , "2"(íà b)) è "5 , "6". Â ñëó÷àå
"ìÿãêîé" áèôóðêàöèè ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè
ñîïðîâîæäàåòñÿ îòäåëåíèåì äâóõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ëî-
êàëèçîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëîèäà, òàêèì îáðàçîì, ïðåöåññèÿ
ìåíÿåò òèï íà ãèïåðáîëîèäàëüíûé.

a)

b8=0
a8=0

a8=0

II

I

X

Y

I

3

4 5 6

7

8

b)

b8=0

a8=0

X

Y

II

I

1
2

3

4

Ðèñ. 3: À×Õ öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè è ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè: a) îáùèé âèä, b)
íà÷àëüíàÿ îáëàñòü â êðóïíîì ìàñøòàáå

a)

S

US

S

b)

S

US

S

Ðèñ. 4: Áèôóðêàöèè öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåñèè: a)X = 7.8, b)X = 0.22

Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ëîêàëèçàöèè ðåøåíèé äëÿ "ìÿãêèõ" áèôóðêà-
öèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òîëüêî îäèí èç íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ I è II
âëèÿåò íà âèä À×Õ êîíè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèé, âáëèçè
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êàæäîãî èç íèõ, â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ, ìîæåò ïðîèçîéòè ïîòå-
ðÿ óñòîé÷èâîñòè.

Äëÿ ñëó÷àÿ íåâåñîìûõ îïîð â ðàáîòàõ È. À. Ïàñûíêîâîé äëÿ êîíè÷å-
ñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèé íàáëþäàëèñü òîëüêî 2 âåòâè ãèïåðáîë
áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà {a8 = 0

∪
b8 = 0}, òàê êàê êàæäîå èç a8 = 0

è b8 = 0 èìåëî âòîðîé ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî X. Ó÷¼ò ìàññ îïîð ïðèâî-
äèò ê óâåëè÷åíèþ ïîðÿäêà äëÿ êàæäîãî èç a8 = 0 è b8 = 0 äî ÷åòâ¼ðòîãî
îòíîñèòåëüíî X, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ äî ÷åòûð¼õ âåòâåé
ãèïåðáîë ìíîæåñòâà {a8 = 0

∪
b8 = 0}, ÷òî óñëîæíÿåò êàðòèíó ïîòåðè

óñòîé÷èâîñòè.
Â �3.5 ðàññìîòðåíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ÷èñòî-ìíèìûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíî-
ìà. Â ïóíêòå 3.5.1 ðàññìîòðåíà ãðàíèöà âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé â
ìåæðåçîíàíñíîé îáëàñòè.

D
7
(P

1
)=0

D
7
(P

2
)=0

III

I

Ðèñ. 5: À×Õ öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè è ∆7(P1) = 0, ∆7(P2) = 0.

Ïðè ∆7(Pj) = 0, ãäå ∆7(Pj) � îïðåäåëèòåëü Ãóðâèöà 7-îãî ïîðÿäêà,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì èìååò ÷èñòî ìíèìûå êîðíè. Íà ðèñ. 5 èçîá-
ðàæåíà À×Õ öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèè, íåëèíåéíûå ðåçîíàíñû A = 0,
B = 0 è êðèâûå ∆7(Pj) = 0 äëÿ äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî ðîòîðà. Ïðè
âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ À×Õ öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåñ-
ñèè è êðèâîé∆7(P1) = 0 ëåæèò â ìåæðåçîíàíñíîé îáëàñòè. ×èñëåííî áû-
ëî ïðîâåðåíî, ÷òî äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ À×Õ ñ êðèâîé ∆7(P1) = 0 âñå âå-
ùåñòâåííûå ÷àñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ îòðèöàòåëüíû.
Çà òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ À×Õ ñ ∆7(P1) = 0 ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ïîëèíîìà P1 = 0 ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ. Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ À×Õ è ñ ∆7(P2) = 0 ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäíà
ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ ïîëèíîìà P2 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
îïðåäåëÿåò íàèìåíüøàÿ èç îáùèõ òî÷åê À×Õ è ∆7(P1) = 0, ∆7(P2) = 0.

Ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èçó÷åíî ïîâåäåíèå ñèñòåìû â
îáëàñòè çà òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ À×Õ è ∆7(P1) = 0. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïðè X =

√
Ω = 10 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6.

Èçìåíåíèå R1(τ) íà ðèñ. 6, íà ãðàôèêå a) � â òå÷åíèå ïåðâûõ 200
îáîðîòîâ, íà ãðàôèêå b) � çà âðåìÿ îò 200 äî 250 îáîðîòîâ. Àâòîêîëåáà-
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a) b) ñ)

Ðèñ. 6: X = 10, a) R1(τ) â òå÷åíèå 200 îáîðîòîâ b) R1(τ) çà âðåìÿ îò 200 äî 250
îáîðîòîâ,c) ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çà âðåìÿ îò 200 äî 1000 îáîðîòîâ

íèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðèìåðíî çà 150 îáîðîòîâ, íà ðèñ. 6 c) ïðåäñòàâëåí
ïîëó÷åííûé ïðåäåëüíûé öèêë íà ïëîñêîñòè {R1, Ṙ1} ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà {R1, Ṙ1, R2, Ṙ2, φ1 − φ2, φ̇1 − φ̇2} çà âðåìÿ îò 200 äî 1000 îáîðîòîâ.

Ïîëíûé ñïåêòð ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìà Áåííåòèíà çà 300 èòåðàöèé ñ øàãîì ðàâíûì îäíîìó îáîðîòó, â
êîíå÷íîé òî÷êå âû÷èñëåíèÿ ðàâåí:

{0.0005, -0.0074, -0.008, -0.0271, -0.0989, -0.0989, -0.2774, -0.2775,
-0.3183, -0.319, -0.3255, -0.3258, -0.3302, -0.3305, -0.4569, -0.457}.
Âû÷èñëåíèÿ ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ êîëè÷åñòâîì èòåðàöèé ïîêàçàëè, ÷òî

ïåðâûé ïîêàçàòåëü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å. ñèãíàòóðà ñïåêòðà ñîîòâåòñòâó-
åò óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó. Áûëî ïðîâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå ñè-
ñòåìû äî 20050 îáîðîòîâ, ïðè ýòîì âèä ïðåäåëüíîãî öèêëà ñîâïàäàåò ñ
êàðòèíîé, ïîëó÷åííîé çà âðåìÿ îò 200 äî 250 îáîðîòîâ.

Ïðè X = 12 è X = 13 òàêæå ïîëó÷åíû óñòîé÷èâûå àâòîêîëåáàòåëü-
íûå ðåæèìû, îòìå÷åíî, ÷òî ñ ðîñòîì óãëîâîé ñêîðîñòè óâåëè÷èâàþòñÿ
âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ àâòîêîëåáàíèé è ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà àìïëèòóäû.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû, íàïðèìåð, ïðè X = 14, íà-
áëþäàåì óñòàíîâëåíèå àâòîêîëåáàíèé, îäíàêî â ñïåêòðå ëÿïóíîâñêèõ ïî-
êàçàòåëåé ïðèñóòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîêàçàòåëè, íå ñòðåìÿùèåñÿ ê
íóëþ, ÷òî ãîâîðèò î íåóñòîé÷èâîñòè è âîçìîæíîì ïîÿâëåíèè õàîñà.

a) b)

Ðèñ. 7:X = 14, a) R1(τ) çà âðåìÿ îò 9000 äî 15000 îáîðîòîâ, b) îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
îò 11000 äî 13000

Àâòîêîëåáàíèÿ ñ ïîñòîÿííûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì àìïëèòóäû óñòà-
íàâëèâàþòñÿ ïðèìåðíî çà 900 îáîðîòîâ, îäíàêî, â ñïåêòðå ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé ïðèñóòñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íå ñòðåìÿùèåñÿ ê
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0, ÷òî ãîâîðèò î íåóñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åííîãî ðåæèìà. Äàëüíåéøåå èí-
òåãðèðîâàíèå ñèñòåìû ïðè X = 14 ïîêàçàëî, ÷òî íà÷èíàÿ ïðèìåðíî ñ
11000 îáîðîòîâ äâèæåíèå ñîñêàëüçûâàåò â õàîñ, ñì. ðèñ. 7.

Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 7 b). Èòàê, ïðè óäàëåíèè
îò ãðàíèöû âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèÿ òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü.

Â ïóíêòå 3.5.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè âíóòðåííåãî òðåíèÿ
ãðàíèöà âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ ÷à-
ñòîò. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà âîçáóæäåíèå àâòîêîëåáàíèé ïðîèñõîäèò
â çàðåçîíàíñíîé îáëàñòè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå ñèñòåìû "ðî-
òîð-îïîðû" ñ íåëèíåéíûìè óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè òèïà Äóôôèí-
ãà: Fj(|Sj|) = c

(j)
0 |Sj| + c

(j)
1 |Sj|3 è ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Âûïèñà-

íû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ïðåöåññèé ïîñòðî-
åíû À×Õ äëÿ äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî è äèíàìè÷åñêè ñæàòîãî ðîòîðà.
Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ öè-
ëèíäðè÷åñêîé è ñèììåòðè÷íîé êîíè÷åñêîé ïðåöåññèè, íàéäåíû ãðàíèöû
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïðå-
öåññèè îïðåäåëåíà ãðàíèöà âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé, ïðîâåäåíî ÷èñ-
ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ.

Â �4.1 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà ðî-
òîð è îïîðû äåéñòâóþò ñèëû âíåøíîãî òðåíèÿ, è íà ðîòîð äåéñòâóþò
ñèëû âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Ïîñòðîåíû ìíîæåñòâà íåëèíåéíûõ ðåçîíàí-
ñîâ äëÿ äèíàìè÷åñêè âûòÿíóòîãî è ñæàòîãî ðîòîðîâ.

Â �4.2 ïîëó÷åíû À×Õ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ãèïåðáîëîèäàëüíîé, êîíè-
÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ïðåöåññèé.

Â �4.3 ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè ïåðåõîäå ÷å-
ðåç íóëåâûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ.

Â �4.4 ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç ÷èñòî ìíèìûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Óñòàíîâëåíî,
÷òî ãðàíèöà âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ìåæðåçî-
íàíñíîé îáëàñòè. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî íà ÷àñòîòàõ
áëèçêèõ ê ãðàíèöå âîçáóæäåíèÿ àâòîêîëåáàíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ óñòîé-
÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëó÷åííûì ñïåêòðîì ëÿ-
ïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

Íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ñíà÷àëà òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëü-
íûé öèêë, íî èìåþùèé áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó - ïðåäåëüíûé öèêë ñ
ïåòëåé, ñì ðèñ. 8. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî â ñïåêòðå ëÿïóíîâñèêèõ ïîêà-
çàòåëåé ñòàðøèå ïîêàçàòåëè ïîëîæèòåëüíû è ïðè óâåëè÷åíèè èòåðàöèé
ñîõðàíÿþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ãîâîðèò î íåóñòîé÷èâîñòè ïðå-
äåëüíîãî öèêëà. Äåéñòâèòåëüíî, äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ïîêàçàëî,
÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïðîèñõîäèò õàîòèçàöèÿ ïðåäåëüíî-
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a) b)

Ðèñ. 8: X = 17, a) R1(τ) îò 200 äî 230 îáîðîòîâ, b) ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ îò 200 äî 300
îáîðîòîâ

ãî öèêëà. Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èíòåãðèðîâàíèÿ è îòîáðàæå-
íèå Ïóàíêàðå, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò íàëè÷èå õàîñà. Â äàëüíåéøåì íà
ôîíå õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò ñèíõðîíèçàöèÿ è óñòàíàâëèâà-
åòñÿ íîâûé ïðåäåëüíûé öèêë, ñì. ðèñ. 10. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàåòñÿ
ïåðåõîäíûé õàîñ.

a) b)

Ðèñ. 9: X = 17, âðåìÿ îò 2100 äî 2600 a) R1(τ), b) îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå

a) b)

Ðèñ. 10: X = 17, a) R1(τ) îò 3000 äî 3030 îáîðîòîâ, b) ôàçîâûå òðàåêòîðèè îò 3000
äî 4000 îáîðîòîâ

Îòìå÷åíî, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè âíóòðåííåãî òðåíèÿ ãðàíèöà âîçáóæ-
äåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ñäâèãàåòñÿ â çàêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèñ-
ñåðòàöèè.
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