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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория представлений симметрической группы Sn

занимает совершенно особое место в теории представлений конечных групп.
Над полями нулевой характеристики эта теория позволяет получить пол-
ную классификацию представлений: каждое представление группы Sn полу-
просто, неприводимые представления группы Sn соответствуют разбиениям
числа n и их размерности вычисляются по формуле крюков [13]. С другой
стороны, эта теория в случае положительной характеристики основного по-
ля далека от завершения. Так например, даже размерности неприводимых
Sn-модулей неизвестны.

Для развития модулярной (то есть над полями положительной харак-
теристики) теории представлений группы Sn необходимо понять, чем эта
группа выделяется среди конечных групп. Один из ответов на этот во-
прос получил И. Шур в своей диссертации [45], в которой он построил тео-
рию представлений полной линейной группы GLn(C) на основе открытых
до этого Г. Фробениусом комплексных характеров симметрической груп-
пы [28]. Позже Дж. А. Грин [30] вернулся к этому вопросу и обратил рас-
суждения И. Шура, построив неприводимые представления симметрической
группы из неприводимых представлений полной линейной группы GLn(F)
над произвольным алгебраически замкнутым полем F. При этом непри-
водимые Sn-модули получаются как образы неприводимых рациональных
GLn(F)-модулей под действием функтора Шура. Так как последние модули
однозначно определяются своими старшими весами, то функтор Шура поз-
воляет получить также параметризацию неприводимых Sn-модулей: каж-
дый неприводимый Sn-модуль изоморфен ровно одному модулю Dλ, где λ —
p-регулярное (то есть не содержащее p или более одинаковых частей) раз-
биение. Такой подход к построению неприводимых Sn-модулей проще чем
подход, изложенный в книге Г. Джеймса [13], который не выходит за рамки
представлений группы Sn, а также позволяет получить некоторые резуль-
таты в неё не входящие, например, теорему о удалении столбца и строки из
матрицы разложения [33].

На применении функтора Шура основана также модулярная теория ветв-
ления для симметрической группы, развитая А.С. Клещёвым [34] и [35]. На-
помним, что для основного поля нулевой характеристики, правила ветвле-
ния позволяют разложить ограничение Dλ ↓Sn−1

неприводимого Sn-модуля
Dλ в прямую сумму неприводимых Sn−1-подмодулей. Напротив, в случае
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основного поля характеристики p > 0 ограничение Dλ ↓Sn−1
не обяза-

тельно полупросто: оно распадается в прямую сумму неразложимых Sn−1

модулей, цоколь которых изоморфен в точности одному неприводимому
Sn−1-модулю [35]. Информация о цоколе оказывается значительно более по-
лезной, чем может сначала показаться. Например, на её основе Б. Фордом и
А. С. Клещёвым [27] была доказана гипотеза Муллино [43] о том, как устрое-
на биекция на множестве p-регулярных разбиений λ 7→ µ, где Dµ ∼= Dλ⊗sgn

(здесь sgn — знакопеременное представление группы Sn). Кроме того, эти
правила ветвления позволяют вычислять Ext1-пространства между некото-
рыми простыми Sn-модулями: А. С. Клещёвым и Дж. Шесом [38], [39] вычис-
лены пространства Ext1Sn

(Dλ, Dµ), где λ и µ — разбиения, состоящие не бо-
лее чем из двух ненулевых частей; Д. Хеммер [31] вычислил Ext1Sn

(Dλ, Dµ),
где Dλ и Dµ — вполне расщепимые модули (то есть такие, что их огра-
ничение на любую подгруппу Юнга полупросто); автор в работах [3] и [4]
вычислил Ext1Sn

(Dλ, Dµ) для случая, когда Dλ — вполне расщепляемый мо-
дуль и λ ̸◃ µ (λ ◃ µ обозначает, что

∑k
i=1 λi >

∑k
i=1 µi для любого k

и хоты бы одно неравенство строгое). При этом утверждение о том, что
Dλ — вполне расщепляемый модуль, имеет вполне чёткий комбинаторный
смысл [37] в терминах разбиения λ. В частности, результат работ автора [3]
и [4] позволяет утверждать, что радикал модуля Шпехта Sλ такого, что
Dλ ∼= headSλ — вполне расщепляемый модуль (где λ — p-регулярное разби-
ение), либо нулевой либо содержит единственный наибольший подмодуль.
В последнем случае фактор Dλ̃ по этому подмодулю явно вычислен (см.
лемму 4.5 и теорему 4.6 из работы автора [4]). Наконец, упомянутые вы-
ше работы [38], [39] и работа автора [6] содержат версии этих результатов
для линейных групп. В работе автора [2] показано, что Ext1-пространства
между неприводимыми Sn-модулями связаны с правилами умножения на-
клонных модулей (fusion rules for tilting modules) при помощи дуальности
Шура-Вейля. Правила умножения, которые используются в работе [2], со-
держаться в работах О. Матьё [42] и К. Эрдманн [26]. Информация об упо-
мянутых выше Ext1-пространствах может быть использована в различных
приложениях, например, в задаче из работы автора [1] о возможности задать
все неприводимые модули множества {Dλ+(in) | i ∈ N}, где λ — разбиение
высоты менее p и n < p, конечным количеством соотношений.

Возможно, ещё более важным следствием модулярных правил ветвле-
ния является возможность задать параметризацию неприводимых линей-
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ных представлений группы Sn, определив их по сути при помощи этих
правил [36]. Известны три способа показать, что последняя параметриза-
ция и параметризация, происходящая из функтора Шура, совпадают. Пер-
вый способ принадлежит А. С. Клещёву [36]. Второй способ описан в работе
C. Арики [18]. Он опирается на теорему категорификации С. Арики [16] и
редукцию по модулю p. Третий способ [16] также опирается на теорему ка-
тегорификации С.Арики, а также на идею экстремального веса [23].

Всё сказанное выше в равной степени применимо к проективным пред-
ставлениям симметрической группы, за исключением правил ветвления.
Изучение проективных представлений симметрической группы Sn эквива-
лентно либо изучению линейных представлений либо в случае, когда n > 4

и характеристика основного поля отлична от двух, изучению представлений
алгебры Tn, порождённой элементами t1, . . . , tn и заданной соотношениями

t2i = 1, titi+1ti = ti+1titi+1, titj = −tjti,

где i, j = 1, . . . , n − 1 и |i − j| > 1. Удобно считать, что эта алгебра задана
при любом n > 1 и является супералгеброй с градуировкой, в которой все
порождающие t1, . . . , tn нечётные.

Естественно пытаться задать неприводимые Tn-супермодули установив
связь с представлениями некоторого геометрического объекта. В случае ли-
нейных представлений таким объектом была группа GLn(F). Для Tn-супер-
модулей таким объектом является супергруппа Q(n), которую мы понимаем
как следующий функтор из категории salgF коммутативных F-супералгебр
в категорию групп [32]:

A0 ⊕ A1 7→
{(

S S ′

−S ′ S

)
∈ GL2n(A0 ⊕ A1)

∣∣∣∣ S ∈ Mn(A0) и S ′ ∈ Mn(A1)

}
.

Неприводимые полиномиальные Q(n)-супермодули L(λ) степени n с p-огра-
ниченным старшим весом λ отображаются при помощи функтора Шура в
неприводимые Yn-супермодули D(λ), где Yn = Tn ⊗ Cn и Cn — супералгебра
Клиффорда [21]. Для получения неприводимых Tn-супермодулей требуется
дополнительное усилие: функторы Fn и Gn позволяют получить все (с точ-
ностью до изоморфизма) неприводимые Tn-супермодули Dλ из уже постро-
енных неприводимых Yn-супермодулей D(λ), а так же проследить за тем,
какие из полученных супермодулей остаются неприводимыми, если забыть
про Z2-градуировки и рассмотреть их как обычные модули. Аналогичный
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процесс применим к построению супермодулей Шпехта Sλ для супералгеб-
ры Tn.

Заметим, что в части II работы [36] на основе наперёд заданных правил
ветвления построена совершенно другая система неприводимых Tn-супер-
модулей Gλ. Однако эквивалентность Dλ ∼= Gλ до последнего времени не
была доказана (за исключением случая F = C), и фактически существовала
ситуация, в которой некоторые результаты [21], [24] относились к супермо-
дулям Dλ, в то время как другие результаты [20], [36], [40], [23], [22], [44], [17]
относились к супермодулям Gλ (обозначения этих работ не должны вводить
в заблуждение: неприводимые Tn-супермодули обычно обозначаются через
D(λ) во всех этих работах независимо от способа определения).

В отличии от случая полей положительной характеристики, в случае (ал-
гебраически замкнутых) полей нулевой характеристики проблема ветвления
для алгебраических групп (и алгебр Ли) напротив изучена очень хорошо.
Правила ветвления для ограничений с GLn(C) на GLn−1(C), с Spinn(C) на
Spinn−1(C) и с Spn(C) на Spn−1(C) доказаны в книге Д. П. Желобенко [14].
Элементарное изложение правил ветвления для этих ограничений содер-
жится в книге Н. Р. Гудмана и Р. Уаллаха [29]. Опубликованы обширные
таблицы правил ветвления для классических и исключительных алгебр Ли,
смотрите работы Ж. Титса [46], М. Р. Бремнера, Р. В. Муди и Дж. Пате-
ра [19] и У. МакКей и Дж. Патера [41].

Для полей положительной характеристики можно рассмотреть пробле-
мы ветвления для аналогичных пар подгрупп. Однако в общем виде в на-
стоящее время все они далеки от решения. Более реалистичной представ-
ляется задача вычисления цоколя таких ограничений. Наиболее изучен-
ной является пара подгрупп GLn−1(F) < GLn(F). А. С. Клещёвым [35] бы-
ли найдены компоненты цоколя ограничения L(λ) ↓GLn−1(F) неприводимо-
го GLn(F)-модуля со старшим весом λ = (λ1, . . . , λn), имеющие вид L(µ),
где µ = (λ1, . . . , λi−1, λi − 1, . . . , λn−1) для некоторого i. Фактически этот
результат следует из решенной в той же работе проблемы нахождения
GLn−1(F)-примитивных векторов в L(λ), имеющих вес того же вида. На-
хождение именно таких компонент цоколей — это все, что необходимо для
нахождения цоколей ограничений линейных неприводимых представлений
симметрической группы Sn на подгруппу Sn−1.

Цель работы. Исследование проективных представлений симметриче-
ской группы над полями характеристики отличной от 2; получение пра-
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вил ветвления для проективных представлений группы Sn при ограниче-
нии на Sn−1; доказательство совпадения геометрической и кристаллической
параметризаций проективных представлений группы Sn; вычисление неко-
торых правил ветвлений для линейных рациональных представлений груп-
пы GLn(F) при ограничении на GLn−1(F), относящихся к уровням больше
единицы; разработка критерия неравенства нулю элементов модулей Вей-
ля и построение при его помощи ненулевых гомоморфизмов между этими
модулями. Кроме того, одной из целей диссертации является дальнейшее
развитие техники понижающих операторов на случай проективных пред-
ставлений и на случай старших уровней, а так же развитие комбинаторики,
связанной с этими операторами.

Методы исследования. В работе используются методы теории пред-
ставлений аффинных алгебраических групп и алгебр Ли, коммутативной
алгебры и комбинаторики упорядоченных множеств и таблиц Юнга.

Основные результаты. В работе получены следующие результаты:

1. Получен комбинаторный критерий, для каждого доминантного веса
λ = (λ1, . . . , λn), индекса i = 1, . . . , n − 1 и числа d = 1, . . . , p − 1 поз-
воляющий выяснить, существует ли ненулевой GLn−1(F)-примитивный
вектор веса (λ1, . . . λi−1, λi − d, λi+1, . . . , λn−1) в неприводимом рацио-
нальном GLn(F)-модуле со старшим весом λ, где p = charF > 0.

2. Вычислен цоколь ограничения на подгруппу Sn−1 неприводимого про-
ективного представления Dλ группы Sn, полученного из неприводимого
Q(n)-супермодуля со старшим весом λ применением функтора Шура.
Кроме того, на основание этого результата (точнее его версии для супер-
модулей) доказана эквивалентность Dλ ∼= Gλ, где Gλ — супермодуль по-
лученный при помощи кристаллических графов. Дополнительно, полу-
чается интерпретация понятия нормальной клетки в проективном слу-
чае с точки зрения теории представлений. Эти результаты получены
автором совместно с А.С. Клещёвым.

3. Получен алгоритм, позволяющий выяснить отличен ли от нуля произ-
вольный вектор v веса µ модуля Вейля над группой SLn(F). Этот алго-
ритм не использует базисов и предполагает пошаговое поднятие пары
(v, µ). Аналоги этого алгоритма для полупростых односвязных групп
произвольного типа доказаны в одну сторону, позволяющую утвер-
ждать отличие от нуля рассматриваемого вектора. Построены примеры,
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демонстрирующие применение последнего утверждения для построения
ненулевых гомоморфизмов между модулями Вейля.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-
ский характер. Её результаты и методы могут быть использованы в иссле-
дованиях по теории представлений.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на алгеб-
раическом семинаре в институте математики Национальной академии на-
ук Белоруссии, на научно исследовательских семинарах кафедры высшей
алгебры механико-математического факультета МГУ, на математическом
семинаре университета Орегона, на математических семинарах университе-
тов имени Бар-Илана и Еврейского университета в Иерусалиме, на алгебра-
ическом семинаре имени Д.К.Фаддеева в Санкт-Петербургском отделении
Математического института имени В.А.Стеклова, а также на следующих
международных и российских конференциях:

1. Международная алгебраическая конференция, посвященная 250-летию
Московского государственного университета и 75-летию кафедры выс-
шей алгебры (Москва, 2004).

2. Пятая международная алгебраическая конференция на Украине (Укра-
ина, Одесса, 2005).

3. Международная алгебраическая конференция (Екатеринбург, 2005).

4. Международная алгебраическая конференция, посвященная 100-летию
Д. К. Фаддеева (Санкт-Петербург, 2007).

5. Десятая белорусская математическая конференция (Белоруссия, Минск,
2008).
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Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в рабо-
тах [1]–[11]. Работы [1]–[11] опубликованы в изданиях, входящих в список,
рекомендованный Высшей аттестационной комиссией на момент публика-
ции. В совместной работе [11] В.В.Щиголеву принадлежат все вычисления
в гипералгебре UF(n) супералгебры Q(n), а А.С.Клещёву применение этих
результатов к проективным представлениям симметрической группы.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения и четы-
рёх глав. Кроме того, имеется список обозначений и предметный указатель.
Текст диссертации изложен на 308 страницах. Список литературы содержит
75 наименований.

Содержание работы

Во введении излагается история решаемых задач, обосновывается ак-
туальность темы исследования, кратко описывается содержание работы и
формулируются основные результаты.

В разделе обозначения фиксируются некоторые обозначения, общие для
всех глав диссертации.

Глава 0 является вводной и не содержит новых результатов. Основны-
ми объектами, рассмотренными в этой главе, являются категории RatF(n)

рациональных GLn(F)-модулей и категория IntF(n) целых UF(n)-модулей,
где UF(n) — гипералгебра (алгебры распределений) общей линейной группы
GLn(F). Основной целью этой главы является доказательство эквивалент-
ности этих категорий путём построения функторов F : IntF(n) → RatF(n) и
G : RatF(n) → IntF(n). В этой главе доказывается тождественность компо-
зиций GF и FG. Построение функтора G является достаточно стандартным.
Для этого используется этого понятия коалгебр и комодулей, а также неко-
торые Z-формы для перенесения результатов со случая поля комплексных
чисел на случай произвольного алгебраически замкнутого поля. С другой
стороны, функтор F строится на основании комбинаторной проверки опре-
деляющих соотношений для группы GLn(F). Для этой проверки использу-
ются различные преобразования сумм и соотношения между биномиальны-
ми коэффициентами (см. определения и тождества из [12]). После того, как
введено действие группы GLn(F) на данном целом UF(n)-модуле, остаётся
проверить рациональность такого действия. Это проделано на основании
конструкций, приведённых в [15].

В главе 1 строится двумерный аналог теории нормальных и хороших
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клеток, построенной А. С. Клещёвым [35]. Естественным образом, вместо
множества целых чисел Z с обычным порядком < возникает целочисленная
плоскость Z2 со следующим (строгим) порядком: (a, b)<̇(x, y) тогда и только
тогда, когда a < x и b < y. Отображение φ : A → B, где A,B ⊂ Z2,
называется строго уменьшающим, если φ(α) <̇ α для любой точки α ∈ A.
Возникающей геометрии целочисленной плоскости посвящён раздел 1.4.

Основной результат этой главы состоит в следующем:

Теорема 1.0.2.2. Пусть F — алгебраически замкнутое поле характери-
стики p > 0, λ — доминантный вес группы GLn(F), 1 6 i < n и 1 6 d < p.
Неприводимый GLn(F)-модуль L(λ) со старшим весом λ содержит ненуле-
вой GLn−1(F)-примитивный вектор веса (λ1, . . . , λi−1, λi− d, λi+1, . . . , λn−1)

тогда и только тогда, когда для любого подмножества

∆ ⊂ {(t, h) ∈ {i+ 1, . . . , n} × {1, . . . , d} | t− i+ λi − λt − h ≡ 0 (mod p)},

точки которого несравнимы относительно <̇, существует строго умень-
шающее вложение из ∆ в {(s, 0) | s∈Z, i<s<n, s− i+λi−λs≡ 0(mod p)}.

Доказательство этой теоремы построено на определении соответствую-
щих понижающих операторов T

(d)
i,n,M(I), которые являются элементами от-

рицательной части U−
F (n) гипералгебры, описанной в главе 0. Эти операторы

в свою очередь строятся сначала в целочисленной версии UZ(n) гипералгеб-
ры UF(n). Этому построению посвящены разделы 1.2, 1.3 и 1.5, в которых
вычисляется действие слева порождающих El (матричных единиц) положи-
тельной части U+

Z (n) гипералгебры UZ(n) на рассматриваемые понижающие
операторы по модулю идеала UZ(n)El.

Результаты этих вычислений после замены кольца скаляров на поле про-
извольной характеристики F, позволяют, с одной стороны, построить доста-
точное для доказательства теоремы 1.0.2.2 множество GLn−1(F)-примитив-
ных векторов простого GLn(F)-модуля L(λ) старшего веса λ. Все эти векто-
ры имеют вид T

(d)
i,n,M(∅)v+, где v+ — старший вектор модуля L(λ). С дру-

гой стороны, эти же операторы T
(d)
i,n,M(I) позволяют доказать, что других

GLn−1(F)-примитивных векторов веса (λ1, . . . , λi−1, λi − d, λi+1, . . . , λn−1) в
модуле L(λ) нет, чем завершается доказательство теоремы 1.0.2.2. Эти кон-
струкции изложены в разделе 1.6.

В главе 2 доказываются правила ветвления для неприводимых про-
ективных представлений симметрической группы над алгебраически за-
мкнутым полем произвольной характеристики отличной от 2. При этом в
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разделе 2.1.1 объясняется почему такие представления, не являющиеся
проективизацией линейных, сводятся к модулям над скрученной групповой
алгеброй Tn с порождающими t1, . . . , tn−1 и соотношениями

t2i = 1, titi+1ti = ti+1titi+1, titj = −tjti, где |i− j| > 1,

а так же почему удобно рассматривать эту алгебру как супералгебру и изу-
чать сначала супермодули над ней.

Параметризация таких супермодулей λ 7→ Dλ считается происходящий
(при помощи функтора Шура) из параметризации неприводимых
Q(n)-супермодулей L(λ) при помощи своего старшего веса λ. Основным ре-
зультатом для таких супермодулей является теорема 2.7.2.1, представляю-
щая собой критерий существования ненулевого Q(n− 1)-примитивного век-
тора веса вида µ = (λ1, . . . , λi−1, λi− 1, λi+1, . . . , λn−1) в супермодуле L(λ), и
теорема 2.7.3.3, представляющая собой критерий существования непри-
водимого Q(n − 1)-подсупермодуля L(µ) в L(λ) для µ такого же как выше
вида.

Как и в главе 1 в главе 2 основные результаты достигаются за счёт постро-
ения подходящих понижающих операторов. Этому посвящён раздел 2.2.1.
Необходимые для получения основных результатов свойства этих операто-
ров устанавливаются в разделах 2.2 – 2.4.

Проективные нормальные и хорошие клетки, введённые в работе Дж.
Брандона и А. С. Клещёва [20] рассматриваются в разделе 2.8.4. Эти по-
нятия имеют аналоги для представлений группы Q(n), которые мы опреде-
ляем в разделах 2.6.9. и 2.7.3 соответственно. Лемма 2.7.6.1 показы-
вает, что эти понятия связаны достаточно простым образом. Заметим, что
комбинаторика, связанная с понятиями нормальных и хороших клеток и ин-
дексов, основана на комбинаторике последовательностей из + и −, которой
посвящён раздел 2.5.

Основные результаты для представлений супергруппы Q(n) получены в
разделах 2.6 и 2.7.

Заключительный раздел 2.8 посвящён применению полученных резуль-
татов для представлений супергруппы Q(n) к проективным представлениям
симметрической группы: теорема 2.8.3.7 показывает чему равняется цо-
коль (без учёта кратности) ограничения неприводимого Tn-супермодуля Dλ

на подалгебру Tn−1, а так же когда существует ненулевой гомоморфизм из
Tn−1-супермодуля Шпехта Sµ в ограничение Dλ ↓Tn−1

. Последний результат
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представляет собой ответ на вопрос об интерпретации проективных нор-
мальных клеток с точки зрения теории проективных представлений. Резуль-
таты этого раздела позволяют установить изоморфизм Dλ ∼= Gλ неприводи-
мых супермодулей, полученных при помощи функтора Шура и при помощи
кристаллических графов.

Наконец, в разделе 2.8.5 получены правила ветвления для неприводи-
мых Tn-модулей из полученных в этой главе правил ветвления для непри-
водимых Tn-супермодулей путём игнорирования Z2-градуировок.

В главе 3 мы формулируем гипотезы о том, как проверить является
ли произвольный вектор v модуля Вейля ∆(ω) для односвязной полупро-
стой алгебраической группы G ненулевым без использования базисов. В
формулировках этих гипотез участвует не сам вектор, а пара (F , ω), в ко-
торой F такой элемент отрицательной части гипералгебры U−

F группы G,
что v = Fe+ω . Здесь e+ω обозначает фиксированный ненулевой вектор моду-
ля Вейля ∆(ω) веса ω. Согласно гипотезе A (гипотезе B), для проверки
неравенства v ̸= 0 требуется привести пару (F , ω) к паре вида (c, 0), где
c — ненулевой элемент поля, следующими преобразованиями (m = 1 для
гипотезы B):

(a) (F , ω) 7→ (rωα,m(F ), ω), где α — простой корень и m — натуральное число;

(b) (F , ω) 7→ (F , ω − δ), где веса δ и ω − δ доминантные.

В этих преобразованиях rωα,m(F ) обозначает такой элемент U−
F , что X

(m)
α F ≡

rωα,m(F ) по модулю левого идеала гипералебры группы G, порождённого раз-
делёнными степенями X

(k)
β для простых корней β и целых k > 0 вместе со

всеми соотношениями, определяющими вес ω. Элемент rωα,m(F ) легко вы-
числить, зная F , что продемонстрировано примерами. Следствие 3.1.2.2
показывает, что если такое преобразование возможно, то v ̸= 0. Более то-
го, теорема 3.2.7.3 доказывает обе гипотезы для случая полной линейной
группы.

В целом полученный алгоритм похож на аналогичный алгоритм для
неприводимых модулей, который неоднократно использовался в главах 1
и 2, и может быть использован, например, для построения ненулевых го-
моморфизмов между модулями Вейля для любых типов групп, а не только
для типа An как теорема Картера-Пейна [25]. Соответствующие примеры
приведены в разделах 3.1.5 и 3.1.6.
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Для облегчения чтения диссертация содержит список обозначений (об-
щий и по главам) и предметный указатель.
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