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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òåîðèÿ âñïëåñêîâ çà ïðîøåä-

øèå äâà äåñÿòèëåòèÿ ñ ìîìåíòà åå ïîÿâëåíèÿ íàøëà ñâî¼ ïðèìåíåíèå ïðàê-

òè÷åñêè âî âñåõ îáëàñòÿõ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàáîòêîé íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíàëîâ.

Ñæàòèå è îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé (JPEG 2000, DjVU), àóäèî è âèäåî êîäè-

ðîâàíèå, î÷èùåíèå çàøóìëåííûõ è èñêàæåííûõ ñèãíàëîâ è ìíîãîå äðóãîå. Ñ

êàæäûì ãîäîì ÷èñëî ïðèëîæåíèé òîëüêî ðàñòåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðàçðàáîòêà

íîâûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâîé äëÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðè îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, ïðèòÿãèâàåò ê ñåáå ïðèñòàëüíîå

âíèìàíèå.

Òåîðèÿ âñïëåñêîâ, íàðÿäó ñ åå îãðîìíûì çíà÷åíèåì â öèôðîâîé îáðàáîòêå

ñèãíàëîâ, òàêæå âíåñëà è ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå ðÿäà ðàçäåëîâ ìà-

òåìàòèêè. Ìîæíî îòìåòèòü ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ îðòî-

ãîíàëüíûõ áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå è ïåðèîäè÷åñêèõ

ôóíêöèé, êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

è ïîñòðîåíèå áåçóñëîâíûõ áàçèñîâ â íèõ, â ÷àñòíîñòè áåçóñëîâíûõ áàçèñîâ â

àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, Áåñîâà è Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ. Çíà-

÷åíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ ñ ðàçâèòèåì òåîðèè âñïëåñêîâ

îáùåïðèçíàíî íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì. Çà ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ â

ýòîé îáëàñòè È. Ìåéåð ñòàë ëàóðåàòîì ïðåìèè Ãàóññà, êîòîðàÿ áûëà âðó÷åíà

åìó íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â àâãóñòå 2010 ã.

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ôðåéìû âñïëåñêîâ, îñîáåííî â ÑØÀ

è Êàíàäå. Ïîíÿòèå ôðåéìà áûëî ââåäåíî â 1952 ãîäó Ð. Äàôôèíîì è À. Øåô-

ôåðîì. Îäíàêî îíî áûëî ïðàêòè÷åñêè çàáûòî äî ïîÿâëåíèÿ òåîðèè âñïëåñêîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïóáëèêóåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ ôðåé-

ìàìè âñïëåñêîâ. Ýòîé òåìîé çàíèìàëèñü òàêèå âûäàþùèåñÿ ìàòåìàòèêè, êàê

È. Äîáåøè, À. Ðîí, Á. Õàí, ×. ×óè. Òàêæå ñóùåñòâåííûé âêëàä âíåñëè Ì. Áî-

óíèê, Ç. Øåí, À. Ïåòóõîâ, Ä. Ñòîêëåð, Â. Ëîóòîí, Ì-Äæ. Ëàé, Ñ. Ãîõ, Ç. Ëèì,

Æ. Äæàíã, Ì. Ñêîïèíà è äð. Ôðåéìû ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè ïðåäñòàâëåíèÿ,

íî â îòëè÷èå îò áàçèñîâ, ðàçëîæåíèå ïî íèì íå åäèíñòâåííîå. Çà ñ÷åò èçáû-

òî÷íîñòè â ðÿäå ïðèëîæåíèé ôðåéìû âñïëåñêîâ ïîçâîëÿþò äîáèòüñÿ ëó÷øèõ

ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ áàçèñàìè âñïëåñêîâ. Íàïðèìåð, ïðè îáðàáîòêå
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ñèãíàëà ñ ïîìîùüþ ôðåéìîâ âñïëåñêîâ, ïîòåðÿ èëè èñêàæåíèå ÷àñòè êîýô-

ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà íå îáÿçàòåëüíî âëèÿåò íà âîçìîæíîñòü åãî

ïîëíîãî âîññòàíîâëåíèÿ (÷òî ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî äëÿ ðàçëîæåíèé ïî

áàçèñàì âñïëåñêîâ).

Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ôðåéìîâ âñïëåñêîâ õîðîøî èçâåñòíà (óíèòàð-

íûé ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ, UEP, è åãî ìîäèôèêàöèè). Îäíàêî, ïðè ðåàëèçàöèè

ýòîé ñõåìû íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ðÿäà óñëîâèé, ÷òî ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, îñîáåííî â ñëó÷àå ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè,

íå ïðîñòî îáåñïå÷èòü ñâîéñòâî îáíóëÿþùèõñÿ ìîìåíòîâ äëÿ âñåõ âñïëåñê-

ôóíêöèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ôðåéìîâîñòè ñèñòåìû

âñïëåñêîâ. Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ â äîïîëíåíèå êî âñåìó òðåáóåòñÿ íà-

ëè÷èå ó ôðåéìîâ âñïëåñêîâ ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå åùå áîëåå óñëîæ-

íÿþò àëãîðèòìû èõ ïîñòðîåíèÿ, à â ðÿäå ñëó÷àåâ ñàìà âîçìîæíîñòü ïîñòðî-

åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Ì.À. Ñêîïèíîé áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïî èçó÷åíèþ ñèñòåì âñïëåñêîâ,

ïîëó÷åííûõ ïî óíèòàðíîìó ïðèíöèïó ðàñøèðåíèÿ, íî íå ÿâëÿþùèõñÿ ôðåé-

ìàìè, à òàêæå èññëåäîâàíèþ èõ îáîáùåíèé â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, â òîì ÷èñëå è â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííî-

ãî ðîñòà. Òàêèå ñèñòåìû áûëè íàçâàíû ôðåéìîïîäîáíûìè ñèñòåìàìè âñïëåñ-

êîâ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ òåñíî ïåðåêëèêàþòñÿ ñ ðàáîòàìè Á. Õàíà â êîòîðûõ

îí ââîäèò ïîíÿòèå ÷àñòîòíûõ îäíîðîäíûõ/íåîäíîðîäíûõ äâîéñòâåííûõ ñè-

ñòåì âñïëåñêîâ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé (pair of frequency-based

homogeneous/nonhomogeneous dual wavelet systems).

Âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âñïëåñêîâûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëå-

íèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå íàëè÷èå ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ, ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé

èíòåðåñ äëÿ ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíà-

ëîâ. Íàèáîëåå çíà÷èìûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ äëÿ ïðèëîæåíèé

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûå ñèñòåìû âñïëåñêîâ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è âû-

ñîêèì ÷èñëîì îáíóëÿþùèõñÿ ìîìåíòîâ. Ñèììåòðè÷íûå âñïëåñêè îáëàäàþò

ñâîéñòâîì ëèíåéíîé ôàçû, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé îòñóòñòâèå ôàçîâûõ èñêà-

æåíèé ïðè îáðàáîòêå. Êðîìå òîãî, ñèììåòðèÿ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïðîáëåì,

ñâÿçàííûõ ñ ðàçðûâíîñòüþ ñèãíàëà íà ãðàíèöàõ, à òàêæå óìåíüøèòü âû÷èñ-

ëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü îáðàáîòêè äàííûõ. Âûñîêîå ÷èñëî îáíóëÿþùèõñÿ ìî-

ìåíòîâ ó ñèñòåìû âñïëåñêîâ ñâÿçàíî ñ âûñîêèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè.
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Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ îáåñïå÷åíèåì ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ äëÿ ñèñòåì âñïëåñ-

êîâ, èññëåäîâàëèñü È. Äîáåøè, ×. ×óè, Á. Õàíîì, Ç. Øåíîì è äð.

Êëþ÷åâîé ñëîæíîñòüþ ïðè ïîñòðîåíèè ñèñòåì âñïëåñêîâ ïî óíèòàðíîìó

ïðèíöèïó ðàñøèðåíèÿ èëè åãî ìîäèôèêàöèÿì ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðàñøèðåíèÿ

çàäàííîé ñòðîêè èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äî óíèòàðíîé ìàòðèöû èç

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, èëè äâóõ ñòðîê äî äâóõ ìàòðèö, òàê ÷òîáû

ñòîëáöû áûëè ïîïðàíî áèîðòîãîíàëüíû. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå òàêîé ñïîñîá

ìàòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïðåäëîæåí Â. Ëîóòîíîì, Ñ. Ëè è Ç. Øåíîì. Áîëåå

òîãî, äëÿ ñèììåòðè÷íîé ñòðî÷êè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ çàäà÷à ñèì-

ìåòðè÷íîãî ìàòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ, òî åñòü òàêîãî, ÷òîáû âñå òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèå ïîëèíîìû òàêæå îáëàäàëè ñâîéñòâîì ñèììåòðèè, ðåøåíà â ðàáîòàõ

À. Ïåòóõîâà äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé è Á. Õàíà äëÿ êîìïëåêñíî-

çíà÷íûõ. Ýòî ïîçâîëèëî äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ïåðåìåííîé ïîëó÷èòü àëãîðèòìû

âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âñïëåñê-ìàñîê äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîìåðíûõ ñèì-

ìåòðè÷íûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ ñ ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ,

îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè ïîëåçíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé ñâîéñòâàìè.

Âîçìîæíîñòü áèîðòîãîíàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ â ìíîãîìåðíîì

ñëó÷àå èìååò îòíîøåíèå ê èçâåñòíîé ïðîáëåìå Ñýððà, êîòîðóþ íåçàâèñèìî ðå-

øèëè Ä. Êâèëëåí è À. Ñóñëèí äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Äàëåå, À. Ñóñ-

ëèí ðàñïðîñòðàíèë ýòîò ðåçóëüòàò íà áîëåå øèðîêèé êëàññ êîëåö, â ÷àñòíîñòè

êîëüöî ëîðàíîâñêèõ ïîëèíîìîâ. Îòñþäà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü áèîðòîãîíàëü-

íîãî ðàñøèðåíèÿ. Àëãîðèòì äëÿ ðàñøèðåíèÿ ìàòðèö ïðåäëîæèëè Õ. Ïàðê

è Ñ. Âóäáóðí. Îäíàêî èç-çà âûñîêîé ñëîæíîñòè ýòîò àëãîðèòì ôàêòè÷åñêè

íåïðèãîäåí äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Çàäà÷à ñèììåòðè÷íîãî ìàò-

ðè÷íîãî ðàñòÿæåíèÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îñëîæíÿåòñÿ åùå è òåì, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå âèäû ñèììåòðèè. Íå ãîâîðÿ óæ î òîì,

÷òî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî îáåñïå÷èòü èíûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà. Â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ îáùèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è íåò, îäíàêî äëÿ êîíêðåò-

íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìàòðè÷íîå ïðîäîëæåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî. Âîïðîñ

î âîçìîæíîñòè óíèòàðíîãî ìàòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïî ëþáîé çàäàííîé ñòðî÷-

êå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèñòåì âñïëåñêîâ â ðàçëè÷íûõ ôóíê-

öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ â ñëó÷àå ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå ðàçðàáîòêå

àëãîðèòìîâ äëÿ áûñòðîãî íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ
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âñïëåñê-ìàñîê, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ñèììåòðèè è îáåñïå÷èâàþ-

ùèõ äëÿ ñèñòåìû âñïëåñêîâ ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 09-01-

00162, � 12-01-00216 è ÑÏáÃÓ � 9.38.62.2012.

Öåëè ðàáîòû:

� èññëåäîâàòü øèðîêèé êëàññ ñèñòåì âñïëåñêîâ, îáîáùàþùèé ïîíÿòèå

ôðåéìîâ âñïëåñêîâ â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ;

� íàéòè ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âñïëåñê-ìàñîê, äëÿ êîòîðûõ

ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû âñïëåñêîâ îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè âèäàìè ñèììåò-

ðèè è õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè âñïëåñêîâ,

òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Íîâèçíà ïîäõîäà ñîñòîèò â îòêàçå îò ôðåéìîâî-

ñòè äâîéñòâåííûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ è â èññëåäîâàíèè òàêèõ ñèñòåì âñïëåñêîâ

â ïðîñòðàíñòâàõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

� Ââåäåíî ïîíÿòèå ôðåéìîïîäîáíûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ â ðàçëè÷íûõ ôóíê-

öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîçâîëÿþùåå îïèñàòü âñå âîçìîæíûå ñèñòåìû,

ïîëó÷åííûå èç óíèòàðíîãî ïðèíöèïà ðàñøèðåíèÿ è åãî ìîäèôèêàöèé;

� Óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôðåéìîïîäîáíûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ, îáåñïå-

÷èâàþùèé ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ïðè ýòîì ÷èñëî ïîðîæäà-

þùèõ âñïëåñê-ôóíêöèé íà åäèíèöó áîëüøå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî;

� Äàíî îïèñàíèå âñåõ ìàñøòàáèðóþùèõ ìàñîê, îáëàäàþùèõ öåíòðàëüíîé

ñèììåòðèåé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà;

� Ïîëó÷åíû êîíñòðóêòèâíûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèì-

ìåòðè÷íûõ â ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ âñïëåñê-ìàñîê, îáåñïå÷èâàþùèå äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåé ôðåéìîïîäîáíîé ñèñòåìû âñïëåñêîâ ëþáîé íàïåðåä çàäàííûé

ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè;

� Äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìàñøòàáèðóþùèõ ìàñîê ïîëó÷åíû àëãîðèòìû

âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñèììåòðè÷íûõ â ðàçëè÷íûõ ñìûñëàõ âñïëåñê-

ìàñîê, ñîîòâåòñòâóþùèå äâîéñòâåííûì è æåñòêèì ôðåéìàì âñïëåñêîâ.

� Íà îñíîâå ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica 8.0 íàïèñàí

ïàêåò, ðåàëèçóþùèé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíî-ñèì-

ìåòðè÷íûõ ôðåéìîïîäîáíûõ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìà-
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öèè. Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïîñ÷èòàíû ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé è ïðèêëàäíîé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåîðèè âñïëåñêîâ, òåîðèè àïïðîêñèìàöèè.

Àëãîðèòìû è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðèëîæåíèé, â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.

Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü

� íà êîíôåðåíöèÿõ: ¾Applied Harmonic Analysis and Multiscale Computing¿,

Ýäìîíòîí, Êàíàäà (2011), Ñàðàòîâñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñî-

âðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Ñàðàòîâ, Ðîññèÿ

(2012), ¾Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Àáðàó-Äþðñî, Ðîññèÿ (2012), Ìåæäó-

íàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Wavelets and applications¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

(2012), Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

òåîðèè ôóíêöèé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿, Âîðîíåæ, Ðîññèÿ (2013),

� íà ñåìèíàðå ¾Êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé¿ â ÑÏáÃÓ (2010-2013).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-8]. Ðà-

áîòà [1] ñîîòâåòñòâóåò ñïèñêó ÂÀÊ ÐÔ. Ðàáîòà [2] îïóáëèêîâàíà â ñáîðíèêå

òðóäîâ èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû. Ðàáîòà [7] îïóáëèêîâàíà â âû-

ñîêîðåéòèíãîâîì æóðíàëå, âõîäÿùåì â áàçû äàííûõ Web of Science è Scopus.

Ðàáîòà [8] ïðèíÿòà ê ïå÷àòè â òîì æå æóðíàëå. Ðàáîòû [3-6] îïóáëèêîâàíû â

ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé.

Â ñîâìåñòíîé ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Ì.À. Ñêîïèíîé ðàáîòå [2] ñîàâ-

òîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùàÿ èäåÿ ìåòîäà åå ðåøåíèÿ. Â

ñîâìåñòíîé ñ Ì.À. Ñêîïèíîé ðàáîòå [7] ñîàâòîðó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çà-

äà÷è, ðàçðàáîòêà îáùåé ñõåìû èññëåäîâàíèÿ, ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà

íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé, èìåííî, ëåììà 1, ôîðìóëèðîâêà è èäåÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû 2, ïóíêò (b) òåîðåìû 10, òåîðåìà 16. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ

ïîëîæåíèé, âêëþ÷åííûõ â äèññåðòàöèþ, ïðîâåäåíû àâòîðîì äèññåðòàöèè ñà-

ìîñòîÿòåëüíî.

Ñòðóêòóðà è îáúåì. Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 139 ñòðàíèöû ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà ïàðàãðàôû, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåð-

æàùåãî 62 èñòî÷íèêà, è ïðèëîæåíèÿ ñ ïðèìåðàìè. Îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâ

îòìå÷åíû çíàêîì ♦.
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Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ãëàâå 1 ñîäåðæàòñÿ îáîçíà÷å-

íèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ îñíîâíîãî

ìàòåðèàëà.

Ñèñòåìîé âñïëåñêîâ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âè-

äà {ψ(ν)
jk } := {mj/2ψ(ν)(M j · +k), j ∈ Z, k ∈ Zd, ν = 1, . . . , r, r ≥ m − 1}, ãäå

M � ìàòðèöà ðàñòÿæåíèÿ ðàçìåðà d× d, m = | detM | > 1. D(M) îáîçíà÷àåò

ìíîæåñòâî öèôð ìàòðèöûM . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî 0 ∈ D(M).

Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé, åñëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ̂(ξ) = m0(M
∗−1ξ)ϕ̂(M ∗−1ξ),

ãäå m0 òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, íàçûâàåìûé ìàñêîé, m0(0) = 1. Èç-

âåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàñêèm0 ôóíêöèÿ ϕ̂(ξ) :=
∏∞

j=1m0(M
∗−jξ) äàåò åäèí-

ñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ðåøåíèå ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ

è ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ ∈ S ′ ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì, ãäå S ′ � ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàñêà m îáëàäàåò îáíóëÿþùèìèñÿ ìîìåíòàìè äî

ïîðÿäêà n ∈ N, åñëè

Dβm(ξ)
∣∣∣
ξ=0

= 0, ∀β ∈ ∆n,

ãäå ∆n = {β ∈ Zd+, ‖β‖1 = n}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ìàñêè m âûïîëíÿåòñÿ

ïðàâèëî ñóìì äî ïîðÿäêà n ∈ N, åñëè

Dβm(M ∗−1ξ)
∣∣∣
ξ=s

= 0, ∀s ∈ D(M ∗) \ {0}, ∀β ∈ ∆n.

Óíèòàðíûé ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì âñïëåñêîâ çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ϕ, ϕ̃ � äâå ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ñ

ìàñêàìè m0, m̃0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèå ïîëèíîìû mν, m̃ν, ν = 1, . . . , r, r ≥ m − 1 (âñïëåñê-ìàñêè), òàêèå
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÷òî ìàòðèöû

L := {mν(ξ +M ∗−1qk)}k=0,m−1
ν=0,r , L̃ := {m̃ν(ξ +M ∗−1qk)}k=0,m−1

ν=0,r ,

ãäå {q0, . . . , qm−1} = D(M ∗), óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

LT L̃ = Im.

Îïðåäåëèì âñïëåñê-ôóíêöèè ψ(ν), ψ̃(ν), ν = 1, . . . , r, çàäàâ èõ ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ïî ôîðìóëàì

ψ̂(ν)(ξ) = mν(M
∗−1ξ)ϕ̂(M ∗−1ξ),

̂̃
ψ(ν)(ξ) = m̃ν(M

∗−1ξ)̂̃ϕ(M ∗−1ξ).

Åñëè âñïëåñê-ôóíêöèè ψ(ν), ψ̃(ν), ν = 1, . . . , r ïîñòðîåíû âûøåèçëîæåííûì

ñïîñîáîì, òîãäà ñèñòåìó ôóíêöèé {ψ(ν)
jk }, {ψ̃

(ν)
jk } áóäåì íàçûâàòü äâîéñòâåí-

íîé ñèñòåìîé âñïëåñêîâ, ïîðîæäåííîé ìàñøòàáèðóþùèìè ôóíêöèÿìè ϕ, ϕ̃

(èëè ìàñêàìè m0, m̃0).

Ïóñòü A � êëàññ ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèîíàëû 〈f, ϕ̃0k〉, 〈f, ψ̃(ν)
jk 〉

èìåþò ñìûñë (íàïðèìåð, åñëè ϕ ∈ S ′, òî f ∈ S, ãäå S � êëàññ Øâàðöà).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà {ψ(ν)
jk } ïî÷òè ôðåéìîïîäîáíà, åñëè ∀f ∈ A

f =
∑
k∈Zd

〈f, ϕ̃0k〉ϕ0k +
∞∑
i=0

r∑
ν=1

∑
k∈Zd

〈f, ψ̃(ν)
jk 〉ψ

(ν)
jk .

Ñèñòåìó {ψ(ν)
jk } áóäåì íàçûâàòü ôðåéìîïîäîáíîé, åñëè ∀f ∈ A

f =
∞∑

j=−∞

r∑
ν=1

∑
k∈Zd

〈f, ψ̃(ν)
jk 〉ψ

(ν)
jk .

Ðÿäû ñõîäÿòñÿ â íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì ñìûñëå.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîíÿòèÿ ôðåéìîïîäîáíûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ

â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êðîìå òîãî, ïðèâåäåíû óñëî-

âèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêèå ñèñòåìû âñïëåñêîâ îáåñïå÷àò ïðîèçâîëüíûé, íàïåðåä

çàäàííûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.

Â �2.1 èññëåäóåòñÿ îïåðàòîð ìàñøòàáèðîâàíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëåí êàê
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Qj(ϕ, ϕ̃, f) :=

∑
k∈Zd〈f, ϕ̃jk〉ϕjk, ãäå ôóíêöèè ϕ, ϕ̃ ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì

ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì. Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðåí íàèáîëåå îáùèé

ñëó÷àé.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ϕ, ϕ̃ ∈ S ′ èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, f ∈ S. Òîãäà

(i) äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ðÿä
∑

k∈Zd〈f, ϕ̃jk〉ϕjk ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî â S ′, â

÷àñòíîñòè, Qj(ϕ, ϕ̃, f) ∈ S ′.

(ii) Qj(ϕ, ϕ̃, f) ñòðåìèòñÿ ê ϕ̂(0)̂̃ϕ(0)f â S ′ ïðè j → +∞.

Äàëåå, ïàðà àíàëîãè÷íûõ òåîðåì äîêàçàíà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Lp è îäíîãî

îñîáîãî ñëó÷àÿ. Ïîä L0
∞(Rd) ïîíèìàåì ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà L∞(Rd),

òàêîå ÷òî äëÿ f ∈ L0
∞(Rd): lim|x|→∞ f(x) = 0.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü ïðè 1 ≤ p < ∞, 1
p + 1

q = 1, ôóíêöèè ϕ̃ ∈ Lq(Rd) è

ϕ ∈ Lp(Rd) èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, f ∈ Lp(Rd); ïðè p =∞ ôóíêöèè

ϕ̃ ∈ L1(Rd) è ϕ ∈ L∞(Rd) èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, f ∈ L0
∞(Rd). Òîãäà

(i) äëÿ âñåõ j ∈ Z, ðÿä
∑

k∈Zd〈f, ϕ̃jk〉ϕjk ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî â Lp(Rd), ïðè

ýòîì Qj(ϕ, ϕ̃, f) ∈ Lp(Rd);

(ii) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖Qj(ϕ, ϕ̃, f)‖p ≤ Cp,ϕ,ϕ̃‖f‖p;

(iii) åñëè p > 1, òîãäà lim
j→−∞

‖Qj(ϕ, ϕ̃, f)‖p = 0.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ϕ ∈ L2(Rd), ϕ̃ ∈ S ′ èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, f ∈
S. Òîãäà

(i) äëÿ âñåõ j ∈ Z, ðÿä
∑

k∈Zd〈f, ϕ̃jk〉ϕjk ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî â L2(Rd), ïðè

ýòîì Qj(ϕ, ϕ̃, f) ∈ L2(Rd);

(ii) åñëè ϕ̂(0) = ̂̃ϕ(0) = 1, òî óñëîâèÿ Ñòðýíãà-Ôèêñà äî ïîðÿäêà 1

äëÿ ôóíêöèè ϕ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñõîäèìîñòè

Qj(ϕ, ϕ̃, f) ê ôóíêöèè f ïî íîðìå L2 ïðè j → +∞.

Ðåçóëüòàòû �2.2-2.3 îòíîñÿòñÿ óæå íåïîñðåäñòâåííî ê ñèñòåìàì âñïëåñêîâ.

Ïðåæäå âñåãî, ïðèâåäåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü ñèñòåìû âñïëåñêîâ, îá-

ëàäàþùèå ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì îáíóëÿþùèõñÿ ìîìåíòîâ. Ýòî ñâîéñòâî, êàê

äàëåå áóäåò ÿñíî, íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè ïîñòðîåííîé

ñèñòåìû.
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Ñèñòåìà âñïëåñêîâ {ψ(ν)
jk }, ν = 1, . . . , r, ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì îáëàäàåò

îáíóëÿþùèìèñÿ ìîìåíòàìè äî ïîðÿäêà n, n ∈ N (èìååò VMn ñâîéñòâî),

åñëèDβψ̂(ν)(0) = 0, ν = 1, . . . , r, äëÿ âñåõ β ∈ ∆n. Óñëîâèÿ íà èñõîäíûå ìàñêè

m0, m̃0 è ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñïëåñê-ôóíêöèé ñ VMn ñâîéñòâîì

óêàçàíû â �2.2.

Ëåììà 4 Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ϕ, ϕ̃ ∈ S ′ èìåþò êîìïàêòíûé

íîñèòåëü, m0, m̃0 � èõ ìàñêè, n ∈ N. Åñëè äëÿ ìàñêè m0 âûïîëíÿåòñÿ ïðà-

âèëî ñóìì äî ïîðÿäêà n, à ìàñêà m̃0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Dβ
(

1−m0(ξ)m̃0(ξ)
) ∣∣∣

ξ=0
= 0 ∀β ∈ ∆n,

òîãäà ñóùåñòâóåò äâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ {ψ(ν)
jk }, {ψ̃

(ν)
jk } ïîðîæ-

äåííàÿ ϕ, ϕ̃ òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà {ψ̃(ν)
jk } îáëàäàåò VMn ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, ïðè ýòîì â ðàáîòå ïðè-

âîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå ïîñòðîåíèå. Ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíîå ïî-

ñòðîåíèå íå åäèíñòâåííî. È íà îñíîâå óêàçàííîãî â ëåììå ñïîñîáà ìàòðè÷íîãî

ðàñøèðåíèÿ, ìîæíî óêàçàòü îáùèé âèä âñåõ òàêèõ ïðîäîëæåíèé c çàäàííûìè

íà÷àëüíûìè ñòðî÷êàìè.

Â �2.3 óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òà èëè èíàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ

ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîïîäîáíîé èëè ïî÷òè ôðåéìîïîäîáíîé â ðàçëè÷íûõ ôóíêöèî-

íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíîâëåíî, ÷òî

ëþáàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ, ïîñòðîåííàÿ ïî óíèòàðíîìó ïðèíöèïó ðàñøèðåíèÿ,

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ôðåéìîïîäîáíîé â S ′.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü f ∈ S, ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ϕ, ϕ̃ ∈ S ′ èìåþò

êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Äâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ {ψ(ν)
jk }, {ψ̃

(ν)
jk },

ν = 1, . . . , r, ïîðîæäåíà ôóíêöèÿìè ϕ, ϕ̃. Òîãäà {ψ(ν)
jk } ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ôðåé-

ìîïîäîáíîé.

Â äàëüíåéøèõ òåîðåìàõ äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ îáåñïå÷èâàåòñÿ çàäàííàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî ôðåéìî-

ïîäîáíûì èëè ïî÷òè ôðåéìîïîäîáíûì ñèñòåìàì âñïëåñêîâ, ò.å. ïîðÿäîê àï-

ïðîêñèìàöèè. Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè çàâèñèò îò ïîðÿäêà îáíóëÿþùèõñÿ ìî-

ìåíòîâ âñïëåñê-ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 6 Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ϕ, ϕ̃ ∈ S ′ èìåþò êîìïàêò-

íûé íîñèòåëü, f ∈ S. Äâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ {ψ(ν)
jk }, {ψ̃

(ν)
jk },

ν = 1, . . . , r, ïîðîæäåíà ôóíêöèÿìè ϕ, ϕ̃. Òîãäà {ψ(ν)
jk } ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ôðåé-

ìîïîäîáíîé, ãäå ðÿäû ñõîäÿòñÿ â S ′. Åñëè ñèñòåìà {ψ̃(ν)
jk } îáëàäàåò VMn

ñâîéñòâîì, òî ∀g ∈ S〈
f −

∑
k∈Zd

〈f, ϕ̃0k〉ϕ0k −
j−1∑
i=0

r∑
ν=1

∑
k∈Zd

〈f, ψ̃(ν)
ik 〉ψ

(ν)
ik , g

〉
≤ C

(|λ| − ε)jn
,

ãäå λ íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöûM , ε > 0, |λ|−ε >
1, C íå çàâèñèò îò j.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ϕ ∈ L2(Rd), ϕ̃ ∈ S ′ èìå-

þò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, f ∈ S. Äâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ {ψ(ν)
jk },

{ψ̃(ν)
jk }, ν = 1, . . . , r, ïîðîæäåíà ôóíêöèÿìè ϕ, ϕ̃. Òîãäà {ψ(ν)

jk } ÿâëÿåòñÿ ïî-

÷òè ôðåéìîïîäîáíîé, ãäå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå â L2(Rd). Åñëè ñèñòåìà

{ψ̃(ν)
jk } îáëàäàåò VMn ñâîéñòâîì, òî∥∥∥∥∥f −∑

k∈Zd

〈f, ϕ̃0k〉ϕ0k −
j−1∑
i=0

r∑
ν=1

∑
k∈Zd

〈f, ψ̃(ν)
ik 〉ψ

(ν)
ik

∥∥∥∥∥
2

≤
C‖f‖Wn∗

2

(|λ| − ε)jn
,

ãäå λ íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöûM , ε > 0, |λ|−ε >
1, n∗ ≥ n, C è n∗ íå çàâèñÿò îò f è j.

Òåîðåìà 8 Ïóñòü 1 < p < ∞, 1
p + 1

q = 1, ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè

ϕ ∈ Lp(Rd) è ϕ̃ ∈ Lq(Rd) èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, f ∈ Lp(Rd). Äâîé-

ñòâåííàÿ ñèñòåìà âñïëåñêîâ {ψ(ν)
jk }, {ψ̃

(ν)
jk }, ν = 1, . . . , r, ïîðîæäåíà ôóíê-

öèÿìè ϕ, ϕ̃. Òîãäà {ψ(ν)
jk } ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîïîäîáíîé, ãäå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïî

íîðìå â Lp(Rd). Åñëè ñèñòåìà {ψ̃(ν)
jk } îáëàäàåò VMn ñâîéñòâîì, òî äëÿ

f ∈ W n
p (Rd), èìååò ìåñòî∥∥∥∥∥f −

j−1∑
i=−∞

r∑
ν=1

∑
k∈Zd

〈f, ψ̃(ν)
ik 〉ψ

(ν)
ik

∥∥∥∥∥
p

≤
C‖f‖Wn

p

(|λ| − ε)jn
,

ãäå λ íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöûM , ε > 0, |λ|−ε >
1, C íå çàâèñèò îò f è j.
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Òåîðåìà 9 Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè ϕ ∈ L1(Rd), ϕ̃ ∈ L∞(Rd)

èìåþò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, f ∈ L1(Rd). Äâîéñòâåííàÿ ñèñòåìà âñïëåñ-

êîâ {ψ(ν)
jk }, {ψ̃

(ν)
jk }, ν = 1, . . . , r, ïîðîæäåíà ôóíêöèÿìè ϕ, ϕ̃. Òîãäà {ψ(ν)

jk } ÿâ-
ëÿåòñÿ ïî÷òè ôðåéìîïîäîáíîé, ãäå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå â L1(Rd). Åñëè

ñèñòåìà {ψ̃(ν)
jk } îáëàäàåò VMn ñâîéñòâîì, òî äëÿ f ∈ W n

1 (Rd),∥∥∥∥∥f −∑
k∈Zd

〈f, ϕ̃0k〉ϕ0k −
j−1∑
i=0

r∑
ν=1

∑
k∈Zd

〈f, ψ̃(ν)
ik 〉ψ

(ν)
ik

∥∥∥∥∥
1

≤
C‖f‖Wn

1

(|λ| − ε)jn
,

ãäå λ íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöûM , ε > 0, |λ|−ε >
1, C è n∗ íå çàâèñÿò îò f è j.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà îáåñïå÷åíèþ ñâîéñòâà ñèììåòðèè (â ðàçëè÷íûõ ñìûñ-

ëà) äëÿ ñèñòåì âñïëåñêîâ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Ïîíÿòèå ñèììåòðèè îïðåäå-

ëèì ñ ïîìîùüþ ãðóïïû ñèììåòðèé. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî óíèìîäóëÿð-

íûõ ìàòðèö H ãðóïïîé ñèììåòðèé íà Zd, åñëè H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñè-

òåëüíî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Ìàñêà m ÿâëÿåòñÿ H-ñèììåòðè÷íîé îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà c ∈ Rd, åñëè

m(ξ) = e2πi(c−Ec,ξ)m(E∗ξ), ∀E ∈ H ∀ξ ∈ Rd

è c − Ec ∈ Zd, ∀E ∈ H. Öåíòð ñèììåòðèè íàçîâåì ïîäõîäÿùèì äëÿ ãðóïïû

H, åñëè c − Ec ∈ Zd, ∀E ∈ H. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå âèäû ñèì-

ìåòðèè: öåíòðàëüíàÿ ñ ãðóïïîé H = {Id,−Id} è ïðîèçâîëüíûìè ìàòðèöàìè

ðàñòÿæåíèÿ M, îñåâàÿ ñ ãðóïïîé

Haxis := {diag(u1, . . . , ud) : uj = ±1, j = 1, . . . , d}

è ìàòðèöàìè ðàñòÿæåíèÿ âèäà M = diag(m1, . . . ,md)P, ãäå P ïåðåñòàíîâî÷-

íàÿ ìàòðèöà, èíûå ãðóïïû ñèììåòðèé ñ îñîáûìè óñëîâèÿìè, à òàêæå öåí-

òðàëüíóþ ñèììåòðèþ äðóãîãî âèäà: m(ξ) = e2πi(2c,ξ)m(ξ). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

öåíòðàëüíîé è îñåâîé ãðóïï ñèììåòðèè c ∈ 1
2Z

d. Òîãäà äëÿ ýòèõ ãðóïï âûïîë-

íÿåòñÿ c − Ec ∈ Zd, ∀E ∈ H. Äëÿ èíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðóïï ñèììåòðèè

ïîëàãàåì c ∈ Zd.
Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðóåì èõ â ñëåäóþùèõ òåî-

ðåìàõ. Âî âñåõ òåîðåìàõ âñïëåñê-ìàñêè ñòðîÿòñÿ êîíñòðóêòèâíî ñ óêàçàíèåì
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ÿâíûõ ôîðìóë, âåäóùèõ ê èõ ïîñòðîåíèþ. Ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

ñèììåòðè÷íûõ íà÷àëüíûõ ìàñîê m0 è äàíî èõ ïîëíîå îïèñàíèå äëÿ ñëó÷àÿ

öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü c � ïîäõîäÿùèé öåíòð ñèììåòðèè, n ∈ N. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ìàñêà m0, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå

ñìûñëîâ) îòíîñèòåëüíî öåíòðà c è äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì

äî ïîðÿäêà n. Äëÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà c â

îáîèõ ñìûñëàõ ìàñîê m0 ïðèâîäèòñÿ îáùèé âèä âñåõ òàêèõ ìàñîê.

Ïðèâåäåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàñîê m̃0.

Òåîðåìà 11 Ïóñòü c � ïîäõîäÿùèé öåíòð ñèììåòðèè, n ∈ N, ìàñêà m0

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ) îòíîñè-

òåëüíî öåíòðà c è äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì äî ïîðÿäêà n. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ) ìàñêà

m̃0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

Dβ
(

1−m0(ξ)m̃0(ξ)
) ∣∣∣

ξ=0
= 0 ∀β ∈ ∆n,

ïðè÷åì öåíòð ñèììåòðèè ìîæåò áûòü ðàâíûì òîëüêî c.

Òàêèå ìàñêè m̃0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû, íàçîâåì ïîä-

õîäÿùèìè.

Òåîðåìà 12 Ïóñòü c � ïîäõîäÿùèé öåíòð ñèììåòðèè n ∈ N. Ìàñêè m0

è m̃0 ñèììåòðè÷íû (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ) îòíîñèòåëüíî

öåíòðà c, äëÿ ìàñêè m0 âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì äî ïîðÿäêà n, ìàñêà

m̃0 ïîäõîäÿùàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìàñêè mν è m̃ν, ν = 1, . . . ,m, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè/àíòèñèììåòðè÷íûìè (â ëþáîì èç óêàçàííûõ

âûøå ñìûñëîâ) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ öåíòðîâ è âñïëåñê-ìàñêè m̃ν, ν =

1, . . . ,m, èìåþò îáíóëÿþùèåñÿ ìîìåíòû äî ïîðÿäêà n.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîïîëíÿåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû Ñ. Êàðàêàçüÿí, Ì.

Ñêîïèíîé è Ì. ×îáàíó [2009]. Ìàñêà m0 íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé, åñëè

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî
∑

s∈D(M∗)m0(ξ+M ∗−1s) ≡ 1. Â óêàçàííîé
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ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ äâîéñòâåí-

íûõ ñèñòåì âñïëåñêîâ, ïîðîæäåííûõ èíòåðïîëÿöèîííîé ìàñêîé m0 ñ âåùå-

ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ ìàòðèö ðàñòÿæåíèÿ M, ó êîòîðûõ ìîäóëü

îïðåäåëèòåëÿ m - íå÷åòíûé èëè ðàâåí äâóì. Àâòîðó óäàëîñü ðàñøèðèòü ýòîò

ðåçóëüòàò äî ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö ðàñòÿæåíèÿ è èíòåðïîëÿöèîííûõ ìàñîê

ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, êàê ìîæíî îáåñ-

ïå÷èòü ñèììåòðèþ â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ äëÿ äâîéñòâåííûõ

ñèñòåì âñïëåñêîâ.

Òåîðåìà 13 Ïóñòü n ∈ N. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ìàñêà m0 ñèììåòðè÷íà (â

ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ) îòíîñèòåëüíî íóëÿ è äëÿ íåå âûïîë-

íÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì äî ïîðÿäêà n. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùàÿ ìàñêà

m̃0 è âñïëåñê-ìàñêè mν è m̃ν, ν = 1, . . . ,m − 1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íûìè/àíòèñèììåòðè÷íûìè (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ)

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ öåíòðîâ è âñå âñïëåñê-ìàñêè mν è m̃ν èìåþò îá-

íóëÿþùèåñÿ ìîìåíòû äî ïîðÿäêà n.

Òàêæå, äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ èM -îðòîãîíàëüíûõ ìàñîê óñòàíîâëåí ñõî-

æèé ðåçóëüòàò. Ìàñêà m0 íàçûâàåòñÿ M -îðòîãîíàëüíîé, åñëè∑
s∈D(M∗)

|m0(ξ +M ∗−1s)|2 ≡ 1.

Òåîðåìà 14 Ïóñòü n ∈ N. M -îðòîãîíàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ìàñêà m0

ñèììåòðè÷íà (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ) îòíîñèòåëüíî íóëÿ è

äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì äî ïîðÿäêà n. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìàñêè

mν, ν = 1, . . . ,m−1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè/àíòèñèììåòðè÷-

íûìè (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ öåí-

òðîâ è âñå âñïëåñê-ìàñêè mν èìåþò îáíóëÿþùèåñÿ ìîìåíòû äî ïîðÿäêà

n.

Ñèñòåìû âñïëåñêîâ, ïîñòðîåííûå ïî ïîñëåäíåé òåîðåìå, â ñèëóM -îðòîãî-

íàëüíîñòè ìàñêè è ìîäèôèêàöèè èçâåñòíîé òåîðåìå Ìàëëà, ïðèíàäëåæàò

ïðîñòðàíñòâó L2(Rd) è îáðàçóþò ñèììåòðè÷íûé (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âû-

øå ñìûñëîâ) æåñòêèé ôðåéì âñïëåñêîâ. À åñëè ñèñòåìà {ϕ0k}k∈Zd ÿâëÿåòñÿ

îðòîãîíàëüíîé, òî è ñèììåòðè÷íûé (â ëþáîì èç óêàçàííûõ âûøå ñìûñëîâ)

îðòîãîíàëüíûé áàçèñ âñïëåñêîâ.
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