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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Íàõîæäåíèå ñèëû, îñóùåñòâëÿþùåé ïåðåâîä ñè-
ñòåìû èç îäíîãî çàäàííîãî ñîñòîÿíèå â äðóãîå çàäàííîå ñîñòîÿíèå, ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, ãîâîðÿò î çàäà÷å
ãàøåíèÿ êîëåáàíèé. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé êàê äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë, òàê è èç óïðóãèõ òåë. Ïðè ýòîì
äëÿ óïðóãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî âûáèðàòü òàêîé ìåòîä èññëå-
äîâàíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ÷ðåçìåðíî íå
óñëîæíÿÿ åå.

Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü òàêèå çàäà÷è, íåîá-
õîäèìî âûäåëèòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è òåîðèþ ëîêàëüíûõ ýêñ-
òðåìóìîâ, èçëîæåííóþ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî â êíèãå [1]. Ê âàæíåéøèì ìåòîäàì
óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ ìîæíî îòíåñòè è ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, ïðåäëîæåííûé Ð. Áåëëìàíîì è ðàçâèòûé èì â äàëüíåéøåì ñîâìåñòíî
ñ åãî ó÷åíèêàìè â öåëîì ðÿäå áîëåå ïîçäíèõ ìîíîãðàôèé.

Çàäà÷à î ãàøåíèè êîëåáàíèé òåëåæêè ñ ìàÿòíèêàìè ïðè åå ïåðåìåùåíèè çà
çàäàííîå âðåìÿ íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà íà îñíîâå
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â ìîíîãðàôèè [2]. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åí-
íîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ãàðìîíèê ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòî-
òàì ñèñòåìû, ÷òî ïðè äëèòåëüíûõ âðåìåíàõ äâèæåíèÿ âûçûâàåò ðàñêà÷êó
ñèñòåìû.

Ãàøåíèå êîëåáàíèé êîíñîëè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèè åå îñ-
íîâàíèÿ çà çàäàííîå âðåìÿ íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòå-
ãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [3]. Îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå, êîòîðûì â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ óñêîðåíèå îñíîâàíèÿ êîíñîëè,
èñêàëîñü â âèäå ðÿäà ïî âðåìåíè, à îïðåäåëÿëîñü èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè
ïîëíîé ýíåðãèè óïðóãîãî ñòåðæíÿ â ìîìåíò îñòàíîâêè îñíîâàíèÿ. Ýòè èäåè
áûëè ãëóáîêî ïðîàíàëèçèðîâàíû â ñòàòüå [4] è â ìîíîãðàôèè [5], ãäå ýòà æå
çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà. Â
íèõ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûáîð óïðàâëåíèÿ íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà ñîîòâåòñòâóåò íàëîæåíèþ íà äâèæåíèå ñèñòåìû íåãîëîíîìíîé
ñâÿçè âûñîêîãî ïîðÿäêà. Èñïîëüçóÿ ýòî, óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî âðåìåíè âûòåêàåò èç îáîáùåííîãî ïðèíöèïà Ãàóññà.
Îêàçàëîñü, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê áîëåå ïëàâíîìó
äâèæåíèþ, ÷åì óïðàâëåíèå, ïîñòðîåííîå íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà. Ýòîò ïîäõîä ê âûáîðó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áûë ïðîàíàëè-
çèðîâàí è ðàçâèò â ñòàòüå [6].

Â ðàáîòàõ [4, 5, 6] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ïðè ãàøåíèè n ïåðâûõ ôîðì êîëåáàíèé êîíñîëè ïîñòîÿííîãî ñå-
÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà 2n+2.
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Â äàííîé äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû
ôóíêöèé è ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà n â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.
Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàòü çàäà÷ó ãàøåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ

ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîãî ïðèíöèïà Ãàóññà.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ñîâðåìåííûå àíàëèòè-

÷åñêèå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìå-
õàíèêè ÑÏáÃÓ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû îñóùåñòâëÿëèñü ñ ïîìîùüþ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïàêåòà Mathematica.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Çàäà÷à î ãàøåíèè êîëåáàíèé êîíñîëè ïîñòàâëåíà ïðè

ó÷åòå ïåðåìåííîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Ïîñòðîåíà àíàëîãèÿ ñ çàäà÷åé î ãà-
øåíèè êîëåáàíèé ñîîñíûõ ìàÿòíèêîâ. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä, îñíîâàííûé
íà ââåäåíèè áàçèñíûõ ôóíêöèé. Îí ïîçâîëèë îáíàðóæèòü ñóùåñòâîâàíèå îñî-
áûõ òî÷åê è ïîñòðîèòü ðåøåíèå, íå èìåþùåå òàêèõ òî÷åê, â àíàëèòè÷åñêîé
ôîðìå.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íî-

âûé ìåòîä îòûñêàíèÿ óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ìåõàíè-
÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòî ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü äàííóþ çàäà÷ó äëÿ ëþáûõ çíà-
÷åíèé åå ïàðàìåòðîâ è îáíàðóæèòü èõ îñîáûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
îñîáûì òî÷êàì çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ óïðàâëåíèå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.
Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ
ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î ãàøåíèè êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé óïðóãîé êîíñîëè ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ
ïðè êèíåìàòè÷åñêîì ïåðåìåùåíèè åå îñíîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè ãà-
øåíèÿ êîëåáàíèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîîñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ,
îñü êîòîðûõ ïåðåìåùàåòñÿ òàê æå êàê îñíîâàíèå êîíñîëè.

2. Ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå áàçèñíûå ôóíêöèè ïîðÿäêà m,m = 0,∞. Îíè
ïîñòðîåíû íà îñíîâàíèè îáîáùåííîãî ïðèíöèïà Ãàóññà ïîðÿäêà 2m+ 2.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ãàøåíèå n ôîðì êîëåáàíèé
óïðóãîãî òåëà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ðÿäà ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì, ÷èñëî ÷ëåíîâ êîòîðîãî ðàâíî n + 1.
Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïàðà-
ìåòðà λ, ðàâíîãî îòíîøåíèþ âðåìåíè ïåðåìåùåíèÿ ê ïåðèîäó ïåðâîé
ôîðìû êîëåáàíèé.

4. Âûÿñíèëîñü, ÷òî óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ãàøåíèå êîëåáàíèé êîíñî-
ëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ãàñèìûõ ôîðì n, èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îñîáûõ
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çíà÷åíèé λ, ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîòîðûì ýòî óïðàâëåíèå íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî óïðàâëåíèå ïðåäñòàâëåííîå â âèäå

u(t, λ) = u1(t, λ) + µ(u2(t, λ)− u1(t, λ)),

ãäå u1(t, λ) è u2(t, λ) � óïðàâëåíèÿ ïîñòðîåííûå â âèäå ðÿäîâ, îáåñïå-
÷èâàþùèõ ãàøåíèå n ïåðâûõ ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé è íà÷èíàþ-
ùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïåðâîé è âòîðîé áàçèñíûõ ôóíêöèé, íå áóäåò
èìåòü îñîáûõ òî÷åê, åñëè ïàðàìåòð µ âûáðàí èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè

ôóíêöèîíàëà
τ∫
0

u2(t, λ)dt. Çäåñü τ � âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïðåäñòàâëåíû àâòî-
ðîì íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî
ìåõàíèêå ¾Ïÿòûå Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 3�6 ôåâðàëÿ 2009
ãîäà, 10. Magdeburger Maschinenbau-Tage, Magdeburg, Germany, 27�29 Septem-
ber 2011, Ñåäüìîé ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ïî êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé
ìåõàíèêå (CCMECH7), Ìîñêâà (Ðîññèÿ) � Ñåäëüöå (Ïîëüøà), 17�28 îêòÿáðÿ
2011 ãîäà, Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå ¾Øåñòûå Ïî-
ëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 31.01�3.02.2012, Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ ¾Âîñüìûå Îêóíåâñêèå ÷òåíèÿ¿, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 25�28 èþíÿ 2013
ãîäà.

Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðè-
êëàäíîé ìåõàíèêå ÑÏáÃÓ (2011-2012 ãã.), à òàêæå íà îáúåäèíåííîì ñåìèíà-
ðå ÑÏáÃÓ è ÏÃÓÏÑ ¾Êîìïüþòåðíûå ìåòîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû¿
(Computer Methods in Continuum Mechanics) (2010 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè èìååòñÿ 7 ïóáëèêàöèé, â òîì ÷èñëå

1 ñòàòüÿ â æóðíàëå ðåêîìåíäîâàííîì ÂÀÊ è 1 ñòàòüÿ â ñáîðíèêå ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ, àâòîðó ïðèíàäëåæèò ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå-

äåíèÿ, äâóõ ÷àñòåé, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 43
íàèìåíîâàíèÿ. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 86 ñòðàíèöàõ, èëëþñòðèðîâàíà 24 ðèñóí-
êàìè è ñîäåðæèò 14 òàáëèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, êðàò-
êî èçëîæåíà èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà î ãàøåíèè êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì, ñôîðìóëèðîâàíû öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, ïîêàçàíà íàó÷íàÿ íî-
âèçíà, ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ âû-
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a

Ξ

t = 0 t = Τ

O

yrHx,tL

x

y

Ðèñ. 1: Ïåðåìåùåíèå êîíñîëè íà ðàññòîÿíèå a

íîñèìûå íà çàùèòó. Â êîíöå ââåäåíèÿ ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèñ-
ñåðòàöèè ïî ãëàâàì.
Ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà çàäà÷å ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ìåõàíè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. Â íåé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãàøåíèÿ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé
êîíñîëè ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïðÿìîëèíåéíîì ïåðåìåùåíèè åå îñíîâàíèÿ
ïî íàïðàâëåíèþ ïåðïåíäèêóëÿðíîìó åå îñè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïî êàêî-
ìó çàêîíó äîëæíî èçìåíÿòüñÿ óñêîðåíèå îñíîâàíèÿ êîíñîëè, íåïîäâèæíîé
â íà÷àëüíûé ìîìåíò, äëÿ òîãî, ÷òîáû çà çàäàííîå âðåìÿ îñíîâàíèå êîíñîëè
ïåðåìåñòèëîñü ïðÿìîëèíåéíî íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå, è â ìîìåíò îñòàíîâêè
îñíîâàíèÿ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ êîíñîëè îòñóòñòâîâàëè áû. Ïðè ðåøåíèè
äàííîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëîñü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Êàæäîìó èç íèõ ïîñâÿ-
ùåíà îòäåëüíàÿ ãëàâà.
Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ãà-

øåíèè êîëåáàíèé, ñîñòîÿùàÿ â ïîñòðîåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé
äâèæåíèå ñèñòåìû, è çàïèñè íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îäíîðîä-
íîé êîíñîëè ïðè åå ïðÿìîëèíåéíîì ïåðåìåùåíèè íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå a
çà çàäàííîå âðåìÿ τ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûå ëàãðàíæåâû êî-
îðäèíàòû. Ýòî ïîçâîëÿåò, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [4, 5], ïîëó÷èòü äëÿ
êîíñîëè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â âè-
äå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷èñëî êîòîðûõ
íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé. Â
äèññåðòàöèè ïðåäëîæåííûé ïîäõîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êîíñîëè ïåðåìåí-
íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîíñîëè ââîäÿòñÿ äâå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäè-
íàò: íåïîäâèæíàÿ, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì îñíî-
âàíèÿ êîíñîëè, îäíà åå îñü ñîâïàäàåò ñî ñðåäèííîé ëèíèåé êîíñîëè, à âòîðàÿ
ñ íàïðàâëåíèåì åå ïåðåìåùåíèÿ; è ñèñòåìa êîîðäèíàò æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ
êîíñîëüþ (ñì. ðèñ. 1).

Ïðîãèá êîíñîëè â îáîáùåííûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæåò áûòü ïðåä-
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ñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå:

yr(x, t) =
∞∑
σ=1

qσ(t)Xσ(x),

çäåñü qσ � îáîáùåííûå ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, Xσ � ñîáñòâåííûå ôîðìû
êîíñîëè.

Ïåðåìåííîå ñå÷åíèå ââîäèòñÿ ÷åðåç íåïðåðûâíûå áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè
A(ζ), B(ζ):

S(x) = A(ζ)S(l) , J(x) = B(ζ)J(l) , ζ =
x

l
, 0 6 ζ 6 1 . (1)

Çäåñü l � äëèíà êîíñîëè, S(l), J(l) � ñîîòâåòñòâåííî ïëîùàäü è ìîìåíò èíåð-
öèè õàðàêòåðíîãî ñå÷åíèÿ êîíñîëè. Â äàííîé ðàáîòû áûëî ðàññìîòðåíî òðè
ôîðìû êîíñîëè: ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ, ñå÷åíèÿ â ôîðìå êëèíà è ñå÷åíèÿ â
ôîðìå êîíóñà.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ è ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîëåáà-
íèé êîíñîëè, ñîãëàñíî [5], ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

Tr =
∞∑
σ=1

Mσq̇
2
σ

2
, Π =

∞∑
σ=1

Mσω
2
σ

2
q2σ,

E =
∞∑
σ=1

mA2
σ

2

(
q̇2σ + ω2

σq
2
σ

)
,

(2)

çäåñü Mσ � ïðèâåäåííûå ìàññû, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì:

Mσ =

l∫
0

ρS(x)X2
σ dx = mA2

σ, A2
σ =

l∫
0

A(ζ)X2
σ(x) dx

l∫
0

A(ζ) dx

,

ãäå m � ýòî ìàññà êîíñîëè.
Àáñîëþòíîå ïåðåìåùåíèå çàäàííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ x êîíñîëè òàêîâî

ya(x, t) = ξ(t) + yr(x, t).

Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

q̈σ + ω2
σqσ = − aσ

A2
σ

ξ̈, σ = 1,∞, aσ =

l∫
0

A(ζ)Xσ(x) dx

l∫
0

A(ζ) dx

. (3)

Â ìîíîãðàôèè [5] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿäû äëÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèé (2) áûñòðî ñõîäÿòñÿ, ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è î ãàøåíèè n ïåðâûõ
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ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â äàííîé äèññåðòàöèè
òàêæå äåìîíñòðèðóþò, ÷òî òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó î ãàøåíèè
êîëåáàíèé êîíñîëè ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ.

Â ýòîé çàäà÷å óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

x0 =
ξ

l
, xσ = −A2

σ

aσ

qσ
l
, t1 = ω1t. (4)

Çäåñü è äàëåå áåçðàçìåðíîå âðåìÿ t1 äëÿ ïðîñòîòû áóäåò îáîçíà÷àòü ïðîñòî
áóêâîé t, à ïðîèçâîäíóþ ïî íåìó òî÷êîé.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (3) ñ íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè,
ñîîòâåòñòâóþùèìè îòñóòñòâóþ êîëåáàíèé êîíñîëè, ïðè ïåðåìåùåíèè åå îñíî-
âàíèÿ çà áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = ω1τ íà çàäàííóþ áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó
a = a/l, ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðåìåííûõ (4), çàïèøóòñÿ â âèäå

ẍ0 = u,

ẍσ + ω2
σxσ = u, ωσ =

(
ωσ

ω1

)
, σ = 1, n,

x0(0) = ẋ0(0) = ẋ0(τ) = 0, x0(τ) = a,
xσ(0) = ẋσ(0) = xσ(τ) = ẋσ(τ) = 0, σ = 1, n.

(5)

Ôóíêöèþ u(t), ñâÿçàííóþ ñ óñêîðåíèåì îñíîâàíèÿ êîíñîëè ξ̈ ñîîòíîøåíèåì

u(t) =
d2

dt2

(
ξ

l

)
=

1

ω2
1

ξ̈

l

áóäåì íàçûâàòü èñêîìûì óïðàâëåíèåì.
Â äàííîé äèññåðòàöèè ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ñòðîèòüñÿ äëÿ ñëó÷àÿ êèíå-

ìàòè÷åñêîãî ïåðåìåùåíèÿ êîíñîëè. Â ñòàòüå [7] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à î
ïåðåìåùåíèè óïðóãîãî òåëà ïîä äåéñòâèåì ñèëû ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê àíà-
ëîãè÷íîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñèñòåìà (5) ñîñòîèò èç n + 1 äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà è ïîä÷èíåíà 4n+4 óñëîâèÿì. Ýòà ñèñòåìà áóäåò çàìêíóòà, â ÷àñòíîñòè
òîãäà, êîãäà óïðàâëåíèå u(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
(2n+2)
u = 0. Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [4, 5],

ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåíåíèþ îáîáùåííîãî ïðèíöèïà Ãàóññà ïîðÿäêà 2n + 2 ê
ñèñòåìå (5) è ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ óïðàâëåíèÿ u(t) â âèäå ðÿäà ïî âðå-
ìåíè:

u(t) =
2n+2∑
ρ=1

Cρt
ρ−1. (6)

Â ñòàòüå [4] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå óïðàâëåíèÿ â âèäå (6) îáåñïå-
÷èâàåò áîëåå ïëàâíîå äâèæåíèå êîíñîëè ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðàâëåíèåì, ïîëó-
÷àåìûì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.
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Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð a ëèíåéíî âõîäèò â óñëîâèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî è êî-
íå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè ñèñòåìû (5). Ïîýòîìó è ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áóäåò
ëèíåéíî çàâèñåòü îò íåãî. Ñëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü a = 1 (òî åñòü a = l).

Îòìåòèì åùå îäíó îñîáåííîñòü ñèñòåìû (5), äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ãàøåíèÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Â ýòîì ñëó÷àå n = 1 è ω1 = 1. Òî åñòü
áåçðàçìåðíûé çàêîí óïðàâëåíèÿ u(t) äëÿ çàäà÷è ãàøåíèÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû (n = 1) îäèíàêîâ äëÿ êîíñîëè ëþáîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Åñëè
n > 1, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü îòíîøåíèÿ ÷àñòîò
ωσ = ωσ/ω1, σ = 1, n. Òî åñòü ïåðåìåííîñòü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ
òîëüêî çàäàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.

Åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è îò êîòîðîãî ðåøåíèå çàâèñèò íå ëèíåé-
íî ïðè çàäàííîì ÷èñëå n è ñïåêòðå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωσ, σ = 1, n, ÿâëÿåòñÿ
âðåìÿ äâèæåíèÿ τ . Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð λ = τ/T1, ãäå T1

� ïåðèîä ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî τ = 2πλ. Èìåííî
ïàðàìåòð λ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé êîíñîëè.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïèñûâàþùåé êîëåáàíèÿ ñîîñíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìàÿòíèêîâ ïðè ïåðåìåùåíèè èõ îáùåé îñè.

Äåéñòâèòåëüíî äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç n ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìàÿòíèêîâ, ïîäâåøåííûõ íà îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè è êîëåáëþùèõñÿ
â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, ïðè ìàëûõ óãëàõ ïîâîðîòà φσ, σ = 1, n, ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè

E =
n∑

σ=1

mσl
2
σ

2

(
φ̇2
σ +

g

lσ
φ2
σ

)
. (7)

Çäåñü g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, mσ è lσ, σ = 1, n, � ñîîòâåòñòâåííî
ìàññû è äëèíû ìàÿòíèêîâ. Ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïåðåìåùåíèè ξ(t) îñè ìàÿò-
íèêîâ îíè áóäóò êîëåáàòüñÿ ïî çàêîíó

lσ(φ̈σ +
g

lσ
φσ) = −ξ̈, σ = 1, n. (8)

Âûðàæåíèÿ (7) è (8) ïðèâåäóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê âèäó (2) è (3), åñëè
ìàëûå óãëû ïîâîðîòà ìàÿòíèêîâ, èõ ìàññû è äëèíû òàêîâû:

φσ =
A2

σ

aσlσ
qσ, mσ =

ma2σ
A2

σ

, lσ =
g

ω2
σ

, σ = 1, n. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå òåõ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà, êî-
òîðûå âîçíèêàþò ïðè åãî êèíåìàòè÷åñêîì ïåðåìåùåíèè, ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ
êîëåáàíèé ñèñòåìû ñîîñíûõ ìàÿòíèêîâ ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïåðåìåùåíèè èõ
îáùåé îñè. ×èñëî ìàÿòíèêîâ ðàâíî ÷èñëó ó÷èòûâàåìûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì
êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà.
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m1

m2

m3

l1

l2

l3

m

l

l1=l
l2=0.026l
l3=0.003l

m1=0.613m
m2=0.188m
m3=0.065m

m1

m2
m3

Ðèñ. 2: Ñèñòåìà ñîîñíûõ ìàÿòíèêîâ è åå àíàëîãèÿ ñ ãàøåíèåì ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé êîí-
ñîëè ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

Ñóùåñòâî èçó÷àåìîé ïðîáëåìû î ãàøåíèè êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ïðè
åãî êèíåìàòè÷åñêîì ïåðåìåùåíèè íàãëÿäíî âûðàæåíî â ìîäåëè ñ ìàÿòíè-
êàìè. Îáå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü èõ â ðàìêàõ îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè. Èç ôîðìóëû (9) ñëåäóåò, ÷òî äëèíû ìàÿòíèêîâ óáûâàþò òàê, êàê
óáûâàþò êâàäðàòû ïåðèîäîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà, òî åñòü
äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ìàññû òàêæå óáûâàþò è ñòåïåíü èõ óáûâàíèÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñòåïåíüþ óáûâàíèÿ âåëè÷èíû a2σ, òàê êàê ïîñòîÿííûå A2

σ ïðè σ → ∞
ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Ïðè èçãèáíûõ è ïðè ïðîäîëüíûõ êîëå-
áàíèÿõ ñòåðæíåé êàê ïîñòîÿííîãî, òàê è ïåðåìåííîãî ñå÷åíèé àñèìïòîòèêà
óáûâàíèÿ êâàäðàòà ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ óáûâà-
íèåì ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èí (2σ − 1)−4 è (2σ − 1)−2. Ðàçëè÷èå â ñòåïåíè
óáûâàíèÿ, êàê âèäèì, áîëüøîå. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðèìåðà è áûëè îïðåäå-
ëåíû ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëû (9) äëÿ äâóõ õàðàêòåðíûõ çàäà÷: ïðè
ïåðåìåùåíèè çàäåëàííîãî êîíöà ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíî è âäîëü åãî îñè. Ïðè ýòîì áûëè ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå çàêîíû óáûâàíèÿ ìàññ è äëèí ìàÿòíèêîâ:

� â ñëó÷àå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé (ñì. ðèñ. 2)

l2 =
l1

39
, l3 =

l1

308
, ...

m1 = 0.613m, m2 = 0.188m, m3 = 0.065m, ... ,

� â ñëó÷àå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé

lσ =
l

(2σ − 1)2
, mσ =

8m

π2(2σ − 1)2
.

Áûñòðîå óáûâàíèå äëèí ìàÿòíèêîâ è èõ ìàññ, ïîêàçàííîå íà ïðèìåðå äâóõ
õàðàêòåðíûõ çàäà÷, ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïî ôîðìóëå (2) òîé
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ýíåðãèè, êîòîðàÿ âîçáóæäàåòñÿ â óïðóãîì òåëå ïðè åãî êèíåìàòè÷åñêîì ïåðå-
ìåùåíèè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ìàëûì ÷èñëîì n. Îòìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëü-
íîñòü ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà â ìîäåëè ïðîÿâëÿåòñÿ â
òîì, ÷òî ìàÿòíèêè ñîîñíû è êàæäûé èç íèõ ïðè íåïîäâèæíîé îñè êîëåáëåòñÿ
íåçàâèñèìî îò âñåõ îñòàëüíûõ. Êîãäà æå îñü ìàÿòíèêîâ íà÷íåò ãîðèçîíòàëüíî
ïåðåìåùàòüñÿ, òîãäà è âñå ìàÿòíèêè ïðèäóò â äâèæåíèå.

Íàðÿäó ñ îáû÷íîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è î ãàøåíèè êîëåáàíèé ïðåäëàãàåòñÿ
ðàññìàòðèâàòü ðàñøèðåííóþ ïîñòàíîâêó, â êîòîðîé íà óïðàâëåíèå íàêëàäû-
âàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñòàâëåíà ðàñøèðåí-
íàÿ çàäà÷àm-ãî ïîðÿäêà, åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) äîïîëíåíàm óñëîâèÿìè

(k+1)
x0 (0) =

(k+1)
x0 (τ) = 0, k = 1,m. (10)

Íóëåâîé ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå (5). Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ðàñøèðåí-
íîé çàäà÷è äëÿ ëþáîãî m > 0 áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå (5).

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îáëàäàåò ñâîéñòâîì îáðàòèìî-
ñòè:

u(t) = −u(τ − t),
x0(t) = a− x0(τ − t),
xσ(t) = −xσ(τ − t), σ = 1, n.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ñïåöèàëüíóþ ôîðìó ïîëèíîìà (6) äëÿ u(t)

u(t) =
n+1∑
ρ=1

Cρ

(
t− τ

2

)2ρ−1

,

ãäå êàê è ðàíüøå ÷èñëî n ðàâíî êîëè÷åñòâó ãàñèìûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì. Êî-
ýôôèöèåíòû Cρ íàõîäÿòñÿ èç n+ 1 óñëîâèÿ â ìîìåíò t = τ/2:

x0

(
τ

2

)
=

a

2
, xσ

(
τ

2

)
= 0, σ = 1, n.

Òàêèì îáðàçîì, óäàåòñÿ ñíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â 2 ðàçà.
Âî âòîðîé ãëàâå çàäà÷à ãàøåíèÿ êîëåáàíèé îäíîðîäíîé êîíñîëè ïåðå-

ìåííîãî ñå÷åíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ïåðâîé ãëàâå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ýíåð-
ãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â íåé èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ñòà-
òüå [3], â êîòîðîé çàäà÷à ãàøåíèÿ ðåøàëàñü êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïîë-
íîé ýíåðãèè êîëåáàíèé â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ìåòîäîì èíòåãðîäèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Â äàííîé äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ìåòîä ìèíèìèçàöèè ïîëíîé ýíåðãèè êîëåáàíèé ñ èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííûõ
ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè óäîáíûå ýíåðãåòè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàíèé êîíñîëè ïðèâåäåíà â âûðàæåíèè (2). Îäíàêî
óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó ýíåðãèè êîëåáàíèé, ñðàâíè-
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Òàáëèöà 1: Ýíåðãèÿ êîëåáàíèé En(τ) ïðè ãàøåíèè ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé è ïðè ìèíè-
ìèçàöèè ïî äâóì ïàðàìåòðàì

n = 1 Ðàñøèðåííûå óñëîâèÿ m = 1 Îáû÷íûå óñëîâèÿ m = 0
λ Ãàøåíèå Ìèíèìèçàöèÿ Ãàøåíèå Ìèíèìèçàöèÿ
0.6 0.706 · 10−2 0.706 · 10−2 1.758 2.527
1.0 0.969 · 10−2 0.977 · 10−2 0.163 · 10−1 0.168 · 10−1

1.5 0.267 · 10−3 0.272 · 10−3 0.256 · 10−3 0.256 · 10−3

2.0 0.724 · 10−5 0.724 · 10−5 0.185 · 10−3 0.184 · 10−3

âàÿ åå çíà÷åíèå ñ ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T∗ àáñî-
ëþòíî òâåðäîé êîíñîëè. Ýòà îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñ ó÷åòîì çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ (4) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

En(t) =
Tr +Π

T∗
=

1

v2m

N∑
σ=1

a2σ
A2

σ

(ẋ2σ + ω2
σx

2
σ), T∗ =

mvmax

2
. (11)

Çäåñü vm � áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè vmax êîíñîëè êàê
àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëîñü, ÷òî N = 10, à êîëè÷å-
ñòâî ïàðàìåòðîâ ìèíèìèçàöèè s 6 N . ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ðåøåíèþ
çàäà÷è (5) ñ çàìåíîé óñëîâèé â ìîìåíò t = τ íà óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè
ôóíêöèîíàëà En(τ) ïîêàçàë, ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ìèíèìèçàöèè
s � ÷åòíîå ÷èñëî, òî ìèíèìèçàöèÿ ïî s ïàðàìåòðàì áóäåò ýêâèâàëåíòíà ìèíè-
ìèçàöèè ïî s+1 ïàðàìåòðó. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð îáðàòèòüñÿ
íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçèðîâàòü íå÷åòíîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ s íå èìååò
ñìûñëà.

Ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ En(t)
(11) ïîçâîëèëî íå òîëüêî ðåøèòü çàäà÷ó íà îñíîâàíèè ìåòîäà ïðåäëîæåí-
íîãî â ðàáîòå [3], íî è èññëåäîâàòü êà÷åñòâî óïðàâëåíèé u(t) ïîëó÷àåìûõ â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ãàøåíèÿ êîëåáàíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî óïðàâëåíèÿ
u(t), ïîëó÷àåìûå ïðè ìèíèìèçàöèè ïî 2n ïàðàìåòðàì, ñîâïàäàþò ñ óïðàâëå-
íèÿìè, ïîëó÷àåìûìè ïðè ãàøåíèè ïåðâûõ n ôîðì êîëåáàíèé, ïðàêòè÷åñêè
äëÿ ëþáûõ λ = τ/T1 > 0.8. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîä-
òâåðäèë ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîì âêëàäå âûñøèõ ôîðì êîëåáàíèé, íàãëÿäíî
äåìîíñòðèðóåìûé ìîäåëüþ ñ ñîîñíûìè ìàÿòíèêàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ïðèâîäÿòñÿ â òàáëèöå 1.

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (10) ïîäòâåðäè-
ëî ãèïîòåçó î óëó÷øåíèè óïðàâëåíèÿ u(t) çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ âêëàäà âûñøèõ
÷àñòîò (ñì. òàáëèöó 1).
Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ãàøåíèÿ

êîëåáàíèé. Â íåé çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ôóíêöèé.
Ïðè ïîñòðîåíèè áàçèñíûõ ôóíêöèé è ïðè èõ ïðèìåíåíèè öåëåñîîáðàçíî

èñïîëüçîâàòü äðóãèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ áåçðàç-
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ìåðíûìè ïåðåìåííûìè (4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t2 =
t1
τω1

=
t

τ
, y0 =

x0
a

=
q0
a
, yσ =

xσ
a

=
qσ
a
, σ = 1, n, u1 =

τ 2ω2
1

a
u.

Äëÿ ïðîñòîòû íîâîå áåçðàçìåðíîå âðåìÿ t2 áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé t, à ó
íîâîãî áåçðàçìåðíîãî óïðàâëåíèÿ u1(t) íèæíèé èíäåêñ áóäåì îïóñêàòü è íà-
çûâàòü åãî èñêîìûì óïðàâëåíèåì.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) çàïèøåòñÿ ïðè ýòîì â âèäå
ÿ0 = u,
ÿσ + k2σyσ = u, kσ = ωστ, σ = 1, n,
y0(0) = 0, y0(1) = 1, ẏ0(0) = ẏ0(1) = 0,
yσ(0) = ẏσ(0) = yσ(1) = ẏσ(1) = 0, σ = 1, n.

(12)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîíñîëü ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òâåðäîé (n = 0),
è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåìåùåíèå åå îñíîâàíèÿ. È ïóñòü íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè
äëÿ y0 èç ñèñòåìû (12) ñòàâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10), òî
åñòü ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: z̈m = wm, zm(0) = żm(0) = ... =

(m+1)
zm (0) = 0,

zm(1) = 1, żm(1) = ... =
(m+1)
zm (1) = 0.

(13)

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ èñêîìîãî óïðàâëåíèÿ wm ïîëó÷èì, ïîòðåáîâàâ,
÷òîáû ôóíêöèîíàë

Im =

1∫
0

(
(2m+2)
zm

)2

dt (14)

áûë ìèíèìàëåí.
Â ñèëó íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèé zm(t) èìååò

zm(t) =

t∫
0

wm(t∗)(t− t∗)dt∗. (15)

Ïðè m = 0, êîãäà I0 =
1∫
0

(z̈0)
2 dt =

1∫
0

w2
0dt, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

....
z0 = ẅ0 = 0,

êîòîðîå, êàê ïîêàçûâàåòñÿ â ðàáîòàõ [4, 5], ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåíåíèþ îáîá-
ùåííîãî ïðèíöèïà Ãàóññà âòîðîãî ïîðÿäêà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óïðàâëåíèå
w0(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïåðâîé ñòåïåíè. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (13) è (15),
ïîëó÷àåì

w0(t) = 12

(
1

2
− t

)
, 0 6 t 6 1.
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w5

w4

w3

w2

w1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Τ

-2

-1

1

2

wm

w1 max

Ðèñ. 3: Áàçèñíûå ôóíêöèè

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàÿ ôóíêöèîíàë (14) â âèäå Im =
1∫
0

(η̈)2 dt, η̈ =
(2m)
wm ,

áóäåì èìåòü
(2m+2)
wm = 0.

Óïðàâëåíèå wm(t) ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìîì ñòåïåíè 2m + 1.
Ôóíêöèÿ wm(t), êàê è ôóíêöèÿ w0(t), ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè, çàäàííûìè â
èíòåðâàëå [0, 1]. Îíè àíòèñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà âðåìåíè t =
1/2. Èç âûðàæåíèé (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ôóíêöèè
wm(t) äî ïîðÿäêà (m− 1) ïðè t = 0 è t = 1 ðàâíû íóëþ. Ýòè óñëîâèÿ áóäóò
âûïîëíåíû, åñëè ïîëîæèòü

wm(t) = αm

(
1

2
− t

)
tm(1− t)m, 0 6 t 6 1, m = 1, 2, ... (16)

Ïîñòîÿííóþ αm îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ zm(1) = 1. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (15)
è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1∫
0

xj(1− x)kdx =
j!k!

(j + k + 1)!
,

áóäåì èìåòü

αm =
2(2m+ 3)!

m!(m+ 1)!
.

Ôóíêöèè wm(t), çàäàííûå â âèäå (16), ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè áàçèñíûìè
ôóíêöèÿìè. Èõ ãðàôèêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ôóíêöèè wm(t) íà íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ,
ýòîé æå ïîñòîÿííîé ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì è áåçðàçìåðíîå ïåðåìåùåíèå îñè.

Óïðàâëåíèå u(t), îáåñïå÷èâàþùåå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (12) c äîïîëíè-
òåëüíûìè óñëîâèÿìè (10), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà

u(n)m = wm(t) +
n∑

ρ=1

Cρ (wρ+m(t)− wρ+m−1(t)) , (17)
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Ðèñ. 4: Óïðàâëåíèÿ áåç îñîáûõ òî÷åê äëÿ ãàøåíèÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé

ãäå ïîñòîÿííûå Cρ, ρ = 1, n íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

am,σ(λ) +
n∑

ρ=1

(aρ+m+1,σ(λ)− aρ+m,σ(λ))Cρ = 0, σ = 1, n. (18)

Çäåñü

aρ,σ(λ) =

1∫
0

wρ(t) sin

(
2π

ωσ

ω1
λt

)
dt, λ =

τ

T1
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è î ãàøåíèè n ôîðì êîëåáàíèé (12) ñ äîïîë-
íèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (10) óäàëîñü ñâåñòè ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà n. Åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì îò êîòîðîãî çàâèñèò
ðåøåíèå ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè çàäàííîì n ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð
λ = τ/T1. Îêàçàëîñü, ÷òî ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (18) èìååò ðå-
øåíèÿ íå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé λ, òàê êàê ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òàêèõ
çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ åå îïðåäåëèòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü, à ïîñòîÿííûå
Cρ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) ïðè m = 1 è m = 2:

u1(t, λ) = w1(t) +
n∑

ρ=1

Cρ(λ)(wρ+1(t)− wρ(t)).

u2(t, λ) = w2(t) +
n∑

ρ=1

Cρ(λ)(wρ+2(t)− wρ+1(t)).

Ñóùåñòâåííî òî, ÷òî îñîáûå òî÷êè ó ýòèõ äâóõ ðåøåíèé áóäóò ðàçëè÷íû,
ïîýòîìó â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è ãàøåíèÿ n ôîðì êîëåáàíèé ïðè
m = 1 âáëèçè åå îñîáûõ òî÷åê âìåñòî u1(t, λ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå
u2(t, λ).

Ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ ýòèõ óïðàâëåíèé
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Ðèñ. 5: Óïðàâëåíèÿ äëÿ ãàøåíèÿ ïåðâûõ äâóõ ôîðì êîëåáàíèé ïðè ω2/ω1 = 6.27 (ñëåâà)
è ïðè ω2/ω1 = 2 (ñïðàâà)

u(t, λ) = u1(t, λ) + µ(u2(t, λ)− u1(t, λ).

Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (12) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëî-
âèÿìè ÿ0(0) = ÿ0(1) = 0 (m = 1) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ. Ïðî-
ñòåéøèì ôóíêöèîíàëîì, ìèíèìèçàöèÿ êîòîðîãî ïî ïàðàìåòðó µ ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u(t, λ), íå èìåþùóþ îñîáûõ òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàë

J =

1∫
0

u2(t)dt. (19)

Óïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå åãî ìèíèìèçàöèè ïðè ãàøåíèè òîëüêî ïåðâîé
ôîðìû êîëåáàíèé (n = 1) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé λ = τ/T1, ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 4.

Ãàøåíèå äâóõ ôîðì (n = 2) òàêæå ðàññìàòðèâàëîñü ïðè ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà (19). Óïðàâëåíèå â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ω2/ω1.
Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî, êàê ñ ðîñòîì âåëè÷èíû λ = τ/T1 èçìåíÿåòñÿ ôîðìà óïðàâ-
ëåíèÿ ïðè ãàøåíèè äâóõ ôîðì êîëåáàíèé äëÿ îòíîøåíèé ω2/ω1 = 6.27 (ñîîò-
âåòñòâóåò èçãèáíûì êîëåáàíèÿì êîíñîëè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ) è ω2/ω1 = 2
(ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ).
Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà âîïðîñó îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷à-

ñòîò è ôîðì äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ïåðâîé ÷àñòè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èñ-
ïîëüçîâàíèå îáîáùåííûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äëÿ
çàäà÷è êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ìî-
æåò ïðèáëèæåíî îïèñûâàòü ðåàëüíûå ñèñòåìû äàæå ñ ó÷åòîì íåñêîëüêèõ ïåð-
âûõ ôîðì êîëåáàíèé. Îäíàêî äàííûé ïîäõîä òðåáóåò àïðèîðíîãî çíàíèÿ äî-
ñòàòî÷íî òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé, ÷òî äëÿ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ óïðóãèõ òåë, ñàìî ïî ñåáå, ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìåòîäà,
ïîçâîëÿþùèå äîñòàòî÷íî òî÷íî îïðåäåëÿòü íèçøèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé.
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Ïåðâûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ñîá-
ñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé óïðóãèõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ, äëÿ êî-
òîðûõ èçâåñòíû èõ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìû. Â äàííîì ìåòîäå óñëîâèÿ
ñîåäèíåíèÿ óïðóãèõ òåë ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ãîëîíîìíûå ñâÿçè. Èõ ðåàêöèè,
ðàâíûå ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà, ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òå-
ëàìè ñèñòåìû. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì, îñíîâàííûé íà êâàçèñòàòè÷åñêîì ó÷åòå âûñøèõ
ôîðì ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.

Âòîðîé ìåòîä îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ðåàêöèè êàê îáîáùåííûõ ëàãðàí-
æåâûõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì êî-
ëè÷åñòâó ñâÿçåé. Ýòîò êâàçèñòàòè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íî-
ñòüþ îïðåäåëèòü ïåðâóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è ïðè
ýòîì íå òðåáóåò çíàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì åå ýëåìåíòîâ.

Äàííûå ìåòîäû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ïðèìåðå äâóõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì,
ñîñòîÿùèõ èç ñî÷ëåíåííûõ ìåæäó ñîáîé óïðóãèõ ñòåðæíåé. Êàæäîé èç ýòèõ
ñèñòåì ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ãëàâà âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

äëÿ T -îáðàçíîé êîíñîëè, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâà óïðóãèõ ñòåðæíÿ,
ñêðåïëåííûõ ìåæäó ñîáîé. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû íàõîäÿòñÿ äâóìÿ ìåòîäàìè
è äëÿ ðàçíûõ êîíôèãóðàöèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ñðàâíèâàþòñÿ.
Â ïÿòîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ ñè-

ñòåìû èç äâóõ îäèíàêîâûõ ñòåðæíåé ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, ñêðåïëåííûõ ïîä
çàäàííûì óãëîì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñå÷åíèå â ôîðìå êëèíà è ñå÷åíèå â ôîðìå
êîíóñà. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü äâå ìîäåëè çàäà÷è ïîëíóþ, ó÷èòûâàþ-
ùóþ ïîâîðîò ñèñòåìû ñòåðæíåé, è óïðîùåííóþ çà ñ÷åò ñâîéñòâ ñèììåòðèè,
â êîòîðîé ïîâîðîò íå ó÷èòûâàåòñÿ. Äëÿ äàííûõ ìîäåëåé ñòðîèòñÿ äâà ðå-
øåíèÿ òî÷íîå, íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé, è
ïðèáëèæåííîå íà îñíîâàíèè êâàçèñòàòè÷åñêîãî ìåòîäà ðàññìîòðåíèÿ ñèë ðå-
àêöèé â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðèáëèæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïåðâóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó äëÿ
ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Ñïèñîê îïóáëèêîâàííûõ ñòàòåé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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