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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò äâà ðàçäåëà. Ïåðâûé ïîñâÿùåí èçó�

÷åíèþ íîðìåííûõ ðÿäîâ, âîçíèêøèõ â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáîáùåíèÿ

ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéíáåðãà íà ñïàðèâàíèÿ ñ ôîðìàëüíûìè ìîäóëÿìè. Âïåðâûå

òàêèå ðÿäû áûëè îïðåäåëåíû Â. À. Êîëûâàãèíûì â 1979 ã., òîãäà æå áûë

óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðÿäîâ äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî àðãóìåíòà.

Ïóñòü k0 - îäíîìåðíîå ëîêàëüíîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè (êîíå÷íîå

ðàñøèðåíèå ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë Qp), ñîäåðæàùåå ãðóïïó µN êîðíåé ñòå�

ïåíè N èç 1. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñèìâîë íîðìåííîãî âû÷åòà Ãèëüáåðòà

(·, ·)k0N : k∗0 × k∗0 → µN óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Ñòåéíáåðãà

(α, 1− α)k0N = 1, α ̸= 0, 1. (1)

Ïðè îáîáùåíèè ñïàðèâàíèÿ íà ôîðìàëüíûå ìîäóëè äàííîå ñîîòíîøåíèå ïðè�

íèìàåò âèä:

(α,−α)k0F,N = 0 (2)

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α èç ôîðìàëüíîãî ìîäóëÿ. Íàèáîëåå áëèçêèìè ïî ñòðóê�

òóðå ê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûå ãðóïïû Ëþáèíà�Òåé�

òà. Â 1978 ã. Ñ. Ëåíãîì áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà îáîáùèòü ñâîéñòâî (1) íà

ôîðìàëüíûå ãðóïïû Ëþáèíà-Òåéòà. Íî â 1988 ã. È. Á. Ôåñåíêî è Ñ. Â. Âîñòî�

êîâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ñïàðèâàíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî�

øåíèþ (2) äëÿ ëþáîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû Ëþáèíà-Òåéòà, ÿâëÿåòñÿ âûðîæ�

äåííûì, ò.å. ñîîòíîøåíèåå Ñòåéíáåðãà â âèäå (2) âåðíî íå äëÿ âñåõ ôîðìàëü�

íûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ äëÿ êàêèõ ðÿäîâ φ(X) âåðíî

(α, φ(α))F,N = 0 ïðè âñåõ α èç ôîðìàëüíîãî ìîäóëÿ. Â äàííîé ðàáîòå òàêèå

ðÿäû áóäåì íàçûâàòü íîðìåííûìè ñòåïåíè N . Àáñîëþòíî íîðìåííûìè áóäåì

íàçûâàòü ðÿäû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîðìåííûìè ñòåïåíè N ïðè âñåõ N > 1.
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Èñïîëüçóÿ ÿâíûå ôîðìóëû ñèìâîëà íîðìåííîãî âû÷åòà (ñèìâîëà Ãèëü�

áåðòà), ïîëó÷åíûå ðàííåå, Ñ. Â. Âîñòîêîâûì è Ð. Ïåðëèñîì â 2001 ã. áûëè

ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íîðìåííîñòè ðÿäà â ñëó÷àå

ñïàðèâàíèÿ ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Ëþáèíà-Òåéòà äëÿ îäíîìåðíîãî ëîêàëü�

íîãî ïîëÿ, äàëåå â 2003 ã. Ñ. Â. Âîñòîêîâûì è Ã. Ê. Ïàêîì íîðìåííûå ðÿäû

áûëè èçó÷åíû äëÿ ñïàðèâàíèÿ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ìíîãîìåðíîãî

ëîêàëüíîãî ïîëÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íîðìåííîñòè ðÿäà

äëÿ ñïàðèâàíèÿ ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Õîíäû, êàê äëÿ îäíîìåðíîãî òàê è

äëÿ ìíîãîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ.

Âòîðîé ðàçäåë äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ ÿâíûõ

ôîðìóë ñïàðèâàíèÿ Ãèëüáåðòà ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Ëþáèíà�Òåéòà íàä

ìíîãîìåðíûì ëîêàëüíûì ïîëåì. Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ

ñïàðèâàíèÿ Ãèëüáåðòà èìååò äëèííóþ èñòîðèþ, íà÷àâøóþñÿ ñ ðàáîòû Àðòè�

íà è Õàññå 1928 ãîäà, â êîòîðîé áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñèìâîëà

Ãèëüáåðòà â êðóãîâîì ïîëå Qp(ζn), ζ
pn
n = 1, äëÿ ïàð (α, ζn) è (α, ζn− 1), ãäå α

- ãëàâíàÿ åäèíèöà. Åùå îäíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòîé, ñâÿçàííîé ñ ïîëó�

÷åíèåì ÿâíîé ôîðìóëû ñïàðèâàíèÿ Ãèëüáåðòà, ñòàëà ðàáîòà È. Ð. Øàôàðå�

âè÷à 1950 ã., ïîñëóæèâøàÿ òîë÷êîì ê ïîÿâëåíèþ ñåðèè ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ

ÿâíûì ôîðìóëàì ðàçëè÷íûõ ñïàðèâàíèé. ßâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîëüíî�

ãî(îäíîìåðíîãî) ëîêàëüíîãî ïîëÿ áûëè íåçàâèñèìî ïîëó÷åíû Ñ. Â. Âîñòî�

êîâûì â 1978 ã è Õ. Áðþêíåðîì â 1979 ã. ïðè p > 2. ×óòü ïîçäíåå ÿâíûå

ôîðìóëû áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ p = 2. Äàëåå âûðàáîòàííûå ìåòîäû ñòàëè

ïðèìåíÿòü è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë îáîáùåíèÿ ñïàðèâàíèÿ Ãèëüáåðòà

äëÿ ãðóïïû òî÷åê ôîðìàëüíîãî ìîäóëÿ. Òàê, â ÷àñòíîñòè, Ñ. Â. Âîñòîêîâûì è

È. Á. Ôåñåíêî áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ îáîáùåííîãî ñïàðèâàíèÿ

Ãèëüáåðòà ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Ëþáèíà-Òåéòà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíî�

ãî îäíîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ (â òîì ÷èñëå è äëÿ ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè

ïîëÿ âû÷åòîâ).
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Â 70-õ ãîäàõ À. Í. Ïàðøèí è Ê. Êàòî íà÷àëè èçó÷åíèå ìíîãîìåðíûõ

ëîêàëüíûõ ïîëåé è ñâÿçàëè ìíîãîìåðíóþ ëîêàëüíóþ òåîðèþ ïîëåé êëàññîâ

ñ àëãåáðàè÷åñêîé K-òåîðèåé. Ñ ýòîãî íà÷àëîñü èçó÷åíèå ñïàðèâàíèé â ìíîãî�

ìåðíûõ ëîêàëüíûõ ïîëÿõ. Â 1985 ã. Ñ. Â. Âîñòîêîâûì áûëà ïîëó÷åíà ÿâíàÿ

ôîðìóëà äëÿ ñèìâîëà Ãèëüáåðòà â ìíîãîìåðíîì ëîêàëüíîì ïîëå íóëåâîé õà�

ðàêòåðèñòèêè ñ ïîëåì âû÷åòîâ õàðàêòåðèñòèêè p > 2 äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïû. Â 2001 ã. â ðàáîòå À. È. Ìàäóíö õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû òåî�

ðèè Ëþáèíà�Òåéòà áûëè îáîáùåíû íà êîëüöà öåëûõ ìíîãîìåðíûõ ëîêàëüíûõ

ïîëåé, ÷òî ïîçâîëèëî ðàññìàòðèâàòü ñïàðèâàíèå K-ãðóïïû Ìèëíîðà ëîêàëü�

íîãî ïîëÿ ñ ìíîãîìåðíûì ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Ëþáèíà�Òåéòà.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè íåîáõîäèìûõ è

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íîðìåííîñòè çàäàííîãî ðÿäà äëÿ ñïàðèâàíèÿ ñ ôîð�

ìàëüíûì ìîäóëåì Õîíäû íàä êîëüöîì öåëûõ ëîêàëüíîãî ïîëÿ (êàê îäíîìåð�

íîãî òàê è ìíîãîìåðíîãî), à òàêæå â ïîëó÷åíèè ÿâíûõ ôîðìóë ñïàðèâàíèÿ

Ãèëüáåðòà ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Ëþáèíà-Òåéòà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ëîêàëü�

íîãî ïîëÿ.

Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ïîäõîäû ê ïîëó÷å�

íèþ ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ ñèìâîëà íîðìåííîãî âû÷åòà Ãèëüáåðòà, åãî îáîáùå�

íèþ íà ôîðìàëüíûå ãðóïïû, ðàçðàáîòàííûå Ñ. Â. Âîñòîêîâûì è åãî ó÷åíè�

êàìè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëî�

æåíèÿ:

• Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íîðìåííîñòè ðÿäà äëÿ

ñïàðèâàíèÿ ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Õîíäû äëÿ îäíîìåðíîãî ëîêàëüíî�

ãî ïîëÿ.

• Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íîðìåííîñòè ðÿäà äëÿ

ñïàðèâàíèÿ ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Õîíäû äëÿ ìíîãîìåðíîãî ëîêàëü�
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íîãî ïîëÿ.

• Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà ñèìâîëà Ãèëüáåðòà (·, ·)F : KNL
top×F (M) →

WN
F äëÿ ìíîãîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ L ñ êîíå÷íûì ïîñëåäíèì ïîëåì

âû÷åòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâ�

ëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè�

÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû òðåòüåé ãëàâû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçî�

âàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ôîðìóë ñïàðèâàíèÿ Ãèëüáåðòà ñ ôîðìàëüíûì

ìîäóëåì äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ãðóïï Ëþáèíà-Òåéòà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ëîêàëü�

íîãî ïîëÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü

íà çàñåäàíèè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà èìåíè Ä.Ê.

Ôàääååâà.

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â

òðåõ ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ âñå òðè ñòàòüè â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå�

÷åíü ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé ([1],[2],[3]).

Â ðàáîòå [1] äèññåðòàíòêå ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4: äîêàçà�

òåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1 è òåîðåìû 2 îá óñëîâèÿõ íîðìåííîñòè ðÿäà. Â ñòàòüå

[3] äèññåðòàíòêå ïðèíàäëåæàò ïðåäëîæåíèÿ 5 è 6(ïàðàãðàô 4), à òàêæå ðå�

çóëüòàòû ïàðàãðàôà 6, â êîòîðîì äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î íåçàâèñèìîñòè è

èíâàðèàíòíîñòè ñïàðèâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû è ïîäðàçäåëû, è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì

äèññåðòàöèè 75 ñòðàíèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 30 íàèìåíîâàíèé íà 4-õ

ñòðàíèöàõ.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð�

ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóå�

ìûõ â äèññåðòàöèè, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû.

Âî âñåé ðàáîòå Qp � îáîçíà÷àåò ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, k îáîçíà÷àåò

îäíîìåðíîå ëîêàëüíîå ïîëå(êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Qp) ñ ïîëåì âû÷åòîâ k̄, ñî�

ñòîÿùåãî èç q = pf ýëåìåíòîâ, π �ïðîñòîé ýëåìåíò ïîëÿ k. Ïóñòü K îáî�

çíà÷àåò n-ìåðíîå ëîêàëüíîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ò. å. ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü ïîëíûõ äèñêðåòíî íîðìèðîâàííûõ ïîëåé K = Kn, Kn−1, . . . , K0,

ãäå êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì âû÷åòîâ ïðåäûäóùåãî, ïðè÷åì

K0-êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Âñå ôîðìàëüíûå ãðóïïû, ðàññìàòðèâàåìûå

â ðàáîòå,- îäíîìåðíûå. Ïåðâàÿ ãëàâà ðàçáèòà íà òðè ïàðàãðàôà. Â ïåðâîì ïå�

ðå÷èñëåíû îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ

ïîíÿòèå ìíîãîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ, σ - ïîëÿ è ìîäóëÿ êðèâûõ Êàðòüå

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ëîêàëüíîãî ïîëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî σ - ïîëåì íàçû�

âàåòñÿ ïîëíîå äèñêðåòíî íîðìèðîâàííîå ïîëå T ñ ýíäîìîðôèçìîì σ òàêèì,

÷òî σ(α) ≡ αp mod p äëÿ ëþáîãî α èç êîëüöà öåëûõ ïîëÿ T . Âòîðîé ïàðà�

ãðàô ñîäåðæèò äâå ÷àñòè. Â ïåðâîé èç íèõ ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû

òåîðèè ôîðìàëüíûõ ãðóïï Ëþáèíà-Òåéòà íàä êîëüöîì öåëûõ ìíîãîìåðíîãî

ëîêàëüíîãî ïîëÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â òðåòüåé ãëàâå. Âî âòîðîé

÷àñòè ìû íàïîìèíàåì, èñïîëüçóåìûå âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè, ðåçóëüòà�

òû òåîðèè Õîíäû äëÿ ôîðìàëüíûõ ãðóïï íàä êîëüöîì öåëûõ îäíîìåðíîãî

ëîêàëüíî ïîëÿ è èõ îáîáùåíèå äëÿ σ - ïîëåé. Â òðåòüåé ÷àñòè ïåðâîé ãëàâû

îïðåäåëÿåòñÿ ñïàðèâàíèå Ãèëüáåðòà è åãî îáîáùåíèå íà ôîðìàëüíûå ãðóïïû.

Âî âòîðîé ãëàâå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íîð�

ìåííîñòè çàäàííîãî ðÿäà äëÿ ñïàðèâàíèÿ ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Õîíäû.
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Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îäíîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ, âî

âòîðîì - ìíîãîìåðíîãî.

Ïóñòü k′ - êîíå÷íîå íåðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, O′ - êîëüöî öå�

ëûõ ïîëÿ k′, à ∆ - îïåðàòîð Ôðîáåíèóñà, äåéñòâóþùèé íà êîëüöå O′((X)).

Ïóñòü F (X,Y )� ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà Õîíäû íàä êîëüöîì O′, êàíîíè÷åñêîãî

òèïà u = π − a1△− · · · − ah△h ñ ëîãàðèôìîì λ. W F
N áóäåò îáîçíà÷àòü ãðóï�

ïó êîðíåé èçîãåíèè [πN ]. Ïóñòü lF (ψ) = (uπ−1)(λ ◦ ψ), ãäå ψ ∈ O′[[X]]0 �

ëîãàðèôì Àðòèíà�Õàññå äëÿ ôîðìàëüíûõ ãðóïï Õîíäû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä φN(X) = X + . . . ∈ O′[[X]] íàçîâåì íîðìåííûì ñòå�

ïåíè N äëÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïû F , åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëÿ K, ñîäåðæàùåãî

WN
F , âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

(α, φN(α))F,N = 0

ïðè âñåõ α ∈ F (MK) ∩ K∗.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿä φ(X) = X+ . . . ∈ O′[[X]] íàçîâåì àáñîëþòíî íîðìåí�

íûì äëÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïû F , åñëè îí ÿâëÿåòñÿ íîðìåííûì ñòåïåíè N

ïðè ëþáîì N > 1.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïåðâîãî ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäó�

þùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü äëÿ ðÿäà φN(X) ðÿä

lF (φN) =
∑
m>1

dmX
m

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

v(dm) > min(N, vqh(m)) (3)

ïðè âñåõ m > 1. Òîãäà ðÿä φN(X) ÿâëÿåòñÿ íîðìåííûì ñòåïåíè N äëÿ F.
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Òåîðåìà 1. Ðÿä φ(X) = X + · · · ∈ O′[[X]] ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íîðìåííûì

äëÿ F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðÿä

lF (φ) =
∑
m>1

dmX
m

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

v(dm) > vqh(m) (4)

ïðè âñåõ m > 1.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ îäíîìåðíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà íàä íåðàç�

âåòâëåííûì ðàñøèðåíèåì Qp ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Õîíäû. Ò.å. åñëè â îáîçíà÷å�

íèÿõ âûøå k = Qp, k′/Qp- êîíå÷íîå íåðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèå, à F (X,Y )

- ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà íàä êîëüöîì öåëûõ ïîëÿ k′, òî F - ôîð�

ìàëüíàÿ ãðóïïà Õîíäû. Ïðè ýòîì, åñëè F èìååò åäèíè÷íóþ âûñîòó, òî òåî�

ðåìà 1 ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

Ïðåäëîæåíèå 2. Ðÿä φ(X) = X + · · · ∈ O′[[X]] ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íîð�

ìåííûì äëÿ F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫
X−1(lF ◦ φ)(X)dX ∈ O′[[X]].

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà îáîáùåíû íà

ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ K ñ ïîëåì âû÷åòîâ êîíå÷íîé õàðàêòå�

ðèñòèêè. Îáîçíà÷èì k1 = QuotW (K0). À òàêæå ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷å�

íèÿ:

• T = k1{{t1}} . . . {{tn−1}} - n-ìåðíîå àáñîëþòíî íåðàçâåòâëåííîå ïîäïî�

ëå â K.

• σ - ýíäîìîðôèçì ïîëÿ T , êîòîðûé äåéñòâóåò íà ïîëå k1 êàê àâòîìîð�

ôèçì Ôðîáåíèóñà è, êðîìå òîãî σ(ti) = tpi , 1 6 i < n,
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• F - ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà âûñîòû h íàä OT .

• u(∆) = p−
∑h

i=1 ai∆
i - êàíîíè÷åñêèé ñïåöèàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû F .

• WN
F := Ker[pN ]F ⊂ K.

• EF , lF � ôóíêöèè Àðòèíà-Õàññå.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî W (Fq′) ⊂ K. Îáîáùèì îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 íà n-ìåðíûé

ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðÿä φN(X) = XOT [[X]] íàçîâåì íîðìåííûì ñòåïåíè N

äëÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïû F , åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîãîìåðíîãî ïîëÿ K, ñîäåðæà�

ùåãî WN
F , âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

({α1, . . . , αn−1, α}, φN(α))F,N = 0

ïðè âñåõ α1, . . . , αn−1 ∈ K∗, α ∈ F (mK).

Îïðåäåëåíèå 4. Ðÿä φ(X) ∈ XOT [[X]] íàçîâåì àáñîëþòíî íîðìåííûì äëÿ

ôîðìàëüíîé ãðóïïû F , åñëè îí ÿâëÿåòñÿ íîðìåííûì ñòåïåíè N ïðè ëþáîì

N > 1.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå�

íèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü äëÿ ðÿäà φ(X) ∈ XOT [[X]] ðÿä

lF (φ(X)) =
∑
m>1

dmX
m

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

vT (dm) > min(N, vph(m)) (5)

ïðè âñåõ m > 1. Òîãäà ðÿä φ(X) ÿâëÿåòñÿ íîðìåííûì ñòåïåíè N äëÿ F.

10



Òåîðåìà 2. Ðÿä φ(X) ∈ XOT [[X]] ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íîðìåííûì äëÿ F

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðÿä

lF (φ) =
∑
m>1

dmX
m

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

vT (dm) > vph(m) (6)

ïðè âñåõ m > 1.

Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1], [2].

Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñèìâîëà íîðìåííîãî âû�

÷åòà Ãèëüáåðòà äëÿ ñïàðèâàíèÿ ñ ôîðìàëüíûì ìîäóëåì Ëþáèíà-Òåéòà äëÿ

ìíîãîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ. Òðåòüÿ ãëàâà ðàçáèòà íà ÷åòûðå ÷àñòè. Â ïåð�

âîé ÷àñòè ñòðîÿòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé îáúåêòû, äàëåå

îïðåäåëÿåòñÿ ñïàðèâàíèå (ñì. íèæå), âî âòîðîé ÷àñòè ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé

íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåäïîñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ, â òðåòüåé - ñëó÷àé

êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè, â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷åòâåðòîé ÷àñòè äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïîñòðîåííîå ñïàðèâàíèå ñîâïàäàåò ñî ñïàðèâàíèåì Ãèëüáåðòà. Íàïîìíèì

íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü

• (t = t1, . . . , tn) - ñèñòåìà ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëÿ K.

• OK � êîëüöî öåëûõ ïîëÿ K îòíîñèòåëüíî n-ìåðíîãî íîðìèðîâàíèÿ v.

• F ∈ OK [[X, Y ]] - ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà Ëþáèíà�Òåéòà íàä êîëüöîì OK ñ

ëîãàðèôìîì λ(X), ïðè÷åì λ(X)− t−1λ(Xq) ∈ OK [[X]].

• L - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, ñîäåðæàùåå ãðóïïó WN
F := Ker[tN ]

êîðíåé èçîãåíèè [tN ].

• O′ := W (L0) - êîëüöî âåêòîðîâ Âèòòà ïîñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ ïîëÿ L.
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• Frob - àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà L∩ K̃/K, ãäå K̃ - ìàêñèìàëüíîå ÷èñòî

íåðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ K.

• Tr - îïåðàòîð ñëåäà â L ∩ K̃/K.

• (T1, T2, . . . , Tn) - ñèñòåìà ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîëÿ L.

• ML ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà OL ïîëÿ L. F (ML) - ñîîòâåòñòâóþùèé

ôîðìàëüíûé OK - ìîäóëü.

• RL � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé ïîëÿ L0 â W (L0).

• H � ìîäóëü êðèâûõ Êàðòüå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ L.

• res := resX1···Xn
.

Ïóñòü K̃ - ìàêñèìàëüíîå ÷èñòî íåðàçâåòâëåííîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K è

A := K̃ ∩ OL. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àääèòèâíûé OK- ìîäóëü:

MX := {α =
∑

(i1,...,in)>0

a(i1,...,in)X
i1
1 · · ·X in

n : a(i1,...,in) ∈ A},

ãäå (i1, . . . , in) ïðîáåãàþò äîïóñòèìûé íàáîð Ωα.

F (MX) � ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìàëüíûé OK - ìîäóëü. Íà F (MX) îïðå�

äåëèì îïåðàòîð ∆ è ôóíêöèè Àðòèíà-Õàññå:

∆(a) = Frob a, äëÿ a ∈ A, ∆(Xi) = Xq
i , 1 6 i 6 n,

EF : MX −→ F (MX),

EF (φ) = λ−1(1 +
∆

t
+

∆2

t2
+ · · · )(φ) = λ−1

( ∞∑
r=0

φ∆r

tr

)
,

lF : F (MX) −→ MX ,

lF (ψ) =

(
1− ∆

t

)
λ(ψ).
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Ôóíêöèè EF è lF êîððåêòíî îïðåäåëåíû è çàäàþò âçàèìíî îáðàòíûå

èçîìîðôèçìû ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîäóëÿìè.

Ïóñòü ξ - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èçîãåíèè [tN ], ò.å. ξ ∈ WN
F \WN−1

F . Ïóñòü

z(X1, . . . , Xn) = θX
e1

qN−1(q−1)

1 + . . . , θ ∈ RL(çäåñü ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ÷ëå�

íû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà) òàêîé ðÿä èçMX , äëÿ êîòîðîãî z(T1, . . . , Tn) = ξ.

Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ðÿä z1(X) = z(X, 0, . . . , 0).

Ðàññìîòðèì ðÿäû:

sm := [tm](z1), s := sN , u :=
s

sN−1
.

Òåïåðü ïîñòðîèì áàçèñ Øàôàðåâè÷à ôîðìàëüíîãî ìîäóëÿ F (ML). Ïóñòü

a ∈ O′. Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò ω(a) =

EF (as)|X1=T1
ÿâëÿåòñÿ tN -ïðèìàðíûì, ò.å. ðàñøèðåíèå ïîëÿ L, ïîëó÷åííîå

äåëåíèåì òî÷êè ω(a) íà èçîãåíèþ [tN ], íåðàçâåòâëåíî (÷èñòî íåðàçâåòâëåíî).

Ïóñòü Gρ, 0 6 ρ 6 f − 1 - ôîðìàëüíûå ãðóïïû Ëþáèíà-Òåéòà, ïîñòðîåííûå

ïî èçîãåíèÿì [t]0 = tX + Xq, [t]ρ = tX + tXpρ + Xq, ρ > 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü Eρ, 0 6 ρ 6 f−1, - ñòåïåííûå ðÿäû, çàäàþùèå èçîìîðôèçìû ãðóïï Gρ

â ãðóïïó F , ñîîòâåòñòâåííî (ò.å. Eρ = λ−1 ◦λρ, ãäå λρ - ëîãàðèôì ôîðìàëüíîé

ãðóïïû Gρ).

Ïðåäëîæåíèå 4. Íàáîð ýëåìåíòîâ

{Eρ(θT i
1), ω(a)},

θ ∈ RL, 0 6 ρ 6 f − 1, 1 6 i <
qe1
q − 1

, (i, p) = 1, a ∈ O′[[t]]

ñîñòàâëÿåò ñèñòåìó îáðàçóþùèõ OK - ìîäóëÿ F (ML)/[t
N ](F (ML));

Äàëåå îïðåäåëèì ñïàðèâàíèå

< ·, · >: Hn × F (MX) −→WN
F .
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Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåä�

ïîñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëåK èìååò âèäK = k((t2)) . . . ((tn)),

ãäå k = K1 -êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Qp. Ñïàðèâàíèå â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

< α, β >= [Tr resΦ(α, β) · 1
s
](ξ), (7)

ãäå äëÿ α = (α1, . . . , αn) ∈ Hn è β ∈ F (MX)

Φ(α, β) = lF (β)α
−1
1 dα1 ∧ · · · ∧ α−1

n dαn−

−1

t

n∑
i=1

1

qn−i
lm(αi)α

−1
1 dα1∧· · ·∧α−1

i−1dαi−1∧α−∆
i+1dα

∆
i+1∧· · ·∧α−∆

n dα∆
n ∧d(λ(β)∆),

(8)

à ôóíêöèÿ lm çàäàíà íà H ðàâåíñòâîì: lm(α) = 1
q log

αq

α∆ .

Ïóñòü èçîãåíèÿ [t] èìååò âèä [t](X) = tX+a2tX
2+
∑∞

i=3 taiX
i+Xq, ai ∈

OK . Â ñëó÷àå êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåäïîñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ, ðàñ�

ñìàòðèâàåìîì â òðåòüåì ïàðàãðàôå, îïðåäåëèì ñïàðèâàíèå ñëåäóþùèì îáðà�

çîì:

äëÿ α = (α1, . . . , αn) ∈ Hn è β ∈ F (MX) ïîëîæèì

< α, β >= [Tr resΦ(α,β) · V ](ξ), (9)

ãäå

V =
1

s
+

a2
t− 1

,

Φ = lF (β1)D,

β1 = β|Xn=Xn−1=...=X2=0,

D = det(α−1
i ∂jαi)16i,j6n.

Ðÿä 1
s ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êîëüöåA{X} =

{∑
i∈Z diX

i : di ∈ A, di −−−−→
di→−∞

0

}
.

Ðÿä Φ(α, β)(X) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.
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Äëÿ H îáû÷íûì ïóòåì (ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé) îïðåäå�

ëèì Ê-ãðóïïó Ìèëíîðà Kn(H).

Äàëåå ìîæíî îïðåäåëèòü ñïàðèâàíèå

< ·, · >: Ktop
n L× F (ML) → WN

F , (10)

ïîëîæèâ < α, β >:=< α, β >, ãäå α ∈ Kn(H), β ∈ F (MX) - ðàçëîæåíèå

ýëåìåíòîâ α è β â ðÿäû, ò.å. α(T1, . . . , Tn) = α, β(T1, . . . , Tn) = β. Äëÿ òî�

ãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñïàðèâàíèå (10) îïðåäåëåíî êîððåêòíî, íåîáõîäèìî

äîêàçàòü åãî íåçàâèñèìîñòü îò ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ â ðÿäû ïî ëîêàëüíûì

ïàðàìåòðàì è îò âûáîðà ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòîìó ïîñâÿùåíû âòîðîé è

òðåòèé ïàðàãðàôû äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîé è êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåäïî�

ñëåäíåãî ïîëÿ âû÷åòîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ñïàðèâàíèÿ (10) ñî ñïàðèâàíèåì Ãèëü�

áåðòà íà ýëåìåíòàõ áàçèñà Øàôàðåâè÷à, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè îáîèõ ñïàðè�

âàíèé äàåò íàì

Òåîðåìà 3. Ñèìâîë Ãèëüáåðòà

(·, ·) : Ktop
n (L)× F (ML) → WN

F

ñîâïàäàåò ñî ñïàðèâàíèåì < ·, · > è òåì ñàìûì âûðàæåòñÿ â ÿâíîì âèäå.

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå[3]

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå�

ëþ Ñåðãåþ Âëàäèìèðîâè÷ó Âîñòîêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, òåðïåíèå è íåîöå�

íèìóþ ïîìîùü â ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé.
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