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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðèòè÷åñêèõ êîí-
ôèãóðàöèé äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ � øàðíèðíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ è øàðíèðíûõ öåïåé. Øàðíèðíûé ìåõàíèçì � ýòî ãðàô
áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, äëÿ êàæäîãî ðåáðà êîòîðîãî çàäàíî ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî � åãî äëèíà. Ðåàëèçàöèåé øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà, èëè åãî
êîíôèãóðàöèåé íàçûâàåòñÿ åãî âëîæåíèå â íåêîòîðîå îáúåìëþùåå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (íàïðèìåð, â R2), òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåáðà äëèíà
îòðåçêà, åãî ðåàëèçóþùåãî, ðàâíà çàäàííîé äëèíå ðåáðà. Ïðè ýòîì ïîëî-
æåíèå íåêîòîðûõ âåðøèí ìîæåò áûòü çàäàíî çàðàíåå.

Âñå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà ôîðìèðóþò êîí-
ôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà èëè åãî ïðîñòðàí-

ñòâî ìîäóëåé. Åãî íàäåëÿþò åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé, ïîðîæäàåìîé òîïî-
ëîãèåé ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå âêëàäûâàåòñÿ øàðíèðíûé ìåõàíèçì. Øàð-
íèðíûå ìåõàíèçìû è èõ êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåé) � òåìà, äàâíî ñòàâøàÿ êëàññè÷åñêîé. Îíè åñòåñòâåííûì îáðàçîì
âîçíèêàþò â çàäà÷àõ ìåõàíèêè, ðîáîòîòåõíèêè, óïðàâëåíèÿ. Ñóùåñòâóåò
ìàòåìàòè÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, çàíèìàþùàÿñÿ èçó÷åíèåì ïðîñòðàíñòâ ìî-
äóëåé ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, â òîì ÷èñëå è øàðíèðíûõ ìåõàíèçìîâ, � òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ ðîáîòîòåõíèêà. Â ýòîé äèñöèïëèíå âûäåëÿþòñÿ äâà îñíîâíûõ
òå÷åíèÿ: âî-ïåðâûõ, èçó÷åíèå ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèõ çàäà÷, ïîðîæäåííûõ
ðîáîòîòåõíèêîé è óïðàâëåíèåì, è, âî-âòîðûõ, ïðèìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ
èäåé, òîïîëîãè÷åñêîãî ÿçûêà è ðåçóëüòàòîâ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ê
ñïåöèàëèçèðîâàííûì çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ è ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Øàðíèðíûé ìíîãîóãîëüíèê L � ýòî øàðíèðíûé ìåõàíèçì, ñîñòîÿùèé
èç n ðåáåð ñ äëèíàìè l1, l2, . . . , ln, ñîåäèíåííûõ äðóã ñ äðóãîì ïî öèêëó.
Êîíôèãóðàöèÿìè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûå ëîìà-
íûå, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè, âîçìîæíî, ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè, ñ âåðøèíàìè
p1, p2, . . . , pn ∈ R2, òàêèå, ÷òî

|pipi+1| = li, i = 1, 2, . . . , n.

Íóìåðàöèÿ ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òî åñòü, íàïðèìåð,
pn+1 = p1. Äàëåå, ìû ñ÷èòàåì äâå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ èçîìåòðèÿ ïëîñêîñòè,
ñîõðàíÿþùàÿ îðèåíòàöèþ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò îäíó èç ýòèõ êîíôèãóðàöèé
â äðóãóþ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì óñëîâèè íàì äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ëèøü êîíôèãóðàöèè ñ ôèêñèðîâàííûì ïîëîæåíèåì ïåðâûõ
äâóõ âåðøèí: p1 = (0, 0), p2 = (0, l1). Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êîíôèãóðàöèé
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà L. Îíî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî R2n−4 è íàñëåäóåò åãî
òîïîëîãèþ.
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Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ � õîðîøî èçó÷åí-
íûé îáúåêò. Îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íå ñóùåñòâóåò òàêèõ

εi = ±1, i = 1, 2, . . . , n,

÷òî
n∑

i=1

εili = 0,

òî åñòü, åñëè ó ìíîãîóãîëüíèêà L íå ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèè, âñå âåð-
øèíû êîòîðîé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Óñëîâèÿ íà äëèíû ñòîðîí øàðíèðíîãî n�óãîëüíèêà âèäà

n∑
i=1

εili = 0, εi = ±1, i = 1, 2, . . . , n

ðàçáèâàþò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ øàðíèðíûõ n�óãîëüíèêîâ íà êàìå-
ðû. Åñëè äâà øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêà íàõîäÿòñÿ â îäíîé êàìåðå, èõ
ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé äèôôåîìîðôíû (ýòî âåðíî êàê äëÿ ïëîñêèõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ, òàê è äëÿ âëîæåííûõ â R3). Ê. Óîëêåð â [16] âûäâèíóë ãèïî-
òåçó î òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ äëèí ñòîðîí øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, òî
åñòü åãî ïðèíàäëåæíîñòü ê íåêîòîðîé êàìåðå, ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû
ïî êîëüöó êîãîìîëîãèé åãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé. Ýòà ãèïîòåçà áûëà äî-
êàçàíà Ä. Ùóöåì â [15] äëÿ ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, è èì æå ñîâìåñòíî
ñ Ì. Ôàðáåðîì è Æ.-Ê. Õàóñìàíîì, â [8] äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ â R3. Ì.
Ôàðáåð è Â. Ôðîìì â [7] äîêàçàëè, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé øàð-
íèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â Rd, d ≥ 3, O(d)�äèôôåîìîðôíû,
òî øàðíèðíûå ìíîãîóãîëüíèêè ïðèíàäëåæàò îäíîé êàìåðå. Âñå ãðóïïû
ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ÿâëÿþòñÿ
ñâîáîäíûìè àáåëåâûìè. Ì. Ôàðáåð è Ä. Øóö íàøëè ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë
Áåòòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. [9]).

Ä. Çâîíêèí â [17] îïèñàë âñå âîçìîæíûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû ïðî-
ñòðàíñòâ ìîäóëåé äëÿ øàðíèðíûõ n-óãîëüíèêîâ ñ n=5, n=6. À èìåííî,
ïðîñòðàíñòâî êîíôèãóðàöèé òèïè÷íîãî øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà � äâó-
ìåðíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà íå áîëüøå, ÷åì ÷åòûðå, ëèáî äèçúþíêò-
íîå îáúåäèíåíèå äâóõ òîðîâ.

Íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ â R3 áûëà
ââåäåíà ñòðóêòóðà êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ, âû÷èñëåíû ãðóïïû ãîìîëîãèé
(ñì. [14], [11]) è ââåäåíî ïðîèçâåäåíèå íà ãðóïïàõ êîãîìîëîãèé ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâ (ñì. [10]).

Øàðíèðíàÿ öåïü P � ýòî øàðíèðíûé ìåõàíèçì, ñîñòîÿùèé èç n ðåáåð ñ
äëèíàìè l1, l2, . . . , ln, ñîåäèíåííûõ äðóã ñ äðóãîì ïîñëåäîâàòåëüíî. Åå êîí-
ôèãóðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåçàìêíóòûå ëîìàíûå íà ïëîñêîñòè ñ âåðøèíàìè
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r0, r1, . . . , rn, òàêèå, ÷òî

|riri+1| = li+1, i = 0, 1, . . . , n− 1.

Êàê è â ñëó÷àå øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ìû ñ÷èòàåì ïåðâûå äâå âåð-
øèíû çàôèêñèðîâàííûìè: p1 = (0, 0), p2 = (0, l1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé øàðíèðíîé öåïè ãîìåîìîðôíî ìíîãîìåðíîìó òîðó
(S1)n−1.

Â äèññåðòàöèè ýòè ïðîñòðàíñòâà èçó÷àþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè Ìîð-
ñà. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ìîðñà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííîé
ïëîùàäè � åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îáû÷íîé ïëîùàäè äëÿ ñàìî-
ïåðåñåêàþùèõñÿ îáúåêòîâ. Ñóùåñòâóåò äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ
îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè äëÿ øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

• Äëÿ êîíôèãóðàöèè P øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ïëîñêîñòè åå
îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ðàâíà ñëåäóþùåìó èíòåãðàëó ïî ìåðå Ëå-
áåãà, âçÿòîìó ïî âñåé ïëîñêîñòè:

A(P ) =

∫
x∈R2

ωP (x)dx,

ãäå ωP (x) � èíäåêñ îáõîäà òî÷êè x êîíôèãóðàöèåé P .

• Äëÿ êîíôèãóðàöèè P = (p1, p2, . . . , pn) øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà
L, ãäå pi = (xi, yi), åå îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ðàâíà:

2A(P ) = (x1y2 − x2y1) + · · ·+ (xny1 − x1yn).

Äëÿ øàðíèðíûõ öåïåé îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: âåðøèíû rn è r0 ñîåäèíÿþòñÿ îòðåçêîì, è âû÷èñëÿåòñÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïîëó÷åííîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà,
åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î åå êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è èõ èíäåêñàõ Ìîð-
ñà. Òåîðåìà, äîêàçàííàÿ ß. Øòåéíåðîì, ãëàñèò, ÷òî òî÷êîé àáñîëþòíîãî
ìàêñèìóìà îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëàÿ âïèñàííàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Â [12] Ã.Þ. Ïàíèíà è Ã.Í. Õèìøèàøâèëè îáîáùèëè ýòîò ðåçóëüòàò,
äîêàçàâ, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ P øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ êðè-
òè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P � âïèñàííàÿ
êîíôèãóðàöèÿ (òî åñòü, âñå åå âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè).

Â [13] Ä. Ñèðñìà è Ã.Í. Õèìøèàøâèëè äîêàçàëè, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ R
øàðíèðíîé öåïè ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè îðèåíòèðîâàííîé
ïëîùàäè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R � äèàìåòðàëüíàÿ âïèñàííàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ (òî åñòü, âñå åå âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðè÷åì
îòðåçîê r0rn ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì ýòîé îêðóæíîñòè).
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Ýòè ðåçóëüòàòû ñâÿçûâàþò øàðíèðíûå ìíîãîóãîëüíèêè è öåïè ñ öèê-
ëè÷åñêèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè (ìíîãîóãîëüíèêàìè, âïèñàííûìè â îêðóæ-
íîñòü). Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîé òåìå.
Îñíîâíûì ñîäåðæàíèåì ýòèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå è èññëåäîâàíèå
àíàëîãà ôîðìóëû Ãåðîíà, äàþùåãî âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé
òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ÷åðåç äëèíû èõ ñòîðîí. Öèêëè÷åñêèå ìíîãîóãîëü-
íèêè èçó÷àëèñü ñëåäóþùèìè ìàòåìàòèêàìè: Â.Â. Âàðôîëîìååâ, Ð. Êîí-
íåëè, È. Ïàê, Ä. Ðîááèíñ, È.Õ. Ñàáèòîâ.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðî-
ñòûõ ôîðìóë äëÿ èíäåêñîâ Ìîðñà âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé øàðíèðíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ è äèàìåòðàëüíûõ âïèñàííûõ êîíôèãóðàöèé øàðíèðíûõ
öåïåé è èçó÷åíèå ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèè îðèåíòèðîâàííîé ïëî-
ùàäè íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è öåïåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè Ìîðñà, äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, êîìáèíàòîðèêè.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Â äèñ-
ñåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ øàðíèðíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ è öåïåé:

• Ïîëó÷åíà (â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ã.Þ. Ïàíèíîé â [1] è ïðîäîëæåíèè
åå â [2]) ïðîñòàÿ ôîðìóëà äëÿ èíäåêñà Ìîðñà êðèòè÷åñêîé êîíôèãó-
ðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

• Ïîëó÷åíà (ñîâìåñòíî ñ Ã.Þ. Ïàíèíîé, Ã.Í. Õèìøèàøâèëè è Ä. Ñèð-
ñìà â [5]) ïðîñòàÿ ôîðìóëà äëÿ èíäåêñà Ìîðñà êðèòè÷åñêîé êîíôè-
ãóðàöèè øàðíèðíîé öåïè.

• Ïîñòðîåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ îðèåí-
òèðîâàííîé ïëîùàäè íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé øàðíèðíûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ.

• Äîêàçàíî, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé øàðíèðíûõ öåïåé íå ñóùå-
ñòâóåò ýêñòðåìóìîâ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè, êðîìå ãëîáàëüíûõ.

• Ïîñòðîåí ðÿä ïðèìåðîâ, ïåðå÷èñëÿþùèõ âïèñàííûå êîíôèãóðàöèè
íåêîòîðûõ øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ.

• Ïîñòðîåí ðÿä ïðèìåðîâ, ïåðå÷èñëÿþùèõ äèàìåòðàëüíûå âïèñàííûå
êîíôèãóðàöèè íåêîòîðûõ øàðíèðíûõ öåïåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè øàð-
íèðíûõ ìåõàíèçìîâ è öèêëè÷åñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü íà Ïåòåðáóðãñêîì ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå èì.
À.Ä.Àëåêñàíäðîâà, Ïåòåðáóðãñêîì òîïîëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå èì.
Â.À.Ðîõëèíà, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

1. "Ìåòðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé è ìíîãîãðàííèêîâ", ïîñâÿ-
ùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Â.Åôèìîâà, ÌÃÓ, ìåõ-ìàò,
2010 ã.

2. 42-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ "Ñîâðåìåííûå
ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè", Åêàòåðèíáóðã, 2011 ã.

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ (43-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ) ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ
"Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè", Åêàòåðèíáóðã, 2012 ã.

4. 4-ÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, èíñòèòóò Ýéëåðà, 2012
ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â íàó÷-
íûõ ñòàòüÿõ [1]-[5].

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [1] äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò ðàçäåë 3 î äèàãî-
íàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé øàðíèðíûõ ìíîãî-
óãîëüíèêîâ, ëåììà 4.5 î ïðîõîæäåíèè âïèñàííîé äåôîðìàöèè øàðíèðíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà ÷åðåç ôëèï, âñå ïðèìåðû. Ñîàâòîðó (íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ) ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ëåììû 4.2, 4.4, à òàêæå òåîðåìû
4.6 è 5.2.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [3] ñîàâòîðó (íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ) ïðèíàäëå-
æèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò äèññåðòàíòó.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [5] äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò ðàçäåëû 3 è 4, ïîñâÿ-
ùåííûå âûâîäó ôîðìóëû äëÿ èíäåêñà Ìîðñà êðèòè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé
øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è öåïåé. Âñå îñòàëüíûå ðàçäåëû ïðèíàäëå-
æàò ñîàâòîðàì.

Ðàáîòû [1]-[4] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïÿòè ãëàâ, âêëþ-
÷àþùèõ ââåäåíèå è çàêëþ÷åíèå, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 60
íàçâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 92 ñòðàíèöû.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ.
Ãëàâà 1, ââîäíàÿ ïîñâÿùåíà îáçîðó ïðåäøåñòâîâàâøèõ ðåçóëüòàòîâ,

îòíîñÿùèõñÿ ê òåìå äèññåðòàöèè, â íåé òàêæå îáñóæäàþòñÿ ìîòèâèðîâêè
ðåøàåìûõ çàäà÷ è äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Â ïàðàãðàôàõ 1.1-1.5 îñâåùàåòñÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèé øàðíèðíûõ ìå-
õàíèçìîâ â öåëîì, øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è öåïåé, ôóíêöèè îðèåí-
òèðîâàííîé ïëîùàäè, à òàêæå öèêëè÷åñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Â ïàðàãðàôå 1.6 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Â ïàðàãðàôå 1.7 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â

òåêñòå äèññåðòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Ïóñòü P = (p1, p2, . . . , pn) � âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ øàðíèðíîãî ìíî-

ãîóãîëüíèêà L. Òîãäà:
m(P ) � èíäåêñ Ìîðñà îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè â òî÷êå P .
H(P ) = Det(Hess(P )) � îïðåäåëèòåëü ãåññèàíà ôóíêöèè A â òî÷êå P
O � öåíòð îïèñàííîé îêîëî P îêðóæíîñòè.

αi � ïîëîâèíà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè
−→
Opi è

−−−→
Opi+1. Óãîë âñåãäà îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûé, áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè.
Äëÿ êîíôèãóðàöèè, íè îäíî ðåáðî êîòîðîé íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O

îáîçíà÷èì ÷åðåç εi îðèåíòàöèþ ðåáðà (pipi+1) îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, òî
åñòü,

• εi = 1, åñëè òðåóãîëüíèê (pi, pi+1, O) îðèåíòèðîâàí ïîëîæèòåëüíî
(ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè);

• εi = −1, åñëè òðåóãîëüíèê (pi, pi+1, O) îðèåíòèðîâàí îòðèöàòåëüíî
(ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå).

e(P ) � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð â êîíôèãóðà-
öèè P .

ω(P ) � ñòåïåíü öåíòðà O îïèñàííîé îêðóæíîñòè îòíîñèòåëüíî êîíôè-
ãóðàöèè P êàê çàìêíóòîé êðèâîé.

Äëÿ íåöåíòðàëüíîé âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè P , ïîëîæèì

δ(P ) =
n∑

i=1

εi tgαi.

Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ââîäÿòñÿ äëÿ äèàìåòðàëüíîé âïèñàííîé êîí-
ôèãóðàöèè R = (r0, r1, . . . , rn) øàðíèðíîé öåïè. Ëèøü çíà÷åíèå ω(R) äëÿ
êîíôèãóðàöèè R îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàçîâåì çàìûêàíèåì RCl êîíôèãóðàöèè R âïèñàííóþ ëîìàíóþ, ïî-
ëó÷àþùóþñÿ èç R äîáàâëåíèåì íà îêðóæíîñòü íîâîé òî÷êè q äâóõ ïîëî-
æèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð (rn, q) è (q, r0). Î÷åâèäíî, ïîëó÷åííàÿ
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ëîìàíàÿ åñòü êîíôèãóðàöèÿ íåêîòîðîãî øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà. Ïîëîæèì

ω(R) = ω(RCl).

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Âûâîäèò-
ñÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà Ìîðñà èõ êðèòè÷åñêèõ êîíôèãóðà-
öèé, êëàññèôèöèðóþòñÿ ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû îðèåíòèðîâàííîé ïëîùà-
äè íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Â ïàðàãðàôå 2.1 îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå òèïè÷íîãî øàðíèðíîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà. Ýòè òðåáîâàíèÿ îñòàâëÿþò â ðàññìîòðåíèè ëèøü òå ìíîãî-
óãîëüíèêè, ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðà-
çèÿìè, è íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè îðèåíòèðîâàííîé
ïëîùàäè ÿâëÿþòñÿ ìîðñîâûìè. Âàæíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ çàäàþò îòêðû-
òîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Rn

+ øàðíèðíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ââîäèòñÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïðîñòðàí-
ñòâå ìîäóëåé øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîãî
íàáîðà äèàãîíàëåé êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Â ýòîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ãåññèàí îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè èìååò âèä òðåõäèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöû, ÷òî îáëåã÷àåò åãî èññëåäîâàíèå. Ýëåìåíòû ýòîé òðåõ-
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû âûðàæåíû â ÿâíîì âèäå ÷åðåç äëèíû ñòîðîí è
äèàãîíàëåé ìíîãîóãîëüíèêà. Ñàìè ïî ñåáå ýòè âûðàæåíèÿ äîâîëüíî ãðî-
ìîçäêè è íå ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ
èíäåêñà Ìîðñà. Îäíàêî ñ èõ ïîìîùüþ äåëàþòñÿ âûâîäû î íåâûðîæäåííî-
ñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è î ïîâåäåíèè ãåññè-
àíà â îñîáûõ ñëó÷àÿõ.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âïèñàííîé äåôîðìàöèè îáùåãî âèäà

êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Îáùàÿ èäåÿ òàêîâà: çàôèê-
ñèðîâàâ ó äàííîé âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè îïèñàííóþ îêîëî íåå îêðóæ-
íîñòü, ìû äâèãàåì ïî ýòîé îêðóæíîñòè âåðøèíû êîíôèãóðàöèè, ñîáëþ-
äàÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ îáùíîñòè. Ïðè ýòîì äëèíû ñòîðîí êîíôèãóðàöèè
ìåíÿþòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî øàðíèðíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ L(t) âìåñòå ñ íåïðåðûâíûì ñåìåéñòâîì èõ âïèñàííûõ
êîíôèãóðàöèé P (t).

Ìû ðàññìàòðèâàåì âïèñàííóþ äåôîðìàöèþ îáùåãî âèäà, ñîåäèíÿþ-
ùóþ ïðîèçâîëüíóþ âïèñàííóþ êîíôèãóðàöèþ ñ êàêîé-íèáóäü âûïóêëîé
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé âïèñàííîé êîíôèãóðàöèåé øàðíèðíîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà ñ òåì æå ÷èñëîì âåðøèí. Âûïóêëàÿ âïèñàííàÿ ïîëîæèòåëüíî
îðèåíòèðîâàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì ìàêñèìóìîì ôóíê-
öèè îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè, à çíà÷èò, åå èíäåêñ Ìîðñà ðàâåí n − 3.
Äàëåå, èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ïàðàìåòðîâ âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè â òå-
÷åíèå ýòîé äåôîðìàöèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû âïèñàí-
íîé êîíôèãóðàöèè P ñâÿçàíû ñî çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ ãåññèàíà îðèåíòè-
ðîâàííîé ïëîùàäè H(P ) = sign((H(P )): ÷èñëî e(P ) ïîëîæèòåëüíî îðè-
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åíòèðîâàííûõ ðåáåð êîíôèãóðàöèè, à òàêæå çíàê õàðàêòåðèñòèêè d(P ) =
sign(δ(P )). Èç íåñêîëüêèõ ëåìì ïîëó÷àåì òåîðåìó, äàþùóþ ôîðìóëó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ çíàêà îïðåäåëèòåëÿ ãåññèàíà ïðîèçâîëüíîé âïèñàííîé êîí-
ôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà (à çíà÷èò, ÷åòíîñòè åå èíäåêñà
Ìîðñà).

Òåîðåìà 2.3.6. Ïóñòü P � òèïè÷íàÿ âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Òîãäà
âåðíî

H(P ) = d(P )(−1)e(P )+1.

Â ïàðàãðàôå 1.4 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñ-
ëèòü èíäåêñ Ìîðñà âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíè-
êà.

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü P = (p1, . . . , pn) � âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ òè-
ïè÷íîãî øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà L. Ðàññìîòðèì åå ïîäêîíôèãóðàöèè
P3, . . . , Pn:

Pi = (p1, . . . , pi), i = 3, . . . , n.

Òîãäà èíäåêñ Ìîðñàm(P ) êîíôèãóðàöèè P ðàâåí êîëè÷åñòâó ñìåí çíà-
êà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

H(P3),H(P4),H(P5), . . . ,H(Pn),

ãäå H(Pi), i = 4, . . . , n ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî òåîðåìå 2.3.6, à H(P3) =
1.

Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà Ìîðñà,
îäíàêî îí íåóäîáåí èç-çà ïðèñóòñòâèÿ èíäóêöèè.

Â ïàðàãðàôå 2.5 íà îñíîâå òåîðåì äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ âû-
âîäèòñÿ òåîðåìà, äàþùàÿ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ èíäåêñà Ìîðñà âïèñàííîé
êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü P � âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ òèïè÷íîãî øàð-
íèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà L. Òîãäà äëÿ èíäåêñà Ìîðñà îðèåíòèðîâàííîé
ïëîùàäè A â òî÷êå P ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

m(P ) =

{
e(P )− 1− 2ω(P ), åñëè δ(P ) > 0;
e(P )− 2− 2ω(P ), åñëè δ(P ) < 0.

Â ïàðàãðàôå 2.6 èçó÷àþòñÿ ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû îðèåíòèðîâàííîé
ïëîùàäè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Áûëè âûäåëåíû ÷åòûðå òèïà ëî-
êàëüíûõ ìàêñèìóìîâ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè. Êðèòåðèè äëÿ âñåõ, êðî-
ìå ïîñëåäíåãî, � ÷èñòî êîìáèíàòîðíûå (íåò óñëîâèÿ íà δ(P )), â òî âðåìÿ
êàê â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå ïðèñóòñòâóåò óñëîâèå δ(P ) > 0.

10



Òåîðåìà 1.6.2. Ïóñòü P � âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ òèïè÷íîãî øàð-
íèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êîíôèãóðàöèè P
âåðíî εi = 1 ïðè 1 ≤ i ≤ e(P ). Åñëè æå ýòî íå òàê, ïðèìåíèì ê P ïîä-
õîäÿùóþ ïåðåñòàíîâêó ðåáåð φσ, òàê, ÷òîáû â φσ(P ) óêàçàííîå óñëîâèå
âûïîëíÿëîñü (äîêàçàíî, ÷òî ýòî íå èçìåíèò èíäåêñà Ìîðñà). Òî÷êà P ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè
A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé îäíîãî èç ñëå-
äóþùèõ ÷åòûðåõ òèïîâ:

1. P � âûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

2. Âñå ðåáðà êîíôèãóðàöèè P îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíû, è ïðè ýòîì
êàæäûå äâà ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ.

3. Îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû òðè óñëîâèÿ:

• ëþáûå äâà îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáðà êîíôèãóðàöèè
P ïåðåñåêàþò äðóã äðóãà;

• ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà êîíôèãóðàöèè P íå ïå-
ðåñåêàþò äðóã äðóãà;

• íè îäíî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî êîíôèãóðàöèè P
íå ïåðåñåêàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà.

4. Îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ÷åòûðå óñëîâèÿ:

• δ(P ) > 0;

• ëþáûå äâà îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåáðà êîíôèãóðàöèè
P ïåðåñåêàþò äðóã äðóãà;

• ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà êîíôèãóðàöèè P íå ïå-
ðåñåêàþò äðóã äðóãà;

• ðîâíî îäíî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî êîíôèãóðà-
öèè P ïåðåñåêàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà, ïðè÷åì
ïåðåñåêàåò èõ âñåõ.

Â Ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèòè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè øàðíèðíûõ
öåïåé.

Â ïàðàãðàôå 3.1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ ôîðìóëó
äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà Ìîðñà äèàìåòðàëüíîé âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè
øàðíèðíîé öåïè.

Òåîðåìà 1.6.4. Ïóñòü R � äèàìåòðàëüíàÿ âïèñàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ
òèïè÷íîé øàðíèðíîé öåïè L. Òîãäà äëÿ èíäåêñà Ìîðñà îðèåíòèðîâàííîé
ïëîùàäè A â òî÷êå R ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:
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m(R) =

{
e(R)− 2ω(R) + 1, åñëè δ(R) > 0,
e(R)− 2ω(R), åñëè δ(R) < 0.

Ïàðàãðàô 3.2 ïîñâÿùåí ýêñòðåìóìàì ôóíêöèè îðèåíòèðîâàííîé ïëî-
ùàäè øàðíèðíûõ öåïåé. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6.5. Íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé øàðíèðíîé öåïè íå ñóùå-
ñòâóåò ýêñòðåìóìîâ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè, êðîìå ãëîáàëüíûõ.

Â Ãëàâå 4 ïîñòðîåí ðÿä ïðèìåðîâ øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è öå-
ïåé, èëëþñòðèðóþùèõ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè êàê
ôóíêöèè Ìîðñà.

Â ïàðàãðàôå 4.1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,
ïîêàçûâàþùèå, ÷òî èíäåêñ Ìîðñà âïèñàííîé êîíôèãóðàöèè øàðíèðíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íè íà îñíîâå èíäåêñîâ åå ïîä-
êîíôèãóðàöèé, íè íà îñíîâå åå êîìáèíàòîðèêè.

Ïàðàãðàô 4.2 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ âïè-
ñàííûõ êîíôèãóðàöèé òèïè÷íîãî øàðíèðíîãî ïÿòèóãîëüíèêà. Ïîëó÷åííàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 4.2.1.Ïóñòü L � òèïè÷íûé øàðíèðíûé ïÿòèóãîëüíèê (a,b,c,d,e),
ïðè÷åì åãî ðåáðà óïîðÿäî÷åíû ïî äëèíå: a ≥ b ≥ c ≥ d ≥ e.

1. Ïóñòü a− b− c− d+ e > 0.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé P � ñôåðà, è íà íåì åñòü ðîâíî äâå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì (âûïóêëàÿ êîíôèãó-
ðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ);

2. Ïóñòü a− b− c− d+ e < 0 è a− b− c+ d− e > 0.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé P � òîð, è íà íåì åñòü ðîâíî ÷åòûðå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì (âûïóêëàÿ êîíôèãó-
ðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóêëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), äâå ñåäëîâûå
òî÷êè;

3. Ïóñòü a− b− c+ d+ e > 0, a− b− c+ d− e < 0 è a− b+ c− d− e > 0.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé P � ïîâåðõíîñòü ðîäà äâà, è íà íåì
åñòü íå áîëåå ÷åòûðíàäöàòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ýòîãî òèïà ñ
ðîâíî ÷åòûðíàäöàòüþ âïèñàííûìè êîíôèãóðàöèÿìè. Âîçìîæíû ñëå-
äóþùèå âàðèàíòû:

• Øåñòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì (âûïóê-
ëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóêëàÿ êîíôèãóðà-
öèÿ), ÷åòûðå ñåäëîâûå òî÷êè;
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• Äåñÿòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàêñèìóìà (âûïóê-
ëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèÿ), äâà ìèíèìóìà (àí-
òèâûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèÿ), øåñòü ñåä-
ëîâûõ òî÷åê;

• ×åòûðíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: òðè ìàêñèìóìà
(âûïóêëàÿ è äâå ñàìîïåðåñåêàþùèÿñÿ êîíôèãóðàöèè), òðè ìè-
íèìóìà (àíòèâûïóêëàÿ è äâå ñàìîïåðåñåêàþùèÿñÿ êîíôèãóðà-
öèè), âîñåìü ñåäëîâûõ òî÷åê.

4. Ïóñòü a− b− c+ d+ e < 0.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé P � äâà äèçúþíêòíûõ òîðà, è íà íåì
ìîæåò áûòü íå áîëåå äâåíàäöàòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îñòàåòñÿ îò-
êðûòûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ýòîãî
òèïà ñ ðîâíî äâåíàäöàòüþ âïèñàííûìè êîíôèãóðàöèÿìè. Âîçìîæíû
ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

• Âîñåìü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàêñèìóìà (âûïóê-
ëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèè), äâà ìèíèìóìà (àí-
òèâûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèè), ÷åòûðå ñåä-
ëîâûå òî÷êè;

• Äâåíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: òðè ìàêñèìóìà (âû-
ïóêëàÿ è äâå ñàìîïåðåñåêàþùèÿñÿ êîíôèãóðàöèè), òðè ìèíèìó-
ìà (âûïóêëàÿ è äâå ñàìîïåðåñåêàþùèÿñÿ êîíôèãóðàöèè), øåñòü
ñåäëîâûõ òî÷åê.

5. Ïóñòü a+ b− c− d− e > 0 è a− b+ c− d− e < 0.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé P � ïîâåðõíîñòü ðîäà òðè, è íà íåì
ìîæåò áûòü íå áîëåå äâåíàäöàòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Âîçìîæíû ñëå-
äóþùèå âàðèàíòû:

• Âîñåìü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì (âûïóê-
ëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóêëàÿ êîíôèãóðà-
öèÿ), øåñòü ñåäëîâûõ òî÷åê;

• Äâåíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàêñèìóìà (âû-
ïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùèåñÿ êîíôèãóðàöèè), äâà ìèíèìóìà
(àíòèâûïóêëàÿ è ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèè), âîñåìü
ñåäëîâûõ òî÷åê.

6. Ïóñòü a+ b− c− d− e < 0.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé P � ïîâåðõíîñòü ðîäà ÷åòûðå, è íà íåì
ìîæåò áûòü íå áîëåå ÷åòûðíàäöàòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Âîçìîæíû
ñëåäóþùèå âàðèàíòû:
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• Äåñÿòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: îäèí ìàêñèìóì (âûïóê-
ëàÿ êîíôèãóðàöèÿ), îäèí ìèíèìóì (àíòèâûïóêëàÿ êîíôèãóðà-
öèÿ), âîñåìü ñåäëîâûõ òî÷åê;

• ×åòûðíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè A: äâà ìàêñèìóìà
(âûïóêëàÿ è çâåçäîîáðàçíàÿ êîíôèãóðàöèè), äâà ìèíèìóìà (àí-
òèâûïóêëàÿ è çâåçäîîáðàçíàÿ êîíôèãóðàöèè), äåñÿòü ñåäëîâûõ
òî÷åê.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó òèïè÷íûõ øàðíèðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ íå âñòðå÷à-
þòñÿ íàáîðû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, íå óêàçàííûå â ýòîé òåîðåìå. Îäíàêî íå
óäàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ øàðíèðíûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ èç ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå, à èìåííî: èìåþùèõ ÷åòûðíàäöàòü êðèòè-
÷åñêèõ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè ðîäà äâà è äâåíàäöàòü êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà
ïàðå òîðîâ. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü äîêàçàòåëüñòâà èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîòîèò
â òîì, ÷òî, êàê îòìå÷åíî åùå â ñòàòüå Â. Âàðôîëîìååâà [6], êîëè÷åñòâî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé øàðíèðíîãî ìíîãîóãîëüíèêà
î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíî ê èçìåíåíèþ äëèí åãî ñòîðîí. Ê îñòàëüíûì òèïàì
êîíôèãóðàöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ áûëè íàéäåíû ïðèìåðû øàðíèðíûõ ïÿ-
òèóãîëüíèêîâ, èõ ðåàëèçóþùèå, êîòîðûå ïðèâåäåíû ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû.

Â ïàðàãðàôå 4.3 ïðèâåäåíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ øàðíèðíûõ öåïåé, â
êîòîðûõ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííîé ïëîùàäè ñòàíîâèòñÿ êàê òî÷íîé, òàê
è íåòî÷íîé ôóíêöèåé Ìîðñà.

Â Ãëàâå 5, çàêëþ÷èòåëüíîé êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äèññåðòàöèè.
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