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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîöèêëîâ, ïîðîæä¼ííûõ â ïåð-

âóþ î÷åðåäü íåàâòîíîìíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-

íèÿìè, èçó÷åíèþ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ è ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ òàêèõ

êîöèêëîâ, à òàêæå îöåíêå ñâåðõó ðàçìåðíîñòè ïî Õàóñäîðôó ýòèõ èíâàðèàíò-

íûõ ìíîæåñòâ è àòòðàêòîðîâ.

Àê ò ó à ë ü í î ñ ò ü ò åìû.

Òåîðèÿ êîöèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì â ðàçëè÷íûõ îáëà-

ñòÿõ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, êîöèêëû ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü â êà÷åñòâå îáîáù¼ííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ýôôåêòèâíî èñïîëüçî-

âàòü èõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåàâòîíîìíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ è àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè

êîöèêëîâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå èõ ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ è îöåíêà ðàçìåðíî-

ñòè (íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòè ïî Õàóñäîðôó) òàêèõ àòòðàêòîðîâ.

Âàæíûìè ðåçóëüòàòàìè íà ïóòè ðàçâèòèÿ òåîðèè îáùèõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì è èõ àòòðàêòîðîâ áûëè ðàáîòû Ì. Â. Áåáóòîâà [6], Ð. Ê. Ìèëëåðà è

Ä. Ð. Ñåëëà [4], Ä. Ð. Âåêìàíà [5], Ï. Å. Êëîåäåíà è Á. Øìàëôóñà [2] è äðóãèå.

Âïåðâûå îáùèå âåðõíèå îöåíêè ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà äëÿ îòðèöàòåëüíî

èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ è àòòðàêòîðîâ êîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

áûëè ïîëó÷åíû À. Äóàäè è Ä. Îýñòåðëå [1]. Ã. À. Ëåîíîâ è Â. À. Áîé÷åíêî

âïåðâûå ââåëè ôóíêöèè ëÿïóíîâñêîãî òèïà â îöåíêè ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà

èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ [3, 7].

Äèññåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì óêàçàííûõ èññëåäîâàíèé èç òåîðèè äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ñëó÷àé àòòðàêòîðîâ è èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ êîöèê-

ëîâ.

Ö å ë ü ð à á î òû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé êîöèêëîâ, â ÷àñòíîñòè,

ïîðîæä¼ííûõ íåàâòîíîìíûìè óðàâíåíèÿìè, èçâåñòíûõ ìåòîäîâ îöåíêè ðàç-

ìåðíîñòè Õàóñäîðôà ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èñïîëü-

çóþùèõ ôóíêöèè ëÿïóíîâñêîãî òèïà. Ðàáîòà òàêæå íàïðàâëåíà íà ðàçâèòèå

ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îöåíêè ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ëèíåéíûõ íåàâòîíîìíûõ

ñèñòåì, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè îöåíêè ðàçìåðíîñòè.

Ì å ò î äû è ñ ñ ë å ä î â à í è ÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àòòðàêòîðîâ êîöèêëîâ è èõ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîð-
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ôà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîöèêëîâ, ïîðîæä¼ííûõ íåàâòîíîìíûìè îáûêíîâåííûì

äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ:

� îáùàÿ òåîðèÿ ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ êîöèêëîâ;

� ðàçâèòèå òåîðèè Äóàäè-Îýñòåðëå î âåðõíåé îöåíêå ðàçìåðíîñòè Õàóñ-

äîðôà èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì;

� ìåòîäû ôóíêöèé ëÿïóíîâñêîãî òèïà è ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ Ëÿïó-

íîâà â îöåíêå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë.

Ð å ç ó ë ü ò à òû, âûí î ñ èìû å í à ç àùè ò ó.

� Ïîëó÷åíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ êîöèêëîâ, ïîðîæä¼ííûõ êâàçèëè-

íåéíûì óðàâíåíèåì è ñèñòåìîé Ëîðåíöà ñ íåïðåðûâíûìè ïî âðåìåíè âîçìó-

ùåíèÿìè.

� Ïîëó÷åíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî B-àòòðàêòîðà ïðè
âûòÿãèâàíèè íàçàä äëÿ êîöèêëîâ, ïîðîæä¼ííûõ êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèåì

è ñèñòåìîé Ëîðåíöà ñ íåïðåðûâíûìè ïî âðåìåíè, â òîì ÷èñëå ðåêêóðåíòíûìè

èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè, âîçìóùåíèÿìè.

� Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé êîöèêëîâ èçâåñòíîé òåîðåìû Äóàäè-

Îýñòåðëå î âåðõíåé îöåíêå ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

� Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé êîöèêëîâ ìåòîäà, èñïîëüçóþùåãî

ôóíêöèè ëÿïóíîâñêîãî òèïà â òåîðèè îöåíêè ðàçìåðíîñòè ïî Õàóñäîðôó äëÿ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äîêàçàíà òåîðåìà î âåðõíåé îöåíêå ðàçìåðíîñòè Õàó-

ñäîðôà îòðèöàòåëüíî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ êîöèêëîâ, ïîðîæä¼ííûõ íåàâ-

òîíîìíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

� Ïîëó÷åíà âåõðíÿÿ îöåíêà ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà îòðèöàòåëüíî èí-

âàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ëîêàëüíîãî êîöèêëà, ïîðîæä¼ííîãî ñèñòåìîé Ð¼ññëå-

ðà ñ ãëàäêèì ïî âðåìåíè âîçìóùåíèåì. Ðåçóëüòàò ñîäåðæèò êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé èçâåñòíóþ âåðõíþþ îöåíêó ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà èíâàðèàíòíîãî

ìíîæåñòâà àâòîíîìíîé ñèñòåìû Ð¼ññëåðà [3].

� Äëÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêè ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà îòðèöàòåëüíî èí-

âàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ êîöèêëîâ ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ìåòîäà ìàòðè÷íûõ íå-

ðàâåíñòâ Ëÿïóíîâà.

� Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêàçûâàþùèå çà-

âèñèìîñòü àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû Ëîðåíöà ñ ðàçëè÷íûìè âîçìóùåíèÿìè îò

êëàññà òàêèõ âîçìóùåíèé è ïàðàìåòðà.
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Äî ñ ò î â å ð í î ñ ò ü ð å ç ó ë ü ò à ò î â.

Âñå îñíîâíûå ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêè

ñòðîãî äîêàçàíû.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äîêàçàííûõ ìåòîäîâ âåðõíåé îöåíêè ðàçìåðíîñòè

Õàóñäîðôà â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ èññëåäîâàíèÿ îòðèöàòåëüíî èíâàðèàíòíîãî

ìíîæåñòâà ëîêàëüíîãî êîöèêëà, ïîðîæä¼ííîãî ñèñòåìîé Ð¼ññëåðà ñ âîçìó-

ùåíèåì, áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñîäåðæèò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èç-

âåñòíóþ îöåíêó ñâåðõó ðàçìåðíîñòè ïî Õàóñäîðôó èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà

àâòîíîìíîé ñèñòåìû Ð¼ññëåðà [3].

Í à ó ÷ í à ÿ í î â è ç í à.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íî-

âûìè.

Ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê à ÿ è ï ð à ê ò è ÷ å ñ ê à ÿ ö å í í î ñ ò ü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðå-

çóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîöèêëîâ, â ÷àñòíîñòè,

ïîðîæä¼ííûõ íåàâòîíîìíûìè îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûè óðàâíå-

íèÿìè, è âåðõíåé îöåíêè ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà èõ ãëîáàëüíûõ àòòðàêòî-

ðîâ. Òàêæå ïîëó÷åííûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ äàëüíåéøåãî îáîáùåíèÿ òåîðèè Äóàäè-Îýñòåðëå âåðõíåé îöåíêè

ðàçìåðíîñòè ïî Õàóäîðôó èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, â ÷àñòíîñòè, íà ñëó÷àé

êîöèêëîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

Àïð î á à ö è ÿ ð à á î òû.

Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ

êîíôåðåíöèÿõ "Topology, Geometry and Dynamics: Rokhlin Memorial"(Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã � 2010), "PhysCon-2011"(Ëåîí, Èñïàíèÿ � 2011), "Science and Prog-

ress - 2011"(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã � 2011).

Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ ñòèïåíäèàëüíîé ïðîãðàììû èìåíè Ëåîíàðäà Ýé-

ëåðà Ãåðìàíñêîé ñëóæáû àêàäåìè÷åñêèõ îáìåíîâ (DAAD) äèññåðòàíò ïðîø¼ë

íàó÷íóþ ñòàæèðîâêó â Ñâîáîäíîì óíèâåðñèòåòå Áåðëèíà, â òå÷åíèå êîòîðîé

áûëè ïðåäñòàâëåíû äîêëàäû ïî òåìå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû (2009).

Ï ó á ë è ê à ö è è.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â 5 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ

[1*-5*], â òîì ÷èñëå â 2 ñòàòüÿõ [1*, 2*], îïóáëèêîâàííûõ â ðåöåíçèðóåìûõ

æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.
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Â ðàáîòàõ [1*-4*] ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, âñå îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äèññåðòàíòîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Î áú åì è ñ ò ð ó ê ò ó ð à ä è ñ ñ å ð ò à ö è è.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà

ðàçäåëû, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 53 íàèìåíîâàíèÿ.

Ðàáîòà èçëîæåíà íà 113 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà è ñîäåðæèò 41 ðè-

ñóíîê.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ïåð â à ÿ ã ë à â à ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíà îáùåé òåîðèè êîöèêëîâ, â ÷àñò-

íîñòè, ïîðîæä¼ííûõ íåàâòîíîìíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Èñ-

ñëåäóþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ êîöèêëîâ è èõ ãëîáàëüíûõ B-àòòðàêòîðîâ
ïðè âûòÿãèâàíèè íàçàä.

Ïóñòü (Θ, ρΘ) îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå ρΘ �

åãî ìåòðèêà. Ïóñòü çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå σ :R×Θ→Θ, äåéñòâó-

þùåå êàê (t, θ) 7→ σt(θ) è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) σ0(·) = idΘ;

2) σt+s(·) = σt(·) ◦ σs(·), äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R.
Òîãäà ïàðà ({σt}t∈R, (Θ, ρΘ)) íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ïîòîêîì.

Ïóñòü äàëåå U ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ρn � ìåòðèêà â Rn, ïî-

ðîæä¼ííàÿ åâêëèäîâîé íîðìîé, è ïóñòü U ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òîïîëîãè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé è ìåòðèêîé ρU . Ïóñòü

T∈{R, R+}, D :=T×Θ×Rn.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå D çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ :D→U , äåé-
ñòâóþùåå êàê (t, θ, u) 7→ϕt(θ, u) è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) ϕ0(θ, ·) = idU , äëÿ ëþáûõ θ ∈ Θ;

2) ϕt+s(θ, ·) = ϕt(σs(θ), ϕs(θ, ·)), äëÿ ëþáûõ θ ∈ Θ è ëþáûõ t, s ∈ T.

Òîãäà ïàðà

(
{ϕt(θ, ·)}θ∈Θ

t∈T
, (U , ρU)

)
íàçûâàåòñÿ êîöèêëîì íàä áàçèñíûì

ïîòîêîì ({σt}t∈R,(Θ,ρΘ)).

Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå

u̇ = f(t, u), (1)

ãäå f : R× U → Rn � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
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Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) çàäàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ ñäâèãà

σt(f) := f(·+ t, ·),

äëÿ êàæäîãî t ∈ R, è áåð¼òñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {f(· + t, ·), t ∈ R} âñå-
âîçìîæíûõ òàêèõ ñäâèãîâ â íåêîòîðîé òîïîëîãèè.

Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî H(f) = {f(·+ t, ·), t ∈ R}, ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò

çàìûêàíèå â âûáðàííîé òîïîëîãèè, íàçûâàåòñÿ îáîëî÷êîé f .

Ïàðà ({σt}t∈R, (H(f), ρH(f))), ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì îáðàçîì, íàçûâà-

åòñÿ ïîòîêîì Áåáóòîâà íà îáîëî÷êå H(f).

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñøèðåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà îáî-

ëî÷êó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ çíà÷åíèÿ

f̂ : H(f)× U → Rn, çàäàííîå äëÿ ëþáûõ θ ∈ H(f) è u ∈ U êàê

f̂(θ, u) := θ(0, u).

Åñëè âìåñòî θ0 áðàòü f , ò. å. ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1), òî

f̂(σt(θ0), u) = f(t, u),

äëÿ ëþáûõ t ∈ R è ëþáûõ u ∈ U . Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî

óðàâíåíèé

u̇ = f̂(σt(θ), u), θ ∈ H(f), (2)

ãäå t ∈ R, u ∈ U è ãäå ïðè θ = θ0 óðàâíåíèå (2) ñîâïàäàåò ñ èñõîäûì (1).

Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè t0 ∈ R, u0 ∈ U ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå u(·, t0, u0), îïðåäåë¼ííîå äëÿ âñåõ

t ∈ T, òàêîå ÷òî u(t0, t0, u0) = u0. Ïóñòü îíî íåïðåðûâíî è íåïðåðûâíî çàâè-

ñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Òîãäà ïóñòü ϕt(θ0, u0) = u(θ0 + t, θ0, u0) äëÿ ëþáûõ t ∈ R, θ0 ∈ H(f),

u0 ∈ U . Äëÿ òàêèõ σ è ϕ ïàðà

(
{ϕt(θ, ·)}θ∈H(f)

t∈T
, (U , ρU)

)
åñòü êîöèêë íàä

ïîòîêîì Áåáóòîâà íà îáîëî÷êå, ïîðîæä¼ííûé èñõîäíûì óðàâíåíèåì (1).

Ïóñòü äëÿ êîöèêëà

(
{ϕt(θ, ·)}θ∈Θ

t∈T
,(U , ρU)

)
çàäàíî îòîáðàæåíèå, äåéñòâó-

þùåå êàê θ ∈ Θ 7→ Z(θ) ⊂ U , òîãäà ñîâîêóïíîñòü Ẑ = {Z(θ)}θ∈Θ íàçûâàåòñÿ

íåàâòîíîìíûì ìíîæåñòâîì äëÿ çàäàííîãî êîöèêëà.

Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(θ)}θ∈Θ íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñ-

ëè äëÿ êàæäîãî θ ∈ Θ ìíîæåñòâa Z(θ) ⊂ U êîìïàêòíû.
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Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(θ)}θ∈Θ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì

äëÿ çàäàííîãî êîöèêëà, åñëè

ϕt(θ,Z(θ)) = Z(σt(θ)),

äëÿ ëþáûõ t ∈ R, θ ∈ Θ, è îòðèöàòåëüíî èíâàðèàíòíûì äëÿ çàäàííîãî

êîöèêëà, åñëè

ϕt(θ,Z(θ)) ⊃ Z(σt(θ)),

äëÿ ëþáûõ t ∈ R+, θ ∈ Θ.

Ìíîæåñòâî Ẑ íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî B-ïðèòÿãèâàþùèì ïðè âûòÿãè-

âàíèè íàçàä [globally B-pullback attracting] äëÿ çàäàííîãî êîöèêëà, åñëè äëÿ

ëþáîãî θ ∈ Θ è ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ U âûïîëíåíî

dist
(
ϕt(σ−t(θ),B),Z(θ)

)
−−−−→
t→+∞

0.

Êîìïàêòíîå, èíâàðèàíòíîå, ãëîáàëüíî B-ïðèòÿãèâàþùåå ïðè âûòÿãèâà-
íèè íàçàä ìíîæåñòâî Ẑ íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì B-àòòðàêòîðîì ïðè âûòÿ-

ãèâàíèè íàçàä [global B-pullback attractor] äëÿ çàäàííîãî êîöèêëà.
Äàëåå â ïåðâîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ êëàññû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ñ âîçìóùåíèÿìè, èññëåäóåìûå â äàííîé ðàáîòå. Çàòåì, òàêæå îïèñûàþò-

ñÿ êëàññû ýòèõ âîçìóùåíèé, ïðèâîäÿòñÿ èõ ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, â ïåðâîé

ãëàâå äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ êîöèêëîâ, ïîðîæä¼ííûõ êâàçèëèíåé-

íûì óðàâíåíèåì è ñèñòåìîé Ëîðåíöà ñ íåïðåðûâíûìè ïî âðåìåíè âîçìóùå-

íèÿìè. Äëÿ ýòèõ êîöèêëîâ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ B-
àòòðàêòîðîâ ïðè âûòÿãèâàíèè íàçàä.

Ñèñòåìà Ëîðåíöà ñ íåïðåðûâíûì ïî âðåìåíè âîçìóùåíèåì ðàññìàòðè-

âàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå
ẋ = a(y − x) + ξx(t),

ẏ = rx− y − xz + ξy(t),

ż = −bz + xy + ξz(t),

(3)

ãäå a, r, b > 0 � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, ξ(·) =

ξx(·)
ξy(·)
ξz(·)

 : R → R3 �

îãðàíè÷åííàÿ è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âîçìóùåíèÿ.
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Ïóñòü ïîñòðîåíî ðàñøèðåíèå ñèñòåìû (3) íà îáîëî÷êó H(f), ãäå f �

ïðàâàÿ ÷àñòü (3).

Ò å î ð åì à 1. Êîöèêë, ïîðîæä¼ííûé ñèñòåìîé Ëîðåíöà (3) íà îáîëî÷-

êå, èìååò ãëîáàëüíûé B-àòòðàêòîð ïðè âûòÿãèâàíèè íàçàä äëÿ âñåõ çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, r, b > 0.

Âò î ð à ÿ ã ë à â à ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíà âîïðîñàì îöåíêè ðàçìåðíîñòè

ïî Õàóñäîðôó îòðèöàòåëüíî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ è àòòðàêòîðîâ êîöèê-

ëîâ.

Ïóñòü L : Rn → Rn � ëèíåéíûé îïåðàòîð è ïóñòü α1(L) > . . . > αn(L)

îáîçíà÷àþò åãî óïîðÿäî÷åííûå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà c ó÷¼òîì êðàòíîñòè.

Ïóñòü äëÿ ëþáûõ d∈ [0, n], òàêèõ ÷òî d = d0+s, ãäå d0 ∈ {0, 1, . . . , n−1}
è s ∈ (0, 1]

ωk(L) :=

{
α1(L)α2(L) . . . αd0

(L)αs
d0

(L), ïðè k > 0,

1, ïðè k = 0.

Âåëè÷èíà ωd(L) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà L ïî-

ðÿäêà d.

Ïóñòü çàäàí ãëîáàëüíûé êîöèêë

(
{ϕt(θ, ·)} θ∈Θ

t∈R+

, (Rn, ρn)

)
íàä áàçèñíûì

ïîòîêîì ({σt}t∈R, (Θ, ρΘ)), äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ ϕt(θ, ·) : Rn → Rn

C1-ãëàäêèå äëÿ âñåõ θ ∈ Θ è t ∈ R+ è ïóñòü çàäàíî íåàâòîíîìíîå ìíîæå-

ñòâî Ẑ = {Z(θ)}θ∈Θ äëÿ ýòîãî êîöèêëà.

Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.

(A1) Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(θ)}θ∈Θ êîìïàêòíî è îòðèöà-

òåëüíî èíâàðèàíòíî äëÿ êîöèêëà.

(A2) Ïóñòü ∂2ϕ
t(θ, u) : Rn → Rn îáîçíà÷àåò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê

(θ, u) ∈ Θ × Rn è t > 0 äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ϕt(θ, u) îòíîñèòåëüíî u,

êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i) äëÿ ëþáûõ ε > 0 è t > 0 ôóíêöèÿ

ηε(t, θ) := sup
v,u∈Z(θ)

0<‖v−u‖6ε

‖ϕt(θ, v)− ϕt(θ, u)− ∂2ϕ
t(θ, u)(v − u)‖

‖v − u‖

îãðàíè÷åíà íà Θ è ηε(t, θ) −−→
ε→0

0 äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t;
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ii) äëÿ ëþáûõ t > 0 âûïîëíåíî

sup
θ∈Θ

sup
u∈Z(θ)

‖∂2ϕ
t(θ, u)‖op < ∞,

ãäå ‖L‖op îáîçíà÷àåò îïåðàòîðíóþ íîðìó L.

Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Z ⊂ Rn âåëè÷èíà dimH Z îáîçíà-

÷àåò ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà Z.
Ò å î ð åì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (A1) è (A2) è ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K̃ ⊂ Rn òàêîå, ÷òî⋃
θ∈Θ

Z(θ) ⊂ K̃;

2) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ κ : Θ × Rn→R+,

ìîìåíò âðåìåíè τ > 0 è ÷èñëî d ∈ (0, n] òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî:

Z(θ) ⊂ Z(στ(θ));

sup
(θ,u)∈Θ×K̃

κ(στ(θ), ϕτ(θ, u))

κ(θ, u)
ωd(∂2ϕ

τ(θ, u)) < 1.

Òîãäà dimH Z(θ) 6 d äëÿ êàæäîãî θ ∈ Θ.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíûõ êîöèêëîâ.

Ïóñòü çàäàíî íåàâòîíîìíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå

u̇ = f(t, u), (4)

ãäå f : R × Rn → Rn � Ck-ãëàäêîå (k > 2) îòîáðàæåíèå. Îòíîñèòåëüíî (4)

ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîëî÷êà f , çàäàííàÿ êàê

H(f) = {f(·+ t, ·), t ∈ R},

ãäå çàìûêàíèå áåð¼òñÿ â êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè. Ïóñòü äàëåå

u̇ = f̂(σt(θ), u), θ ∈ H(f), (5)

åñòü ðàñøèðåíèå (4) íà îáîëî÷êó.

Ïóñòü (5) ïîðîæäàåò êîöèêë

(
{ϕt(θ, ·)} θ∈H(f)

t∈R+

, (Rn, ρn)

)
íàä áàçèñíûì

ïîòîêîì
(
{σt}t∈R, (H(f), ρH(f))

)
, ãäå îòîáðàæåíèå ϕ çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (5).
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Ïóñòü w(t, θ0, u0) îáîçíà÷àåò ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ âäîëü

òðàåêòîðèè êîöèêëà ÷åðåç òî÷êó (θ0, u0)∈H(f)×Rn. Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå

èìååò âèä

ẇ = ∂2f̂(σt(θ0), ϕ
t(θ0, u0))w, (6)

ãäå t ∈ R+ è çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå w(0, θ0, w0) = w0 ∈ Rn. Òîãäà

∂2ϕ
t(θ0, u0)w0 = w(t, θ0, w0)

äëÿ ëþáûõ t ∈ R+.

Ïóñòü λ1(θ, u) > λ2(θ, u) > · · · > λn(θ, u) � óïîðÿäî÷åííûå ñîáñòâåííûå

÷èñëà ìàòðèöû 1
2

[
∂2f̂(θ, u) + ∂2f̂(θ, u)T

]
, âçÿòûå ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè.

Ïóñòü Ẑ = {Z(θ)}θ∈H(f) � íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî äëÿ êîöèêëà, ïî-

ðîæä¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (5).

Ò å î ð åì à 3. Ïóñòü äëÿ êîöèêëà, ïîðîæä¼ííîãî óðàâíåíèåì (5) âû-

ïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (A1), (A2) è ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K̃ ⊂ Rn òàêîå, ÷òî⋃
θ∈H(f)

Z(θ) ⊂ K̃;

2) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ V : H(f) × Rn → R, äëÿ êîòî-

ðîé ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå d
dtV (σt(θ), ϕt(θ, u0)) âäîëü äàííîé òðàåêòî-

ðèè òðàåêòîðèè êîöèêëà, ÷èñëî τ > 0 è ÷èñëî d ∈ (0, n], çàïèñàííîå êàê

d = d0 + s, ãäå d0 ∈ {0, 1, . . . , n− 1} è s ∈ (0, 1], òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî:

Z(θ) ⊂ Z(στ(θ));

τ∫
0

[
λ1(σ

t(θ), ϕt(θ, u0)) + . . . + λd0
(σt(θ), ϕt(θ, u0))+

+ sλd0+1(σ
t(θ), ϕt(θ, u0)) +

d

dt
V (σt(θ), ϕt(θ, u0))

]
dt < 0

äëÿ âñåõ θ ∈ H(f) è u0 ∈ K̃.
Òîãäà dimH Z(θ) 6 d äëÿ âñåõ θ ∈ H(f).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ ëîêàëüíûõ êîöèêëîâ.
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Ñèñòåìà Ð¼ññëåðà c íåàâòîíîìíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä
ẋ = −y − z,

ẏ = x,

ż = −b(t)z + a(t)(y − y2),

(7)

ãäå a, b : R → R+ � ãëàäêèå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî

a(t) = a0 + a1(t), b(t) = b0 + b1(t).

Çäåñü a0 è b0 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, a1(·) è b1(·) � C1-ãëàäêèå ôóíêöèè,

óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì

|a1(t)| 6 εa0, |b1(t)| 6 εb0 (8)

äëÿ âñåõ t ∈ R, ãäå ε ∈ (0, 1) � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïóñòü ñóùåñòâóåò l > 0

òàêîå, ÷òî

|ḃ(t)| 6 εl, (9)

äëÿ âñåõ t ∈ R.
Ïóñòü îáîëî÷êà H(f), ãäå â êà÷åñòâå f áåð¼òñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü (7), êîì-

ïàêòíà â êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè.

Ðàñøèðåíèå ñèñòåìû (7) íà îáîëî÷êó èìååò âèä
ẋ = −y − z,

ẏ = x,

ż = −b̂(σt(θ))z + â(σt(θ))(y − y2),

θ ∈ H(f). (10)

Ñåìåéñòâî (10) ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé êîöèêë

(
{ϕt(θ, ·)} θ∈H(f)

t∈[0,β(θ,u))
, (Rn, ρn)

)
íàä áàçèñíûì ïîòîêîì ({σt}t∈R, (H(f), ρH(f))), ãäå èíòåðâàë [0, β(θ, u)) � íåîò-

ðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü ìàêñèìàëüíîãî ïðîìåæóòêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (10),

ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (θ, u) ∈ H(f)× Rn.

Ïóñòü äëÿ ýòîãî ëîêàëüíîãî êîöèêëà ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå íåàâòîíîì-

íîå ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(θ)}θ∈H(f), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî:

1) cóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K̃ ⊂ Rn òàêîå, ÷òî⋃
θ∈H(f)

Z(θ) ⊂ K̃;
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2) cóùåñòâóåò òàêîå âðåìÿ 0 < τ < min
θ∈H(f)
u∈Z(θ)

β(θ, u), ÷òî Ẑ îòðèöàòåëüíî

èíâàðèàíòíî äëÿ ëîêàëüíîãî êîöèêëà.

Ïóñòü λk(σ
t(θ), ϕt(θ, x, y, z)), ãäå k = 1, 2, 3, λ1(·, ·) > λ2(·, ·) > λ3(·, ·) �

óïîðÿäî÷åííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðèçîâàííîé ìàòðèöû ßêîáè
1
2

[
∂2f̂(σt(θ), ϕt(θ, x, y, z)) + ∂2f̂(σt(θ), ϕt(θ, x, y, z))T

]
äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-

íåíèÿ (10) âäîëü òðàåêòîðèè ëîêàëüíîãî êîöèêëà.

Ïóñòü V (σt(θ), ϕt(θ, x, y, z)) åñòü ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, çàäàííàÿ äëÿ âñåõ

t ∈ [0, τ ], (x, y, z) ∈ K̃ è θ ∈ H(f) ñëåäóþùèì îáðàçîì

V (σt(θ), x, y, z) :=
1

2
(1− s)ξ(z − b̂(σt(θ))x),

ãäå ξ ∈ R � âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð.

Äëÿ îöåíêè ñâåðõó ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà ìíîæåñòâà Ẑ ñ ïîìîùüþ

òåîðåìû 3 ïðîâåðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

λ1(σ
t(θ), ϕt(θ, x, y, z)) + λ2(σ

t(θ), ϕt(θ, x, y, z))+

+ sλ3(σ
t(θ), ϕt(θ, x, y, z)) +

d

dt
V (σt(θ), ϕt(θ, x, y, z)) < 0

äëÿ âñåõ, t ∈ [0, τ ], (x, y, z) ∈ K̃ è θ ∈ H(f).

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê (8) è (9) ïî-

ëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà

dimH Z(θ) 6 3− 2(1− ε)b0

(1 + ε)b0 +
√

(a0 + 2b0)2 + b0
2 + 1 + ε · C

, (11)

äëÿ âñåõ θ ∈ H(f), ãäå ìíîæèòåëü C > 0 âû÷èñëÿåòñÿ èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû

a0, b0, ε, l ñèñòåìû (7). Ìíîæèòåëü C îãðàíè÷åí ñâåðõó äëÿ ëþáîãî ìàëîãî

ε ∈ (0, 1).

Ïðè ε → 0 îöåíêà (11) ñîâïàäàåò ñ èçâåñòâíîé âåðõíåé îöåíêîé ðàç-

ìåðíîñòè Õàóñäîðôà êîìïàêòíîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà K àâòîíîìíîé

ñèñòåìû Ð¼ññëåðà [3]

dimH K 6 3− 2b0

b0 +
√

(a0 + 2b0)2 + b0
2 + 1

.

Äàëåå äîêàçàíà ìîäèôèêàöèÿ òåîðåìû 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìàò-

ðè÷íûõ íåðàâåíñòâ Ëÿïóíîâà.
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Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ïîñòðîåíî ðàñøèðåíèå íà îáîëî÷êó (5), ïî-

ñòðîåí êîöèêë, ïîðîæä¼ííûé ýòèì óðàâíåíèåì, ïðîâåäåíà ëèíåàðèçàöèÿ ýòî-

ãî êîöèêëà è ïîëó÷åíî âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (6). Ïóñòü Ẑ = {Z}θ∈H(f) �

íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî äëÿ êîöèêëà.

Ïóñòü Ĵ(σt(θ), ϕt(θ, u)) := ∂2f̂(σt(θ), ϕt(θ, u)) � ìàòðèöà ßêîáè ïðàâîé

÷àñòè ñèñòåìû (5).

Ò å î ð åì à 4. Ïóñòü äëÿ êîöèêëà, ïîðîæä¼ííîãî óðàâíåíèåì (5) âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïðåäïîëîæåíèÿ (A1) è (A2) òåîðåìû 2;

2) ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K̃ ⊂ Rn òàêîå, ÷òî⋃
θ∈H(f)

Z(θ) ⊂ K̃;

3) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíàÿ íà H(f) ôóíêöèÿ Q, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî θ ∈ H(f) Q̂(σ(·)(θ)) � íåïðåðûâíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ë¼ííàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà n×n; è íåïðåðûâíàÿ íà H(f) ôóíêöèÿ

γ, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî θ ∈ H(f) γ̂(σ(·)(θ), ϕ(·)(θ, ·)) : R+ × K̃ → R �

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

Ĵ(σt(θ), ϕt(θ, u))T Q̂(σt(θ)) + Q̂(σt(θ))Ĵ(σt(θ), ϕt(θ, u))+

+ 2γ̂(σt(θ), ϕt(θ, u))Q̂(σt(θ)) > 0,

äëÿ âñåõ (θ, u) ∈ H(f)× K̃, t ∈ R+;

4) ñóùåñòâóþò òàêèå τ > 0 è d ∈ (0, n], ÷òî

τ∫
0

[(n− d)γ̂(σt(θ), ϕt(θ, u)) + tr Ĵ(σt(θ), ϕt(θ, u))]dt < 0,

äëÿ ëþáûõ (θ, u) ∈ H(f)× K̃, è

λ
d/2
1

(
Q̂(στ(θ))

)
λ

d/2
1

(
Q̂(στ(θ))−1

)
< 1,

äëÿ ëþáûõ θ ∈ Θ.

Òîãäà dimH Z(θ) 6 d äëÿ êàæäîãî θ ∈ H(f).

Â óñëîâèè 3) íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà â ëåâîé

÷àñòè íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
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Â óñëîâèè 4) λ1

(
Q̂(στ(θ))

)
è λ1

(
Q̂(στ(θ))−1

)
äëÿ âñåõ θ ∈ H(f) îáî-

çíà÷àþò íàèáîëüøèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö Q̂(στ(θ)) è Q̂(στ(θ))−1, ñîîò-

âåòñòâåííî.

Â ò ð å ò ü å é ã ë à â å ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïî ëîêàëèçàöèè ãëîáàëüíûõ B-àòòðàêòîðîâ êîöèêëîâ, ïîðîæä¼ííûõ ñèñòå-

ìîé Ëîðåíöà ñ ðàçëè÷íûìè íåïðåðûâíûìè âîçìóùåíèÿìè. Ïî ðåçóëüòàòàì

ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ïðîñëåäèòü çàâèñèìîñòü ýòèõ àòòðàêòîðîâ îò êëàññà

ôóíêöèè âîçìóùåíèÿ è ïàðàìåòðîâ.
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