
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Åéáîæåíêî Äìèòðèé Àíàòîëüåâè÷

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è

Øòåéíåðà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ

Ñïåöèàëüíîñòü 05.13.11 � Ìàòåìàòè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå
îáåñïå÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, êîìïëåêñîâ è

êîìïüþòåðíûõ ñåòåé.

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2012



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-
ñèòåòà.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ðîìàíîâñêèé Èîñèô Âëàäèìèðîâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ×èðêîâ Ìèõàèë Êîíñòàíòèíîâè÷
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò)

äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ôèëèïïîâà Àííà Ñåðãååâíà
(Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé
òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ýêîíîìèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò ÐÀÍ

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾ ¿ 2012 ã. â ÷àñîâ íà çàñåäàíèè ñî-
âåòà Ä 212.232.51 ïî çàùèòå äîêòîðñêèõ è êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé
ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó: 198504,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ïåòðîäâîðåö, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 28, ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóä. 405.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Íàó÷íîé áèáëèîòåêå èìåíè Ì. Ãîðüêî-
ãî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: 199034,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., ä. 7/9.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2012 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Êðèâóëèí Í.Ê.

2



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Øòåéíåðà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ, à òàêæå íåêîòîðûõ åå

÷àñòíûõ ïîñòàíîâîê, èõ òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ è îáîñíîâàíèþ, ïðî-

ãðàììíîé ðåàëèçàöèè, îïòèìèçàöèè áûñòðîäåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì òåêóùåãî ðàç-

âèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, à òàêæå ýìïèðè÷åñêîìó ïîäòâåðæäåíèþ èõ

ïðèìåíèìîñòè.

Çàäà÷à Øòåéíåðà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

Ïóñòü G(M,N) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ çàäàííîé íà äóãàõ ôóíê-

öèåé d : N → R+. Â M âûäåëåíà íà÷àëüíàÿ âåðøèíà b è ìíîæåñòâî òåðìè-

íàëüíûõ âåðøèí E. Òðåáóåòñÿ íàéòè äåðåâî ìèíèìàëüíîé äëèíû ñ êîðíåì â

çàäàííîé âåðøèíå b, ñîäåðæàùåå ïóòè îò b äî ëþáîãî òåðìèíàëà èç E.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Çàäà÷à Øòåéíåðà â ðàçëè÷íûõ âàðèàöèÿõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òà-

êèõ ïåðåäîâûõ îáëàñòÿõ ïðîìûøëåííîñòè, êàê ïðîåêòèðîâàíèå è ïðîèçâîä-

ñòâî èíòåãðàëüíûõ ìèêðîñõåì, â ò. ÷. è ìèêðîïðîöåññîðîâ, òåëåêîììóíèêà-

öèè, â îñîáåííîñòè ïðè ðåàëèçàöèè ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, òà-

êèõ êàê âûáîðî÷íîå òåëåâåùàíèå, èíòåðàêòèâíûå òåëåêîíôåðåíöèè, à òàêæå

â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ áèîëîãèè (ôèëîãåíåòèêå).

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷à Øòåéíåðà â ãðàôîâîé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ NP -

òðóäíîé [6]. Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé äàííîé çàäà÷è ñòàâÿò öåëüþ íàéòè

ïðèåìëåìûå ñ òî÷êè çðåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ è òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ïðèáëèæåí-

íûå àëãîðèòìû, ýâðèñòèêè è àïïðîêñèìàöèè, ñ ïðèìåíåíèåì øèðîêîãî ñïåê-

òðà ïîäõîäîâ: æàäíûõ àëãîðèòìîâ, ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ, ãåíåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, à òàêæå ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé, îñíîâàííûõ

íà ëèíåàðèçàöèè çàäà÷è è ðåëàêñàöèè ïîëó÷åííûõ óñëîâèé. Áîëüøîé âêëàä

â èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è Øòåéíåðà âíåñëè À. Çåëèêîâ-

ñêèé, À. Èâàíîâ, À. Òóæèëèí, M. Zachariasen, S. Arora, M. Hwang.

Â òî æå âðåìÿ, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ

äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ, òàê è òî÷íî-
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ñòè, îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èìååò-

ñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå ãðàôà, ÷òî âëå÷åò èíòåðåñ ê ðàç-

ðàáîòêå ìåòîäîâ ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ äëÿ òàêèõ, áîëåå óçêèõ, êëàññîâ çàäà÷.

Íàêîíåö, ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âûçûâàåò èíòåðåñ ê

ìåòîäàì, îáëàäàþùèì áîëüøåé ñïîñîáíîñòè ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ, ò. å. ê äå-

êîìïîçèöèè íà îòäåëüíûå ïîäçàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò ðåøàòüñÿ îäíîâðåìåííî,

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îðèåíòèðîâàííîé çàäà÷è

Øòåéíåðà íà ãðàôàõ è íåêîòîðûõ åå ñïåöèàëüíûõ ïîñòàíîâîê, ðàçðàáîòêà

íîâûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ ê åå ðåøåíèþ è èõ ïðîãðàììíàÿ

îïòèìèçàöèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ òî÷íîñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãî-

ðèòìîâ è ñðàâíåíèÿ èõ ñ äðóãèìè ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè áûëè èñïîëü-

çîâàíû ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè èõ íà ÿçûêå C# 4.0. Â êà÷åñòâå òåñòîâîé

áàçû èñïîëüçîâàëèñü çàäà÷è èç áàçû çàäà÷ SteinLib [8], à òàêæå ñãåíåðèðî-

âàííûå àâòîðîì íàáîðû çàäà÷.

Äëÿ ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäîâ áûëà èñïîëüçîâàíà

áèáëèîòåêà Microsoft Task Parallel Library.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Ñðåäè ïîëó÷åííûõ â õîäå èññëåäîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî âûäåëèòü

ñëåäóþùèå:

1. Ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí ìåòîä k-êëàñòåðíîé îïòèìèçàöèè äëÿ çàäà÷è

Øòåéíåðà íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ.

2. Ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí ïðèáëèæåííûé ìåòîä S∗ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Øòåéíåðà íà åâêëèäîâûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ.
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3. Òåîðåòè÷åñêè äîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü îáî-

èõ àëãîðèòìîâ.

4. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ äàííûõ ìåòîäîâ è ïîêàçà-

íà èõ ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

5. Ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû ïàðàëëåëüíûå âåðñèè ìåòîäà äèíàìè÷åñêî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îáîèõ ïðåäñòàâëåííûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ,

ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñðàâíåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíûõ

è ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðñèé àëãîðèòìîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå ïðèáëèæåííûå

ìåòîäû ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷, à ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì èñïîëüçóåò ïîëó÷à-

þùóþ âñå áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãîÿäåðíóþ àðõè-

òåêòóðó öåíòðàëüíûõ ïðîöåññîðîâ.

Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû, èñïîëüçîâàííûå â ïðèâåäåííûõ

ìåòîäàõ, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû äàëåå äëÿ ðàçðàáîòêè

íîâûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ðîññèéñêîé êîíôåðåí-

öèè ïî ïðîáëåìàì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé DOOR-

2010, íà ìåæâóçîâñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ïî ïðîáëåìàì èíôîðìàòèêè

ÑÏÈÑÎÊ-2011, ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà, ýêîíîìèêà, ìå-

íåäæìåíò: 100 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à¿, à òàêæå íà ñåìèíà-

ðàõ êàôåäðû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÑÏáÃÓ.
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Ïóáëèêàöèè ïî òåìå ðàáîòû

Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïÿòè ðàáîòàõ [1,2,3,4,5]. Èç

íèõ ðàáîòû [2,3] � â ñïèñêå æóðíàëîâ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ðàáîòà [2]

âûïîëíåíà â ñîàâòîðñòâå: ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò äîðàáîòêà è ðåàëèçà-

öèÿ îãðàíè÷åííîãî ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîêàçàòåëü-

ñòâî òî÷íîñòè, ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ïðèëîæå-

íèÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè � 120 ñòðàíèö òåêñòà ñ 18 ðèñóíêàìè è 2 òàá-

ëèöàìè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 69 íàèìåíîâàíèé íà 9 ñòðàíèöàõ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé, ïðîâîäè-

ìûõ â ðàìêàõ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü, ñòàâÿò-

ñÿ çàäà÷è ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷è-

ìîñòü ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ, êëàññèôèêàöèè è àíàëèçó îñ-

íîâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ â èññëåäîâàíèè çàäà÷è Øòåéíåðà íà îðèåíòè-

ðîâàííûõ ãðàôàõ. Âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êàê ìåòîäàì òî÷íîãî, òàê è ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå ìåòîäàì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è

ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè, æàäíûì àëãîðèòìàì, àëãîðèòìàì ëîêàëüíûõ óëó÷øå-

íèé, è ò. ä.

Îäíèì èç íàèáîëåå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ òî÷íîãî ðåøå-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ è óðàâíåíèè Áåëëìàíà. Çàäà÷à Øòåéíåðà ðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî

äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ âåðøèí m ∈ M è ëþáûõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ

EP ⊆ E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (i, EP ) � ñîñòîÿíèå ïðîöåññà, â êîòîðîì ðåøàåòñÿ

çàäà÷à Øòåéíåðà äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè i è ìíîæåñòâà òåðìèíàëîâ EP , à ÷åðåç

v(i, EP ) � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Íåîáõîäèìî íàéòè v(b, E).
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Ïóñòü ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè (i, EP ). Ñ÷èòàåì ÷òî i /∈ EP . Â

ýòîì ñîñòîÿíèè ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

− ïåðåéòè ïî êàêîé-ëèáî äóãå, íà÷èíàþùåéñÿ â i, â äðóãóþ âåðøèíó, ñêà-

æåì, i1, è ðåøàòü çàäà÷ó (i1, EP );

− ðàçâåòâèòü ïóòü, âûáðàâ ðàçáèåíèå òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà EP =∪
k EPk, è äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ (i, EPk) ðåøèòü òàêóþ æå çàäà÷ó.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Áåëëìàíà:

v(i, EP ) = min{vcont(i, EP{i}), vpart(i, EP{i})}, (1)

ãäå vcont � íàèìåíüøèå çàòðàòû ïðè íàèëó÷øåì ïåðåõîäå ïî êàêîé-ëèáî äóãå:

vcont(i, EP ) = min{lj + v(end j, EP )|beg j = i}, (2)

à vpart � íàèìåíüøèå çàòðàòû ïðè íàèëó÷øåì ðàçáèåíèè òåðìèíàëüíîãî ìíî-

æåñòâà EP íà äâà ïîäìíîæåñòâà A è EP \ A:

vpart(i, EP ) = min{v(i, A) + v(i, EP \ A)|A ⊂ EP}. (3)

Ïðè ýòîì, åñëè EP ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû, òî äåðåâî Øòåéíåðà äëÿ ñî-

ñòîÿíèÿ (i, EP ) � ýòî êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè, êîòîðûé

ìîæíî âû÷èñëèòü ïî àëãîðèòìó Äåéêñòðû.

Äðóãîé òî÷íûé ìåòîä èñïîëüçóåò ïðèâåäåíèå çàäà÷è Øòåéíåðà ê çà-

äà÷å öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ åå ñ ïîìîùüþ èìåþùèõñÿ

â òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåòîäîâ (ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, îò-

ñå÷åíèé Ãîìîðè è ò. ä.). Çàäà÷à, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ, âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min
∑
n∈N

cnxn, (4)∑
n∈δ−(W )

xn ≥ 1, ∀W ∈ ρ, (5)

xn ∈ {0, 1}, ∀n ∈ N, (6)

à åå ðåëàêñàöèÿ äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé óñëîâèé (6) íà óñëîâèÿ:

xn ≥ 0, ∀n ∈ N. (7)
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Çäåñü ρ = {W ⊆ M \ {b},W
∩
E ̸= 0}, W̄ = M \ W , à δ−(W ) � ýòî

ìíîæåñòâî äóã [vi, vj] ∈ N , äëÿ êîòîðûõ vi ∈ W̄ è vj ∈ W ,

Íàèáîëåå øèðîêî èçâåñòíûé ïðèáëèæåííûé ìåòîä � àëãîðèòì

Òàêàõàøè-Ìàöóÿìû [9], ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå

ê óæå èìåþùåìóñÿ äåðåâó ñ êîðíåì â b, ñîäåðæàùåìó íåêîòîðîå ïîäìíî-

æåñòâî E äîáàâëÿåòñÿ íîâûé òåðìèíàë èç E âìåñòå ñ êðàò÷àéøèì ïóòåì,

ñîåäèíÿþùèì äåðåâî è òåðìèíàë.

Â ãëàâå òàêæå îïèñûâàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà æàäíîãî ñîêðàùåíèÿ, êîòî-

ðóþ èñïîëüçóþò ìíîãèå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû [11]. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî íà ãðàôå G. Ðàññìàòðè-

âàþòñÿ âñå ïîëíûå (ò. å. òàêèå, âñå òåðìèíàëû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèñòüÿìè)

äåðåâüÿ Øòåéíåðà èç îïðåäåëåííîãî êëàññà K, èç íèõ âûáèðàåòñÿ òî äåðåâî

T , êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò íåêîòîðóþ îöåíî÷íóþ ôóíêöèþ f(T ), è T ñîêðà-

ùàåòñÿ (óìåíüøàþòñÿ äî íóëÿ ñòîèìîñòè äóã ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äå-

ðåâà, çàêàí÷èâàþùèõñÿ â òåðìèíàëàõ, ñîäåðæàùèõñÿ â T ). Ïîñëå òîãî, êàê

äëèíà ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâî ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ, èç âûáðàí-

íûõ ïîëíûõ äåðåâüåâ âîññòàíàâëèâàåòñÿ äåðåâî Øòåéíåðà. Ðàçíûå àëãîðèò-

ìû èñïîëüçóþò ðàçíûå êëàññû K (ïóòè, çâåçäû, òðåõòåðìèíàëüíûå ãðàôû)

è îöåíî÷íûå ôóíêöèè f .

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåí ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì k-êëàñòåðíûé

ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èØòåéíåðà íà îðèåíòèðîâàííûõ

ãðàôàõ.

Îáùàÿ èäåÿ äàííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èñõîäíûé ãðàô

ðàçáèâàåòñÿ íà íå áîëåå ÷åì k (ïàðàìåòð) íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäãðàôîâ, íà

êàæäîì èç êîòîðûõ ñòàâèòñÿ îòäåëüíàÿ ïîäçàäà÷à Øòåéíåðà, èíäóöèðîâàí-

íàÿ èñõîäíîé. Ïîäçàäà÷è, ñîäåðæàùèå íå áîëåå k òåðìèíàëîâ, ðåøàþòñÿ ñ

ïîìîùüþ òî÷íîãî ìåòîäà. Ïîäçàäà÷è ñ áîëüøèì ÷èñëîì òåðìèíàëîâ â ñâîþ

î÷åðåäü âíîâü ðàçáèâàþòñÿ íà áîëåå ìåëêèå ïîäçàäà÷è. Ïðèâåäåì äàííûé

àëãîðèòì ïîäðîáíåå:

1. Â ãðàôå G ñòðîèòñÿ îïîðíîå äåðåâî, ÿâëÿþùååñÿ íåêîòîðûì äåðåâîì

Øòåéíåðà äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà òåðìèíàëîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì Òàêàõàøè.
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Ðèñóíîê 1 � ×àñòè÷íûå ïîääåðåâüÿ Øòåéíåðà

2. Íà îñíîâàíèè îïîðíîãî äåðåâà ñòðîèòñÿ ðàçáèåíèå íà êëàñòåðû. Íàõî-

äèòñÿ ñàìàÿ äàëüíÿÿ îò íà÷àëüíîé âåðøèíû b âåðøèíà âåòâëåíèÿ îïîð-

íîãî äåðåâà, òàêàÿ, ÷òî ÷èñëî òåðìèíàëîâ â ïîääåðåâå, îãðàíè÷åííîì

åé, áîëüøå k (ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî êëàñòåðîâ áóäåò íå áîëåå

k). Ñîîòâåòñòâóþùåå åé ïîääåðåâî óäàëÿåòñÿ èç îïîðíîãî äåðåâà. Òàêèå

ïîääåðåâüÿ âûäåëÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îïîðíîå äåðåâî íå ñòàíîâèòñÿ

ïóñòûì. Çàòåì íà îñíîâàíèè âûäåëåííûõ ïîääåðåâüåâ ñòðîèòñÿ ìíîæå-

ñòâî êëàñòåðîâ C.

3. Íà êàæäîì èç êëàñòåðîâ C ∈ C îïðåäåëèì èíäóöèðîâàííóþ çàäà÷ó

Øòåéíåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: èíäóöèðîâàííîå ìíîæåñòâî òåðìèíàëîâ

E(C) = E∩M(C), íà÷àëüíàÿ âåðøèíà b(C) � âåðøèíà ðàçâåòâëåíèÿ, íà

îñíîâàíèè êîòîðîé áûë ïîñòðîåí êëàñòåð C. Åñëè |E(C)| 6 k, òî ðåøàåì

ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó íà ïîäãðàôå ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, èíà÷å âíîâü ðàçáèâàåì ïîëó÷åííûé ïîäãðàô íà êëàñòåðû.

4. Èñõîäíûé ãðàô ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ ïîääåðåâüåâ Øòåé-

íåðà: âñåì äóãàì, âõîäÿùèì â ïîëó÷åííûå ÷àñòè÷íûå äåðåâüÿ Øòåéíåðà

ïðèñâàèâàåòñÿ íóëåâàÿ äëèíà, òåðìèíàëàìè íîâîé çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ íà-

÷àëüíûå âåðøèíû êëàñòåðîâ (èõ ìåíåå k), èç ãðàôà óäàëÿþòñÿ âñå äóãè,

âõîäÿùèå â ëþáûå âåðøèíû ïîëó÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ äåðåâüåâ Øòåéíåðà,
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êðîìå íà÷àëüíîé. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

5. Ïîëó÷åííîå äåðåâî ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ëîêàëüíûõ

óëó÷øåíèé.

Òàêæå â äàííîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòè ýòîãî àëãîðèòìà, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò O(2ktn logm), ãäå t � ÷èñëî òåð-

ìèíàëîâ, n � ÷èñëî äóã, m � ÷èñëî âåðøèí.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäñòàâëåí ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ

îðèåíòèðîâàííîé çàäà÷è Øòåéíåðà íà åâêëèäîâûõ ãðàôàõ.

Íàïîìíèì, ãðàô íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè åãî âåðøèíàì ñîîòâåò-

ñòâóþò íåêîòîðûå òî÷êè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, à äëèíà äóãè ðàâíà åâ-

êëèäîâîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè.

Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà èäåå àëãîðèòìà ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè A∗

[7], êîòîðûé èñïîëüçóåò íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ ýâðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

(íàïðèìåð, åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè), ÷òîáû îöåíèòü ðàñ-

ñòîÿíèå îò òåêóùåé òî÷êè ïóòè äî êîíå÷íîé.

Èäåÿ ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çíà÷èòåëü-

íî óìåíüøèòü ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäìíîæåñòâ òåðìèíàëîâ â ìåòîäå äè-

íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à èìåííî, ñäåëàòü èõ ÷èñëî ïîëèíîìèàëü-

íûì îòíîñèòåëüíî ÷èñëà òåðìèíàëîâ.

Â ãëàâå ïðèâåäåí îáùèé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, îñíîâàí-

íûé íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîä-

ìíîæåñòâà âñåãî ìíîæåñòâà òåðìèíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, ïðåä-

ñòàâëåíû òðè ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà òåðìèíàëüíûõ

ïîäìíîæåñòâ:

1. Íàèâíûé ìåòîä. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî J ⊆ E b-äîïóñòèìûì, åñ-

ëè:

@m′ ∈ E \ J : ∃m1,m2 ∈ J : ∠(m1bm2) = ∠(m1bm
′) + ∠(m2bm

′). (8)

Òîãäà îïðåäåëèì ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ, ïîëó÷àå-

ìîå íàèâíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ, êàê ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ b-

äîïóñòèìûõ ïîäìíîæåñòâ E.
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Ðèñóíîê 2 � Óïîðÿäî÷èâàíèå âåðøèí â íàèâíîì ìåòîäå

2. Ìåòîä ¾êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé¿. Äàííûé ìåòîä, â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùåãî, ó÷èòûâàåò òàêæå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëüíîé âåðøèíû äî

òåðìèíàëîâ. Çäåñü âñå ìíîæåñòâî òåðìèíàëîâ ðàçáèâàåòñÿ îïðåäåëåííûì

îáðàçîì íà ãðóïïû, â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëüíîé âåðøèíû.

Äàëåå â ðàìêàõ êàæäîé èç ãðóïï òåðìèíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà âûáèðà-

þòñÿ àíàëîãè÷íî íàèâíîìó ìåòîäó.

3. Îáîáùåííûé ìåòîä. Äàííûé ìåòîä äîáàâëÿåò â ðåçóëüòèðóþùåå ìíî-

æåñòâî òåðìèíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ íå òîëüêî òå, êîòîðûå äîïóñòèìû

äëÿ íà÷àëüíîé âåðøèíû, íî è äîïóñòèìûå äëÿ ëþáûõ äðóãèõ âåðøèí.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû m èùóòñÿ äîïóñòèìûå ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæå-

ñòâå òåðìèíàëîâ, äîñòèæèìûõ èç íåå, è äîáàâëÿþòñÿ â êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî.

Êðîìå òîãî, â ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäà÷è àëãîðèòì, îñ-

íîâàííûé íà îáîáùåííîì ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà òåðìèíàëüíûõ ïîä-

ìíîæåñòâ, âûäàñò íåêîòîðîå ðåøåíèå, à òàêæå íàõîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ îöåí-

êà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, è äîêàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîñòü ïðåäñòàâ-

ëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ.
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå îñîáåííîñòè

ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå àëãîðèòìîâ íà ÿçûêå C#, ïîçâîëÿþùèå

óìåíüøèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ è îáúåì çàíèìàåìîé ïàìÿòè.

Ñðåäè çàñëóæèâàþùèõ óïîìèíàíèÿ ïðîãðàììíûõ îñîáåííîñòåé îòìå-

òèì ñëåäóþùèå:

− Ñòóêòóðà õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î ãðàôå, óïðîùàþùàÿ îáõîä âñåõ èí-

öèäåíòíûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû äóã, êîòîðûé àêòèâíî èñïîëüçó-

åòñÿ àëãîðèòìîì Äåéêñòðû. Äóãè ãðàôà õðàíÿòñÿ â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ

íîìåðà êîíå÷íîé âåðøèíû, à â ñòðóêòóðå, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå,

õðàíèòñÿ èíäåêñ ïåðâîé äóãè ñ äàííîé êîíå÷íîé âåðøèíîé, à òàêæå êî-

ëè÷åñòâî òàêèõ äóã.

− Ïÿòü ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ïðèîðèòåòíîé î÷åðåäè, èñïîëüçóþùåéñÿ

äëÿ õðàíåíèÿ ìíîæåñòâà M1 â àëãîðèòìå Äåéêñòðû: â âèäå ñîðòèðîâàí-

íûõ è íåñîðòèðîâàííûõ ñïèñêîâ, âåäåð, áèíîìèàëüíîé êó÷è è ôèáîíà÷-

÷èåâîé êó÷è. Ïðèâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-

ñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííûõ ðåàëèçàöèé.

− Ñèñòåìà õðàíåíèÿ è ðàáîòû ñ òåðìèíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè â âèäå

öåëûõ ÷èñåë, êàæäûé ðåãèñòð äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðûõ îòâå-

÷àåò çà íàëè÷èå â ïîäìíîæåñòâå îïðåäåëåííîé âåðøèíû. Ðåàëèçîâàíû

îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà îñíîâå ïîáèòîâûõ

ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îñíîâíûå ïðîèçâîäèòåëè ìèêðîïðîöåññîðîâ îòêà-

çûâàþòñÿ îò òðàäèöèîííûõ ïîäõîäîâ ê óâåëè÷åíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè öåí-

òðàëüíûõ ïðîöåññîðîâ. Âìåñòî óâåëè÷åíèÿ òàêòîâîé ÷àñòîòû è ïðîïóñêíîé

ñïîñîáíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ èíñòðóêöèé, îíè îáðàùàþòñÿ ê òåõíîëîãèÿì

ìóëüòèÿäåðíîñòè è ãèïåðòðåäèíãà (íåñêîëüêî âèðòóàëüíûõ ïîòîêîâ íà îä-

íîì ÿäðå). Îáå ýòè âîçìîæíîñòè óæå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííûõ

ïðîöåññîðàõ [12].

Â ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ïàðàëëåëüíûå âåðñèè âñåõ àëãîðèòìîâ, âûïîë-

íåííûå ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè Microsoft Task Parallel Library, êîòîðûå äàþò

âîçìîæíîñòü çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà êîìïüþòåðàõ
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ñ ìíîãîÿäåðíûìè öåíòðàëüíûìè ïðîöåññîðàìè. Â ãëàâå ïðèâåäåíû îñîáåííî-

ñòè ðåàëèçàöèé ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì, îïðåäåëåíû âû÷èñëåíèÿ, âûïîëíÿ-

åìûå ïàðàëëåëüíî, ìîìåíòû íà÷àëà ðåøåíèÿ êàæäîé èç ïîäçàäà÷, âûÿâëåíû

íåîáõîäèìûå êðèòè÷åñêèå ñåêöèè è áëîêèðîâêè.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-

íèé ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäîâ è èõ ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé, ïðîèçâîäèòñÿ èõ

ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Øòåéíåðà, à òàêæå äðóã ñ äðóãîì. Äëÿ èññëåäîâàíèé èñïîëüçîâàëèñü êàê

èçâåñòíûå íàáîðû çàäà÷ èç áèáëèîòåêè SteinLib [8], òàê è ñãåíåðèðîâàíûå

àâòîðîì íàáîðû çàäà÷.

Â òîì ÷èñëå, ïðîèçâåäåíû ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòû:

1. Ñðàâíåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ ïÿòè ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ïðèîðèòåòíûõ

î÷åðåäåé â ðàìêàõ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ íà íàáîðå èç 200 çàäà÷ ñ |M | ∈ [80, 640], |N | ∈ [120, 204480],

|T | ∈ [6, 17] èç áèáëèîòåêè SteinLib. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äîñòèãíóòû

ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèîðèòåòíûõ î÷åðåäåé íà îñíîâå âåäåðíîé ñòðóêòó-

ðû.

2. Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ àëãîðèòìà k-êëàñòåðíîé îïòèìèçàöèè ñ

äðóãèìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè (àëãîðèòìîì Òàêàõàøè, àëãîðèòìîì

Çåëèêîâñêîãî [10]) íà íàáîðå èç 400 çàäà÷ ñ |M | ∈ [80, 640], |N | ∈
[120, 204480], |T | ∈ [6, 160] èç áèáëèîòåêè SteinLib. Êîýôôèöèåíò àï-

ïðîêñèìàöèè, äîñòèãàåìûé ñ ïîìîùüþ k-êëàñòåðíîãî ìåòîäà îêàçàëñÿ â

ñðåäíåì ðàâíûì 1.05, ÷òî ìåíüøå, ÷åì ïîëó÷åííûé â àëãîðèòìå Òàêàõà-

øè è àëãîðèòìå Çåëèêîâñêîãî.

3. Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ãåíåðàöèè ìíîæåñòâà òåðìèíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ

íà íàáîðå èç 50 ñãåíåðèðîâàííûõ àâòîðîì çàäà÷ ñ |M | = 160, |N | ∈
[1100, 7700], |T | ∈ [10, 50]. Ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ íàèâíîãî

ìåòîäà è ìåòîäà ¾êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé¿ íà 15% è 40 % õóæå â

ñðàâíåíèè ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì îáîáùåííûì ìåòîäîì.

4. Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà S∗ ñ âûøåïðè-

âåäåííûìè àëãîðèòìàìè, à òàêæå ñ àëãîðèòìîì k-êëàñòåðíîé îïòèìèçà-
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öèè íà ñãåíåðèðîâàííûì àâòîðîì íàáîðå èç 150 çàäà÷ ñ |M | ∈ [160, 640],

|N | ∈ [2371, 204156], |T | ∈ [20, 120]. Òî÷íîñòü ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ìå-

òîäîì S∗, îêàçàëàñü ëó÷øåé ñðåäè ó÷àñòâîâàâøèõ â ñðàâíåíèè ìåòîäîâ.

Ðèñóíîê 3 � Ñðàâíåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèé ìåòîäà S∗

5. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå áûñòðîäåéñòâèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëü-

íûõ âåðñèé àëãîðèòìîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, k-êëàñòåðíîé

îïòèìèçàöèè è ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà S∗ íà ïðåäñòàâëåííûõ ðàíåå

íàáîðàõ çàäà÷. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé îòìå÷åíî óâåëè÷åíèå áûñòðî-

äåéñòâèÿ äî 6 ðàç íà âîñüìèÿäåðíîì ïðîöåññîðå. Äèàãðàììà, îòîáðàæà-

þùàÿ îòíîøåíèå ñðåäíåãî óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ â çàâèñèìîñòè îò

ïàðàìåòðîâ çàäà÷è äëÿ ìåòîäà S∗, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.

Â çàêëþ÷åíèè ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ äåëàþòñÿ âûâîäû î ïðè-

ìåíèìîñòè ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäîâ íà ïðàêòèêå, ïðåèìóùåñòâàõ è íåäîñòàò-

êàõ â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè ìåòîäàìè, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ âàðèàíòû âîçìîæ-

íûõ ìîäèôèêàöèé è óëó÷øåíèé äàííûõ ìåòîäîâ ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ èõ áûñò-

ðîäåéñòâèÿ è êîýôôèöèåíòà àïïðîêñèìàöèè. Äåëàåòñÿ âûâîä î öåëåñîîáðàç-

íîñòè äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè.
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