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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè òâåðäîãî
äåôîðìèðóåìîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ óñëîâèé,
âûçûâàþùèõ ïîÿâëåíèå è ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â
ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé. Çà ïîñëåäíèå ãîäû êðóã èññëåäîâàíèé â ýòîé
îáëàñòè çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëñÿ â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïëàñòè÷åñêè
àíèçîòðîïíûõ, â ÷àñòíîñòè òåêñòóðîâàííûõ ìåòàëëîâ. Îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ëèñòîâîé ïðîêàò ñ ïîâûøåííîé
ñîïðîòèâëÿåìîñòüþ ïëàñòè÷åñêèì äåôîðìàöèÿì â íàïðàâëåíèè òîëùè-
íû. Òàêèì ìåòàëëû îáëàäàþò áî́ëüøèìè ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ
èçîòðîïíûìè ïðè ðàáîòå â óñëîâèÿõ äâóõîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ,
÷òî íàõîäèò ïðèìåíåíèå â êîíñòðóêöèÿõ, ïî ôîðìå áëèçêèõ ê ñôåðå èëè
öèëèíäðó, ðàáîòàþùèõ ïîä äàâëåíèåì. Èçó÷åíèþ ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè
òàêèõ ìåòàëëîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû À. Ì. Æóêîâà, À. À. Ëåáåäåâà,
Õ. Áàáåëà, Â. Áýêîôåíà, Ä. Äðàêêåðà, Ô. Ëàðñîíà, Í. Îêóáî, Ô.
Ñòîêòîíà, Ð. Õèëëà è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé. Îäíàêî, â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà ðå÷ü èäåò î òîíêîëèñòîâîì ìåòàëëå, ëàáîðàòîðíûå èññëåäîâàíèÿ
åãî ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ â óñëîâèÿõ äâóõîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ òåõíè÷åñêóþ ïðîáëåìó. Îäíèì èç âîçìîæíûõ
ïóòåé å¼ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé íà ñâîáîäíî
îïåðòîé êðóãëîé ïëàñòèíå ïðè å¼ èçãèáå ðàâíîìåðíûì äàâëåíèåì.
Ýòîìó èññëåäîâàíèþ äîëæåí ïðåäøåñòâîâàòü ðàñ÷åò íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ àíèçîòðîïíîé ïëàñòèíû, ïîçâîëÿþùèé
îïèñàòü ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è
ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé íàó÷íûé èíòåðåñ. Èññëåäîâàíèå òàêîãî
ðîäà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì øàãîì ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî
ïîäáîðà ìàòåðèàëà, ó÷èòûâàþùåãî âèä íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ,
ðåàëèçóåìîãî â èçãîòîâëÿåìîé èç íåãî êîíñòðóêöèè.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå îäíîé çàäà÷è îñåñèììåòðè÷íîãî
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óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà èññëåäîâàíû òå âîçìîæíîñòè, êîòîðûå
îòêðûâàåò èñïîëüçîâàíèå òåêñòóðîâàííûõ àíèçîòðîïíûõ ìåòàëëîâ,
ðàáîòàþùèõ â óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîì ðåæèìå â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà êðóãëîé, ñâîáîäíî îïåðòîé ïëàñòèíû, ðàâíîìåðíî
íàãðóæåííîé ïî îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè
òðàíñâåðñàëüíîé àíèçîòðîïèè è ýôôåêòîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè
ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ (ýôôåêò SD). Òàêæå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ àíèçîòðîïèè è SD, äîâåäåíèå âñåõ èññëåäîâàíèé
äî êîíêðåòíûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ è îöåíêà âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðîâ íà ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ïëàñòèíå.

Èññëåäóþòñÿ ñëó÷àè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ äî ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè ïðè îáðàçîâàíèè ïëàñòè÷åñêîãî øàðíèðà â öåíòðå
ïëàñòèíû, êîòîðûå ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è ïî ÌÊÝ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì:

• Ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà òðàíñâåð-
ñàëüíî-èçîòðîïíîé SD ïëàñòèíû, ñâîáîäíî îïåðòîé, íàõîäÿùåéñÿ
ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî äàâëåíèÿ.

• Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòîâ àíèçîòðîïèè è SD íà
ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé è ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ïëàñòèíû.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Ðàáîòà îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäå, ïðåäëîæåííîì Â. Â. Ñîêîëîâñêèì,

êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò çàäà÷è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî
èçãèáà èçîòðîïíîé ïëàñòèíû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äàííûé ìåòîä
ìîäèôèöèðóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è, ïðè óñëîâèè,
÷òî ïëàñòèíà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíà è îáëàäàåò ýôôåêòîì ðàçíî-
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ñîïðîòèâëÿåìîñòè. Èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé òåêó÷åñòè, ïðåäëîæåííûé
Î. Ã. Ðûáàêèíîé, êîòîðûé ó÷èòûâàåò è àíèçîòðîïèþ è ýôôåêò SD. Ïðè
÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íà ÏÊ áûë èñïîëüçîâàí ðàçíîñòíûé ìåòîä. Ïðîâåäåíî
èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ Â. Â. Ñîêîëîâñêîãî è ñðàâíåíèå åãî ñ ïîëó÷åííûìè
â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü îá èõ äîñòîâåðíîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ,
ïîëó÷àåìûõ ïðè èçãèáå ïëàñòèí, è ïîçâîëÿþò îöåíèòü íåñóùóþ
ñïîñîáíîñòü êîíñòðóêöèé èç ñîâðåìåííûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ
SD ìàòåðèàëîâ, à òàêæå îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè îáðàçîâàíèÿ
ïëàñòè÷åñêèõ øàðíèðîâ â óñëîâèÿõ äâóõîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• Ïîñòðîåíî ðåøåíèå óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è èçãèáà êðóãëîé,
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé SD ïëàñòèíû.

• Èññëåäîâàíî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòîâ àíèçîòðîïèè è SD íà ðàçâèòèå
ïëàñòè÷åñêèõ îáëàñòåé è ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà.

• Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè è ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Ðàçëè÷íûå ÷àñòè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæ-

äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: Íåëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé àíàëèç (2007),
÷åòâåðòûå Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ (2008), ïÿòûå Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ (2009),
à òàêæå íà ñîâìåñòíûõ ñåìèíàðàõ ÏÃÓÏÑ è ÑÏáÃÓ â 2007 è 2010
ãîäàõ, íà ñåìèíàðàõ è çàñåäàíèÿõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé
ìåõàíèêè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ.

Ïóáëèêàöèè
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Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî øåñòü ðàáîò, ÷åòûðå
èç êîòîðûõ âûïîëíåíû â ñîàâòîðñòâå ñ Ã.Â. Ïàâèëàéíåí, êîòîðàÿ
îñóùåñòâëÿëà íàó÷íûå êîíñóëüòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíîå èññëåäîâàíèå,

êàæäàÿ èç ïîñëåäóþùèõ ÷àñòåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èëè
îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåé è ñîñòîèò èç ïðåäèñëîâèÿ, ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ, áèáëèîãðàôèè èç 82 íàèìåíîâàíèé è òðåõ ïðèëîæåíèé.
Ðàáîòà èçëîæåíà íà 84 ñòðàíèöàõ è âêëþ÷àåò 47 ðèñóíêîâ è ãðàôèêîâ
è 35 òàáëèö.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ïðåäøåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ,
îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé çàäà÷è, åå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå,
îáðèñîâàí êðóã ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ïëàñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ìåòàëëîâ. Ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè èññëåäîâàíèÿ, èçëàãàåòñÿ
êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïåðâûå òðè ïàðàãðàôà ãëàâû 1 ðàáîòû ïîñâÿùåíû äåòàëüíîìó
èññëåäîâàíèþ ðåøåíèÿ Â. Â. Ñîêîëîâñêîãî â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî
ìàòåðèàëà, òàê êàê äàííîå ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ çà îñíîâó ïðè âûâîäå
ðåøåíèé äëÿ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, ïðåäñòàâëåííûõ äàëåå â äèññåðòàöèè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðóãëàÿ èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíà ðàäèóñà a, ïîñòîÿííîé
òîëùèíû 2h, ïðè÷åì h << a (ðèñ. 1). Ðåøåíèå çàäà÷è óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèè):





A1
dχ

dρ
+ A2

dω

dρ
+ A3 = 0,

A4
dχ

dρ
+ A5

dω

dρ
+ A6 = 0.

(1)
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Ðèñ. 1. Èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíà â óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.

ãäå χ(ρ)� îòíîñèòåëüíàÿ ãëóáèíà ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, ω(ρ)� óãîë
âèäà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ρ � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ
ñ òåêóùèì çíà÷åíèå ðàäèóñà r è çíà÷åíèåì íàãðóçêè p ñîîòíîøåíèåì:
ρ2 =

pr2

4kh2
, ãäå k =

σs√
3
, à σs � ïðåäåë òåêó÷åñòè èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

Êîýôôèöèåíòû

A1 = 2ρχ(2 cos(ψ + π/6)− 3 cos(ω + π/6));
A2 = −3ρ((1− χ2) sin(ω + π/6) + 2Bχ2 sin(ψ + π/6));
A3 = 3ρ2 − 3(1− χ2) sin ω − 2χ2 sin ψ;
A4 = 3ρ cos(ψ − µ); A5 = 3ρBχ sin(ψ − µ);

A6 = −6χ sin µ sin ψ; B =
3(1− ν)
1 + ν

cos2 ψ

cos2 ω
,

tg ψ tg µ = tg ω tg α.

×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè ïîñâÿùåí âû-
âîäó óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí. Äàííûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû
Ã. Â. Ïàâèëàéíåí. Óñëîâèå òåêó÷åñòè âûáðàíî â ôîðìå Â. Áýêîôåíà :

σ2
r −Aσrσθ + σ2

θ = (σ∗s )2, (2)

ãäå A = 2 − (σ∗s/σs)2 � êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè, êîòîðûé çàâèñèò
îò äâóõ ïðåäåëîâ òåêó÷åñòè è õàðàêòåðèçóåò �âûòÿíóòîñòü� êðèâîé
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òåêó÷åñòè âäîëü áèññåêòðèñû σr = σθ. Çäåñü σ∗s , σs � ïðåäåëû
òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû è
â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ïëàñòèíû, ñîîòâåòñòâåííî.
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé, ïðåäñòàâëåíû â âèäå
ñèñòåìû:





A1
dχ

dρ
+ A2

dω

dρ
+ A3 = 0,

A4
dχ

dρ
+ A5

dω

dρ
+ A6 = 0,

(3)

ãäå

A1 = 2ρχ
√

3
(

1
3
(cos ψ − F sin ψ)− 1

2
(cos ω − F sin ω)

)
,

A2 = −ρ

(√
3

2
(1− χ2)(sin ω + F cosω) + χ2 B√

3
(sin ψ + F cos ψ)

)
,

A3 = ρ2 − F

(
2√
3
χ2 sinψ +

√
3(1− χ2) sin ω

)
,

ρ2 =
p
√

2−A

4kh2
r2, F =

√
2−A

2 + A
, B =

(1− ν)(2 + A)(cos2 ψ)
(1 + ν)(2−A)(cos2ω)

,

A4 = ρ cos(ψ − µ), A5 = ρBχ sin(ψ − µ), A6 = −2χ sin ψ sin µ.

Âòîðàÿ ãëàâà ðàáîòû íåïîñðåäñòâåííî ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ
ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà êðóãëîé, ñâîáîäíî îïåð-
òîé ïëàñòèíû, ðàâíîìåðíî íàãðóæåííîé ïî îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé,
îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè òðàíñâåðñàëüíîé àíèçîòðîïèè è ýôôåêòîì SD.
Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ òåêó÷åñòè èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé, ïðåäëîæåííûé
Î. Ã. Ðûáàêèíîé, êîòîðûé ó÷èòûâàåò è àíèçîòðîïèþ, è ýôôåêò SD:

√
σ2

r −Aσrσθ + σ2
θ + βσ = k̃, (4)

ãäå A � êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè, ââåäåííûé ðàíåå,

σ =
1
3
(σr + σθ), β = 3

σc − σe

σe + σc
, k = 2/

(
1
σe

+
1
σc

)
.

8



Çäåñü σc, σe � ïðåäåëû òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà íà ñæàòèå è ðàñòÿæåíèå
â íàïðàâëåíèè ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî. σ(z)

c , σ(z)
e � ïðåäåëû òåêó÷åñòè

ìàòåðèàëà íà ñæàòèå è ðàñòÿæåíèå â íàïðàâëåíèè z ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì íàçûâàòü β � êîýôôèöèåíòîì SD.

Ðèñ. 2. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ çîí â âåðòèêàëüíîì ñðåçå êðóãëîé
SD ïëàñòèíû.

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è îñëîæíåíî òåì, ÷òî îòñóòñòâóåò ñèììåòðèÿ â
ðàçâèòèè ïëàñòè÷åñêèõ çîí íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû.
Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå a3 è a4,
õàðàêòåðèçóþùèå ãëóáèíó ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè ñâåðõó è ñíèçó ïëàñòèíû
ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 2). Àíàëîãè÷íî ãëàâå 1, áûëà ââåäåíà íîâàÿ
áåçðàçìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ:

ρ2 =
√

3p
√

2−A

4k̃h2
r2 è ïàðàìåòð íàãðóçêè p =

k̃h2

√
3a
√

2−A
p.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðèíèìàåò âèä:

A0
dω

dρ
+ A1

da3

dρ
+ A2

da4

dρ
+ A3 = 0, (5)
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ãäå A0 = ρ

(
B1

3
J1 +

1
2
J2

)
,

A1 = ρ

(
−1

2
T2J3 +

1
2
T2J4 + J5

)
, A2 = ρ

(
1
2
T1J3 − 1

2
T1J4 + J6

)
,

A3 =
2ρ2

√
3
− 2F sinψ

3

(
(a2 − a3)2

(1 + t cos ψ)
+

(a1 − a4)2

(1− t cos ψ)

)
−

−F sinω[(1 + gt cosω)(a2
2 − (a2 − a3)2) + (1 + st cosω)(a2

1 − (a1 − a4)2)],

B1 =
(1− ν)(2 + A) cos2 ψ

(1 + ν)(2−A) cos2 ω
, F =

√
2−A

2 + A
, t =

2β

3
√

2−A
,

T1 =
σ(z)

c

σ(z)
e + σ(z)

c

, T2 =
σ(z)

e

σ(z)
e + σ(z)

c

, tgψ =
(1− ν)
(1 + ν)

(2 + A)
(2−A)

tgω.

Çäåñü

J1 =
k̃h2

√
2−A

(
(cos ψ − F sin ψ)

t sinψ

3
− 1

3
(sinψ + F cosψ)

)
×

×
(

(a2 − a3)2

(1− t cos ψ)2
− (a1 − a4)2

(1 + t cosψ)2

)
,

J2 =
k̃h2

√
2−A

[(
1− gt sin ω

2

)
(cos ω − F sin ω)(a2

2 − (a2 − a3)2)−

−(sinω + F cos ω)(1 + gt cosω + t)(a2
2 − (a2 − a3)2)+

+
(

1− st sinω

2

)
(cos ω − F sin ω)(a2

1 − (a1 − a4)2)−

−(sinω + F cosω)(1 + st sin ω − t)(a2
2 − (a2 − a3)2)

]
,

J3 =
k̃h2

√
2−A

[
1
3
(cos ψ − F sin ψ)

2(a1 − a4)
1 + t cos ψ

+

+a4(cos ω − F sinω)(1 + st cosω − t)] ,

10



J4 =
k̃h2

√
2−A

[
1
3
(cos ψ − F sin ψ)

2(a2 − a3)
1− t cos ψ

+

+a3(cos ω − F sinω)(1 + gt cosω + t)] ,

J5 =
k̃h2

√
2−A

[
1
3
(cos ψ − F sin ψ)

2(a3 − a2)
1− t cos ψ

+

+(a2 − a3)(cos ω − F sin ω)(1 + gt cosω + t)] ,

J6 =
k̃h2

√
2−A

[
1
3
(cos ψ − F sin ψ)

2(a4 − a1)
1 + t cos ψ

+

+(a1 − a4)(cos ω − F sin ω)(1 + st cosω − t)] ,

q =
√

2 + A +
1√

2−A
, s =

√
2 + A− 1√

2−A
.

Òàê êàê ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ çîí â ïëàñòèíå ïðîèñõîäèò
íåñèììåòðè÷íî, äëÿ äàííîé çàäà÷è óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé
ðàñïàäàåòñÿ íà äâà � ñâåðõó è ñíèçó ïëàñòèíû. Äëÿ âåðõíåé ÷àñòè
ïëàñòèíû îíî ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

A4

(
2T2

da4

dρ
− (2T1 + 1)

da3

dρ

)
+ A5

dω

dρ
+ A6 = 0, (6)

à äëÿ íèæíåé ÷àñòè:

A7

(
2T1

da3

dρ
− (2T2 + 1)

da4

dρ

)
+ A8

dω

dρ
+ A9 = 0, (7)

ãäå
A4 = ρ cos(ψ − µ0)(1− t cos ψ);
A5 = ρB1(a2 − a3)(sin(ψ − µ0)− t sin µ0);
A6 = −2(a2 − a3)(1− t cosψ) sin ψ sin µ0;
A7 = ρ cos(ψ − µ0)(1 + t cos ψ);
A8 = ρB1(a1 − a4)(sin(ψ − µ0) + t sin µ0);
A9 = −2(a1 − a4)(1 + t cosψ) sin ψ sin µ0.

11



Îáúåäèíÿÿ (5), (6) è (7), ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùóþ òðè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè a3(ρ), a4(ρ)
è ω(ρ). Ñèñòåìà èìååò òðåòèé ïîðÿäîê è íåëèíåéíûå êîýôôèöèåíòû.
×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ øàãîì ïî ρ

ïðè çàäàíèè íåêîòîðîé íà÷àëüíîé îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû ïëàñòè÷åñêîé
îáëàñòè a20, íà÷èíàÿ âáëèçè öåíòðà ïëàñòèíû (ò.ê. ρ = 0 � îñîáàÿ òî÷êà,
èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûé ïîäõîä î íàëè÷èå â öåíòðå æåñòêîé âñòàâêè
ìàëîãî ðàçìåðà). Çíà÷åíèå ρv

i ïðè a3 = 0 ôèêñèðóåòñÿ è îïðåäåëÿåò
áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè
ïëàñòèíû. Ïðè äîñòèæåíèè óñëîâèÿ a4 = 0 ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèå ρn

i ,
îïðåäåëÿþùåå áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íà íèæíåé
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû.

Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ìîìåíòîâ â ðàäèàëüíîì è êðóãîâîì
íàïðàâëåíèÿõ, à òàêæå óñëîâèå ñâîáîäíîãî îïèðàíèÿ ïëàñòèíû Mr(a) = 0
ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà íàãðóçêè p:

K2p
2 + K1p + K0 = 0. (8)

Çäåñü

K0 = S1 − S2 − (3 + ν)ρ2
i

4
√

2−A
,K1 = − S1

4ρ2
i

, K2 =
(3 + ν)
64ρ2

i

,

S1 =
ρ2

i (1 + ν)
2
√

2−A
+

cos ψi√
3
√

2−A

(
1
T1

+
1
T2

)
,

S2 =
1√

3
√

2−A

(
1
T1

+
1
T2

)
(cosψi −

√
2−A sin ψi),

ãäå T1, T2 áûëè ââåäåíû ðàíåå â (5).
Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî âûáðàòü p > 0. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íàãðóçêè
íàõîäÿòñÿ ðàäèóñû íèæíåé è âåðõíåé ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòåé c ïî
ôîðìóëå:
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(ρi)2 =
√

3p
√

2−A

4k̃h2
(c)2. (9)

Èç ñîîòíîøåíèé íåðàçðûâíîñòè äåôîðìàöèé (6), (7) ìîæíî ïîñòðîèòü
äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîãèáà ïëàñòèíû,
êîòîðûå â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðîãèáà äîëæíû äàâàòü îäèíàêîâûå
ðåçóëüòàòû äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð,

dw

dr
= −r

1√
(2 + A)

k̃ cos (ψ − µ0)
2Gh(a1 − a4)(1 + t cosψ) sin µ0

. (10)

À ñòðåëà ïðîãèáà w(0) âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ îò êðàÿ ïëàñòèíû ê öåíòðó.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïî
íîâûì ôîðìóëàì ñ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîñòàíîâêè çàäà÷è � ðàñ÷åòîì
Â. Â. Ñîêîëîâñêîãî äëÿ èçîòðîïíûõ ïëàñòèí è ðàñ÷åòàìè äëÿ
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí Ã. Â. Ïàâèëàéíåí.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-
èçîòðîïíûõ SD ïëàñòèí ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ
àíèçîòðîïèè A è SD-êîýôôèöèåíòà β. Ïðèâåäåíû òàáëèöû ñ ïðåäåëàìè
òåêó÷åñòè èññëåäóåìûõ ìàòåðèàëîâ è çíà÷åíèÿìè âûøåíàçâàííûõ
êîýôôèöèåíòîâ, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåíû ãðàôèêè ñ ðàçëè÷-
íûìè çàâèñèìîñòÿìè: ãëóáèíà-ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, ïàðàìåòð
íàãðóçêè-ãëóáèíà ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè, ïàðàìåòð íàãðóçêè - ðàäèóñ
ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè è äð.

Â ïðèëîæåíèÿõ ïðåäñòàâëåíû òàáëèöû ñ ðåçóëüòàòàìè âñåõ ðàñ÷åòîâ
äëÿ ðàçëè÷íûõ ïëàñòèí: èçîòðîïíûõ, òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ,
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ SD ïëàñòèí ñ ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè
A è β.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà-ðàäèóñ ïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè,
A = 1.2, ðàçíûå β.

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïðèâåäåííàÿ íàãðóçêà-ïðèâåäåííàÿ ñòðåëà ïðîãèáà,
A = 1.2, ðàçíûå β.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ È ÂÛÂÎÄÛ

• ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî èçãèáà òðàíñâåð-
ñàëüíî-èçîòðîïíûõ SD ïëàñòèí.

• ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ïîëó÷åííûì óðàâíåíèÿì ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàþò â ÷àñòíîì ñëó÷àå A = 1, β = 0 ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ
Â.Â. Ñîêîëîâñêîãî.

• ïðîèçâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ àíè-
çîòðîïèè è ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì
òèòàíîâûì ñïëàâàì.

• èññëåäîâàíî âëèÿíèå êîýôôèöèåíòà àíèçîòðîïèè íà ñâîéñòâà
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè ðîñòå ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè À ïîâûøàåòñÿ ïðåäåëüíàÿ
äîïóñòèìàÿ íàãðóçêà îáðàçîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî øàðíèðà â
ïëàñòèíå.

• èçó÷åí âîïðîñ âëèÿíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè íà
ñâîéñòâà òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ SD ïëàñòèí. Ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè óâåëè÷åíèè SD-ïàðàìåòðà β ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ñíèæàåòñÿ,
à òàêæå âûÿâëåíî ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ðîñòà ïëàñòè÷íîñòè ïî
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïðè îäèíàêîâûõ íàãðóçêàõ.

• ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ A è β.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî îíî íîñèò âçàèìíî îáðàòíûé õàðàêòåð.

• Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íàáîðû çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ àíè-
çîòðîïèè è íåêîòîðûé äèàïàçîí íàãðóçîê, ïðè êîòîðûõ âëèÿíèåì
ýôôåêòà SD ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî, åñëè íàãðóçêà ïðåâûñèò
äàííûé äèàïàçîí, â ïëàñòèíå ïðàêòè÷åñêè ñðàçó îáðàçóåòñÿ
ïëàñòè÷åñêèé øàðíèð.
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