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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû ìàãíèò-

íîé ãèäðîäèíàìèêè (ÌÃÄ). Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂tv + (v · ∇)v −∆v +∇p = rotH ×H

div v = 0

 â QT , (1)

∂tH + rot rotH = rot(v ×H)

divH = 0

 â QT . (2)

Çäåñü Ω ⊂ R3 � ýòî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé êëàññà C2, QT = Ω × (0, T ),

v : QT → R3 ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè, p : QT → R � äàâëåíèå, H : QT → R3 íàïðÿ-

æåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äàííàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå ïðîâîäÿùåé âÿçêîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ìàãíèòíîì ïîëå. Â îáëàñòü ïðèìèíåíèÿ ìàãíèòíîé ãèäðî-

äèíàìèêè âõîäÿò î÷åíü ðàçíîîáðàçíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû � îò æèäêèõ ìåòàëëîâ

äî êîñìè÷åñêîé ïëàçìû. Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåä, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ

â äàííûõ çàäà÷àõ, ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) (2) ïîëó÷à-

åòñÿ èç ñèñòåì Íàâüå-Ñòîêñà è Ìàêñâåëëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òîê ñìåùåíèÿ ìàë

è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ñì. [11]).

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé, â íåé íà

7 íåèçâåñòíûõ (ïî òðè êîìïîíåíòû ó v è H è äàâëåíèå) ïðèõîäèòñÿ 8 óðàâíåíèé.

Ïîýòîìó åå ðàçðåøèìîñòü âîçìîæíà òîëüêî äëÿ âåñüìà ñïåöèôè÷åñêîãî êëàññà ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé. Â íàøåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òå÷åíèå æèäêîñòè

ïðîèñõîäèò â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì. Ýòî äàåò ñëåäóþùèå

êðàåâûå óñëîâèÿ:

v|∂Ω×(0,T ) = 0, (3)

Hν |∂Ω×(0,T ) = 0, (rotH)τ |∂Ω×(0,T ) = 0. (4)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè H ≡ 0 ñèñòåìà (1) (2) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó Íàâüå-

Ñòîêñà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äâèæåíèå âÿçêîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Íà ñåãîäíÿø-

íèé äåíü ïðîáëåìà ãëàäêîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé òðåõìåðíîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà
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ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðî-

äèíàìèêè. Ïðè ýòîì âîïðîñû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëü-

íîãî ãëàäêîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òåñíî ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé, äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îòêðûòûìè è âõîäÿò â ÷èñëî millenium problems.

Âàæíûì øàãîì â èçó÷åíèè ñâîéòñâ ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñòàëà èäåÿ

�ëîêàëèçàöèè ðåøåíèÿ â òî÷êå x�. òî÷êó (x0, t0) ∈ QT ìû áóäåì íàçûâàòü ðåãó-

ëÿðíîé, åñëè ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ãëàäêîå â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Èññëå-

äîâàíèÿ êðèòåðèåâ ëîêàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé, à òàêæå ñâîéòñòâ ìíîæåñòâà

ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê áûëè íà÷àòû Â.Øåôôåðîì (ñì., íàïðèìåð, [5]) è â äàëüíåéøåì

ðàçâèòû Ë.Êàôôàðåëëè, Ð.-Â.Êîíîì è Ë.Íèðåíáåðãîì â [1]. Ïðè ýòîì ìîæíî âûäå-

ëèòü äâà òèïà ìàøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèîíàëîâ, â òåðìèíàõ êîòîðûõ ìîæíî

ïîëó÷àòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè: íîðìû â ïðîñòðàíñòâå Ìîððè è íîðìû

â àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà. Ïðè ýòîì ïðîáëåìà ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé

â ñëó÷àå òîëüêî êîíå÷íîñòè ìàøòàáíî-èíâàðèàíòíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ íîðì íà ñåãî-

äíÿøíèé äåíü ïîëíîñòüþ îòêðûòà.

Îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êðèòåðèè ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-

Ñòîêñà âáëèçè ãðàíèöû. Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ òðåáóþò ãîðàçäî áîëåå ãëóáîêî-

ãî è äåòàëüíîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ âíóòðåííèì ñëó÷àåì) èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé

ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. Ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû Â.À.Ñîëîííèêîâûì,

Ã.À.Ñåðåãèíûì è Ò.Í.Øèëêèíûì â ðàáîòàõ [6] è [8], ãäå áûëè äîêàçàíû ãðàíè÷íûå

àíàëîãè êðèòåðèåâ Êàôôàðåëè-Êîíà-Íèðåíáåðãà. Â äàëüíåéøåì ýòè ðåçóëüòàòû áû-

ëè ðàçâèòû À.Ñ.Ìèõàéëîâûì â [12].

Äëÿ ñèñòåìû ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ìîæíî ðàçâèòü òåîðèþ ðåãóëÿðíîñòè,

îáîáùàþùóþ óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà. Ïðè ýòîì îñòà-

åòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè çàìåíèòü óñëîâèÿ ìàëîñòè ìàøòàáíîèíâàðèàíòíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ óñëîâèÿìè îãðàíè÷åííîñòè. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè H ≡ 0 ñèñòåìà (1) (2)

ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, òî, ñêîðåå âñåãî, íå ñòîèò îæèäàòü

îñëàáëåíèÿ óñëîâèé íà ïîëå ñêîðîñòåé v. Ïðè ýòîì ó íàñ âîçíèêàåò ïðîìåæóòî÷íûé

ñëó÷àé: óñëîâèÿ ìàëîñòè íàêëàäûâàþòñÿ íà ïîëå ñêîðîñòåé v, à íà ìàãíèòíóþ êîì-

ïîíåíòó H íàêëàäûâàþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè. Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû
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áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [2] ×.Õå è Ç.Êñèíîì. Èõ ïîäõîä ïîçâîëèë ïîëó÷èòü öåëóþ

ñåðèþ êðèòåðèåâ ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (1) (2). Îäíàêî âîïðîñ î ãðàíè÷íîé

ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (1) (2) äî ñèõ ïîð îñòàâàëñÿ ïîëíîñòüþ îòêðûòûì.

Öåëü ðàáîòû.

1. Èññëåäîâàíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, âîçìó-

ùåííîé âíåøíåé ñèëîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, íîðìà êîòîðîé â

ñîîòâåòñòâóþùåì ìàøòàáíî-èíâàðèàíòíîì ïðîñòðàíñòâå Ìîððè íå ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ èçíà÷àëüíî ìàëîé.

2. Èññëåäîâàíèå êðèòåðèåâ ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé ñè-

ñòåìû (1) (2) âáëèçè ãðàíèöû.

3. Ïîëó÷åíèå îöåíêè íà õàóñäîðôîâó ïàðàáîëè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà

ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê ñèñòåìû (1) (2), ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå.

4. Îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [7] è [12] äëÿ ñèñòåìû (1) (2) íà âíóòðåííèé

ñëó÷àé è ñëó÷àé ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè ïëîñêîìó ó÷àñòêó ãðàíèöû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñàìûå ðàçëè÷íûå ìåòîäû ñîâðåìåííîé

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â ÷àñòíîñòè, ýíåðãå-

òè÷åñêèå îöåíêè, êîýðöèòèâíûå îöåíêè äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷, ðàçëè÷íûå êðèòåðèè

ãëàäêîñòè ôóíêöèé â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâ Ìîððè è Êàìïàíàòî, ìåòîä ìàñøòàáíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé (�blow-up procedure�), èòåðàöèîííàÿ òåõíèêà è ìíîãîå äðóãîå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìî-

ñòîÿòåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

� Äîêàçàíà ÷àñòè÷íàÿ ðåãóëÿðíîñòü ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè âáëèçè ïëîñêîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû. À èìåííî, óñòà-

íîâëåíî, ÷òî îäíîìåðíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ õàóñäîðôîâà ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-

æåñòâà ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê (â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
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ðûâíûì ïî Ãåëüäåðó) ñ ïëîñêèì ó÷àñòêîì ãðàíèöû ðàâíà íóëþ. Ýòîò ðå-

çóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî îí àíàëîãè÷åí íàèëó÷øåìó

èç èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåçóëüòàòîâ äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà

(óñòàíîâëåííûì Êàôôàðåëëè, Êîíîì è Íèðåíáåðãîì âî âíóòðåííåì ñëó÷àå è

Ã.À.Ñåðåãèíûì â ñëó÷àå ïëîñêîé ãðàíèöû).

� Óñòàíîâëåí ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé ãðàíè÷íîé ðåãóëÿðíîñòè ïîä-

õîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Òèïè÷íûì

òàêèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìàëîñòè êàêîãî-ëèáî ìàñøòàáíî-èíâà-

ðèàíòíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè ïðè

óñëîâèè êîíå÷íîñòè àíàëîãè÷íîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòè ðå-

çóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè àíàëîãè÷íû èçâåñò-

íûì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè, óñòàíîâëåííûì äëÿ óðàâ-

íåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè â ðàáîòå [2] äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè.

� Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîê-

ñà, âîçìóùåííîé âíåøíåé ñèëîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, íîðìà

êîòîðîé â ñîîòâåòñòâóþùåì ìàøòàáíî-èíâàðèàíòíîì ïðîñòðàíñòâå Ìîððè íå

ïðåäïîëàãàåòñÿ èçíà÷àëüíî ìàëîé.

� �Îòøëèôîâàíà� òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè

ðåøåíèé ñèñòåìû ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, ÷òî ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ðÿä

óñëîâèé, ÿâëÿþùèõñÿ íîâûìè äàæå âî âíóòðåííåì ñëó÷àå (â ÷àñòíîñòè, óñëî-

âèå �ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè� ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ óäàëîñü çàìåíèòü

óñëîâèåì �ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü + ìàëîñòü ïðè íåêîòîðîì ðàäèóñå�)

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è åå

ïðèëîæåíèÿõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå èì. Â.È.Ñìèðíîâà ïî ìàòåìà-
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òè÷åñêîé ôèçèêå â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì.

Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ (2010) è íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû� ïîñâÿùåííîé 110-îé ãîäîâùèíå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ

È. Ã.Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2011).

Ïóáëèêàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ðàáîòàõ àâòîðà (îäíà èç íèõ

â ñîàâòîðñòâå). Ðàáîòû [1*] è [2*] îïóáëèêîâàís â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Pàáîòà

[3*] îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå, óäîâëåòâîðÿþùåì äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ äëÿ âêëþ-

÷åíèÿ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ (ïåðåâîäíàÿ âåðñèÿ ýòîãî æóðíàëà �Journal of Mathematical

Sciences� âõîäèò â ñèñòåìû öèòèðîâàíèÿ Springer è Scopus) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøå-

íèåì Ïðåçèäèóìà ÂÀÊ � 9/11 îò 07.03.2008. Â ðàáîòå [2*] ñîàâòîðó Ò.Í.Øèëêèíó

ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùåå ðóêîâîäñòâî ðàáîòîé, à äèññåðòàíòó � äî-

êàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ òåîðåì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ëàáîðàòîðèè èì. Ï.Ë.×åáûøåâà ÑÏáÃÓ, ãðàíò

ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ äîã. 11.G34.31.0026

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñïèñêà îáîçíà÷åíèé, òðåõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ

12 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 58 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè

ñîñòàâëÿåò 90 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèÿì ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (1) (2) â

îêðåñòíîñòè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïëîñêîìó ó÷àòñêó ãðàíèöû. Â êà÷åñòâå êðàåâûõ

óñëîâèé áåðóòüñÿ óñëîâèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé èäåàëüíûì

ïðîâîäíèêîì (3) (4). Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòàìè [4], [8] ìû áóäåì èññëåäîâàòü ðåãóëÿð-

íîñòü �ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé�. Äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà äàííîå ïîíÿòèå

áûëî, ïî-ñóòè, ââåäåíî Â.Øåôôåðîì (ñì. íàïð. [5]).

Ïåðåéäåì ê äåòàëüíîìó îïèñàíèþ ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ

ðåøåíèé, è ïîëó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ âñïîìîãàòåëüíûõ îöåíîê.

Â �1.1 äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ ðåøåíèé è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà

I îá èõ ñóùåñòâîâàíèè.

Òåîðåìà I. Ïóñòü v0, H0 ∈ J2(Ω). Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òðîéêà ôóíê-

öèé (v, p,H) òàêàÿ, ÷òî

v,H ∈ L2,∞(QT ) ∩ L2(0, T ;W
1
2 (Ω)),

p ∈ L 3
2
(Ω× (γ, T )) ∀γ ∈ (0, T )

v, p,H ðåøàþò ñèñòåìó (1) (2) â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, óäîâëåòâîðÿþò ëîêàëüíî-

ìó ýíåðãåòè÷åñêîìó íåðàâåíñòâî âíóòðè îáëàñòè, ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùåì ñëàáûì

ðåøåíèåì â îêðåñòíîñòè ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè. Äîïîëíèòåëüíî v,H ÿâëÿþòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì ñèñòåìû.

� 1.2 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó âñïîìîãàòåëüíûõ îöåíîê äëÿ ïîäõîäÿùèõ ñëàáûõ

ðåøåíèé. Â äàëüíåéøåì ýòè îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçîâûõ êðè-

òåðèåâ ε-ðåãóëÿðíîñòè.

Â � 1.3 èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà, ïîëó÷àåìàÿ ïðè ëèíåàðèçàöèè çàäà÷è (1) (2). Äëÿ

ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà II îá èõ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàí-

ñòâó Ãåëüäåðà. Çàìåòèì, ÷òî â ñîñòàâ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû âõîäèò ñèñòåìà

óðàâíåíèé Ñòîêñà (5), êîòîðàÿ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãèïîýëëèïòè÷íîñòè. Äëÿ ýòîé

ñèñòåìû ëîêàëüíî ìîæíî äîêàçàòü óëó÷øåíèå ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ òîëüêî ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Ïîýòîìó ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîýðöèòèâíûå îöåí-

êè â øêàëå àíèçàòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, óëó÷øàÿ ñóììèðóåìîñòü òîëüêî ïî

ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ñîõðàíÿÿ îäèí è òîò æå ïîêàçàòåëü ñóììèðóåìîñòè

ïî âðåìåíè. Â ðåçóëüòàòå íàì óäàñòñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé

ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ïîäîáíîé ñèñòåìû âáëèçè ãðàíèöû (ñì. [9]), � ýòî ïðèíàäëåæ-

íîñòü ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâó Ãåëüäåðà.

Òåîðåìà II. Äëÿ ëþáîãî M > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c(M) > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ëþáîãî a ∈ R3 âèäà a = (a1, a2, 0)
T óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ |a| ≤ M , è ëþáîé
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òðîéêè ôóíêöèé (u, h, q) óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∂tu−∆u+∇q = roth× a

div u = 0
(5)

∂th−∆h = rot(u× a)

div h = 0
(6)

u|x3=0 = 0,

h3|x3=0 = 0, ∂hα
∂x3

∣∣
x3=0

= 0, α = 1, 2,

(7)

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥u∥
C

1
3
, 1
6 (Q+( 1

2
))
+ ∥h∥

C
1
3
, 1
6 (Q+( 1

2
))

≤

≤ c(M)
(
∥u∥L3(Q+) + ∥h− b∥L3(Q+) + ∥q − c∥L3/2(Q

+)

)
Çäåñü b ∈ R3 ïðîèçâîëüíûé âåêòîð âèäà b = (b1, b2, 0)

T , è c ∈ R ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.

Â � 1.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (2), êàê óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè äëÿ ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé, ïîìîãàþùèå â äàëüíåé-

øåì îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2] íà ãðàíè÷íûé ñëó÷àé.

Â ãëàâå 2 îïèñàííàÿ âûøå òåõíèêà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèåâ ðåãó-

ëÿðíîñòè â îêðåñòíîñòè âíóòðåííåé òî÷êè.

Â � 2.1 íà îñíîâå òåîðåìû II è ðåçóëüòàòîâ �1.2 äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé êðèòåðèé

ε-ðåãóëÿðíîñòè âíóòðè îáëàñòè.

Òåîðåìà III. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà ε0 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé

òðîéêè v, p,H ïîäõîäÿùåãî ñëàáîãî ðåøåíèÿ ÌÃÄ â Q(z0, R0), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

R ≤ R0

1

R2

∫
Q(z0,R)

(
|v|3 + |H|3 + |p|

3
2

)
dz < ε0, (8)

òî v è H íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó â Q(z0,
R
2
).

Äàííàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ñ.À.Ìèùåíêî â åãî äèïëîìíîé ðàáîòå, íî, ê

ñîæàëåíèþ, íå áûëà îïóáëèêîâàíà.
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Â � 2.2 äîêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå îöåíêè äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ (àíà-

ëîã äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñì. [13]), ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü îãðàíè÷åííîñòü

äëÿ âñåõ îñíîâíûõ íîðì. Äîêàçàòåëüòâî ýòèõ îöåíîê îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé

èäåå. Ïóñòü åñòü ôóíêöèÿ Φ : (0, 1) → (0,+∞), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíà îöåíêà

Φ(θR) ≤ θ−βM + cθαΦ(R), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 0 < θ < 1/2 è íåêîòîðûõ êîíñòàíò c è

M . Òîãäà Φ(R) ≤ c(M + RαΦ(1)). Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ôóíêöèè Φ áóäåò âû-

ñòóïàòü íåêîòîðàÿ êîìáèíàöèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ, îòâå÷àþùèõ íîðìàì

ðåøåíèé â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà è Ñîáîëåâà.

Ïàðàãðàôû 2.3 è 2.4 ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåð-

òàöèè, î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè âíóòðè îáëà-

ñòè. Â ÷àñòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ Êàôàðåëè-Êîíà-

Íèðèíáåðãà (ñì. [1]) íà ñëó÷àé ýòîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà IV. Äëÿ ëþáîãî K > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ε0(K) > 0 îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Ïóñòü (v,H, p) � ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÌÃÄ

â QT . Åñëè

lim sup
r→0

( 1

r

∫
Q(z0,r)

|∇H|2 dxdt
)1/2

< K (9)

è

lim sup
r→0

( 1

r

∫
Q(z0,r)

|∇v|2 dxdt
)1/2

< ε0, (10)

òî ñóùåñòâóåò ρ∗ > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèè v è H íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó íà

çàìûêàíèè ìíîæåñòâà Q(z0, ρ∗).

Îòìåòèì îòëè÷èÿ ïîñëåäíèõ äâóõ òåîðåì. Òåîðåìà III ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì êðèòå-

ðèåì ε-ðåãóëÿðíîñòè. Ãëàâíîé åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîñòè

ïî Ãåëüäåðó äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8) ïðè îäíîì ôèêñèðîâàííîì R. Â

òåîðåìå IV óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè è ìàëîñòè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ öè-

ëèíäðîâ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà, è òàêæå èñïîëüçóþòñÿ áîëåå ñèëüíûå íîðìû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû â óñëîâèÿ òåîðåìû IV îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ íà

äàâëåíèå. Â óñëîâèÿõ (9) (10) ðàäèóñ öèëèíäðà âõîäèò ñ ïîêàçàòåëåì 1, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíî ëó÷øóþ îöåíêó íà Õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà
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ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. Ýòîò ìîìåíò áóäåò îñîáåííî àêòóàëåí ïðè ïîëó÷åíèè êðèòåðèåâ

ðåãóëÿðíîñòè âáëèçè ãðàíèöû.

Äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îñòàåòñÿ îòêðûòûì

âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Êàôôàðåëëè-Êîíà-Íèðèíáåðãà â ñëó÷àå çàìåíû

óñëîâèé ìàëîñòè íà óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè. Ïîýòîìó óñëîâèå (9) ïîä÷åðêèâàåò ïîä-

÷èíåííóþ ðîëü óðàâíåíèÿ (2), ÷åãî íåëüçÿ óâèäåòü èç òåîðåìû III.

Âî âíóòðåííåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî óòâåð-

æäåíèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7] (ñì. òàêæå [12]). Â

íàøåé ðàáîòå ìû äëÿ êðàòêîñòè îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îäíîì èç íèõ. Ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà â êàêîì-òî ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ "èíòåðïîëÿöèåé"ïðåäûäóùèõ äâóõ êðèòåðèåâ:

íà ñóïðåìóì íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè, à ìàëîñòè äîñòàòî÷íî òîëüêî

ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàäèóñå.

Òåîðåìà V. Äëÿ ëþáîãî K > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ε1(K) > 0 îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Ïóñòü (v,H, p) � ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÌÃÄ

â QT . Åñëè

lim sup
r→0

( 1

r2

∫
Q(z0,r)

|v|3 dxdt
)1/3

+
( 1

r3

∫
Q(z0,r)

|H|2 dxdt
)1/2

< K (11)

è âûïîëíåíî îäíî èç òðåõ óñëîâèé

lim inf
r→0

( 1

r

∫
Q(z0,r)

|∇v|2 dxdt
)1/2

< ε1,

lim inf
r→0

( 1

r
sup

−r2<t<0

∫
B+(x0,r)

|v|2 dxdt
)1/2

< ε1,

lim inf
r→0

( 1

r2

∫
Q(z0,r)

|v|3 dxdt
)1/3

< ε1,

(12)

òî ñóùåñòâóåò ρ∗ > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèè v è H íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó íà

çàìûêàíèè ìíîæåñòâà Q(z0, ρ∗).

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ñëåäñòâèé òåîðåì IV è V ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

îöåíèòü ïàðàáîëè÷åñêóþ Õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê,
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à òàêæå âîçìîæíîñòü äîêàçàòü ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé â ñëó÷àå íàëè÷èÿ äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèé èëè ñèììåòðèé. Òàê, íàïðèìåð, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ðåøåíèÿ, íå

çàâèñÿùèå îò îäíîé èç êîîðäèíàò, áóäóò ãëàäêèìè. Òàêæå ãëàäêèì áóäåò îñåñèììåò-

ðè÷íîå ðåøåíèå, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, îñè ñèììåòðèè.

Â � 2.3 äîêàçûâàòåñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà, ïîñâÿùåííàÿ êðèòåðèÿì ðåãóëÿðíîñòè

âíóòðè îáëàñòè. Èç ýòîé òåîðåìû è îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â � 2.2, ëåãêî âûâîäèòñÿ

òåîðåìà V çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà óñëîâèÿ ìàëîñòè íàêëàäûâàþòñÿ íà ∇v.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû IV è îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ òåîðåìû V ïîñâÿùåí �2.4. Ýòî

ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü òîò ôàêò, ÷òî âî âíóòðåííåì ñëó÷àå äîêàçà-

òåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ïîäõîäà.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðèòåðèåâ ëîêàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ñèñòå-

ìû (1) (2) âáëèçè ïëîñêîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû íàõîäÿòñÿ â

ïðÿìîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 2. Òåì ñàìûì òåîðèÿ ãðàíè÷íîé ðåãó-

ëÿðíîñòè, ðàçâèòàÿ â ðàáîòàõ àâòîðà, äîâåäåíà äî òîãî æå ñîñòîÿíèÿ, ÷òî è òåîðèÿ

ðåãóëÿðíîñòè âíóòðè îáëàñòè.

Â � 3.1 äîêàçûâàåñòÿ îñíîâíîé êðèòåðèé ε-ðåãóëÿðíîñòè âáëèçè ãðàíèöû.

Òåîðåìà VI. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà ε∗ > 0 îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùè-

ìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü åñòü òðîéêà ôóíêöèé (v,H, p) � ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå

ñèñòåìû ÌÃÄ â QT è òî÷êà z0 = (x0, t0) ∈ ∂Ω × (0, T ) òàêàÿ, ÷òî x0 ïðèíàä-

ëåæèò ïëîñêîìó ó÷àñòêó ∂Ω. Åñëè ñóùåñòâóåò r0 > 0, äëÿ êîòîðîé âûïëíåíî

Q+(z0, r0) ⊂ QT è

1

r20

∫
Q+(z0,r0)

(
|v|3 + |H|3 + |p|

3
2

)
dxdt < ε∗,

òî ôóíêöèè v è H íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó â çàìûêàíèè ìíîæåñòâà Q+(z0,
r0
2
).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî êðè-

òåðèÿ âî âíóòðåííåì ñëó÷àå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â îöåíêå äàâëåíèÿ, òàê êàê â ýòîò ðàç

íå óäàñòñÿ èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïî-

ýòîìó ìû ïîëüçóåìñÿ èäååé, ïðåäëîæåííîé Ã.ÀÑåðåãèíûì äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
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Íàâüå-Ñòîêñà, è áóäåì îöåíèâàòü äàâëåíèå ñ ïîìîùüþ êîýðöèòèâíûõ îöåíîê äëÿ

ñèñòåìû Ñòîêñà.

Çäåñü ñòîèò åùå ðàç ñäåëàòü âàæíîå çàìå÷àíèå. Âî âíóòðåííåì ñëó÷àå òåîðåìà

III óæå äàåò îöåíêó íà ïàðàáîëè÷åñêóþ õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîòü ìíîæåñòâà ñèí-

ãóëÿðíûõ òî÷åê: èç íåå ñëåäóåò, ÷òî îíà íå ïðåâîñõîäèò 2. Ïðè ýòîì òàêàÿ îöåíêà

â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ áåññîäåðæàòåëüíîé, òàê êàê ñàìà ãðàíèöà òàêæå

èìååò ðàçìåðíîñòü 2, à çíà÷èò íåîáõîäèìà òåîðåìà VIII èëè ïîäõîäÿùèé åå àíàëîã.

Â � 3.2 äîêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå îöåíêè äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ (àíà-

ëîã äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñì. [13]), âáëèçè ãðàíèöû êðîìå ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííî-

ñòè L2-íîðìû ∇v è ∇H. Ïðè èññëåäîâàíèè ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé âáëèçè ãðàíèöû,

îöåíêè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òðåáóþò îòäåëüíîãî ïîäõîäà, îäíàêî îíè êðàéíè âàæíû äëÿ

îöåíêè ïàðàáîëè÷åñêîé Õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê.

Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà âûíåñåíî â îòäåëüíûé ïà-

ðàãðàô.

Â � 3.3 äîêàçûâàòåñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà, ïîñâÿùåííàÿ êðèòåðèÿì ðåãóëÿðíîñòè

âíóòðè îáëàñòè. Èç ýòîé òåîðåìû è îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ïàðàãðàôàõ 3.2 è 3.4,

ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà VII. Äëÿ ëþáîãî K > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ε1(K) > 0 îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Ïóñòü (v,H, p) � ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÌÃÄ

âáëèçè ãðàíìöû â QT è ïóñòü z0 = (x0, t0) ∈ ∂Ω × (0, T ) òàêàÿ, ÷òî òî÷êà x0

ïðèíàäëåæèò ïëîñêîìó ó÷àñòêó ∂Ω. Åñëè

lim sup
r→0

( 1

r2

∫
Q(z0,r)

|v|3 dxdt
)1/3

+
( 1

r3

∫
Q(z0,r)

|H|2 dxdt
)1/2

< K (13)

è âûïîëíåíî îäíî èç òðåõ óñëîâèé

lim inf
r→0

( 1

r

∫
Q(z0,r)

|∇v|2 dxdt
)1/2

< ε1,

lim inf
r→0

( 1

r
sup

−r2<t<0

∫
B+(x0,r)

|v|2 dxdt
)1/2

< ε1,

lim inf
r→0

( 1

r2

∫
Q(z0,r)

|v|3 dxdt
)1/3

< ε1,

(14)
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òî ñóùåñòâóåò ρ∗ > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèè v è H íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó íà

çàìûêàíèè ìíîæåñòâà Q+(z0, ρ∗).

Â � 3.4 ïðîâîäÿòñÿ áîëåå òîíêèå èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (2), ïîçâîëÿþùèå â

äàëüíåéøåì äîêàçàòü òåîðåìó VIII, ÿâëÿþùóþñÿ àíàëîãîì êðèòåðèÿ Êàôôàðåëëè-

Êîíà-Íèðèíáåðãà.

Òåîðåìà VIII. Äëÿ ëþáîãî K > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ε0(K) > 0 îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: Ïóñòü (v,H, p) � ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÌÃÄ

âáëèçè ãðàíìöû â QT è ïóñòü z0 = (x0, t0) ∈ ∂Ω × (0, T ) òàêàÿ, ÷òî òî÷êà x0

ïðèíàäëåæèò ïëîñêîìó ó÷àñòêó ∂Ω. Åñëè

lim sup
r→0

( 1

r

∫
Q(z0,r)

|∇H|2 dxdt
)1/2

< K (15)

è

lim sup
r→0

( 1

r

∫
Q(z0,r)

|∇v|2 dxdt
)1/2

< ε0, (16)

òî ñóùåñòâóåò ρ∗ > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèè v è H íåïðåðûâíû ïî Ãåëüäåðó íà

çàìûêàíèè ìíîæåñòâà Q+(z0, ρ∗).

È, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, òåîðåìà VIII ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó íà ïà-

ðàáîëè÷åñêóþ õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñèíãóëÿðííûõ òî÷åê íà ïëîñêîì

ó÷àñòêå ãðàíèöå.

Òåîðåìà IX. Ïóñòü (v,H, p) � ïîäõîäÿùåå ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÌÃÄ âáëèçè

ãðàíèöû â QT è îáîçíà÷èì çà Γ ïëîñêèé ó÷àñòîê ∂Ω. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî Σ ⊂ Γ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî z0 ∈ (Γ \ Σ) × (0, T ] ôóíêöèè (v,H)

íåïðåðûâíû ïî ãåëüäåðó â z0, è

P1(Σ) = 0,

ãäå P1(Σ) � ýòî îäíîìåðíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ Õàóñäîðôîâà ìåðà íà Σ.
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