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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû

êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ àëãåáðû Ì�åáèóñà. Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû

êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáð âñåãäà ïðåäñòàâëÿëî

áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû. Â ïîñëåäíèå ãîäû íàáëþäàåò-

ñÿ ïðîðûâ â ýòîé îáëàñòè, ïåðå÷èñëèì ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû. Ïîëíîå îïèñà-

íèå ñòðóêòóðû êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà áûëî ïîëó÷åíî äëÿ íåêîòî-

ðûõ ñåðèé àëãåáð äèýäðàëüíîãî òèïà (À. È. Ãåíåðàëîâ, 2004�2010), êâàòåðíè-

îííîãî òèïà (À. È. Ãåíåðàëîâ, À. À. Èâàíîâ, Ñ. Î. Èâàíîâ, 2006�2011), ïîëó-

äèýäðàëüíîãî òèïà (À. È. Ãåíåðàëîâ, 2009�2011), öåëî÷èñëåííîãî ãðóïïîâîãî

êîëüöà äèýäðàëüíîé ãðóïïû (À. È. Ãåíåðàëîâ, 2007), à òàêæå ïîëóäèýäðàëü-

íîé ãðóïïû (À. È. Ãåíåðàëîâ, 2011), ñàìîèíúåêòèâíûõ àëãåáð äðåâåñíîãî òèïà

Dn (Þ. Â. Âîëêîâ, À. È. Ãåíåðàëîâ, 2007�2011), àëãåáð Ëþ�Øóëüöà (À. È. Ãå-

íåðàëîâ, Í. Þ. Êîñîâñêàÿ, 2006). Â 2011 ã. Y. Xu, H. Xiang ïîëó÷èëè îïèñàíèå

ñòðóêòóðû êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ êîøóëåâûõ d-àëãåáð. Àääè-

òèâíàÿ ñòðóêòóðà êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ àëãåáð Ãåêêå Hq(S4),

q = −1 îïèñàíà K. Erdmann è S. Schroll (2010). N. Snashall è R. Taillefer â

2010 ã. îïèñàëè ñòðóêòóðó êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ àëãåáðû ïóòåé

íåêîòîðîãî êîë÷àíà ñ ñîîòíîøåíèÿìè è äëÿ êîøóëåâûõ àëãåáð.

Àëãåáðà Ì�åáèóñà âïåðâûå áûëà ââåäåíà C. Riedtmann ïðè êëàññèôèêà-

öèè ñàìîèíúåêòèâíûõ àëãåáð íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, èìåþùèõ

êîíå÷íûõ òèï ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñòàáèëüíûé AR-êîë÷àí äëÿ òàêèõ àëãåáð èìå-

åò äðåâåñíûé òèï An, Dn, E6, E7 èëè E8 (Riedtmann, 1980). Äàëåå, åñëè àë-

ãåáðà èìååò AR-êîë÷àí äðåâåñíîãî òèïà An, òî îíà ñòàáèëüíî ýêâèâàëåíòíà

ëèáî íåêîòîðîé ïîëóöåïíîé ñàìîèíúåêòèâíîé àëãåáðå, ëèáî àëãåáðå Ì�åáèóñà

(Riedtmann, 1980). Â 1999 ã. H. Asashiba äîêàçàë, ÷òî äëÿ ñàìîèíúåêòèâíûõ

àëãåáð êîíå÷íîãî òèïà ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàáèëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîâïàäà-

åò ñ ïðîèçâîäíîé. Ïîñêîëüêó êîëüöî êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü êëàñ-
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ñèôèêàöèþ C. Riedtmann äëÿ îïèñàíèÿ êîëüöà êîãîìîëîãèé àëãåáð òèïà An.

Äëÿ ïîëóöåïíûõ ñàìîèíúåêòèâíûõ àëãåáð îïèñàíèå êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõ-

øèëüäà ïîëó÷åíî K. Erdmann è T.Holm (1999). Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ äèñ-

ñåðòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ çàâåðøàþùèì ýòàïîì â èññëåäîâàíèè êîëåö êîãîìîëîãèé

Õîõøèëüäà äëÿ àëãåáð òèïà An.

Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷èòü îïèñàíèå àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ñòðóêòóðû êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ àëãåáðû Ì�åáèóñà. Ñôîðìó-

ëèðîâàòü ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû êîëüöà â òåðìèíàõ îáðàçóþùèõ è ñî-

îòíîøåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä ê èçó÷åíèþ

êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà, ðàçðàáîòàííûé À. È. Ãåíåðàëîâûì è èñïîëü-

çóþùèéñÿ â åãî ðàáîòàõ è ðàáîòàõ ó÷åíèêîâ. Îïèñàíèå ñòðóêòóðû êîëüöà

êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà ïîëó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäâàðèòåëüíî ïî-

ñòðîåííîé áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû àëãåáðû. Ïðè ôîðìóëèðîâêå ãèïîòåç î

òîì, êàê âûãëÿäèò ðåçîëüâåíòà è Ω-ñäâèãè îáðàçóþùèõ êîëüöà êîãîìîëîãèé,

èñïîëüçîâàëñÿ ýìïèðè÷åñêèé ìàòåðèàë, ïîëó÷åííûé ïðè ïîìîùè êîìïüþòåð-

íûõ âû÷èñëåíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Ïóñòü R � àëãåáðà Ì�åáèóñà.

1. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû äëÿ R.

2. Îïèñàíà àääèòèâíàÿ ñòðóêòóðà HH∗(R).

3. Âûáðàíî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ HH∗(R), äëÿ êîòîðûõ îïèñàíû âñå

èõ Ω-ñäâèãè.

4. Îïèñàíû âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáðàçóþùèìè, òàêèì îáðàçîì, ïî-

ëó÷åíî îïèñàíèå HH∗(R) â òåðìèíàõ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåé-

øåãî èçó÷åíèÿ êîãîìîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ àëãåáð è êîëåö êîãîìîëîãèé Õîõ-
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øèëüäà. Â ÷àñòíîñòè, îïèñàíèå áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû, ÿâëÿþùååñÿ ïðî-

ìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷å-

íèè äðóãèõ (êî)ãîìîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ àëãåáðû Ì�åáèóñà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæ-

äóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù�åííîé 100-ëåòèþ Ä. Ê. Ôàä-

äååâà [5], íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù�åííîé 70-

ëåòèþ À. Â. ßêîâëåâà [6], è íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìè-

íàðå èìåíè Ä. Ê. Ôàääååâà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1�6]. Ðàáîòû [1�4] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèè, âõîäÿùåì â ñïèñîê ðå-

êîìåíäîâàííûõ Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèåé íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè.

Â ðàáîòàõ [1, 2] äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåì, à ñîàâòîðó � ïîñòàíîâêà çàäà÷ è âûáîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáú�åì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

øåñòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 40 íàèìå-

íîâàíèé, è îäíîãî ïðèëîæåíèÿ. Îáú�åì äèññåðòàöèè � 169 ñòðàíèö (îñíîâíîé

òåêñò � 132 ñòðàíèöû, ïðèëîæåíèå � 37 ñòðàíèö).

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, äàíî êðàòêîå îïèñàíèå

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è, à òàêæå ïðåäñòàâëåíî ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèÿ â

äàííîé îáëàñòè. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ îáúåêòîâ, èñïîëüçóþùèõñÿ

â äèññåðòàöèè.

Ïóñòü R � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì K, Λ = R ⊗K Rop � å�å

îá�åðòûâàþùàÿ àëãåáðà, HHn(R) = ExtnΛ(R,R) � n-àÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé

Õîõøèëüäà àëãåáðû R (ñ êîýôôèöèåíòàìè â R-áèìîäóëå R). Íà àáåëåâîé

ãðóïïå

HH∗(R) =
⊕
n>0

HHn(R) =
⊕
n>0

ExtnΛ(R,R)

ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ⌣-



� 6 �

ïðîèçâåäåíèÿ; ýòó àëãåáðó íàçûâàþò àëãåáðîé êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà.

Àëãåáðà Ì�åáèóñà åñòü àëãåáðà âèäà R = K [Q] /I, ãäå K � ïîëå, à Q �

ñëåäóþùèé êîë÷àí:

ãäå n, t ∈ N, t > 2, à I � èäåàë â àëãåáðå ïóòåéK [Q] êîë÷àíàQ, ïîðîæä¼ííûé

à) âñåìè ïóòÿìè äëèíû t+ 1;

á) ïóòÿìè âèäà

arta(r+n)t−1 è a(r+n)tart−1;

â) âûðàæåíèÿìè âèäà

a(n+r)t−1a(n+r)t−2 . . . a(n+r−1)t + art−1art−2 . . . a(r−1)t, 1 ≤ r ≤ n.

Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì òàêæå îáîçíà÷åíèå R = Rn,t.

Â ïåðâîé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû � îïèñàíèå

ñòðóêòóðû êîëüöà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà äëÿ àëãåáðû Ì�åáèóñà â òåðìèíàõ

îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé. Òàêæå ïîëó÷åíî èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå � îïèñà-

íèå ïîäêîëüöà HH(2t−1)∗(R) â òåðìèíàõ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé.



� 7 �

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû. Ñíà÷àëà ïðèâåä�åì îïèñàíèå

àääèòèâíîé ñòðóêòóðû.

Òåîðåìà 1 (Àääèòèâíàÿ ñòðóêòóðà, ñëó÷àé n > 1) Ïóñòü n > 1, R =

Rn,t � àëãåáðà Ì�åáèóñà, HHs(R) � s-àÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà àë-

ãåáðû R ñ êîýôôèöèåíòàìè â R. Ïóñòü ℓ � öåëàÿ ÷àñòü, à r � îñòàòîê îò

äåëåíèÿ s íà 2t− 1, m � öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ r íà 2, p � öåëàÿ ÷àñòü îò

äåëåíèÿ m + ℓt íà n. Ãðóïïà HHs(R) èìååò ðàçìåðíîñòü 1, åñëè s óäîâëå-

òâîðÿåò òðåáîâàíèÿì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ:

(1) r = 0, ℓt ≡ 1(n), ℓ+ p
... 2, ℓ ̸ ... 2 èëè charK = 2;

(2) r = 2m, m+ ℓt ≡ 1(n), ℓ+ p ̸ ... 2, ℓ ̸ ... 2 èëè charK = 2;

(3) r = 2m, m+ ℓt ≡ 0(n), ℓ+ p
... 2, ℓ

... 2 èëè charK = 2;

(4) r = 2t− 2, t− 1 + ℓt ≡ 0(n), ℓ+ p ̸ ... 2, ℓ ... 2 èëè charK = 2;

(5) r = 2m+ 1, m+ ℓt ≡ 0(n), ℓ+ p ̸ ... 2, ℓ ̸ ... 2 èëè charK = 2;

(6) r = 2m+ 1, m+ ℓt ≡ 0(n), ℓ+ p
... 2, ℓ

... 2 èëè charK = 2.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ dimK HHs(R) = 0.

Òåîðåìà 2 (Àääèòèâíàÿ ñòðóêòóðà, ñëó÷àé n = 1) Ïóñòü n = 1, R =

R1,t � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ì�åáèóñà. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåî-

ðåìû, ãðóïïà HHs(R) èìååò ðàçìåðíîñòü 2, åñëè s óäîâëåòâîðÿåò òðåáî-

âàíèÿì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ:

(1) s = 0;

(2) r = 2m, ℓ+ p
... 2, charK = 2;

Ãðóïïà HHs(R) èìååò ðàçìåðíîñòü 1, åñëè s óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâà-

íèÿì îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ:

(3) r = 2m (m < t− 1), ℓ+ p
... 2, ℓ ̸ ... 2, charK ̸= 2.

(4) r = 0, ℓ+ p ̸ ... 2;

(5) r = 2m, ℓ+ p
... 2, ℓ

... 2, s > 0, charK ̸= 2;

(6) r = 2m+ 1, p
... 2 èëè charK = 2;

(7) r = 2t− 2, ℓ+ p
... 2, ℓ ̸ ... 2, charK ̸= 2;
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(8) r = 2t− 2, ℓ+ p ̸ ... 2, ℓ ... 2 èëè charK = 2.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ dimK HHs(R) = 0.

Ââåä�åì àâòîìîðôèçì àëãåáðû Ì�åáèóñà σ : R → R, îïðåäåëÿåìûé ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

σ(ej) =

{
ej+t2, åñëè j

... t,

ej+t(t+n) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

σ(aj) =

{
−aj+t(t+n), åñëè j = st− 1 èëè j = st äëÿ s = 0, 1, . . . , n− 1,

aj+t(t+n) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 3 Àâòîìîðôèçì σ èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê, ïðè÷�åì

(1) åñëè charK = 2, òî ïîðÿäîê σ ðàâåí 2 n
ÍÎÄ(n,t), åñëè

n+t
ÍÎÄ(n,t) íå÷�åòíî,

è n
ÍÎÄ(n,t) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

(2) åñëè charK ̸= 2, òî ïîðÿäîê σ ðàâåí 4 n
ÍÎÄ(n,t), åñëè

n
ÍÎÄ(n,t) è

n+t
ÍÎÄ(n,t)

íå÷�åòíû, è 2 n
ÍÎÄ(n,t) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü n > 1. Ââåä�åì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü {s1,i, . . . , sαi,i} � ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé s, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì i-ãî ïóíêòà òåîðåìû 1, è òàêèõ, ÷òî 0 6 sj,i < (2t − 1) deg σ äëÿ

j = 1, . . . , αi. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

X =
6∪

i=1

{
X(i)

sj,i

}αi

j=1
∪ {T},

è íà êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ K[X ] ââåä�åì ãðàäóèðîâêó òàêóþ, ÷òî

degX(i)
sj,i

= sj,i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , 6 è j = 1, . . . , αi;

deg T = (2t− 1) deg σ.

Çàìå÷àíèå. Äàëåå ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü óïðîù¼ííîå îáîçíà÷åíèå

X(i) äëÿ X
(i)
sj,i, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ íèæíèõ èíäåêñîâ ÿñíû èç êîíòåêñòà.

Îïðåäåëèì ãðàäóèðîâàííóþ K-àëãåáðó A = K[X ]/I, ãäå èäåàë I ïî-

ðîæä�åí îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëåäóþùèì ñîîòíîøå-

íèÿì (íèæå ìû èñïîëüçóåì âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå: X̃(i) = X(i), êîãäà
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deg X̃(i) < deg T, è X̃(i) = TX(i) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; êðîìå òîãî, äëÿ ëåâûõ

÷àñòåé ýòèõ ñîîòíîøåíèé, èìåþùèõ âèä X(i)X(j), ÷åðåç mi (ñîîòâåòñòâåííî

m′
i) îáîçíà÷àåì ïàðàìåòð m èç òåîðåìû 1, îòíîñÿùèéñÿ ê i-é ãðóïïå (ñîîò-

âåòñòâåííî j-é ãðóïïå) óñëîâèé èç òåîðåìû 1 (i, j ∈ {1, . . . , 6})):

X(1)X(1) = X(1)X(5) = X(1)X(6) = X(5)X(5) = X(6)X(6) = 0; (1)

X(4)X(4) = −tX̃(5); X(1)X(4) = X̃(2); (2)

X(1)X(3) =

{
X̃(1), m′

3 = 0;

0, m′
3 > 0;

X(3)X(3) =

{
X̃(3), m3 +m′

3 6 t− 1;

−X̃(5), m3 +m′
3 > t− 1;

(3)

X(3)X(4) =


X̃(4), m3 = 0;

X̃(6), m3 > 0, charK = 2;

0, m3 > 0, charK ̸= 2;

(4)

X(3)X(5) =


X̃(5), m3 +m′

5 < t− 1;

X̃(1), m3 +m′
5 = t− 1, charK = 2;

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ;

(5)

X(3)X(6) =

{
X̃(6), m3 +m′

6 < t− 1;

−X̃(2), m3 +m′
6 > t− 1;

(6)

X(4)X(5) =

{
X̃(2), charK = 2;

0, charK ̸= 2;
X(4)X(6) =

{
−tX̃(1), m′

6 = 0;

0, m′
6 > 0;

(7)

X(5)X(6) =

{
X̃(2), m5 +m′

6 + 1 6 t− 1;

0, m5 +m′
6 + 1 > t− 1.

(8)

Çàìå÷àíèå. Áîëåå ïîäðîáíî, ñîîòíîøåíèå âèäà X(4)X(4) = −tX̃(5) îçíà÷àåò,

÷òî

X(4)
s X

(4)
s′ =

{
−tX

(5)
s+s′, s+ s′ < deg T ;

−tTX
(5)
s+s′−deg T , s+ s′ > deg T

äëÿ ëþáûõ ñòåïåíåé s, s′ ∈ {s1,4, . . . , sα4,4}.

Àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèå âèäà X(1)X(5) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî X
(1)
s X

(5)
s′ = 0

äëÿ ëþáûõ s ∈ {s1,1, . . . , sα1,1} è s′ ∈ {s1,5, . . . , sα5,5}.

Òåîðåìà 4 (Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ñëó÷àé n > 1) Ïóñòü n > 1, R = Rn,t

� àëãåáðà Ì�åáèóñà. Òîãäà àëãåáðà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà HH∗(R) êàê ãðàäó-

èðîâàííàÿ K-àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå A.
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Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 1. Íàì áóäåò óäîáíî îïåðèðîâàòü ñî ñëå-

äóþùèìè óñëîâèÿìè íà ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü s (ïàðàìåòðû ℓ, r,m è p ñâÿ-

çàíû ñ s òàê æå, êàê â òåîðåìå 1):

(1) r = 0, ℓ+ p ̸ ... 2;

(2) r = 2m, ℓ+ p
... 2, ℓ ̸ ... 2 èëè s = 0 èëè charK = 2;

(3) r = 2m, ℓ+ p
... 2, ℓ

... 2 èëè charK = 2;

(4) r = 2t− 2, ℓ+ p ̸ ... 2, ℓ ... 2 èëè charK = 2;

(5) r = 2m+ 1, ℓ+ p ̸ ... 2, ℓ ̸ ... 2 èëè charK = 2;

(6) r = 2m+ 1, ℓ+ p
... 2, ℓ

... 2 èëè charK = 2.

Ïóñòü {s1,i, . . . , sαi,i} � ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé s, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì i-ãî ïóíêòà èç ñïèñêà âûøå, è òàêèõ, ÷òî 0 6 sj,i < (2t − 1) deg σ

(j = 1, . . . , αi). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

X ′ =
6∪

i=1

{
X(i)

sj,i

}αi

j=1
∪ {T},

è íà êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ K[X ′] ââåä�åì ãðàäóèðîâêó òàêóþ, ÷òî

degX(i)
sj,i

= sj,i äëÿ âñåõ i = 1, . . . , 6 è j = 1, . . . , αi;

deg T = (2t− 1) deg σ.

Îïðåäåëèì ãðàäóèðîâàííóþK-àëãåáðó A′ = K[X ′]/I ′, ãäå èäåàë I ′ ïîðîæä�åí

îäíîðîäíûìè ýëåìåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå óæå

áûëè îïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ n > 1 (ñì. (1)�(8)), à òàêæå ñëåäóþùèìè ñîîòíî-

øåíèÿìè:

X(1)X(2) = X(2)X(2) = X(2)X(4) = X(2)X(5) = X(2)X(6) = 0;

X(2)X(3) =

{
X̃(2), m2 +m′

3 6 t− 1, s2 > 0 èëè s2 = s′3 = 0;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 5 (Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ñëó÷àé n = 1) Ïóñòü n = 1, R = R1,t

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ì�åáèóñà. Òîãäà àëãåáðà êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà

HH∗(R) êàê ãðàäóèðîâàííàÿ K-àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå A′.

Çàìå÷àíèå. Èç îïèñàíèÿ êîëåö HH∗(R) â òåîðåìàõ 4 è 5 ñëåäóåò, â ÷àñòíî-

ñòè, ÷òî îíè êîììóòàòèâíû.
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Ñëåäñòâèå 6 (Îïèñàíèå ïîäêîëüöà HH(2t−1)∗(R))

HH(2t−1)∗(R) =
⊕
r>0

HH(2t−1)r(R) ∼= K[X1, . . . , Xa, T ]/({Xa1Xa2}16a1,a26a),

ãäå ñòåïåíü ýëåìåíòà T ñëåäóþùàÿ:

deg T =

{
n(2t− 1), n+ t

... 2, charK = 2;

2n(2t− 1) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ Xi îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé (ïîä 0 ïîä-

ðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòîâ Xi íåò):

a =



0, ÍÎÄ(n, t) > 1;

2, n > 1, ÍÎÄ(n, t) = 1, n+ t ̸ ... 2, charK = 2;

2, n > 1, ÍÎÄ(n, t) = 1, n
... 2, charK ̸= 2;

2, n = 1, n+ t ̸ ... 2 èëè charK ̸= 2;

1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Êðîìå òîãî, ñòåïåíè ýëåìåíòîâ Xi (i = 1, . . . , a) îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Äëÿ n = 1 ñòåïåíü X1 ðàâíà 0 è, åñëè a = 2, òî ñòåïåíü X2 ðàâíà

1. Äëÿ n > 1 è ÍÎÄ(n, t) = 1 îïðåäåëèì ℓ0 êàê íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî ñðåäè âñåõ ℓ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ℓt ≡ 1(mod n). Åñëè a = 2,

òî ñòåïåíè X1 è X2 ðàâíû ℓ0(2t − 1) è (ℓ0 + n)(2t − 1) ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè a = 1, òî ñòåïåíü X1 åñòü ℓ0(2t − 1), çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ℓ0
... 2,

charK ̸= 2. Â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåíü ýëåìåíòà X1 ðàâíà (ℓ0 + n)(2t− 1).

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ïîëó÷èì îïèñàíèå áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû. Ïðè

ïîìîùè äèàãðàììíîãî ïîèñêà íàéä�åì ìèíèìàëüíûå ïðîåêòèâíûå ðåçîëüâåí-

òû ïðîñòûõ R-ìîäóëåé, èç êîòîðûõ ïðè ïîìîùè ëåììû Õàïïåëÿ ïîëó÷èì

îïèñàíèå ìîäóëåé äëÿ áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû.

Òðåòüÿ ãëàâà îïèñûâàåò àääèòèâíóþ ñòðóêòóðó êîëüöà êîãîìîëîãèé

íà îñíîâàíèè áèìîäóëüíîé ðåçîëüâåíòû, ïîëó÷åííîé âî âòîðîé ãëàâå.

Â ÷åòâ�åðòîé ãëàâå ìû âûáåðåì ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ àëãåáðû

HH∗(R). Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ñòðåìèìñÿ âûâåñòè ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî
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îáðàçóþùèõ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà ñî-

îòíîøåíèé, â èòîãå ìû ïîëó÷èì áîëåå îäíîðîäíîå è êðàñèâîå îïèñàíèå êîëüöà

êîãîìîëîãèé.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèÿì Ω-ñäâèãîâ îáðàçóþùèõ. Ïóñòü

Q• → R � ìèíèìàëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ áèìîäóëüíàÿ ðåçîëüâåíòà àëãåáðû

Ì�åáèóñà R. Ëþáîé êîöèêë f ∈ Kerδs ïîäíèìàåòñÿ (îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî ãîìîòîïèè) äî öåïíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñîâ {φi : Qs+i → Qi}i>0. Ãîìî-

ìîðôèçì φi íàçîâ�åì i-ì ñäâèãîì êîöèêëà f è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ωi(f).

Äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ãëàâû ñîñòîÿò â ïðÿìîé, õîòÿ è ãðîìîçäêîé, ïðîâåðêå

êîììóòàòèâíîñòè êâàäðàòîâ âèäà

Qs+s0

ds+s0−1−−−−→ Qs+s0−1

fs0

y yfs0−1

Qs0

ds0−1−−−→ Qs0−1.

Â çàâåðøàþùåéøåñòîé ãëàâå ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáðàçó-

þùèìè ýëåìåíòàìè àëãåáðû HH∗(R). Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âñå ïðîèçâåäåíèÿ

ìåæäó îáðàçóþùèìè ýëåìåíòàìè, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé äëÿ êîöèêëîâ

f1 ∈ Kerδs1 è f2 ∈ Kerδs2:

clf2 · clf1 = cl(Ω0(f2)Ω
s2(f1))

Òåõíè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè íà÷àëüíîãî îòðåçêà áèìîäóëüíîé

ðåçîëüâåíòû âûíåñåíî â ïðèëîæåíèå. Ìû èñïîëüçóåì ðåçóëüòàò, ïîëó÷åí-

íûé Þ. Â. Âîëêîâûì, À. È. Ãåíåðàëîâûì, Ñ. Î. Èâàíîâûì, êîòîðûé óòâåð-

æäàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òî÷íîñòè óêàçàííîé ðåçîëüâåíòû íàì äîñòà-

òî÷íî áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî d2 = 0.
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