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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèÿõ â êà÷åñòâå êîíñòðóê-

öèîííûõ ìàòåðèàëîâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êîìïîçèòíûå, ñèíòåòè÷åñêèå

è äðóãèå íåìåòàëëè÷åñêèå ìàòåðèàëû. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ

ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåííàÿ ïîäàòëèâîñòü íà ìåæñëîåâîé ñäâèã. Äëÿ

íèõ äàæå íåáîëüøèå ïî âåëè÷èíå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâåííî

âëèÿþò íà îáùóþ äåôîðìàöèþ. Ïîýòîìó ðàñ÷åò ïëàñòèí è îáîëî÷åê èç

òàêèõ ìàòåðèàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà ìîæåò ïðèâî-

äèòü ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì.

Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ íàíîîáúåê-

òû, è îäíîé èç çàäà÷ íàíîìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàñ÷åòà äå-

ôîðìàöèè, ïðî÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè íàíîîáúåêòîâ. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ñâîéñòâà íàíîðàçìåðíûõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ îòëè÷àþòñÿ îò

ñâîéñòâ â êëàññè÷åñêîé êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè. Ýòè ðàçëè÷èÿ çàâèñÿò îò

ðàçìåðà ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà.

Äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ, ðåøåíèÿ çàäà÷

óñòîé÷èâîñòè íàíîîáúåêòîâ òî÷íîñòü êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïëàñòèí è îáî-

ëî÷åê ñòàíîâèòñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì èñïîëüçóþòñÿ íåêëàññè-

÷åñêèå òåîðèè, ïîñòðîåííûå êàê è êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìåòîäîì ãèïîòåç,

íî ìåíåå æåñòêèõ, ÷åì ãèïîòåçû Êèðõãîôà-Ëÿâà.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèí

è îáîëî÷åê íà îñíîâå íåêëàññè÷åñêèõ òåîðèé: òåîðèè èçãèáà ïëàñòèí

Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà, òåîðèè àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèå íåêîòîðûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ïëàñòèí è

îáîëî÷åê íà îñíîâå íåêëàññè÷åñêèõ òåîðèé: òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà,

óòî÷íåííîé òåîðèè Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.Äëÿ ñæàòîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ïëàñòèíêè, íà-

õîäÿùåéñÿ â êàíàëå ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè, ïîëó÷åíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

ñæèìàþùåãî íàïðÿæåíèÿ è äëèíû ïðÿìûõ ó÷àñòêîâ íàëåãàíèÿ íà êàæäîì

ýòàïå íàãðóæåíèÿ ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà.
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Ïðîâåäåí àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè è

ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ïàêåòå ANSYS.

Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì

íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííîé òåîðèè Ñ.À. Àìáàð-

öóìÿíà ïîëó÷åíà êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, îïðåäåëåíû ôîðìû ïîòåðè óñòîé-

÷èâîñòè. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå âåëè÷èíû íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, ïîëó÷åí-

íîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ íåêëàññè÷åñêèõ òåîðèé îáîëî÷åê.

Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïðè îñå-

âîì ñæàòèè íà îñíîâå òåîðèè Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà ïîëó÷åíà êðèòè÷åñêàÿ

íàãðóçêà, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïî òåîðèè

Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêè êîððåêòíîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷, èñïîëüçîâàíèåì ñòðîãèõ àíàëèòè÷å-

ñêèõ ìåòîäîâ, ñðàâíåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíî 6

íàó÷íûõ ñòàòåé è òåçèñîâ äîêëàäîâ, â òîì ÷èñëå 4 ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â

ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü: íà ñåìè-

íàðàõ êàôåäðû òåîðèè óïðóãîñòè ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÑÏáÃÓ, íà îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå ÑÏáÃÓ è ÏÃÓÏÑ "Êîìïüþòåðíûå ìå-

òîäû â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû"(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2009), íà XVIII Âñå-

ðîññèéñêîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñòóäåíòîâ "Ìàòåìàòè-

÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ"(Ïåðìü, 2009).

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Äëÿ ñæàòîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ïëàñòèíêè, íàõîäÿùåéñÿ â

êàíàëå ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè, ïîëó÷åíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñæèìàþùèõ

íàïðÿæåíèé è äëèíû ó÷àñòêîâ íàëåãàíèÿ íà êàæäîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ ïî

êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà.

2. Âûïîëíåí àíàëèç çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûé

ïîêàçàë, ÷òî ïîðÿäêè ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè
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çàäà÷è â ïàêåòå ANSYS, ñîâïàäàþò c ïîðÿäêàìè, ïîëó÷åííûìè â àíàëèòè-

÷åñêîì ðåøåíèè, ïðè÷åì ðàñ÷åòû ïî òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà äàþò

áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû, ÷åì ðàñ÷åòû ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè.

3. Äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåé-

ñòâèåì íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ, ïî óòî÷íåííîé òåîðèè Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà

îïðåäåëåíû ôîðìû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà.

4. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì îñåâîãî ñæàòèÿ,

ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òåîðèè Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà îïðåäåëåíû êðè-

òè÷åñêèå íàãðóçêè äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî è èçîòðîïíîãî

ìàòåðèàëîâ, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ ïî

òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà

75 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 3 ãëàâ, çàêëþ-

÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 115 èñòî÷íèêà. Äèññåðòàöèÿ èë-

ëþñòðèðîâàíà 18 ðèñóíêàìè è ñîäåðæèò 6 òàáëèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû, ñîäåðæèòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíû

öåëè è çàäà÷è ðàáîòû è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû, ïîêà-

çàííîé íà ðèñóíêå 1. Êîíñòðóêöèÿ ìîäåëèðóåòñÿ òîíêîé ïëàñòèíêîé äëè-

íîé a, øèðèíîé h, çàùåìëåííîé ìåæäó äâóìÿ æåñòêèìè îñíîâàíèÿìè ñ

çàçîðîì ∆. Ïëàñòèíêà ñæèìàåòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè íàïðÿæå-

íèåì σx. Ïðè äîñòèæåíèè íàïðÿæåíèåì ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

ïëàñòèíêà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è íà÷èíàåò ïðîãèáàòüñÿ. Ïîñëå ñîïðèêîñ-

íîâåíèÿ ñ îñíîâàíèåì íà÷èíàåò îáðàçîâûâàòüñÿ ó÷àñòîê íàëåãàíèÿ ïëà-

ñòèíêè ê æåñòêîìó îñíîâàíèþ. Êîãäà ó÷àñòîê íàëåãàíèÿ ñòàíîâèòüñÿ äî-
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ñòàòî÷íî áîëüøèì, îí òîæå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Ïëàñòèíêà "ïðîùåëêè-

âàåòñÿ"âòîðîé ðàç è îáðàçóþòñÿ òðè çîíû ïðèëåãàíèÿ ïëàñòèíêè ê îñíî-

âàíèÿì. Ïðè ïîñëåäóþùåì íàãðóæåíèè ó÷àñòêè íàëåãàíèÿ òàêæå òåðÿþò

óñòîé÷èâîñòü. Ïî òàêîìó àëãîðèòìó ïîëó÷àåòñÿ ãîôðèðîâàííàÿ ñèñòåìà,

ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå 1.

Ðèñ. 1: Ãîôðèðîâêà ñ ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäîé è ïåðèîäîì.

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èçãèáà ïëàñòèíêè â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

D
d4w

dx4
− q0 = 0.

Òàêæå çàäà÷à ðåøàëàñü ïî óòî÷íåííîé òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà:

D
d4w

dx4
= q0 +

h2

10
2− ν

1− ν

d2q0

dx2
,

ãäå q0 = −
(
σx
∂2w

∂x2

)
h � ôèêòèâíàÿ ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà, D =

Eh3

12(1− ν)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíêè.

Äëÿ ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ ïîëó÷àåì:

σKLkr1 =
4π2D

ha2
,

σTRkr1 =
4π2D

ha2
(1− 4π2β),

ãäå β � ìàëûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà O
(
h2

a2

)
.

Âòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå è äëèíû ó÷àñòêîâ íàëåãàíèÿ, êîòîðûå òå-

ðÿþò óñòîé÷èâîñòü:

a1 =
a

4
, σKLkr2 =

64π2D

ha2
,
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a1 =

(
1 +

√
1− 64π2β(a)

8

)
a, σTRkr2 =

4π2D

ha2
1

(
1− 4π2β(a1)

)
.

Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû îñíîâíûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíêè, â òàáëèöå

1 äàíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ïðè íàãðóçêå ïî êëàññè÷åñêîé

òåîðèè è òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà.

Ðèñ. 2: Îñíîâíûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíêè.

Òàáëèöà 1. Èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ ïðè íàãðóçêå.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Òåîðèÿ Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà

σx ≤
4π2D

ha2
σx ≤

4π2D

ha2
(1− 4π2β(a))

4π2D

ha2
≤ σx ≤

16π2D

ha2

4π2D

ha2
(1− 4π2β(a)) ≤ σx ≤

16π2D

ha2
(1− 16π2β(a))

16π2D

ha2
≤ σx ≤

64π2D

ha2

16π2D

ha2
(1− 16π2β(a)) ≤ σx ≤

4π2D

ha2
1

(1− 4π2β(a1))

64π2D

ha2
≤ σx ≤

144π2D

ha2

4π2D

ha2
1

(1− 4π2β(a1)) ≤ σx ≤
4π2D

ha2
2

(1− 4π2β(a2))

144π2D

ha2
≤ σx ≤

576π2D

ha2

4π2D

ha2
2

(1− 4π2β(a2)) ≤ σx ≤
16π2D

ha2
2

(1− 16π2β(a2))

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ íà-

ïðÿæåíèé â òåîðèÿõ Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà ïîêàçûâàåò,

÷òî íàïðÿæåíèÿ â óòî÷íåííîé òåîðèè ìåíüøå íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî

êëàññè÷åñêîé òåîðèè íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà
(
h

a

)2

. À äëèíû ïðÿìûõ ó÷àñò-

êîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðèè Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà áîëüøå íà âåëè÷èíó

ïîðÿäêà
(
h

a

)
.
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Ðàñ÷åò çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîäèëñÿ ñ ïîìîùüþ

ïàêåòà ANSYS. Òåîðåòè÷åñêîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàìêàõ ëèíåéíîé

òåîðèè óïðóãîñòè. Â ïàêåòå ANSYS ðåøàëàñü çàäà÷à ïîòåðè óñòîé÷èâî-

ñòè ïî íåëèíåéíîé òåîðèè è êîíòàêòíàÿ çàäà÷à. Ðàññìàòðèâàëàñü òîíêàÿ

ïëàñòèíêà, çàùåìëåííàÿ ìåæäó äâóìÿ æåñòêèìè îñíîâàíèÿìè ñ çàçîðîì.

Ïëàñòèíêà ñæèìàëàñü â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè è òåðÿëà óñòîé÷èâîñòü.

Ïðè ïîñòåïåííîì óâåëè÷åíèè íàãðóçêè áûë ðåàëèçîâàí àëãîðèòì, ðàññìîò-

ðåííûé â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî-

ðÿäêè ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ïàêåòå

ANSYS, ñîâïàäàþò c ïîðÿäêàìè, ïîëó÷åííûìè â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè,

ïðè÷åì ìîäåëü Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà äàåò áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû, ÷åì

êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè

òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì íîð-

ìàëüíîãî äàâëåíèÿ. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷-

íåííîé òåîðèè, ó÷èòûâàþùåé ïîïåðå÷íûå äåôîðìàöèè ñäâèãà ñîãëàñíî

Ñ.À. Àìáàðöóìÿíó. Ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå äàííîé óòî÷íåííîé òåîðèè,

îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ w èìååò âèä[
c2(∆ + 1)2 + 1− h∗∆

]
(∆ + 2)w =

R2

Eh
(1− h∗∆)(∆ + 1− ν)Z, (1)

ãäå

c2 =
h2

12(1− ν)R2
, h∗ =

h2

10(1− ν2)R2

E

G′ ,∆ =
R2

AB

[
∂

∂α

(
B

A

∂

∂α

)
+

∂

∂β

(
A

B

∂

∂β

)]
,

E � ìîäóëü Þíãà â òàíãåíöèàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ν � êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà, G
′
� ìîäóëü ñäâèãà äëÿ ïëîñêîñòåé, íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíî-

ñòè îáîëî÷êè, A è B � êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíîå íà-

ïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè, êîòîðîå äî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ

áåçìîìåíòíûì, òîãäà â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêîé

îáîëî÷êè ïðèìåò âèä[
c2(∆ + 1)2 + 1− h∗∆

]
(∆ + 2)w +

qR

2Eh
(1− h∗∆)(∆ + 1− ν)(∆ + 2)w = 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè è îä-

íîçíà÷íîñòè íà ñôåðå. Â ñèëó ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè c2 � 1, h∗ � 1
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è ñ ïðèíÿòîé çäåñü òî÷íîñòüþ, ñëåäóÿ Â.Ç. Âëàñîâó, îãðàíè÷èìñÿ êëàññîì

ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∆w + λw = 0.

Íåòðèâèàëüíîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî

ïðè λn = n(n+1). Ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèþ q = q(λ), ñ ïðèíÿòîé òî÷íîñòüþ(
h

R

)2

, îïðåäåëÿåì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå qTIkp :

qTIkr =
2Eh
R

(2c− 2νc2 − h∗). (2)

Ïðè çíà÷åíèè h∗ = 0 ïîëó÷èì âûðàæåíèå êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ äëÿ èçî-

òðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè:

qIkr =
2Eh
R

(2c− 2νc2).

Äëÿ ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ óðàâíåíèå óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè:

D

hR2
∆3w +

qR

2h
∆2w + E∆w = 0.

Êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:

qKLkr =
2Eh
R

2c.

Âûðàæåíèå (2) ïðè ýòîì ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

qTIkr = qKLkr

(
1− ν

2
√

3(1− ν)
h

R
−

2
√

3(1− ν)
10(1− ν2)

h

R

E

G′

)
. (3)

Èç ôîðìóëû (3) äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà âèäíî, ÷òî

ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèé h/R, E/G
′
âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî

äàâëåíèÿ, íàéäåííàÿ ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, ìîæåò ñóùå-

ñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, íàéäåííîãî ïî êëàññè÷åñêîé

òåîðèè. Ó÷åò ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâ ñíèæàåò âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîãî äàâëå-

íèÿ. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (3):

h

R

E

G′ � 1. (4)
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Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ óòî÷íåííàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4) áóäåò àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿòüñÿ

óñëîâèå
(
h

R

)2

� G
′

E
, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåíèå â îáîëî÷êå â ìîìåíò

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

σ < G
′
,

÷òî íåîáõîäèìî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äâóìåðíîé òåîðèè îáîëî÷åê.

Òàáëèöà 2. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè íà ñäâèã.

qTIkp /q
KL
kp , h/R = 0.05 qTIkp /q

KL
kp , h/R = 0.01 E/G

′
G

′
/E

0.91 0.98 5 0.2

0.83 0.97 10 0.1

0.75 0.95 15 0.07

0.66 0.93 20 0.05

0.58 0.92 25 0.04

0.50 0.90 30 0.03

0.18 0.83 50 0.02

Â òàáëèöå 2 ïîêàçàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòè íà

ñäâèã ïðè ðàñ÷åòå ñòàòè÷åñêîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè â ñðàâíåíèè ñ êëàñ-

ñè÷åñêîé òåîðèåé ïîëîãèõ îáîëî÷åê. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 2, òåîðèÿ, ó÷è-

òûâàþùàÿ âëèÿíèå ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, óòî÷íÿåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ

äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. ×åì áîëüøå îòíîøåíèå h/R è

ìåíüøå îòíîøåíèå G
′
/E, òåì ñóùåñòâåííåå óòî÷íåíèå. Òàê æå èç òàáëèöû

2 ìîæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè (4). Íàïðèìåð, äëÿ h/R = 0.05
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå G

′
/E, âåëè÷èíà êîòîðîãî áîëüøå 0.05,

ò. å. G
′
/E > 0.2. Äëÿ h/R = 0.01, êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû 2, íóæíî èñ-

ïîëüçîâàòü âåëè÷èíû G
′
/E > 0.07. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåò íàðóøàòüñÿ

óñëîâèå (4). Ñ ïðèíÿòîé çäåñü òî÷íîñòüþ
(
h

R

)2

÷ëåíû áîëüøåãî ïîðÿäêà

áûëè îòáðîøåíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (4) ñëåäó-

þùèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæåò èìåòü áîëüøåå âëèÿíèå

íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ÷åì îñòàâëåííûå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
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ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

w(α, β) = P (α) cos kβ, k = 0, 1, 2, ...

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå 3, ãäå P 0
n,α =

P 0
n(cosα). Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn,α â èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ 0 < α < π

èìåþò n íóëåé. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà P kn,α èìåþò n− k íóëåé.

Ôóíêöèè sinnβ è cosnβ îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ìåðèäèàíàõ. Ôóíêöèè P kn,α
îáðàùàþòñÿ â íóëü íà n− k øèðîòàõ. Òàêèì îáðàçîì, ýòèìè ìåðèäèàíàìè

è øèðîòàìè îáîëî÷êà ðàçáèâàåòñÿ íà ó÷àñòêè, íà êîòîðûõ wn íå îáðàùà-

åòñÿ â íóëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð λn îïðåäåëÿåò âèä ôîðìû ïîòåðè

óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè. ×åì áîëüøå ïàðàìåòð λn, òåì ìåíüøå ðàçìåðû

ïîëóâîëí. Ëþáàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷å-

ðåç ýòó ñèñòåìó. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäñòàâëåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä âîçäåéñòâèåì

íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ ó÷åò ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ

íîâûõ ôîðì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

Òàáëèöà 3. Ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ.

k wn(α, β) Ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà

0 w0(α, β) = P 0
n,α 1, cosα, 0.5(3 cos2 α− 1), . . .

1 w−1(α, β) = P 1
n,α sinβ 0, sinα sinβ, 3 sinα cosα sinβ, . . .

w1(α, β) = P 1
n,α cosβ 0, sinα cosβ, 3 sinα cosα cosβ, . . .

2 w−2(α, β) = P 2
n,α sin 2β 0, 0, 3 sin2 α sin 2β, . . .

w2(α, β) = P 2
n,α cos 2β 0, 0, 3 sin2 α cos 2β, . . .

... ... ...

n w−n(α, β) = Pnn,α sinnβ ...

wn(α, β) = Pnn,α cosnβ ...

Â òðåòüåé ãëàâå ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè è óòî÷íåííîé

òåîðèè Ñ.À. Àìáàðöóìÿíà ðàññìàòðèâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíàÿ

öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïðè îñåâîì ñæàòèè. Óðàâíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè öè-

ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè äëÿ ýòèõ òåîðèé ñîîòâåòñòâåííî:

D

h
∆4w +

E

R2

∂4w

∂α4
+ p∆2

(
∂2w

∂α2

)
= 0,

D∆4w +
Eh

R2
(1− h∗∗∆)

∂4w

∂α4
= (1− h∗∗∆)∆2Z,
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ãäå

h∗∗ =
Eh2

10(1− ν2)G′ ,

Z - íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âíåøíåé íàãðóçêè, E - ìîäóëü Þíãà â òàí-

ãåíöèàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ν - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, G
′
- ìîäóëü ñäâèãà

äëÿ ïëîñêîñòåé, íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Ðåøåíèå èùåòñÿ â

âèäå:

w = C sin
mπα

L
sin

nβ

R
.

Âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïî êëàññè÷åñêîé è

óòî÷íåííîé òåîðèé ñîîòâåòñòâåííî:

pKL = −E
[
c2

(λ2 + n2)2

λ2
+

λ2

(λ2 + n2)2

]
,

pA = −E
[
c2

(λ2 + n2)2

λ2 (1 + h∗(λ2 + n2))
+

λ2

(λ2 + n2)2

]
,

ãäå

λ =
mπR

L
, c2 =

h2

12(1− ν2)R2
, h∗ =

Eh2

10(1− ν2)R2G′ .

Ìèíèìèçèðóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ íàãðóçêè ïî ïåðåìåííûì λ è n íàõîäèì ñî-

îòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè:

pKLkr = −2cE,

pAkr = −2cE + h∗E.

Íà Ðèñ. 3 ïîêàçàí ãðàôèê ñæèìàþùåé íàãðóçêè. Âåðõíÿÿ âåòâü ñîîò-

âåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé òåîðèè, îñòàëüíûå âåòâè ñîîòâåòñòâóþò óòî÷íåí-

íîé òåîðèè è ïîñòðîåíû ïðè ðàçíûõ îòíîøåíèÿõ G
′
/E. Ìèíèìóì ñîîò-

âåòñòâóåò êðèòè÷åñêîé íàãðóçêå. Âèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå îòíîøåíèå G
′
/E,

òåì ìåíüøå êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà è òåì ñóùåñòâåííåå óòî÷íåíèå ðåçóëüòà-

òîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïî êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêè. Âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷å-

ñêîé íàãðóçêè, íàéäåííîé íà îñíîâå óòî÷íåííîé òåîðèè Ñ.À. Àìáàðöóìÿ-

íà, ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íàãðóçêîé, íàéäåííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè

Òèìîøåíêî-Ðåéññíåðà.

Â çàêëþ÷åíèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âûíîñèìûå íà çàùèòó.
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ñæèìàþùåé íàãðóçêè pkl è pa îò ïàðàìåòðà λ

ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ G
′
/E.
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