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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîíÿòèÿ âåðøèí-

íîé ñâÿçíîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ñâÿç-

íîñòè è, âñëåäñòâèå ýòîãî, èìååò áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-

íèå. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ k-ñâÿçíûå ãðàôû, òî åñòü ãðàôû, ñîäåðæàùèå êàê

ìèíèìóì k + 1 âåðøèíó, è ñîõðàíÿþùèå ñâÿçíîñòü ïðè óäàëåíèè ïðîèçâîëüíûõ

k−1 âåðøèí. Èçó÷àþòñÿ k-ñâÿçíûå ãðàôû, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîé-

ñòâàìè: ìèíèìàëüíîñòüþ è ìèíèìàëüíîñòüþ ïî ñòÿãèâàíèþ, òî åñòü k-ñâÿçíûå

ãðàôû, êîòîðûå òåðÿþò k-ñâÿçíîñòü êàê ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà, òàê è ïðè

ñòÿãèâàíèè ëþáîãî ðåáðà.

Èíòåðåñ ê ìèíèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì ïî ñòÿãèâàíèþ ãðàôàì âîçíèê ïî-

ñëå ðàáîòû Ó. Òàòòà, â êîòîðîé áûëî äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû òðåõñâÿç-

íîãî ãðàôà â òåðìèíàõ óäàëåíèÿ è ñòÿãèâàíèÿ ðåáåð. Ó. Òàòò äîêàçàë, ÷òî èç

ëþáîãî òðåõñâÿçíîãî ãðàôà ïðè ïîìîùè óäàëåíèÿ è ñòÿãèâàíèÿ ðåáåð ìîæíî ïî-

ëó÷èòü êîëåñî � ãðàô, ñîñòîÿùèé èç ïðîñòîãî öèêëà è âåðøèíû, ñìåæíîé ñî

âñåìè âåðøèíàìè ýòîãî öèêëà. Ñóùåñòâåííî, ÷òî âñå ãðàôû, ïîëó÷àþùèåñÿ íà

ïðîìåæóòî÷íûõ øàãàõ ýòîãî ïðîöåññà, òàêæå òðåõñâÿçíûå. Âîïðîñ î òîì, êàêîâà

ñòðóêòóðà ìèíèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíîãî äëÿ k áîëü-

øèõ 3, áûë ðàññìîòðåí â ñòàòüå Ð. Õàëèíà â 1969 ãîäó. Â ýòîé ñòàòüå áûë çàäàí

âîïðîñ î òîì, êàêîâà êîíñòàíòà ck, òàêàÿ ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè k â ëþ-

áîì ìèíèìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíîì ãðàôå G ðàâíî ïî

êðàéíåé ìåðå ck|G|, â ýòîé æå ñòàòüå è áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûå íèæíèå îöåíêè

äëÿ ck ïðè k = 4, 5, 6.

Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ñèòóàöèÿ ñ âåðõíèìè îöåíêàìè äëÿ ck ÷ðåçâû÷àéíî

ïðîñòà: íèêàêèõ âåðõíèõ îöåíîê äëÿ ck ïðè k ≥ 5 íå ñóùåñòâóåò (íè îáùèõ, íè

äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ k). Ñóùåñòâóþùèå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ìèíèìàëüíûõ èëè

ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ ãðàôîâ ïîñòðîåíû íà îñíîâàíèè ãðàôîâ îáëàäàþùèõ

ñòðîãî îäíèì èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ. Êðîìå òîãî, äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ

ãðàôîâ ýòè îöåíêè ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ k = 5, 6.

Ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ íèæíèõ îöåíîê äëÿ ck, çíà÷èòåëüíî áîëåå ðàçíîîá-

ðàçíû. Íà÷èíàÿ ñ 70-õ ãîäîâ èññëåäîâàëèñü â îñíîâíîì k-ñâÿçíûå ãðàôû îáëà-

äàþùèå òîëüêî îäíèì èç äâóõ ñâîéñòâ � ìèíèìàëüíîñòüþ èëè ìèíèìàëüíîñòüþ

ïî ñòÿãèâàíèþ. Íàèáîëüøåå ïðîäâèæåíèå â ïåðâîì èç ýòèõ íàïðàâëåíèé áûëî
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ïîëó÷åíî Â. Ìàäåðîì. Îí äîêàçàë, ÷òî â ìèíèìàëüíîì k-ñâÿçíîì ãðàôå ëþáîé

öèêë ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó âåðøèíó ñòåïåíè k. Ñëåäñòâèåì ýòîãî óòâåð-

æäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà äîëþ âåðøèí ñòåïåíè k îò âñåãî

ìíîæåñòâà âåðøèí � k−1
2k−1 .

Îáùèõ ðåçóëüòàòîâ âî âòîðîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíî íå áûëî, íî ñóùåñòâóþò

ïðîäâèæåíèÿ â èçó÷åíèè 4, 5, 6 è 7-ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Ñëó÷àé 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ

ïîëíîñòüþ îïèñàí â ðàáîòàõ Ì. Ôîíòå è Í. Ìàðòèíîâà, äëÿ 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ

òàêæå ïîëó÷åíî, ÷òî èç ìèíèìàëüíîñòè ïî ñòÿãèâàíèþ ñëåäóåò ìèíèìàëüíîñòü è

äîêàçàíî, ÷òî c4 = 1, òî åñòü âñå âåðøèíû òàêîãî ãðàôà èìåþò ñòåïåíü 4. Äëÿ ãðà-

ôîâ áîëåå âûñîêîé ñâÿçíîñòè ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ,

íî íå ìèíèìàëüíûõ ãðàôîâ, è, òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå ãðàôîâ, îáëàäàþ-

ùèõ îáîèìè ñâîéñòâàìè, ñòàíîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì. Còðóêòóðà ìèíèìàëüíûõ

ïî ñòÿãèâàíèþ 5-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ïîäðîáíî èçó÷åíà â ñåðèè ñòàòåé Ê. Àíäî, À. Êà-

íåêî è Ê. Êàâàðàáàÿøè. Â ýòîé ñåðèè äîêàçàíî, ÷òî â ìèíèìàëüíîì ïî ñòÿãèâàíèþ

5-ñâÿçíîì ãðàôå ëþáàÿ âåðøèíà ñìåæíà ïî êðàéíåé ìåðå ñ äâóìÿ âåðøèíàìè ñòå-

ïåíè 5. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà íà äîëþ êîëè÷åñòâà âåðøèí

ñòåïåíè 5, ïîëó÷åííàÿ Ê.Àíäî, à èìåííî 2
5 .

Ïàðàëëåëüíî ñ ðàáîòàìè Ê. Àíäî è äð. ìèíèìàëüíûå ïî ñòÿãèâàíèþ 5-ñâÿçíûå

ãðàôû ðàññìàòðèâàëèñü â ñåðèè ñòàòåé Æ. Ñó, Êñ. Þàíà è ×. Êóèíà, â êîòîðîé

áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû è äîêàçàíà áîëåå ñèëüíàÿ îöåíêà êîëè÷å-

ñòâà âåðøèí ñòåïåíè 5. Ê ñîæàëåíèþ, ïåðâûå ðàáîòû ýòîé ñåðèè ïóáëèêîâàëèñü

òîëüêî ïî-êèòàéñêè. Ëó÷øàÿ îöåíêà â ñåðèè ñîñòàâëÿåò 1
2 . Êðîìå òîãî, ýòè àâ-

òîðû óêàçûâàþò íà íåâîçìîæíîñòü óëó÷øåíèÿ îöåíêè, ïîëó÷åííîé Ê. Àíäî è

äð., ñ ïîìîùüþ ïðåæíèõ ìåòîäîâ (ò.å. èçó÷åíèÿ ÷èñëà âåðøèí ñòåïåíè 5 òîëüêî â

îêðåñòíîñòè âåðøèí ãðàôà, áåç ðàññìîòðåíèÿ âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè

áîëüøå 1), ññûëàÿñü íà ïðèâåäåííûé â îäíîé èç ñòàòåé ñåðèè ïðèìåð ìèíèìàëü-

íîãî ïî ñòÿãèâàíèþ 5-ñâÿçíîãî ãðàôà, îêðåñíîñòè íåêîòîðûõ âåðøèí ñòåïåíè 5

êîòîðîãî ñîäåðæàò ðîâíî äâå âåðøèíû ñòåïåíè 5. Âïðî÷åì, îòìåòèì, ÷òî ïðè-

ìåðû ãðàôîâ, â êîòîðûõ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî âåðøèí èìååò ðîâíî äâóõ ñîñåäåé

ñòåïåíè 5, ïðèâîäèëèñü òàêæå â ðàáîòàõ Ê. Àíäî è äð.

Îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ 6-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ïîëó÷åííûå

ïðîäâèæåíèÿ çíà÷èòåëüíî ñêðîìíåå. Ê. Àíäî è äð. äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ìèíèìàëüíîãî ïî ñòÿãèâàíèþ 6-ñâÿçíîãî ãðàôà G âûïîëíåíî |V6(G)| ≥ 1
7 |G|.



� 5 �

Èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ 7-ñâÿçíûõ ãðàôîâ íåñêîëüêî äëèíåå, ïîñêîëüêó äàæå íåáîëü-

øèå ïðîäâèæåíèÿ äëÿ ýòèõ ãðàôîâ òðåáîâàëè ñóùåñòâåííûõ óñèëèé. Ñóùåñòâî-

âàíèå õîòÿ áû îäíîé âåðøèíû ñòåïåíè 7 â ìèíèìàëüíîì ïî ñòÿãèâàíèþ 7-ñâÿçíîì

ãðàôå áûëî ïîëó÷åíî êàê ñëåäñòâèå ðåçóëüòàòà Å. Ýãàâà. Ïîçäíåå, Ì. Êðèñåëë äî-

êàçàë ñóùåñòâîâàíèå äâóõ âåðøèí ñòåïåíè 7 è ïðåäïîëîæèë ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ

âåðøèí íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå äâóõ. Æ. Ñó è Êñ. Þàí ýòî ïðåäïîëîæåíèå äî-

êàçàëè. Â äàëüíåéøåì Æ. Ñó, Êñ. Þàí è Ë. Ìèí çíà÷èòåëüíî óëó÷øèëè îöåíêó,

ïîëó÷åííóþ Ê. Àíäî, è äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî ïî ñòÿãèâàíèþ

7-ñâÿçíîãî ãðàôà âûïîëíåíî |V7(G)| ≥ 1
22|G|.

Äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ïðè k ≥ 8 ïîêà íå äî-

êàçàíî äàæå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû îäíîé âåðøèíû, èìåþùåé

ñòåïåíü k.

Öåëü ðàáîòû.

1. Ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå ìèíèìàëüíûõ è ìèíè-

ìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàòü ñâîé-

ñòâà îñîáûõ âåðøèí, òî åñòü âåðøèí ñòåïåíè k, ñòåïåíè âñåõ ñìåæíûõ ñ

êîòîðûìè áîëüøå k, è èõ îêðåñòíîñòåé.

2. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ñòðóêòóðíûõ ëåìì äîêàçàòü íèæíèå îöåíêè äëÿ ck

ïðè k = 5, 6, 7, 8, 9, 10.

3. Ïîëó÷èòü âåðõíèå îöåíêè äëÿ ck äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ≥ 5.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü êàê êëàññè÷åñêèå ìåòîäû

èññëåäîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ ãðàôîâ (èçó÷åíèå îêðåñòíîñòåé âåð-

øèí), òàê è íîâûå, ïîçâîëÿþùèå èçó÷àòü âåðøèíû íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè

2.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

1. Äîêàçàíû íèæíèå îöåíêè äëÿ ck ïðè k = 5, 6, 7, 8, 9, 10, à èìåííî 4
7 äëÿ

k = 5 è 1
2 äëÿ k = 6, 7, 8, 9, 10.

2. Ïîñòðîåíû ñåðèè ìèíèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíûõ

ãðàôîâ è íà èõ îñíîâå äîêàçàíû âåðõíèå îöåíêè äëÿ ck ïðè ïðîèçâîëüíîì k ≥ 5.

Ïðè ýòîì ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè:
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• äëÿ k = 5, 6, 7, 8, 9, 10 (ñ ó÷åòîì ï.1) äîêàçàíî, ÷òî 4
7 ≤ c5 < 17

22 ,
1
2 ≤ c6 < 21

31 ,
1
2 ≤ c7 < 31

45 ,
1
2 ≤ c8 < 46

73 ,
1
2 ≤ c9 < 9

14 ,
1
2 ≤ c10 < 401

665 ;

• äëÿ íå÷åòíîãî k > 5 äîêàçàíî, ÷òî ck < 3`2+8`+3
6`2+9`+3 , ãäå k = 2` + 3;

• äëÿ ÷åòíîãî k > 5 äîêàçàíî, ÷òî ck < 9`3−12`2−7`+12
18`3−42`+26` , ãäå k = 2`.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èçó-

÷åíèÿ ñâîéñòâ k-ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñòðóêòóðíûå ëåììû, ÿâëÿþùèåñÿ

ïðîìåæóòî÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ðàáîòû, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëü-

íåéøåì äëÿ èçó÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíûõ

ãðàôîâ, ãäå k > 10.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå

ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå ÏÎÌÈ ÐÀÍ è íà ñåìèíàðå â Max Planck Institute for

mathematics, Bonn, Germany.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[1�4]. Ðàáîòû [1,2] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèè, âõîäÿùåì â ñïèñîê ðåêîìåíäîâàííûõ

Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèåé íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè. Â ðàáîòàõ [2,3] äèññåð-

òàíòó ïðèíàäëåæèò îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà è ÷àñòü òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê.

Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ôîðìóëèðîâêè ðÿäà òåîðåì è îñòàâ-

øàÿñÿ ÷àñòü òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 82 ñòðàíèöû

ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,

ñîäåðæàùåãî 38 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû è ïðîáëåìû íàèáîëåå òåñíî ñâÿçàííûå

ñ ðàññìàòðèâàåìûìè â äèññåðòàöèè çàäà÷àìè, ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé â äàííîé

îáëàñòè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ óæå èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì. Òàì æå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îñîáîé âåð-

øèíû, òî åñòü âåðøèíû ñòåïåíè k, íåñìåæíîé ñ äðóãèìè âåðøèíàìè ñòåïåíè k.
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Èçó÷åíèå îñîáûõ âåðøèí èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæíèõ îöå-

íîê. Äëÿ ìèíèìàëüíîãî k-ñâÿçíîãî ãðàôà, íå ñîäåðæàùåãî îñîáûõ âåðøèí, ïðè

ïîìîùè òåîðåìû Â. Ìàäåðà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ìåíåå ïîëîâèíû âåðøèí

ãðàôà èìåþò ñòåïåíü k. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê íàì íóæ-

íî îöåíèòü ñâåðõó êîëè÷åñòâî îñîáûõ âåðøèí ìèíèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ïî

ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíîãî ãðàôà.

Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ ëåììû, îïèñûâàþùèå ñòðóêòóðó ìèíèìàëü-

íûõ è ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ ãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè, âî âòîðîé ãëàâå äîêà-

çûâàåòñÿ ëåììà, èìåþùàÿ ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ îãðàíè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà

ðàññìàòðèâàåìûõ â äàëüíåéøåì âîçìîæíîñòåé ëîêàëüíîãî ñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíî-

ãî ãðàôà. Ýòó ëåììó ìîæíî âûâåñòè êàê ñëåäñòâèå îäíîé èç òåîðåì, äîêàçàííûõ

Â.Ìàäåðîì, íî â äèññåðòàöèè äëÿ íåå äàíî çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîå è íàãëÿäíîå

äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 11. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíûé ãðàô è

|G| ≥ 2k. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó ãðàôà G è îáîçíà÷èì åå a. Òîãäà

ñóùåñòâóåò k-ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî T , ñîäåðæàùåå a è ïî êðàéíåé ìåðå îäíó

èç ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí, îòäåëÿþùåå êîìïîíåíòó, ñîäåðæàùóþ íå áîëåå k−1
2

âåðøèí.

Äëÿ èçó÷åíèÿ îêðåñòíîñòè îñîáîé âåðøèíû ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ

êîìïîíåíòà, îòäåëÿåìàÿ k-ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì ðàññìàòðèâà-

åìóþ îñîáóþ âåðøèíó è âåðøèíó, ñ íåé ñìåæíóþ. Áëàãîäàðÿ ëåììå 11 ðàññìîò-

ðåíèå òàêèõ êîìïîíåíò ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ðàçáîðó ñëó÷àåâ.

Â ýòîé æå ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Â ìèíèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ 6-ñâÿçíûõ ãðà-

ôàõ îñîáûõ âåðøèí íå ñóùåñòâóåò.

Èç äîêàçàííîãî â ïåðâîé ãëàâå, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â ìèíèìàëüíîì è

ìèíèìàëüíîì ïî ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíîì ãðàôå, k-ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà, ñîäåð-

æàùèå îñîáóþ âåðøèíó è ñìåæíóþ ñ íåé, ìîãóò îòäåëÿòü ìèíèìàëüíûå êîìïî-

íåíòû, ñîñòîÿùèå òîëüêî èç 3 èëè 4 âåðøèí.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 è 2 îò

îñîáîé âåðøèíû, ñîäåðæàùåéñÿ, âìåñòå ñ âåðøèíîé ñ íåé ñìåæíîé, â k-ðàçäåëÿþùåì

ìíîæåñòâå, îòäåëÿþùåì êîìïîíåíòó èç 3 âåðøèí.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 è 2
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îò îñîáîé âåðøèíû, ñîäåðæàùåéñÿ, âìåñòå ñ âåðøèíîé ñ íåé ñìåæíîé, òîëüêî â

k-ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâàõ, îòäåëÿþùèõ êîìïîíåíòó èç 4 âåðøèí.

Â ïÿòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ íèæíèå îöåíêè íà ck ïðè k = 5, 6, 7, 8, 9, 10.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíîê â ñëó÷àÿõ 7, 8, 9, 10 äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñóùå-

ñòâåííûå ñòðóêòóðíûå ëåììû.

Ëåììà 29. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî ñòÿãè-

âàíèÿ k-ñâÿçíûé ãðàô, ãäå k ∈ {7, 8} è |G| ≥ 2k. Òîãäà êîëè÷åñòâî îñîáûõ âåðøèí

ãðàôà G íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà âåðøèí ñòåïåíè k, ñìåæíûõ êàê ìèíèìóì ñ

äâóìÿ âåðøèíàìè ñòåïåíè k.

Ëåììà 30. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî ñòÿãè-

âàíèÿ k-ñâÿçíûé ãðàô, ãäå k ∈ {9, 10} è |G| ≥ 2k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S0 ìíîæåñòâî

âñåõ îñîáûõ âåðøèí ãðàôà G è ÷åðåç S2 � ìíîæåñòâî âåðøèí ñòåïåíè k, ñìåæíûõ

õîòÿ áû ñ øåñòüþ âåðøèíàìè ñòåïåíè k. Òîãäà 4|S2| ≥ |S0|.
Òåîðåìà 8. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà: c5 ≥ 4

7 è ck ≥ 1
2 , ãäå k =

6, 7, 8, 9, 10.

Â øåñòîé ãëàâå ñòðîÿòñÿ òðè ñåðèè ìèíèìàëüíûõ è ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿ-

ãèâàíèþ k-ñâÿçíûõ ãðàôîâ, îòäåëüíî äëÿ 5, ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî k. Ñ ïîìîùüþ

ïîñòðîåíûõ ãðàôîâ äîêàçûâàþòñÿ âåðõíèå îöåíêè äëÿ ck.

Òåîðåìà 10. Âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî c5 < 17
22 .

Òåîðåìà 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k > 6 � íå÷åòíîå ÷èñëî è k = 2`+ 3. Òîãäà

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ck < 3`2+8`+3
6`2+9`+3 .

Òåîðåìà 14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k > 6 � ÷åòíîå ÷èñëî è k = 2`. Òîãäà

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ck < 9`3−12`2−7`+12
18`3−42`+26 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ k = 5, 6, 7, 8, 9, 10 â ïÿòîé è øåñòîé ãëàâàõ ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå îöåíêè: 4
7 ≤ c5 < 17

22 ,
1
2 ≤ c6 < 21

31 ,
1
2 ≤ c7 < 31

45 ,
1
2 ≤ c8 < 46

73 ,
1
2 ≤ c9 < 9

14 ,
1
2 ≤ c10 < 401

665 .

Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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