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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðîòîðíûå ìåõàíèçìû ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíî-
ãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè, îò ìàøèíîñòðîåíèÿ äî êîì-
ïüþòåðíîé è áûòîâîé òåõíèêè. Òàê êàê çà÷àñòóþ ýòè ìåõàíèçìû äîëæ-
íû ôóíêöèîíèðîâàòü íà âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ, ñèëüíûå âèáðàöèè, âûçâàí-
íûå ñìåùåíèåì öåíòðà òÿæåñòè ðîòîðà, ìîãóò ñòàòü ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé
è, äàæå, ïðèâåñòè ê ïîëîìêå ìåõàíèçìà.

Èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðîòîðîâ íàñ÷èòûâàþò áîëåå ÷åì 140-ëåòíþþ
èñòîðèþ, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ñòàòüÿ èçâåñòíîãî øîòëàíäñêîãî ó÷åíîãî Ó.
Ðýíêèíà î âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèÿõ ðîòîðà íàïèñàííàÿ â 1869 ãîäó. Ñ òåõ
ïîð èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ðîòîðîâ áûëî ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî íàó÷íûõ
òðóäîì, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû À. Ô¼ïïëÿ, À. Ñòîäîëû, Ã.
Äæåôôêîòòà, À.Í. Êðûëîâà è Ã. Õîëüçåðà. Ôóíäàìåíòàëüíûìè ðàáîòàìè,
îòðàæàþùèìè ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè æåñòêèõ è ãèáêèõ ðîòîðîâ,
ÿâëÿþòñÿ ìîíîãðàôèè Ã. Ãåíòû è Ò. ßìàìîòî.

Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà óìåíüøåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ âèáðàöèé â ìå-
õàíèçìå ðîòîðà - ýòî ðó÷íàÿ è àâòîìàòè÷åñêàÿ áàëàíñèðîâêà. Íàèáîëüøåå
ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ðó÷íàÿ áàëàíñèðîâêà, ñóòü êîòîðîé ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè è óñòðàíåíèè ôèêñèðîâàííîãî ñòàòè÷åñêîãî, ìîìåíòíîãî èëè
äèíàìè÷åñêîãî äèñáàëàíñà íà ñòàäèè ñîçäàíèÿ ðîòîðà ïóòåì äîáàâëåíèÿ
êîððåêòèðîâî÷íûõ ìàññ ê "òÿæåëîé"ñòîðîíå ðîòîðà èëè óäàëåíèåì ìàòå-
ðèàëà ðîòîðà ñ "ëåãêîé"ñòîðîíû. Ðó÷íîé áàëàíñèðîâêå ðîòîðîâ ïîñâÿùåíî
ìíîæåñòâî ðàáîò òàêèõ àâòîðîâ êàê Â.À. Ùåïåòèëüíèêîâ è À.À. Ãóñàðîâ.
Íåäîñòàòêîì ðó÷íîé áàëàíñèðîâêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè äëèòåëüíîì èñ-
ïîëüçîâàíèè ìàòåðèàë ðîòîðà äåôîðìèðóåòñÿ è áàëàíñèðîâêó ïðèõîäèò-
ñÿ ïðîâîäèòü çàíîâî. Òàêæå ðó÷íàÿ áàëàíñèðîâêà íå ïðèíîñèò æåëàåìûõ
ðåçóëüòàòîâ, åñëè öåíòð òÿæåñòè ðîòîðà çàíèìàåò íåôèêñèðîâàííîå ïîëî-
æåíèå, êàê ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, â ñòèðàëüíûõ ìàøèíàõ. Åùå îäíèì
íåäîñòàòêîì ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ åãî òðóäîåìêîñòü äëÿ ðîòîðîâ ñëîæ-
íîé êîíñòðóêöèè è, îñîáåííî, äëÿ ãèáêèõ ðîòîðîâ, ÷òî áûëî ïîêàçàíî Ô.Ì.
Äèìåíòáåðãîì è À.À. Ãóñàðîâûì.

Ïðèìåíåíèå àâòîáàëàíñèðóþùèõ óñòðîéñòâ (ÀÁÓ) ðåøàåò áîëüøèí-
ñòâî ýòèõ ïðîáëåì. Îäíàêî, ÀÁÓ ãàñÿò êîëåáàíèÿ ëèøü â çàêðèòè÷íîé îá-
ëàñòè ñêîðîñòåé, à ïðè ñêîðîñòÿõ ìåíüøå ïåðâîé êðèòè÷åñêîé ïðèìåíåíèå
ÀÁÓ çà÷àñòóþ âûçûâàåò óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû è óñóãóáëÿåò ïåðåõîä ÷å-
ðåç ðåçîíàíñ. Ïåðâàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîòîðà, îñíàùåííîãî øàðîâûì
àâòîáàëàíñèðóþùèì óñòðîéñòâîì, áûëà ïðåäëîæåíà àìåðèêàíñêèì èíæå-
íåðîì Ý. Ñèðëîì â 1932 ãîäó.

Àâòîáàëàíñèðóþùèå óñòðîéñòâà äåëÿòñÿ íà ïàññèâíûå - ñî ñâîáîäíûì
ïåðåìåùåíèåì êîððåêòèðóþùèõ ìàññ, è àêòèâíûå - ñ èõ ïðèíóäèòåëüíûì
ïåðåìåùåíèåì, ïðèñîåäèíåíèåì èëè óäàëåíèåì. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì
ïàññèâíûõ àâòîáàëàíñèðóþùèõ óñòðîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà. Èõ ðàáîòà
îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ýíåðãèè ñàìîãî ðîòîðà. Ãëàâíûé íåäîñòàòîê çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ âñåðåæèìíûìè, òî åñòü îíè áàëàíñèðóþò
ðîòîð òîëüêî â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå óãëîâîé ñêîðîñòè åãî âðàùåíèÿ.
Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì àêòèâíûõ àâòîáàëàíñèðóþùèõ óñòðîéñòâ ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíîñòü èõ êîíñòðóêöèè, íî îíè ÿâëÿþòñÿ âñåðåæèìíûìè.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü ïðîáëåìû àâòîìàòè÷åñêîé áà-
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ëàíñèðîâêè ëèáî æåñòêèõ ðîòîðîâ (Ë. Ñïåðëèíã, Â.Í. Íåñòåðåíêî è À. À.
Ãóñàðîâ), ëèáî ãèáêèõ, íî áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ ðàñïðåäåëåííîé ìàññû âàëà
(Ä. ×óíã è Ô.Ì. Äèìåíòáåðã). Êðîìå òîãî Ô.Ì. Äåòèíêî èññëåäîâàë äè-
íàìè÷åñêóþ áàëàíñèðîâêó è óñòîé÷èâîñòü ðîòîðà ñ ðàñïðåäåëåííûì äèñ-
áàëàíñîì ñ ïîìîùüþ ÀÁÓ, óñòàíîâëåííûõ â íåñêîëüêèõ ñå÷åíèÿõ.

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî òåìà íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé èññëå-
äîâàíèþ äèíàìèêè ãèáêîãî ðîòîðà, îñíàùåííîãî øàðîâûì ÀÁÓ, ñ ó÷åòîì
ðàñïðåäåëåííîé ìàññû âàëà, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèáêîãî ðîòîðà ñ øàðîâûì ÀÁÓ íà îñíîâå îáîáùåííûõ
ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò, ïðèãîäíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ
äâèæåíèÿ ðîòîðà. À òàêæå àíàëèç ýòèõ ðåæèìîâ, èõ êëàññèôèêàöèÿ è ñðàâ-
íåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ ìîäåëåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåî-
ðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, à òàêæå ìàò-
ðè÷íûé àíàëèç è ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Êðî-
ìå òîãî äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå íà-
ó÷íûå ðåçóëüòàòû:

1. Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ãèáêîãî ðîòîðà ñ ðàñ-
ïðåäåëåííîé ìàññîé è ñîñðåäîòî÷åííûì äèñáàëàíñîì íà îñíîâå ââå-
äåíèÿ îáîáùåííûõ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò.

2. Ïîëó÷åíî íîâîå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè-
÷åñêèõ ñêîðîñòåé ãèáêîãî âàëà, à òàêæå ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

3. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãèáêîãî ðîòîðà ñ ðàñïðåäåëåííîé
ìàññîé è ñîñðåäîòî÷åííûì äèñáàëàíñîì, îñíàùåííîãî øàðîâûì àâ-
òîáàëàíñèðóþùèì óñòðîéñòâîì. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ïðåäëîæåíà
êëàññèôèêàöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü.

4. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì äàí-
íîé ìîäåëè, ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ äðó-
ãèõ ìîäåëåé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ââåäåííûå â íåé ïîíÿòèÿ, ðàçâèòûå ìåòîäû è
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû ïðè èññëåäîâàíèè è êîíñòðóèðîâàíèè
áûñòðîâðàùàþùèõñÿ ðîòîðíûõ ìàøèí, îñíàùåííûõ øàðîâûì àâòîáàëàí-
ñèðóþùèì óñòðîéñòâîì. Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ìîãóò
áûòü ñäåëàíû ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè, êàñàþùèåñÿ îïòèìàëüíûõ ïà-
ðàìåòðîâ ðîòîðà è àâòîáàëàíñèðóþùåãî óñòðîéñòâà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû áûëè ïðåä-
ñòàâëåíû àâòîðîì íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ïÿòûå Ïîëÿõîâñêèå
÷òåíèÿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2009. Íåîäíîêðàòíî ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü
íà ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÑÏáÃÓ.
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî òðè ïóáëèêàöèè,
èç íèõ äâå ñòàòüè [1, 2] â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè.

Â ðàáîòàõ [1, 2], íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå, àâòîðó ïðèíàäëåæèò ðàç-
ðàáîòêà ìîäåëè, èññëåäîâàíèå åå äèíàìèêè è ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ, à ñîàâòîðó - îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è íàó÷íûå êîíñóëüòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 60 íàèìåíîâà-
íèé. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 40 ðèñóíêîâ è 3 òàáëèöû. Îáùèé îáúåì ðàáîòû
88 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé ïðîáëåìû, ïðè-
âåäåíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ àâòîáàëàíñèðóþùèõ óñòðîéñòâ, äàí
îáçîð ëèòåðàòóðû, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðà-
áîòû, îïèñàíà ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû ïîëîæåíèÿ,
âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ãèáêîãî ðîòîðà ñ
ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé è ñîñðåäîòî÷åííûì äèñáàëàíñîì.

Èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîòîðà â âèäå æåñòêîãî òîíêîãî
äèñêà ìàññû m, íåñèììåòðè÷íî íàñàæåííîãî íà óïðóãèé âàë êðóãëîãî ñå-
÷åíèÿ ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé. Âàë âðàùàåòñÿ â øàðíèðíûõ
îïîðàõ, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíîé (ðèñ. 1). Äèñê ñ÷èòàåì æåñò-
êî ñêðåïëåííûì ñ âàëîì â òî÷êå O1 � öåíòðå äèñêà. Íåóðàâíîâåøåííîñòü
ðîòîðà çàäàäèì ñ ïîìîùüþ òî÷å÷íîãî äèñáàëàíñà ìàññûm0, çàêðåïëåííîãî
íà äèñêå â òî÷êå D íà ðàññòîÿíèè r0 îò öåíòðà äèñêà.

Ðèñ. 1. Äèñê íà ãèáêîì âàëó

Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz, íà÷àëî êîòîðîé ïî-
ìåñòèì â öåíòð íåïîäâèæíîé øàðíèðíîé îïîðû, à îñü Oz íàïðàâèì ïî
îñè íåäåôîðìèðîâàííîãî âàëà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû øàðíèðîâ. Ïóñòü
òåêóùåå ïîëîæåíèå òî÷åê îñåâîãî ñå÷åíèÿ âàëà çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè
X(z, t) è Y (z, t). Ôóíêöèè X(z, t) è Y (z, t) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåí-
íûì ôîðìàì êîëåáàíèé âàëà, ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì øàðíèðíîãî çà-



6

êðåïëåíèÿ

X(z, t) =
∞∑
k=1

xk(t) sin
kπz

l
, Y (z, t) =

∞∑
k=1

yk(t) sin
kπz

l
, (1)

ãäå xk(t) è yk(t) � âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà âàëà, à l � äëèíà
âàëà.

Â êà÷åñòâå ïîëíîé ñèñòåìû îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ðîòîðà ïðèìåì
ôóíêöèè xk, yk è óãîë ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ äèñêà âîêðóã åãî íîðìàëè
θ0. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ÷èñëî n ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé è ââåäåì
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

x = {x1(t), x2(t), . . . , xn(t)}T , y = {y1(t), y2(t), . . . , yn(t)}T ,
a = {a1, a2, . . . , an}T , b = {b1, b2, . . . , bn}T ,

ãäå êîýôôèöèåíòû ak = sin
kπz0
l

è bk =
kπ

l
cos

kπz0
l

õàðàêòåðèçóþò âåëè-

÷èíó îòêëîíåíèÿ èñêðèâëåííîé îñè âàëà è óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê íåé
äëÿ k-é ôîðìû êîëåáàíèÿ â òî÷êå êðåïëåíèÿ äèñêà ê âàëó, à z0 � ïðîåêöèÿ
ýòîé òî÷êè íà îñü Oz.

Ïåðåéäåì ê êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì è ââåäåì âåêòîð v = x + iy.
Îáîçíà÷èâ ÷åðåç v âåêòîð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ê v, êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâèì â
âèäå

T =
1

2
v̇
T
(mSEn + JtB+ (m+m0)A) v̇ +

1

2
(Jp +m0r

2
0)θ̇

2
0

− Jpθ̇0 Im[v̇
T
Bv] +m0r0θ̇0 Im[v̇Te−iθ0]a,

(2)

ãäå mS = pSl/2 � ïðèâåäåííàÿ ìàññà âàëà (p è S � ïëîòíîñòü è ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âàëà); Jp, Jt � ïîëÿðíûé è òðàíñâåðñàëüíûé ìîìåíòû
èíåðöèè äèñêà; En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n× n; A = a · aT è B = b · bT �
ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû n× n.

Òàê êàê íà âàë íå äåéñòâóþò âíåøíèå ïîòåíöèàëüíûå ñèëû, òî ïîòåí-
öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðîòîðà áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ýíåðãèè èçãèáà âàëà

Π =
1

2
mSv

TΩ2v, (3)

ãäå Ω2 = diag{ω2
1, ω

2
2 . . . , ω

2
n}, ω2

k =
k4π4EJ

pSl4
� ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïîïå-

ðå÷íûõ êîëåáàíèé âàëà, EJ � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü âàëà.
Äëÿ ó÷åòà âÿçêîãî òðåíèÿ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äèññèïàòèâíóþ

ôóíêöèþ Ðåëåÿ

R =
1

2
dv̇

T
v̇ +

1

2
d0θ̇

2
0, (4)

ãäå d è d0 � êîýôôèöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè äâèæåíèè ðîòîðà è âðàùå-
íèè âàëà.
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Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (2), (3) è (4) çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà 2-ãî
ðîäà

(mSEn + JtB+ (m+m0)A) v̈ + (dEn + 2iJpθ̇0B)v̇
+(mSΩ

2 + iJpθ̈0B)v = m0r0(θ̇
2
0 −iθ̈0)e

iθ0a

(Jp +m0r
2
0)θ̈0 +m0r0 Im[v̈Te−iθ0]a+ iJp Im[v̈

T
Bv] +d0θ̇0 = Mθ,

(5)

ãäå Mθ � âíåøíèé âðàùàþùèé ìîìåíò ïðèëîæåííûé ê âàëó.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîòîð

âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ θ̇0 = ω è ïåðåéäåì ê íîâîé âåê-
òîðíîé ïåðåìåííîé w = ve−iωt. Çàïèøåì ïåðâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé Ëàãðàí-
æà (5) â íîâûõ ïåðåìåííûõ â áåçðàçìåðíîì âèäå

(En + J̃tB̃+m̃A)

(
d2w̃

dt̃2
+2iω̃

dw̃

dt̃
− ω̃2w̃

)
+(d̃En+2iJ̃pω̃B̃)

(
dw̃

dt̃
+ iω̃w̃

)
+ Ω̃2w̃ = m̃0ω̃

2a, (6)

ãäå

J̃t =
π2Jt
l2mS

, J̃p =
π2Jp
l2mS

, m̃ =
m+m0

mS
, m̃0 =

m0

mS
, d̃ =

d

mSω1
,

ω̃ =
ω

ω1
, z̃ =

z

l
, t̃ = ω1t, w̃ =

w

r0
, Ω̃2 =

Ω2

ω2
1

, B̃ =
l2

π2
B.

Äàëåå ñèìâîë "∼"ïèñàòü íå áóäåì.
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû âðàùåíèÿ ðîòîðà, ïðè êîòîðûõ

w = w∗ = const. Ïîëàãàÿ â (6) çíà÷åíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ îò w ðàâíûìè
íóëþ, ïîëó÷èì(

Ω2 + ω(id− ω)En − ω2(mA+ (Jt + 2Jp)B)
)
w∗ = m0ω

2a. (7)

Ìàòðèöó ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû (7) îáîçíà÷èì ÷åðåç R è çàïèøåì â âèäå

R = Λ+U ·VT , (8)

ãäå Λ = Ω2 + ω(di − ω)En � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, à
U = {a,b} è V = −ω2 {ma, (Jt + 2Jp)b} � ìàòðèöû ðàçìåðà n× 2.

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ó ìàòðèöû R ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàò-
ðèöà, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

R−1 = Λ−1 −Λ−1 ·U · (E2 +VT ·Λ−1 ·U)−1 ·VT ·Λ−1. (9)

Ðàçðåøàÿ ñèñòåìó (7) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà w∗ è óìíîæàÿ åãî ñêàëÿðíî íà
âåêòîð a, ïîëó÷èì

w∗
Ta=m0ω

2

(
1− S22(Jt + 2Jp)ω

2

S11(1−S22(Jt+2Jp)ω2)+S2
12(Jt+2Jp)ω2

−mω2

)−1

, (10)
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ãäå
S11 = aTΛ−1a, S21 = S12 = aTΛ−1b, S22 = bTΛ−1b.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ðîòîðà (À×Õ) è
ôàçî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ðîòîðà (Ô×Õ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîð-
ìóëû

A(ω) = |w∗
Ta|, β(ω) = arg(w∗

Ta). (11)

Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû íàéòè àìïëèòóäó óãëîâîé ïðåöåññèè äèñêà, îïðåäåëèì
íàêëîí íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè äèñêà

Φ(ω)2 =

(
n∑

k=1

xk(t)bk

)2

+

(
n∑

k=1

yk(t)bk

)2

= |w∗
Tb|2, (12)

ãäå

w∗
Tb =

S12m0ω
2

(1− S11mω2) (1− S22(Jt + 2Jp)ω2)− S2
12m(Jt + 2Jp)ω4

. (13)

Çàìåòèì ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîãî çàêðåïëåíèÿ äèñêà S12 = 0, ñëåäîâàòåëü-
íî, àìïëèòóäà óãëîâîé ïðåöåññèè â äàííîì ñëó÷àå áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâ-
íà íóëþ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî n → ∞, ïîëó÷èì

S11 =
π

4α3

(
sinαπz0
sinαπ

sinαπ(1− z0)−
shαπz0
shαπ

shαπ(1− z0)

)
, (14)

S12 =
π

4α2

(
cosαπz0
sinαπ

sinαπ(1− z0)−
chαπz0
shαπ

shαπ(1− z0)

)
, (15)

S22 =
π

4α

(
−cosαπz0

sinαπ
cosαπ(1− z0) +

chαπz0
shαπ

chαπ(1− z0)

)
. (16)

Óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò νk íàéäåì, ïðèðàâ-
íÿâ â (10) çíàìåíàòåëü íóëþ è, ïîäñòàâèâ α =

√
νk â âûðàæåíèÿ äëÿ Sij

1− S22(Jt + 2Jp)ν
2
k

S11(1− S22(Jt + 2Jp)ν2k) + S2
12(Jt + 2Jp)ν2k

= mν2k . (17)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ νk ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà 1/ν2k ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü, ïðè ýòîì ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü â âûðàæåíèÿõ äëÿ Sij áó-
äåò ïðèáëèæåííî ðàâíà 0.5. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðîñòóþ ïðèáëèæåííóþ
ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò âûñîêîãî ïîðÿäêà

νk =

(
1 + 4k

2± (2− 4z0)

)2

, k = 0, 1, 2, . . . . (18)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíîñòüþ ðåøèòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà 2-ãî ïîðÿäêà (6), íåîáõîäèìî ñëîæèòü îáùåå ðåøåíèå îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû ñ ÷àñòíûì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé, êîòîðîå áûëî íàéäå-
íî ðàíåå. Ðåøåíèå îäíîðîäíîé ÷àñòè óðàâíåíèé (6) áóäåì èñêàòü â âèäå
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w(t) = wse
λst, ãäå ws � íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè âåêòîð, êîòîðûé ìîæíî

íàéòè èç ñèñòåìû
R(λs)ws = 0, (19)

ãäå R(λs) = kEEn + Ω2 + kAA + kBB, kE = (λs + iω + d)(λs + iω), kA =
m(λs + iω)2, kB = (Jtλs + (Jt + 2Jp)iω)(λs + iω).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû det[R(λs)] = 0. Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
|kEEn +Ω2| ̸= 0 óðàâíåíèå det[R(λs)] = 0 ýêâèâàëåíòíî

det




1

kA
0

0
1

kB

+

{
aT

bT

}
Λ−1 { a b }

 = 0, (20)

ãäåΛ = kEEn+Ω2. Èç óðàâíåíèÿ (20) ìîæíî âû÷èñëèòü λs ïðè s = 1 . . . 2n.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî λs ≈ −d

2
± iνs ïðè |λs| >> 1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå

çíà÷åíèå λs â (19), ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ws. Âåêòîð ws ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ws = Cs
aΛ

−1a+ Cs
bΛ

−1b, (21)

ãäå êîýôôèöèåíòû Cs
a è Cs

b ìîæíî íàéòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
1

kA
Cs

a + (aTΛ−1a)Cs
a + (aTΛ−1b)Cs

b = 0

1

kB
Cs

b + (aTΛ−1b)Cs
a + (bTΛ−1b)Cs

b = 0
(22)

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí íóëþ â ñèëó (20), ñëåäîâàòåëüíî,
ó ñèñòåìû ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Â èòîãå ïîëó÷èì îáùåå ðå-
øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6)

w(t) = w∗ +
∞∑
s=1

Ase
−γst sin(νst+ φs)ws, (23)

ãäå êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ γs = −Re[λs] > 0 ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ
(20), à çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû As è ôàçû φs îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå ïåðåõîäà ê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó ðîòîð
ñîâåðøàåò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîçèöèåé êîëåáàíèé ïî
âñåì ñîáñòâåííûì ôîðìàì ñèñòåìû ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòîé. Ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè ýòè ýôôåêòû èñ÷åçàþò è ðîòîð âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé
ðåæèì, ïðè ýòîì âûñîêî÷àñòîòíûå ôîðìû ãàñÿòñÿ áûñòðåå, ÷åì íèçêî÷à-
ñòîòíûå.

Â ðàçäåëå 1.4 ïðîâîäèòñÿ êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ðî-
òîðîâ ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè. Ïðåäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå ôîðìû âàëà ñ
äèñêîì è çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ÷àñòîò. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ
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Ðèñ. 2. À×Õ è Ô×Õ ñèììåòðè÷íîãî ðîòîðà ñ ó÷åòîì (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è
áåç ó÷åòà ìàññû âàëà (ïóíêòèð)

àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé è ôàçî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèê ñ àíàëîãè÷íûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ ìîäåëåé, íå ó÷èòûâàþùèõ âåñ âàëà
(ðèñ. 2). Ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû óãëîâîé ïðåöåññèè ðîòîðà îò
÷àñòîòû âðàùåíèÿ. ×èñëåííî èññëåäîâàíû ðåæèìû íåñòàöèîíàðíîãî ïðî-
õîæäåíèÿ ÷åðåç êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðåäñòàâëåííûé â ïåð-
âîé ãëàâå, ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèáêîãî
ðîòîðà ñ ñîñðåäîòî÷åííûì äèñáàëàíñîì, îñíàùåííîãî øàðîâûì àâòîáàëàí-
ñèðóþùèì óñòðîéñòâîì (ÀÁÓ). ÀÁÓ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêóþ
îáîéìó, â êîòîðîé N áàëàíñèðîâî÷íûõ øàðèêîâ ìàññû mj, j = 1, . . . , N ,
ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ â ïëîñêîñòè äèñêà ïî êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì
ðàäèóñà rj ñ öåíòðîì â òî÷êå O1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî øàðèêè äâèæóòñÿ
âíóòðè òðóáîê, çàïîëíåííûõ âÿçêîé æèäêîñòüþ ñ êîýôôèöèåíòîì ñîïðî-
òèâëåíèÿ dj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θj óãëîâîå îòêëîíåíèå j-ãî øàðèêà îò îñè
O1x2 (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Áàëàíñèðîâî÷íûå øàðèêè

Ñ÷èòàÿ áàëàíñèðîâî÷íûå øàðèêè ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, ïðèìåì
çà îáîáùåííûå êîîðäèíàòû êîìïîíåíòû âåêòîðà v è óãëû θj, j = 0 . . . N
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è çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé T è ïîòåíöèàëüíîé Π ýíåðãèè, à
òàêæå äëÿ äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè Ðýëåÿ R

T =
1

2

(
v̇
T
(mSEn+JtB+(m+

N∑
j=0

mj)A)v̇+Jpθ̇
2
0+

N∑
j=0

mjr
2
j θ̇

2
j−2Jpθ̇0 Im[v̇

T
Bv]

+
N∑
j=0

2rjmj θ̇j Im[v̇Te−iθj ]a

)
,

Π =
1

2
mSv

TΩ2v, R =
1

2

(
d v̇

T
v̇ + d0θ̇

2
0 +

N∑
j=1

dj(θ̇j − θ̇0)
2

)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðîòîð âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω. Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì w = ve−iωt âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êî-
îðäèíàò. Òàêæå, ââåäåì îòíîñèòåëüíûå óãëû ïîâîðîòà øàðèêîâ αj = θj−ωt.
Ïîñëå ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äèíàìè-
êè ðîòîðà ñ ÀÁÓ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò

(En+J̃tB+m̃A)( ¨̃w+2iω̃ ˙̃w−ω̃2w̃)+(2iJ̃pω̃B+d̃En)( ˙̃w+iω̃w̃)

−m̃0r̃0ω̃
2a+

N∑
j=1

m̃j r̃j(iα̈j − (α̇j + ω̃)2)aeiαj + Ω̃2w̃=0

α̈j +
1

r̃j
Im[( ¨̃w + 2iω̃ ˙̃w − ω̃2w̃)Te−iαj ]a+ d̃jα̇j=0, j=1 . . . N.

(24)

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû â óðàâíåíèÿõ (24) èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë

m̃ =

m+
N∑
j=0

mj

mS
, m̃j =

mj

mS
, r̃j =

rj
r0
, d̃j =

dj
mjr2jω1

,

à îñòàëüíûå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ñîâïàäàþò ñ îïèñàííûìè ðàíåå. Äà-
ëåå, ñèìâîë "∼"íàä áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè ïèñàòü íå áóäåì.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ ðîòîðà, ïðè êîòîðûõ
îñåâàÿ ëèíèÿ âàëà è óãëû, îïèñûâàþùèå ïîëîæåíèå áàëàíñèðîâî÷íûõ øà-
ðèêîâ, ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííîå ïîëîæåíèå âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîð-
äèíàò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïîëîæèì â ñèñòåìå (24)
ẅ = ẇ = 0, α̈j = α̇j = 0, w = w∗ = const, αj = α∗

j = const. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ
(
Ω2+(id−ω)ωEn−(Jt+2Jp)ω

2B−mω2A
)
w∗=ω2

(
N∑
j=0

mjrje
iα∗

j

)
a

Im[(wT
∗ a)e

−iα∗
j ] = 0, j = 1 . . . N.

(25)

Ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ïðè êîòîðîì îñåâàÿ ëèíèÿ âàëà ñîâïàäàåò ñ
îñüþ Oz, íàçîâåì ñáàëàíñèðîâàííûì (Ñ), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåñáàëàí-
ñèðîâàííûì (ÍÑ). Îñîáî âûäåëèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì îñü âàëà
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èñêðèâëåíà, íî öåíòð äèñêà ëåæèò íà îñè Oz. Ýòîò ðåæèì íàçîâåì ïñåâ-
äîñáàëàíñèðîâàííûì (ÏÑ).

Ðàññìîòðèì ñáàëàíñèðîâàííûé ðåæèì. Ïîëàãàÿ w∗ = 0, èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25) ïîëó÷èì

N∑
j=0

mjrje
iα∗

j = 0. (26)

Óñëîâèå (26) îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé áàëàíñè-
ðîâî÷íûìè øàðèêàìè è äèñáàëàíñîì, ëåæèò â òî÷êå O1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âñå øàðèêè èìåþò îäèíàêîâóþ ìàññó m1 è ëåæàò íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿ-
íèè r1 îò öåíòðà äèñêà. Â òàêîì ñëó÷àå, äâóõ øàðèêîâ îêàçûâàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû óðàâíîâåñèòü ëþáîé äèñáàëàíñ äëÿ êîòîðîãî m0r0 ≤ 2m1r1.

Îáîçíà÷èì çà ρρρ = wT
∗ a = ρ eiβ êîìïëåêñíûé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé

ïîëîæåíèå öåíòðà äèñêà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ ïñåâ-
äîñáàëàíñèðîâàííîãî ðåæèìà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà óñëîâèÿ: ρρρ = 0
è w∗ ̸= 0. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå (25) ñëåâà ñêàëÿðíî íà wT

∗ , ïîëó-
÷èì, ÷òî ïñåâäîñáàëàíñèðîâàííûé ðåæèì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè
d = 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25) ïîëó÷èì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ïñåâäîñáàëàíñèðîâàííîãî ðåæèìà

S11 +
S2
12(Jt + 2Jp)ω

2

1− S22(Jt + 2Jp)ω2
= 0, (27)

ãäå Sij ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì (14 - 16), ïîëîæèâ α =
√
ω.

Â ñëó÷àå íåñáàëàíñèðîâàííîãî ðåæèìà èìååì ρ ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå
âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé (25) áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèÿõ
β−α∗

j = πδj, ãäå δj ðàâíÿåòñÿ ëèáî 0, ëèáî 1. Ðàññìîòðèì ñóììó èç ïðàâîé
÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (25)

N∑
j=0

mjrje
iα∗

j = m0 +
N∑
j=1

mjrje
i(β−πδj) = m0(1 + eiβσ), (28)

ãäå σ =
1

m0

N∑
j=1

mjrje
−iπδj ∈ R. Ïàðàìåòð σ íàçîâåì áàëàíñèðîâî÷íûì êî-

ýôôèöèåíòîì. Ôèçè÷åñêè áàëàíñèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò îïðåäåëÿåò ïî-
ëîæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû øàðèêîâ íà ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òåêóùåå
ïîëîæåíèå öåíòðà äèñêà ñ åãî ïîëîæåíèåì íà íåèñêðèâëåííîì âàëó.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíû íåñáàëàíñèðîâàííûå
ðåæèìû: σ > 0 � îáîçíà÷èì êàê ðåæèì ÍÑ1, σ < 0 � îáîçíà÷èì êàê
ðåæèì ÍÑ2, σ = 0 � îáîçíà÷èì êàê ðåæèì ÍÑ3. Ðåæèìû ÍÑ1 è ÍÑ2
èìåþò ìåñòî, êîãäà öåíòð ìàññ áàëàíñèðîâî÷íûõ øàðèêîâ íàõîäèòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî íà áîëüøåì èëè ìåíüøåì ðàññòîÿíèè îò íåèñêðèâëåííîãî ïîëî-
æåíèÿ öåíòðà âàëà, ÷åì åãî òåêóùåå ïîëîæåíèå. Â ðåæèìå ÍÑ3 öåíòð ìàññ
áàëàíñèðîâî÷íûõ øàðèêîâ ñîâïàäàåò ñ òåêóùèì ïîëîæåíèåì öåíòðà âàëà.

Ïîäñòàâèâ (28) â ïåðâîå óðàâíåíèå (25), ïîëó÷èì

Rw∗ = ω2m0

(
1 + eiβσ

)
a, (29)
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ãäå R = Ω2+ω(id−ω)En − (Jt+2Jp)ω
2B−mω2A. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöó

R òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (8), ïîýòîìó äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
(9). Âûðàæàÿ èç óðàâíåíèÿ (29) w∗ è óìíîæàÿ åãî ñêàëÿðíî íà âåêòîð a,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî àìïëèòóäû ρ êîðíè êîòîðîãî ðàâíû

ρ=ω2m0

(
σRe[aTR−1a]±

√
Re[aTR−1a]2 + (1−σ2) Im[aTR−1a]2

)
. (30)

Ðèñ. 4. À×Õ è Ô×Õ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ òèïà ÍÑ1

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû è ôàçû îò ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ äëÿ ðåæèìà ÍÑ1. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåñáàëàíñèðîâàííûõ
ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, îáóñëîâëåííûå ïîëîæèòåëüíîñòüþ àìïëèòóäû ρ,
ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Ðåæèì Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ Êîë-âî êîðíåé
0 < σ < 1 1

ÍÑ1 σ = 1, Re[aTR−1a] > 0 1
σ > 1, Re[aTR−1a] ≥

√
σ2 − 1| Im[aTR−1a]| 2

−1 < σ < 0 1
ÍÑ2 σ = −1, Re[aTR−1a] < 0 1

σ < −1, Re[aTR−1a] ≤ −
√
σ2 − 1| Im[aTR−1a]| 2

ÍÑ3 σ = 0 1

Òàáëèöà 1. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåæèìîâ ÍÑ1, ÍÑ2 è ÍÑ3

Â ðàçäåëå 2.3 ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû (24), ïóòåì àíàëèçà óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ.
Ïóñòü ∆w è ∆αj, j = 1, 2, . . . N � ìàëûå îòêëîíåíèÿ îáîáùåííûõ êîîðäè-
íàò îò ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé. Ïîäñòàâëÿÿ αj = α∗

j +∆αj, w = w∗ +∆w
â óðàâíåíèÿ (24), ðàçëàãàÿ â ðÿä ïî ìàëûì îòêëîíåíèÿì, ïðåíåáðåãàÿ ìà-
ëûìè âòîðîãî ïîðÿäêà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî w∗ è α∗

j óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå
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óðàâíåíèé (25), ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

(En+JtB+mA)(∆ẅ+2iω∆ẇ−ω2∆w)+(2iJpωB+dEn)(∆ẇ+iω∆w)

+
N∑
j=1

mjrj(i∆α̈j − 2∆α̇jω − iω2∆αj)e
iα∗

ja+Ω2∆w = 0,

∆α̈j+
1

rj
Im[(∆ẅ+2iω∆ẇ−ω2∆w+iω2∆αjw∗)

Te−iα∗
j ]a

+dj∆α̇j = 0, j = 1, . . . , N.

(31)

Èùåì ðåøåíèå (31) â âèäå ∆w = w0eλt è ∆αj = α0
je

λt. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

Re

[
(λ+iω)4

(
N∑
j=1

mjrje
i(α∗

k−α∗
j )α0

j

)
aTR−1(λ)a− ω2e−iα∗

kρρρα0
k

]
− (λ+ dk)rkλα

0
k = 0, k = 1, . . . , N,

(32)

ãäå R(λ) = (En + JtB+mA)(λ+ iω)2 + (2iJpωB+ d En)(λ+ iω) +Ω2.
Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñáàëàíñèðîâàííîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà â

ñëó÷àå, êîãäà ÀÁÓ èìååò äâà áàëàíñèðîâî÷íûõ øàðèêà îäèíàêîâîé ìàññû
è d1 = d2. Ïîñêîëüêó (32) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî α0

1 è α0
2, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ

íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü åå áûë ðàâåí íóëþ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïî-
ëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ λ∣∣∣∣1− (λ+ d1)λ

m1(λ+ iω)4aTR−1(λ)a

∣∣∣∣2 = (cos 2α∗
2)

2. (33)

Ïóñòü λs, s = 0, 1, . . . � êîðíè óðàâíåíèÿ (33), óïîðÿäî÷åííûå ïî

âîçðàñòàíèþ. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî λ0
s ≈ −d

2
± iνs ïðè |λs| >> 1. Òî

åñòü äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî ìîäóëþ êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
èìåþò îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êîí-
ñòàòèðîâàòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ñáàëàíñèðîâàííîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà
îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (33).

Óñòîé÷èâîñòè ïñåâäîñáàëàíñèðîâàííîãî ðåæèìà îïðåäåëÿåòñÿ êîðíÿ-
ìè óðàâíåíèÿ (32), êîòîðîå ïðè N = 1 è ρρρ = 0, ïðèíèìàåò âèä

Re
[
(λ+ iω)4aTR−1(λ)a

]
m1 − (λ+ d1)λ = 0. (34)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè áîëåå îäíîãî áàëàíñèðîâî÷íîãî øàðèêà
(N > 1) ñèñòåìà (32) ñòàíîâèòñÿ íåðàçðåøèìà, òàê êàê ïðè ëþáûõ çíà÷åíèé
α∗
j ñóùåñòâóåò ñâîé ïñåâäîñáàëàíñèðîâàííûé ðåæèì. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîñáàëàíñèðîâàííîãî ðåæèìà (27), çàìåòèì, ÷òî âûðàæå-
íèå äëÿ aTR−1(0)a áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, λ = 0
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (34). Ïîýòîìó ýòîò ðåæèì ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷è-
âûì äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ.
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Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè íåñáàëàíñèðîâàííûõ ðåæèìîâ ÍÑ1, ÍÑ2
è ÍÑ3 âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì (32). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α∗

j = β − πδj è |wT
∗ a| =

ρρρ = ρeiβ, ïîëó÷èì ñèñòåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

((λ+dk)rkλ+ω
2eiπδkρ)α0

k−

(
N∑
j=1

mjrje
iπ(δj−δk)α0

j

)
Re[(λ+iω)4aTR−1(λ)a]=0. (35)

Ðàññìîòðèì ðåæèì ÍÑ2. Ïðèðàâíÿâ íóëþ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (35),
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λ[

(λ+ d1)r1λ− ω2ρ = 0
(λ+ d1)r1λ− ω2ρ− 2m1r1Re[(λ+ iω)4aTR−1(λ)a] = 0

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðåæèìà ÍÑ2 ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ðåæèì âñåãäà
íåóñòîé÷èâ, òàê êàê ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ −ω2ρ âñåãäà ìåíüøå
íóëÿ.

Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (35) äëÿ ðåæèìà ÍÑ3
ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

−2λ(λ+d1)m1r
2
1 Re[(λ+iω)4aTR−1(λ)a]+(λ(λ+ d1)r1)

2−
(
ω2ρ
)2

= 0. (36)

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (36) ñâîáîäíûé ÷ëåí cn è êîýôôèöèåíò
ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè c0 áóäóò ðàâíû

cn = −ω4ρ2, c0 = 1− 2m1

(
1 + |b|2Jt

|a|2(1 + |b|2Jt)− (aTb)2Jt
+m

)−1

.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (aTb) ≤ |a||b| ñëåäóåò, ÷òî c0 > 0,
ïîýòîìó ðåæèì ÍÑ3 íåóñòîé÷èâ.

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ðåæèìà ÍÑ1. Äëÿ íåãî óñëîâèå ðàâåíñòâà
íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû (35) ïðèìåò âèä[

(λ+ d1)r1λ+ ω2ρ = 0
(λ+ d1)r1λ+ ω2ρ− 2m1r1Re[(λ+ iω)4aTR−1(λ)a] = 0

(37)

Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîðíåé ïåðâîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé âñåãäà ìåíüøå íóëÿ.
Ïîâòîðèâ äåéñòâèÿ, ïðîäåëàííûå äëÿ ðåæèìà ÍÑ3, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè âòîðîãî ïîëèíîìà áîëüøå íóëÿ. Íàéäåì
ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî ïîëèíîìà

cn = ±ω4
√
m2

0Re[a
TR−1a]2 + (m2

0 − 4m2
1r

2
1) Im[aTR−1a]2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30) ñî çíàêîì ìèíóñ ïåðåä êîðíåì,
ñóùåñòâóþùåå ïðè σ > 1 (òàáëèöà 1), íåóñòîé÷èâî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ. Äëÿ |λ| >> 1 âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (37) ìîæíî ïðèâåñòè
ê âèäó ýêâèâàëåíòíîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ óðàâíîâåøåííîãî
ðåæèìà (33). Ïîýòîìó óñòîé÷èâîñòü âåðõíåé âåòâè ðåæèìà ÍÑ1 (ñî çíàêîì
ïëþñ ïåðåä êîðíåì) òàêæå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ìàëûìè êîðíÿìè.



16

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâûì êîðíÿì âîñïîëü-
çóåìñÿ êðèòåðèåì Ðàóñà è ìåòîäîì D-ðàçáèåíèé, à òàêæå èíòåãðàëüíûì
êðèòåðèåì óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà àðãóìåí-
òà Êîøè. Äëÿ ðåæèìîâ Ñ (ðèñ. 5) è ÍÑ1 ñòðîÿòñÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèå
äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè, ïîêàçûâàþùèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ïðè êîòî-
ðûõ äàííûå ðåæèìû óñòîé÷èâû. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè
äèàãðàììàìè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ìîäåëåé ðîòîðà ñ íåâåñîìûì âàëîì.

Ðèñ. 5. Äèàãðàììû óñòîé÷èâîñòè ñáàëàíñèðîâàííîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåæè-
ìà â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (d, ω) äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ðîòîðà

Â ðàçäåëå 2.4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ñèñòåìû. Ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè, îòîáðà-
æàþùèå äèíàìèêó ïðîöåññà âûõîäà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ïðè âðàùå-
íèè ðîòîðà ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðó-
æåí óñòàíîâèâøåéñÿ ïðåäåëüíûé öèêë äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ëåæàùèõ
â îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Êðîìå òîãî ìîäåëèðó-
åòñÿ íåñòàöèîíàðíûé ïåðåõîä ÷åðåç ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ñ öåëüþ îöåíêè
ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àâòîáàëàíñèðóþùåãî óñòðîéñòâà.

Â çàêëþ÷åíèè èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè.
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