
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Ãîðÿ÷êî Åâãåíèé Åâãåíüåâè÷

ÕÀÐÀÊÒÅÐÛ ÃÐÓÏÏÛ
ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÅÐÅÊËÀÄÛÂÀÍÈÉ

01.01.06 � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2011



Ðàáîòà âûïîëíåíà â ëàáîðàòîðèè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè Ó÷ðåæäåíèÿ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
îòäåëåíèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ÂÅÐØÈÊ Àíàòîëèé Ìîèñååâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ÂÀÂÈËÎÂ Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò)

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ÂÈÍÁÅÐÃ Ýðíåñò Áîðèñîâè÷
(Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà)

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. À. È. Ãåðöåíà

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ � � 2011 ã. â ÷àñîâ íà çàñåäàíèè ñîâåòà
Ä 212.232.29 ïî çàùèòå äîêòîðñêèõ è êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé ïðè Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó: 191023, Ñàíêò-Ïå-
òåðáóðã, íàá. ð. Ôîíòàíêè, ä. 27, àóä. 311.

Àäðåñ äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà: 198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ñòàðûé Ïåòåð-
ãîô, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 28.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Íàó÷íîé áèáëèîòåêå èì. Ì. Ãîðü-
êîãî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: 199034,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., ä. 7/9.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí � � 2011 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Íåæèíñêèé Â. Ì.



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ õàðàêòåðû è ïðåäñòàâëå-
íèÿ íåêîòîðûõ ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ãðóïï, òî åñòü èíäóêòèâíûõ ïðåäåëîâ íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ãðóïï. Óæå èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíî-
êîíå÷íûõ ãðóïï âèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå âîïðîñû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ
ãðóïï åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ê âîïðîñàì î ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ êîíå÷íûõ ãðóïï. Ýòà èäåÿ ðåàëèçóåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ìåòî-
äå, ïðåäëîæåííîì À. Ì. Âåðøèêîì è Ñ. Â. Êåðîâûì â 1980-õ ãîäàõ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ãðóïï åñòåñòâåííî ñâÿçà-
íà ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé àïïðîêñèìàòèâíî-êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð, òî åñòü
èíäóêòèâíûõ ïðåäåëîâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ êîíå÷íîìåðíûõ C*-àë-
ãåáð (ãðóïïîâûå C*-àëãåáðû ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþò-
ñÿ òàêèìè àëãåáðàìè), ðàçâèòîé â ðàáîòàõ Î. Áðàòòåëè (1972 ã.), Ã. Ýëëèîòòà
(1976 ã.), Ý. Ýôôðîñà, Ä. Õàíäåëüìàíà è ×. Øåíà (1980 ã.) è äðóãèõ.

Îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ
ãðóïï ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè K0-ôóíêòîðîâ è íåðàçëîæèìûõ õàðàêòå-
ðîâ êîíêðåòíûõ ãðóïï. Ïîæàëóé, ñàìûì èíòåðåñíûì ïðèìåðîì çäåñü ÿâëÿåò-
ñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S∞ � èíäóêòèâíûé ïðåäåë ñèììåòðè-
÷åñêèõ ãðóïï Sn, ãäå n ∈ N ∪ {0}, îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ âëîæåíèé. K0-
ôóíêòîð è íåðàçëîæèìûå õàðàêòåðû ýòîé ãðóïïû áûëè îïèñàíû â ñåðèè ðà-
áîò À. Ì. Âåðøèêà è Ñ. Â. Êåðîâà (1981, 1983, 1985 ãã.). Îïèñàíèå K0-ôóíê-
òîðà ãðóïïû S∞ îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Íåðàçëîæèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû S∞ îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìî-
ùè ýðãîäè÷åñêîãî ìåòîäà. Åãî ðåàëèçàöèÿ â äàííîì ñëó÷àå ñîñòîèò â èññëå-
äîâàíèè àñèìïòîòèêè íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï Sn ïðè åñòåñòâåííûõ
âëîæåíèÿõ (ñëàáûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêèõ õàðàêòåðîâ ñóòü íå-
ðàçëîæèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû S∞). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òåî-
ðåìå î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï Sn. Åå äîêà-
çàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ ôàêòîâ î ïðåäñòàâëåíèÿõ ýòèõ ãðóïï.
Ñðåäè äðóãèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìû îòìåòèì ïîäõîä
Ý. Òîìà, ñâÿçàííûé ñ òåîðèåé öåëûõ ôóíêöèé (1964 ã.), ïîëóãðóïïîâîé ìåòîä
Ã. È. Îëüøàíñêîãî è À. Þ. Îêóíüêîâà (1990-å ãîäû), íîâûé ìåòîä À. Ì. Âåð-
øèêà, ñâÿçàííûé ñ íåñâîáîäíûìè äåéñòâèÿìè ãðóïï (2010 ã.).

3



Êðîìå îïèñàííîãî âûøå ïðèìåðà ãðóïïû S∞ àíàëîãè÷íûå âîïðîñû áûëè
ðåøåíû äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû íàä êîíå÷íûì ïîëåì
(Õ.-Ë. Ñêóäëàðåê, 1976 ã.), áåñêîíå÷íîìåðíîé óíèòàðíîé ãðóïïû (Ä. Âîéêó-
ëåñêó, 1976 ã.; À. Ì. Âåðøèê è Ñ. Â. Êåðîâ, 1982 ã.), ðàçëè÷íûõ ãðóïï ìàòðèö
íàä ñ÷åòíûìè ïîëÿìè íåíóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè (À. Ì. Âåðøèê è Ê. Ï. Êî-
õàñü, 1990 ã.; Ê. Ï. Êîõàñü, 2001 è 2002 ãã.).

Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäíà ãðóïïà òà-
êîãî òèïà � ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ ïåðåêëàäûâàíèé ïîëóèíòåðâàëà [0, 1) (ìû
áóäåì íàçûâàòü åãî �îòðåçîê�). Îíà ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ñèììåòðèé îòðåç-
êà, ÷òî äåéñòâèå êàæäîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëàäûâàíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîëóèíòåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå îòðåçêà.
Ýòà ãðóïïà � ïëîòíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå âñåõ àâòîìîðôèçìîâ îòðåçêà êàê
ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäå-
ëîì ãðóïï Sn, ãäå n ∈ N, îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ âëîæåíèé. Ãðóïïà ïå-
ðåêëàäûâàíèé (èëè áëèçêèå ãðóïïû) ðàíåå âîçíèêàëà â ëèòåðàòóðå â êîíòåê-
ñòå ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè (À. Ì. Âåðøèê, 1974 ã.), òåîðèè ãðóïï (Í. Â. Êðîø-
êî è Â. È. Ñóùàíñêèé, 1998 ã.) è â ñâÿçè ñ äðóãèìè âîïðîñàìè. Ìû îïèñûâà-
åì K0-ôóíêòîð ýòîé ãðóïïû êàê êîëüöî Ðèññà è âñå åå íåðàçëîæèìûå õàðàê-
òåðû. Äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðîâ ìû èñïîëüçóåì ýðãîäè÷åñêèé ìåòîä; êàê è â
ñëó÷àå ãðóïïû S∞, îí ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó
íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ ôàêòîâ î õàðàêòåðàõ ãðóïï Sn.

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ìû ðàáîòàåì ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè êîíå÷íûõ
ãðóïï, îäíàêî ìîòèâàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è ñâÿçàíà ñ áåñêîíå÷-
íîìåðíîé òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé. Â 1998-ì ãîäó À. Ì. Âåðøèê è Ñ. Â. Êåðîâ
îïðåäåëèëè ëîêàëüíî-êîìïàêòíóþ ãðóïïó GLB(q); îíà ñîñòîèò èç ïî÷òè òðå-
óãîëüíûõ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ
òåîðåòèêî-ïðåäñòàâëåí÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èìåííî ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âèëüíûì �q-àíàëîãîì� ãðóïïû S∞: åå íåðàçëîæèìûå õàðàêòåðû â ñóùåñòâåí-
íîé ÷àñòè îïèñûâàþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ íåðàçëîæèìûìè õàðàêòåðàìè ãðóïïû
S∞ (÷òî ñîâåðøåííî íå âåðíî äëÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû áåñêîíå÷íûõ ìàò-
ðèö). Íà êîíå÷íîì óðîâíå ðàññìîòðåíèå ãðóïïû GLB(q) ïðèâîäèò ê îïðåäå-
ëåíèþ ïàðàáîëè÷åñêèõ âëîæåíèé ãðóïïîâûõ àëãåáð ãðóïï GL(n, q) (èõ ïðå-
äåëîì ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâàÿ àëãåáðà Áðþà�Øâàðöà ãðóïïû GLB(q)).
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Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ïàðàáîëè÷åñêèõ âëîæåíèé, êîòîðîå òàêæå îáúåäèíÿ-
åò ãðóïïû GLB(q) è S∞, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåòâëåíèå ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï
GL(n, q) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ ýòèìè âëîæåíèÿìè (ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ), ïðîñòîå. Ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê ñëåäñòâèå
ãëóáîêîé òåîðèè, â êîòîðîé äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïï GL(n, q), ðàçâèòîé â ðàáîòàõ Äæ. À. Ãðèíà (1955 ã.), Ñ. È. Ãåëü-
ôàíäà (1970 ã.), Ä. Ê. Ôàääååâà (1974 ã.) è À. Â. Çåëåâèíñêîãî (1981 ã.). Ìû
äàåì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû âåòâëåíèÿ, íå çàâèñÿùåå îò êëàññèôè-
êàöèè âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï GL(n, q).

Öåëè ðàáîòû. Îñíîâíûå öåëè ðàáîòû ñîñòîÿò â ðåàëèçàöèè àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ïîäõîäà ê îïèñàíèþ K0-ôóíêòîðà è íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû
ïåðåêëàäûâàíèé è â îòûñêàíèè ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû âåòâëåíèÿ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï GL(n, q) ïðè ïàðàáîëè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êàê îáùèå ìåòîäû òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé, òàê è ñïåöèôè÷åñêèå êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, ñâÿçàííûå
ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï, è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ðàçðà-
áîòàííûå â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ãðóïï.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå K0-ôóíêòîðà è íåðàç-
ëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû ïåðåêëàäûâàíèé. Â ðàìêàõ ýðãîäè÷åñêîãî ìåòî-
äà äîêàçàíà áîëåå îáùàÿ òåîðåìà (îïèñàíèå õàðàêòåðîâ ÿâëÿåòñÿ åå ñëåäñòâè-
åì) îá àñèìïòîòèêå íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï Sn ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ
âëîæåíèÿõ. Íàéäåí íîâûé ïðÿìîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîòû âåòâëåíèÿ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï GL(n, q) ïðè ïàðàáîëè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé è âòîðîé ãëàâ äèññåðòàöèè ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè. Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïðÿìîé ñïîñîá
äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ïåðâûõ äâóõ ãëàâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåé-
øåì èññëåäîâàíèè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû ïåðåêëàäûâàíèé è â ðåøå-
íèè äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ è àíàëèòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé ãðóï-
ïîé. Ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû ìîæåò áûòü ïîëåçåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ è áîëåå
ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï GL(n, q) è GLB(q).
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå
ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ÏÎÌÈ ÐÀÍ, à òàêæå íà
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Noncommutative harmonic analysis, theory of
group representations, and quanti�cation� (Òàìáîâ, Ðîññèÿ, 2009 ã.) è �Groups
and their actions� (Áåíäëåâî, Ïîëüøà, 2010 ã.) è íà ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè
�Ìàòåìàòèêà � XXI âåê. 70 ëåò ÏÎÌÈ� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2010 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [1�5]. Â ðà-
áîòå [2] äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû îá àñèìï-
òîòèêå íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï Sn ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ âëîæåíèÿõ, à
òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîëè÷åñòâî êëåòîê ïîä
ïåðâîé ñòðîêîé äèàãðàììÞíãà ñòàáèëèçèðóåòñÿ; äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, ïîëó÷åíî ñîâìåñòíî ñ Ô. Â. Ïåòðîâûì. Ñòà-
òüè [1�3] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è 3
ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû è ïîäðàçäåëû. Òåêñò äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 55
ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 37 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå ê äèññåðòàöèè íà÷èíàåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåî-
ðèè ïðåäñòàâëåíèé ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ãðóïï è èçëîæåíèÿ êðàòêîé èñòîðèè
èçó÷àåìîãî êðóãà âîïðîñîâ è ïðèìåðîâ îïèñàíèÿ K0-ôóíêòîðà è íåðàçëîæè-
ìûõ õàðàêòåðîâ (ýòè ïîíÿòèÿ îïðåäåëåíû íèæå) äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ëî-
êàëüíî-êîíå÷íûõ ãðóïï. Äàëåå G åñòü ëîêàëüíî-êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå. K0-ôóíêòîð K0(G) åñòü óïîðÿäî÷åííàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ ïî-
ðÿäêîâîé åäèíèöåé, ñîñòîÿùàÿ èç êëàññîâ èçîìîðôèçìà êîíå÷íî-ïîðîæäåí-
íûõ ïðîåêòèâíûõ âèðòóàëüíûõ G-ìîäóëåé. Êîíóñ íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåí-
òîâ K0-ôóíêòîðà ñîñòîèò èç èñòèííûõ G-ìîäóëåé. Ïîðÿäêîâàÿ åäèíèöà K0-
ôóíêòîðà � G-ìîäóëü, îòâå÷àþùèé ðåãóëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû G.
Ôóíêöèÿ χ : G → C � õàðàêòåð, åñëè χ öåíòðàëüíà (χ(gh) = χ(hg) äëÿ ëþ-
áûõ g, h ∈ G), íîðìèðîâàíà (χ(1) = 1), íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (ìàòðèöà(
χ(gig

−1
j )
)
16i,j6n

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ g1, . . . , gn ∈ G, n ∈ N).
Õàðàêòåð íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå íå-
òðèâèàëüíîé âûïóêëîé êîìáèíàöèè äðóãèõ õàðàêòåðîâ.
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Íåðàçëîæèìûå õàðàêòåðû êîíå÷íîé ãðóïïû ñóòü â òî÷íîñòè íîðìèðîâàí-
íûå (ïîäåëåííûå íà ðàçìåðíîñòü) íåïðèâîäèìûå õàðàêòåðû äàííîé ãðóïïû
â ñìûñëå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Äàëåå âî ââåäåíèè ìû îïðåäåëÿåì îñíîâíûå îáúåêòû, î êîòîðûõ áóäåò èä-
òè ðå÷ü â äèññåðòàöèè, ôîðìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, àíàëèçèðó-
åì èõ â êîíòåêñòå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè, è â çà-
âåðøåíèå îïèñûâàåì ñòðóêòóðó äèññåðòàöèè.

Â ãëàâå 1 ìû îïèñûâàåì K0-ôóíêòîð è íàõîäèì íåêîòîðûå àëãåáðàè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ïåðåêëàäû-
âàíèé; ýòó ãðóïïó ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç R. Ïðîöèòèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëå-
íèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðóïïîé R (â íèõ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå {0, . . . , n− 1}, à idn � åäèíè÷íûé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû).

Îïðåäåëåíèå 5. Áèåêöèþ g : [0, 1) → [0, 1) íàçîâåì ðàöèîíàëüíûì ïåðåêëà-

äûâàíèåì îòðåçêà, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëî n ∈ N, ïåðåñòàíîâêà u ∈ Sn è
ðàçáèåíèå

{
[x0, x1), . . . , [xn−1, xn)

}
îòðåçêà íà ïîëóèíòåðâàëû ñ ðàöèîíàëüíû-

ìè êîíöàìè, ÷òî g(x) = x−xi +xu(i) äëÿ âñåõ x ∈ [xi, xi+1), i ∈ {0, . . . , n−1}.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå u u v ∈ Slm, ãäå l,m ∈ N, ïåðåñòàíî-
âîê u ∈ Sl, v ∈ Sm � ïåðåñòàíîâêà, îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ z ∈ {0, . . . , lm−1}
ïî ôîðìóëå u u v(z) = m u(bz/mc) + v(z mod m).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïåðèîäè÷åñêîå âëîæåíèå ãðóïïû Sl â ãðóïïó Slm åñòü ñî-
ïîñòàâëåíèå êàæäîé ïåðåñòàíîâêå u ∈ Sl ïåðåñòàíîâêè u u idm ∈ Slm.

Îïðåäåëåíèå 8. Íàòóðàëüíûì õàðàêòåðîì χnat ãðóïïû R áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèþ, çíà÷åíèå êîòîðîé íà äàííîì ïåðåêëàäûâàíèè åñòü ìåðà ìíîæåñò-
âà íåïîäâèæíûõ îòíîñèòåëüíî íåãî òî÷åê îòðåçêà.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå π � ρ ∈ K0(Slm), ãäå l,m ∈ N,
îïðåäåëÿåìîå îïåðàöèåé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê, ïðåäñòàâëåíèé
π ∈ K0(Sl) è ρ ∈ K0(Sm) åñòü ïðåäñòàâëåíèå indSlm

Sl×Sm
(π ⊗ ρ) (çäåñü ìû ïîëà-

ãàåì, ÷òî Sl × Sm âêëàäûâàåòñÿ â Slm ïðè ïîìîùè îïåðàöèè u).

Ãðóïïà R ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì ãðóïï Sn, n ∈ N, îòíîñèòåëü-
íî ïåðèîäè÷åñêèõ âëîæåíèé (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî N óïîðÿäî÷åíî ïî
äåëèìîñòè). Âëîæåíèå Sn ↪→ R, ñîãëàñîâàííîå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè âëîæåíèÿ-
ìè, çàäàåòñÿ òàê: u 7→ gu, ãäå gu(x) = u(bxnc)+{xn}

n äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1).
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Ïðîäîëæåíèå ïî ëèíåéíîñòè îïåðàöèè � íà àáåëåâó ãðóïïó
⊕

n∈N K0(Sn)

îïðåäåëÿåò íà íåé ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîãî è êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäè-
íèöåé. K0-ôóíêòîð ãðóïïû R åñòü ôàêòîð àáåëåâîé ãðóïïû

⊕
n∈N K0(Sn) ïî

èäåàëó (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ �), ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè reg1− regn,
n ∈ N (çäåñü regn � ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Sn). Òàêèì îáðàçîì,
íà àáåëåâîé ãðóïïå K0(R) âîçíèêàåò àññîöèàòèâíîå è êîììóòàòèâíîå ôàêòîð-
óìíîæåíèå �, ïðåâðàùàþùåå åå â êîëüöî Ðèññà.

Â ðàçäåëå 1.2 ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå êîëüöà K0(R) â òåðìèíàõ ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé; äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ìû ââîäèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñòðóêòó-
ðó ìîíîèäà íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [ω1, . . . , ωs] ðàçáèåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ω1 + . . . + ωs

íà ñëàãàåìûå ω1, . . . , ωs ∈ N (ïîðÿäîê èõ ïåðå÷èñëåíèÿ íàì íå âàæåí, ïîýòî-
ìó ìû èñïîëüçóåì êâàäðàòíûå, à íå êðóãëûå ñêîáêè); ïóñòü P× � ìíîæåñò-
âî âñåõ ðàçáèåíèé. Îïåðàöèÿ u îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êëàññ ñîïðÿ-
æåííîñòè ðåçóëüòàòà åå ïðèìåíåíèÿ ê äàííûì ïåðåñòàíîâêàì íå çàâèñèò îò
çàìåíû ýòèõ ïåðåñòàíîâîê íà ñîïðÿæåííûå. Ïîëüçóÿñü ýòèì ñâîéñòâîì è òåì,
÷òî ðàçáèåíèÿ ïàðàìåòðèçóþò êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ñèììåòðè-
÷åñêèõ ãðóïïàõ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàöèÿ u îïðåäåëÿåò ôàêòîð-îïåðàöèþ
íà ìíîæåñòâå P×, êîòîðóþ ìû íàçûâàåì óìíîæåíèåì ðàçáèåíèé. Ìíîæåñòâî
P× � êîììóòàòèâíûé ìîíîèä îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ× àáåëåâó ãðóïïó ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íóëåâûì
ñâîáîäíûì ÷ëåíîì; ïóñòü pn ∈ Λ× � n-ÿ ñòåïåííàÿ ñóììà äëÿ ëþáîãî n ∈ N
è pω = pω1

· . . . · pωs
äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ω = [ω1, . . . , ωs]. Â ñèëó òîãî, ÷òî

ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëå-
íà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ñòåïåííûõ ñóìì, ãðóïïà Λ× âêëà-
äûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q îò ïåðåìåííûõ p1, p2, . . . ñ íó-
ëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ýòî ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ìîíîèäíîìó êîëüöó
Q[P×] ìîíîèäà P×, ðàññìàòðèâàåìîìó êàê ïðîñòðàíñòâî íàä Q. Ïåðåíåñåì
óìíîæåíèå èç Q[P×] â ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ; îáîçíà÷èì ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî òàêæå ÷åðåç Q[P×]. Íàêîíåö, îòîæäåñòâèì ãðóïïó Λ× ñ åå îáðàçîì ïðè
îïèñàííîì âûøå âëîæåíèè â êîëüöî Q[P×]. Â òåîðåìå 1.1 äîêàçàíî, ÷òî Λ×

åñòü ïîäêîëüöî ýòîãî êîëüöà, èçîìîðôíîå êîëüöó
⊕

n∈N K0(Sn); îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò î êîëüöå K0(R) ñîäåðæèòñÿ â ñëåäñòâèè èç ýòîé òåîðåìû.
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Ñëåäñòâèå. Êîëüöî K0(R) èçîìîðôíî ôàêòîðêîëüöó êîëüöà Λ× ïî èäåàëó,

ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè p1 − pn[1], n ∈ N (çäåñü n[1] = [1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n ðàç

]).

Â òåðìèíàõ õàðàêòåðîâ íàëè÷èå ñòðóêòóðû êîëüöà íà K0-ôóíêòîðå ãðóï-
ïû R âëå÷åò âàæíîå ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè åå íåðàçëîæèìûõ õàðàê-
òåðîâ; â ðàçäåëå 1.3 ñíà÷àëà ìû äîêàçûâàåì ýòî ñâîéñòâî è ñ åãî ïîìîùüþ
íàõîäèì ñ÷åòíóþ ñåðèþ íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû R.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü χ � õàðàêòåð ãðóïïû R; òîãäà îí íåðàçëîæèì, åñëè

è òîëüêî åñëè îí ìóëüòèïëèêàòèâåí îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè u (òî åñòü

χ(guuv) = χ(gu)χ(gv) äëÿ âñåõ u ∈ Sl, v ∈ Sm, l,m ∈ N).

Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ôóíêöèè χk
nat (ñì. îïðåäåëåíèå 8) ñóòü íåðàçëîæèìûå

õàðàêòåðû ãðóïïû R äëÿ âñåõ k ∈ N ∪ {0,∞}.

Îïèñàòü âñå íåðàçëîæèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû R áåç ïðèìåíåíèÿ äîïîë-
íèòåëüíûõ èäåé íå óäàåòñÿ, îäíàêî â ñëåäñòâèè èç òåîðåìû 1.3 ìû óñòàíàâ-
ëèâàåì åùå îäíî èõ ñâîéñòâî, êîòîðûì ìû âîñïîëüçóåìñÿ â ãëàâå 2.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü χ è u � íååäèíè÷íûé íåðàçëîæèìûé õàðàêòåð ãðóïïû

R è ïåðåñòàíîâêà, äëèíû öèêëîâ êîòîðîé íå âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíî-

ñòè, ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà χ(gu) = 0.

Ñâÿçü ìåæäó ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï Sn

âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ô. Ã. Ôðîáåíèóñà è È. Øóðà (1900-å ãîäû). Îïèñàíèå K0-
ôóíêòîðà ãðóïïû R è ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ìû ïîëó÷àåì ïî àíàëî-
ãèè ñ òåì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ãðóïïû S∞ (À. Ì. Âåðøèê è Ñ. Â. Êåðîâ,
1983 ã.). Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â [4] è ÷àñòè÷íî â [2].

Â ãëàâå 2 ìû äàåì îïèñàíèå âñåõ íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû R â
ðàìêàõ ýðãîäè÷åñêîãî ìåòîäà; ìû ïîëó÷àåì ýòî îïèñàíèå êàê ñëåäñòâèå òåî-
ðåìû 2.2 îá àñèìïòîòèêå íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï Sn ïðè ïåðèîäè-
÷åñêèõ âëîæåíèÿõ. Äàëåå ïîä êîôèíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà N
ìû ïîíèìàåì ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå êðàòíûå ëþáûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñåòü (χn)n∈N , ãäå N � êîôèíàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà N è χn � õàðàêòåð ãðóïïû Sn äëÿ âñåõ n ∈ N , ñëàáî ñõîäèòñÿ îòíî-

ñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ âëîæåíèé ê õàðàêòåðó χ ãðóïïû R, åñëè äëÿ âñåõ
l ∈ N è u ∈ Sl ÷èñëîâàÿ ñåòü

(
χlm(u u idm)

)
m∈( 1

l N)∩N ñõîäèòñÿ ê χ(gu).
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Òåîðåìà 2.1. Íåðàçëîæèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû R è òîëüêî îíè ñóòü ïðå-

äåëû ñëàáî ñõîäÿùèõñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðèîäè÷åñêèõ âëîæåíèé ñåòåé íåðàç-

ëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï Sn, n ∈ N.

Ýòà òåîðåìà åñòü ñëåäñòâèå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãðóïïû R îáùåé òåîðåìû îá
àïïðîêñèìàöèè íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ëîêàëüíî-êîíå÷íûõ ãðóïï. Äàëåå
ìû ôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ãëàâû 2; èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó ñîâìåñò-
íî ñ òåîðåìîé 2.1, ìû ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå îá îïèñàíèè íåðàçëîæèìûõ õàðàê-
òåðîâ ãðóïïû R. Ìû ðàáîòàåì ñ íåðàçëîæèìûìè õàðàêòåðàìè ãðóïï Sn, èñ-
ïîëüçóÿ êëàññè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè è äèàãðàììàìè Þíãà. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Yn, ãäå n ∈ N ∪ {0}, ìíîæåñòâî äèàãðàìì Þíãà ñ n êëåòêàìè,
à ÷åðåç χλ � íåðàçëîæèìûé õàðàêòåð ãðóïïû Sn, ñîîòâåòñòâóþùèé λ ∈ Yn;
ïóñòü r1(λ) è c1(λ) � äëèíû ïåðâûõ ñòðîêè è ñòîëáöà äèàãðàììû λ.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü (λn)n∈N ∈
∏

n∈N Yn. Òîãäà ñõîäèìîñòü ñåòè (χλn
)n∈N

íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï ýêâèâàëåíòíà ñõîäèìî-

ñòè ÷èñëîâîé ñåòè
(
n−max(r1(λn), c1(λn))

)
n∈N, ïðè÷åì åñëè ýòà ñåòü ñõî-

äèòñÿ ê k ∈ N ∪ {0,∞}, òî ñåòü (χλn
)n∈N ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðó χk

nat.

Ñëåäñòâèå. Íåðàçëîæèìûå õàðàêòåðû ãðóïïû R èñ÷åðïûâàþòñÿ õàðàêòå-

ðàìè χk
nat äëÿ âñåõ k ∈ N ∪ {0,∞}.

Êàê âèäíî, â òåîðåìå 2.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò, ÷åì
òîëüêî îïèñàíèå íåðàçëîæèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû R; îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ãëà-
âû 2 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2; â íåì âîçíèêàåò íåñêîëüêî ôàê-
òîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Îíî íà÷èíàåòñÿ ñî ñâåäåíèÿ
òåîðåìû 2.2 ê ñëåäóþùåé òåîðåìå ñ áîëåå ïðîñòîé ôîðìóëèðîâêîé.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü (λn)n∈N ∈
∏

n∈N Yn (ãäå N � êîôèíàëüíîå ïîäìíîæå-

ñòâî â N), r1(λn) > c1(λn) äëÿ ëþáûõ n ∈ N , limn∈N(n− r1(λn)) = k; òîãäà

ñåòü (χλn
)n∈N ñëàáî ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðó χk

nat, òî åñòü äëÿ ëþáûõ l ∈ N è

u ∈ Sl ìû èìååì limm∈( 1
l N)∩N χλlm

(u u idm) = χk
nat(gu).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3 ðàñïàäàåòñÿ íà äâà áîëüøèõ ñëó÷àÿ: k < ∞
è k = ∞. Â ïåðâîì èç íèõ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñïåöèàëüíîé ôîðìóëû
äëÿ õàðàêòåðîâ χλ, óäîáíîé äëÿ ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ âëî-
æåíèÿõ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ðàáîòàåì íàïðÿìóþ ñ êëàññè÷åñêèì ïðàâèëîì
Ìóðíàãàíà�Íàêàÿìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðîâ.
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Â ðàçäåëå 2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé k < ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χλ, ãäå
λ ∈ Yn è n ∈ N ∪ {0}, íåíîðìèðîâàííûé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû Sn,
ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå λ; òîãäà χλ = χλ

χλ(idn) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç al(u), ãäå
u ∈ Sn, à l ∈ N, ÷èñëî öèêëîâ äëèíû l â öèêëîâîé çàïèñè ïåðåñòàíîâêè u (â
÷àñòíîñòè, a1(u) ðàâíî ÷èñëó íåïîäâèæíûõ òî÷åê); òîãäà χnat(gu) = a1(u)/l.
Òåîðåìà 2.3 â ñëó÷àå k < ∞ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü (λn)n∈N ∈
∏

n∈N Yn (ãäå N � êîôèíàëüíîå ïîäìíîæå-

ñòâî â N), n− r1(λn) = k äëÿ ëþáûõ n ∈ N ; òîãäà äëÿ ëþáûõ l ∈ N è u ∈ Sl

ìû èìååì limm∈( 1
l N)∩N

(
χλlm

(u u idm)/χλlm
(idlm)

)
= (a1(u)/l)k.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäñòàâëÿþùåãî íåçàâèñèìûé èíòåðåñ
ñâîéñòâà ïîëèíîìèàëüíîñòè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ ãðóïï Sn. Åãî ñìûñë
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåëè÷èíà χλ(u) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñïåöèàëüíîãî
âèäà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ a1(u), a2(u), . . ., çàâèñÿùèì òîëüêî îò ôîðìû
äèàãðàììû λ ïîä ïåðâîé ñòðîêîé. Ïîëèíîìèàëüíîñòü íåïðèâîäèìûõ õàðàê-
òåðîâ ãðóïï Sn äîêàçàíà â òåîðåìå 2.5. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ýòó òåî-
ðåìó, ïðîèëëþñòðèðóåì åå íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ (â ýòèõ ïðèìåðàõ è äà-
ëåå ÷åðåç (λ1, . . . , λc), ãäå c ∈ N ∪ {0}, λ1, . . . , λc ∈ N è λ1 > . . . > λc, îáîçíà-
÷àåòñÿ äèàãðàììà, äëèíû ñòðîê êîòîðîé ñóòü ÷èñëà λ1, . . . , λc):

• χ(n−1,1)(u) = a1(u)− 1;
• χ(n−2,2)(u) = 1

2a1(u)(a1(u)− 3) + a2(u);
• χ(n−2,1,1)(u) = 1

2(a1(u)− 1)(a1(u)− 2)− a2(u).

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü j ∈ N ∪ {0} è µ ∈ Yj; òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ìíî-

ãî÷ëåí Pµ îò ïåðåìåííûõ a1, . . . , aj ñòåïåíè j, ÷òî

(1) äëÿ ëþáûõ n ∈ N ∪ {0}, ãäå n > 2j, è u ∈ Sn, ìû èìååì χ(n−j)∪µ(u) =

= Pµ(a1(u), . . . , aj(u)) (çäåñü (n − j) ∪ µ åñòü äèàãðàììà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç

äèàãðàììû µ äîáàâëåíèåì ïåðâîé ñòðîêè äëèíû n− j);

(2) ñòàðøóþ ñòåïåíü j â Pµ èìååò òîëüêî îäíî÷ëåí
χµ(idj)

j! aj
1.

Ðàçäåë 2.3 ïîñâÿùåí ñëó÷àþ k = ∞; èñïîëüçóÿ òî, ÷òî χ∞nat = δid � äåëü-
òà-ôóíêöèÿ â åäèíèöå íà ãðóïïå R, ìû ñâîäèì åãî ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü (λn)n∈N ∈
∏

n∈N Yn (ãäå N � êîôèíàëüíîå ïîäìíîæå-

ñòâî â N), r1(λn) > c1(λn) äëÿ ëþáûõ n ∈ N , limn∈N(n− r1(λn)) = ∞; òîãäà

äëÿ ëþáûõ l ∈ N è u ∈ Sl \ {idl} ìû èìååì limm∈( 1
l N)∩N χλlm

(u u idm) = 0.
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Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 1.3, ñíà÷àëà ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî òåîðå-
ìó 2.6 íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî äëÿ ïåðåñòàíîâîê u ∈ Sl \ {idl}, äëè-
íû öèêëîâ êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè. Ïóñòü u � òàêàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà; îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî öèêëîâ ýòîé ïåðåñòàíîâêè ÷åðåç c, à èõ äëè-
íû � ÷åðåç l1, . . . , lc; òîãäà l1 + . . . + lc = l è gcd(l1, . . . , lc) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü m ∈ N; òîãäà m-ïîðÿäîê åñòü ðàçáèåíèå îòðåçêà
{1, 2, . . . , lm} íà cm îòðåçêîâ äëèí l1, . . . , l1︸ ︷︷ ︸

m ðàç

, l2, . . . , l2︸ ︷︷ ︸
m ðàç

, . . . , lc, . . . , lc︸ ︷︷ ︸
m ðàç

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Om ìíîæåñòâî âñåõ m-ïîðÿäêîâ. ßñíî, ÷òî ëþáîé m-ïî-
ðÿäîê σ çàäàåò óïîðÿäî÷èâàíèå äëèí öèêëîâ ïåðåñòàíîâêè u u idm. Äëÿ ëþ-
áîãî i ∈ {1, . . . , cm} îáîçíà÷èì i-þ èç ýòèõ äëèí ÷åðåç σi. Êðîìå òîãî, ïóñòü
(λn)n∈N � ñåòü äèàãðàìì, óêàçàííàÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.6.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü m ∈ (1
l N) ∩ N è σ ∈ Om; òîãäà σ-çàìîùåíèå ζ �

òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì ( ) = λζ
0 ⊂ . . . ⊂ λζ

cm = λlm, ÷òî äëÿ âñåõ
i ∈ {1, . . . , cm} ìû èìååì: λζ

i /λ
ζ
i−1 � êîñîé êðþê (òî åñòü ñâÿçíàÿ êîñàÿ äèà-

ãðàììà, íå ñîäåðæàùàÿ ïîääèàãðàììû (2, 2)), ñîñòîÿùèé èç σi êëåòîê.

Äëÿ ëþáîãî σ ∈ Om îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(σ) ìíîæåñòâî âñåõ σ-çàìîùåíèé.
Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ìóðíàãàíà�Íàêàÿìû, ìû èìååì

χλlm
(u u idm) = (−1)cm

∑
ζ∈Z(σ)

(−1)
∑cm

i=1(âûñîòà êðþêà λζ
i /λζ

i−1).

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî |χλlm
(uu idm)| 6 |Z(σ)| äëÿ âñåõ σ ∈ Om. Îñíîâíàÿ

èäåÿ äàëüíåéøåãî ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ýòîé îöåíêå ìû ïåðåõî-
äèì ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ôóíêöèè σ 7→ |Z(σ)| îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîé ñïåöèàëüíîé ìåðû αm íà ìíîæåñòâå Om. Òîãäà äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 2.6 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî îæèäàíèå âåëè÷èíû |Z(σ)| áåñêîíå÷íî
ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ χλlm

(idlm) ïðè m → ∞. Ìû ïðîâåðÿåì ýòîò ôàêò ñ ïî-
ìîùüþ ðàçëè÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ è êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Sn ñâÿçàíà ñ èìåíàìè À. Þí-
ãà, Ô. Ã. Ôðîáåíèóñà, È. Øóðà, Â. Øïåõòà (1900�1930-å ãîäû). Ýðãîäè÷åñêèé
ìåòîä ïåðâîíà÷àëüíî âîçíèê â òåîðèè ìåðû (À. Ì. Âåðøèê, 1974 ã.). Êëàññè-
÷åñêèå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ À. Ì. Âåðøè-
êà è Ñ. Â. Êåðîâà (1980-å ãîäû); êàê è â ãëàâå 1, îñíîâíûì ïðèìåðîì äëÿ íàñ
áûëà ãðóïïà S∞. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â [2, 3].
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Â ãëàâå 3 ìû äàåì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû âåòâëåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïï GL(n, q) ïðè ïàðàáîëè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà
ïàðàáîëè÷åñêèå âëîæåíèÿ ãðóïïîâûõ àëãåáð ãðóïï GL(n, q) (ìû îáîçíà÷àåì
èõ ÷åðåç C[GL(n, q)]; çäåñü q � ïðèìàðíîå ÷èñëî è n ∈ N ∪ {0}).
Îïðåäåëåíèå 9. Ïàðàáîëè÷åñêîå âëîæåíèå en àëãåáðû C[GL(n, q)] â àëãåá-
ðó C[GL(n + 1, q)] åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ìåæäó íèìè è
äåéñòâóþùåå íà ýëåìåíòàõ ãðóïïû GL(n, q) ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå (íà âñþ
àëãåáðó C[GL(n, q)] ýòî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè):

en : h 7−→ 1

qn

∑
u∈(Fq)n

(
h u

0 1

)
.

ßñíî, ÷òî en � ìîíîìîðôèçì àëãåáð è en(idn) 6= idn+1, åñëè n 6= 0. Íåïî-
ñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ïàðàáîëè÷åñêèõ âëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ U -âëîæåíèÿ.
Îíè îïðåäåëÿþòñÿ íèæå â ñëåäóþùåì êîíòåêñòå: G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H è
U � åå ïîäãðóïïû, ïðè÷åì H íîðìàëèçóåò U è H ∩ U = {1}.
Îïðåäåëåíèå 3.1. U -âëîæåíèå eU : C[H] → C[G] � ìîíîìîðôèçì àëãåáð,
äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå eU(h) = 1

|U |
∑

u∈U hu äëÿ âñåõ h ∈ H.

Ïðè ïîìîùè U -âëîæåíèÿ ìû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ U -îãðà-
íè÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íà ïîäãðóïïó H.

Îïðåäåëåíèå 3.2. U -îãðàíè÷åíèå ρ = resU(π) êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
π ãðóïïû G åñòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû H â ïðîñòðàíñòâå W = Im π(eU(1)),
äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå ρ(h) = π(eU(h))|W→W äëÿ âñåõ h ∈ H.

Äëÿ ãðóïïû G = GL(n + 1, q) è åå ïîäãðóïï H = {
(

h 0
0 1

)
| h ∈ GL(n, q)} è

U = {
(

idn u
0 1

)
| u ∈ (Fq)

n} U -âëîæåíèå eU ñîâïàäàåò ñ ïàðàáîëè÷åñêèì âëîæå-
íèåì en. Ïàðàáîëè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû GL(n + 1, q) íà
ïîäãðóïïó GL(n, q) îïðåäåëÿåòñÿ êàê U -îãðàíè÷åíèå äëÿ óêàçàííûõ ìàòðè÷-
íûõ ãðóïï G, H è U . Ïðîñòîòà âåòâëåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîãî íåïðèâîäèìî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû GL(n + 1, q) ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå êîìïî-
íåíòû ïàðàáîëè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîáîäíî îò êðàò-
íîñòåé. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ôàêòà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äâóõ ÷à-
ñòåé. Ñíà÷àëà ìû äîêàçûâàåì ñôîðìóëèðîâàííûé íèæå àáñòðàêòíûé êðèòå-
ðèé ïðîñòîòû âåòâëåíèÿ ïðè U -îãðàíè÷åíèÿõ. Çàòåì ìû ïðîâåðÿåì ýòîò êðè-
òåðèé äëÿ ãðóïï GL(n, q) ïðè ïîìîùè ìàòðè÷íûõ âû÷èñëåíèé.
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ó ãðóïïû G èìååòñÿ èíâîëþòèâíûé àâòîìîðôèçì θ,

ñîõðàíÿþùèé ïîäãðóïïó H è óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) ëþáîé g ∈ G ñîïðÿæåí ñ θ(g)−1, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî g ∈ H ýòî ñî-

ïðÿæåíèå ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìîùè ýëåìåíòà ãðóïïû H;

(2) äëÿ ëþáîãî g ∈ G íàéäåòñÿ òàêîé h ∈ H, ÷òî θ(g)−1 ∈ h−1θ(U)gUh.

Òîãäà âåòâëåíèå êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G ïðè U -îãðàíè÷å-

íèè íà ïîäãðóïïó H ïðîñòîå (òî åñòü äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî êîìïëåêñ-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ π ãðóïïû G ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû

ïðåäñòàâëåíèÿ resU(π) ñâîáîäíî îò êðàòíîñòåé).

Ðàçäåë 3.2 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1. Êëþ÷åâóþ ðîëü â äî-
êàçàòåëüñòâå èãðàåò ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå ïðîñòàÿ ëåììà; èìåííî ïðè ïî-
ìîùè ýòîé ëåììû ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå êîìïî-
íåíòû íåêîòîðûõ ïðåäñòàâëåíèé ñâîáîäíû îò êðàòíîñòåé (êëàññè÷åñêèé êðè-
òåðèé äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ñâîéñòâà, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî
êîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû ýíäîìîðôèçìîâ äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îêàçûâà-
åòñÿ íåïðèìåíèìûì â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü êîìïëåêñíûå êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è ρ′ êî-

íå÷íîé ãðóïïû H äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâàõ W è W ′ ñîîòâåòñòâåííî;

òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) ïðîèçâåäåíèå êðàòíîñòåé âõîæäåíèÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ãðóïïû H â ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è ρ′ íå ïðåâîñõîäèò 1;

(2) Im a = Im b ⇐⇒ Ker a = Ker b äëÿ âñÿêèõ îïåðàòîðîâ a è b, äåéñò-

âóþùèõ èç W â W ′ è ñïëåòàþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ è ρ′.

Â ðàçäåëå 3.3 ìû äîêàçûâàåì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 âûïîëíåíû äëÿ
ãðóïïû G = GL(n + 1, K) è åå ïîäãðóïï H = {

(
h 0
0 1

)
| h ∈ GL(n, K)} è U =

= {
(

idn u
0 1

)
| u ∈ Kn}, à òàêæå èíâîëþòèâíîãî àâòîìîðôèçìà θ : g 7→ (gT)−1,

g ∈ G (çäåñü K � ïîëå è n ∈ N ∪ {0}). Äëÿ ïîëÿ K = Fq ýòîò ôàêò ñîâìåñò-
íî ñ òåîðåìîé 3.1 äàåò íàì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîòû âåòâëåíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíèé ãðóïï GL(n, q) ïðè ïàðàáîëè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåìû 3.1 äëÿ óêàçàííûõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï îñíîâû-
âàåòñÿ íà ïðîñòîì ôàêòå î òîì, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà ñîïðÿæåíà ñî ñâîåé òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé, à òàêæå íà ñëåäóþùåé òåîðåìå, óòî÷íÿþùåé ýòîò ôàêò.
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Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû f ∈ Mat(n, K) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàò-

ðèöà h ∈ GL(n, K), ÷òî fT = h−1fh, h = hT. Êðîìå òîãî, åñëè rk f = n− 1,

òî äëÿ ëþáûõ òàêèõ âåêòîðîâ u, v ∈ Kn, ÷òî u /∈ Im f , v /∈ Im fT, ìàòðèöà

h ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî hv − u ∈ Im f .

Èäåÿ, èñïîëüçóåìàÿ íàìè â òåîðåìå 3.1, ïðîèñõîäèò èç òåîðèè ïðåäñòàâëå-
íèé ëèíåéíûõ ãðóïï íàä ëîêàëüíûìè íåàðõèìåäîâûìè ïîëÿìè (È. Ì. Ãåëü-
ôàíä è Ä. À. Êàæäàí, 1975 ã.; È. Í. Áåðíøòåéí è À. Â. Çåëåâèíñêèé, 1976 ã.).
Ïàðàáîëè÷åñêîå âëîæåíèå àëãåáð C[GL(n, q)] åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â èññëå-
äîâàíèè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû GLB(q) (À. Ì. Âåðøèê è Ñ. Â. Êåðîâ,
1998 ã.). Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â [1] è ÷àñòè÷íî â [5].

Àâòîð âûðàæàåò ñàìóþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ Àíàòîëèþ Ìîèñååâè÷ó Âåðøèêó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, òåðïåíèå è
íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé.
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