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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ è ðåøà-

þòñÿ çàäà÷è ïðèêëàäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Îñíîâíóþ ÷àñòü ïðèêëàä-
íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ñîñòàâëÿåò äèñêðåòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç, â
êîòîðîì âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçäåëû: äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
(ÄÏÔ), äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà (ÄÏÓ), äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Êðåñòåíñîíà (ÄÏÊ) è äèñêðåòíîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
(ÄÌÏÔ). Ïîñëåäíèå äâà âèäà ïðåîáðàçîâàíèé ñëóæàò îáîáùåíèåì äèñêðåòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîñòàâëÿåò îñíîâó
ó÷åáíûõ êóðñîâ ïî öèôðîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè. Ðàññìîòðåííûå äèñêðåò-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ îäèíàêîâûõ èëè àíàëîãè÷íûõ
çàäà÷. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àùå ñòàëè èñïîëüçî-
âàòü ÄÏÓ èëè ÄÏÊ âìåñòî ÄÏÔ è àíàëèçèðîâàòü ïðåèìóùåñòâà ýòîé çàìåíû.

Â êëàññè÷åñêîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, êîòîðûé ê ïðèêëàäíîìó ãàðìîíè÷å-
ñêîìó àíàëèçó íå îòíîñèì, âûäåëÿþòñÿ äâà ðàçäåëà: òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû
Ôóðüå è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Õîòÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìå-
åò âíåøíåå ñõîäñòâî ñ ýòèìè ðàçäåëàìè, îíî áîëåå òåñíî ñâÿçàíî ñ ÄÏÊ èëè
ÄÌÏÔ, òàê êàê ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíèìè íà íåêîòîðîì êëàññå ôèíèòíûõ ñòóïå-
÷àòûõ ôóíêöèé.

Ñîâðåìåííûì ðàçäåëîì ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ñëóæèò äâîè÷íûé ãàðìî-
íè÷åñêèé àíàëèç, èçëîæåíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåíû ðàáîòû 1. Äâîè÷íûé ãàðìî-
íè÷åñêèé àíàëèç ñîñòàâëÿåò ãëàâíóþ ÷àñòü ïðèêëàäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëè-
çà, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé îñíîâíóþ ìîäåëü ïðèêëàäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.
Îí òàêæå ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà òðè ÷àñòè: ðÿäû Óîëøà, ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà
è äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Ñëåäóþùèì îáîáùåíèåì äâîè÷íîãî ñëó-
æèò p-è÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç òàêæå ñîñòîÿùèé èç òðåõ ðàçäåëîâ: ðÿä
Êðåñòåíñîíà-Ëåâè, ïðåîáðàçîâàíèå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè è äèñêðåòíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Êðåñòåíñîíà. Àíàëîãè÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå îáîáùåíèå äâîè÷-
íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà ñëó÷àé ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì ôóíêöèé.

Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì ÄÏÔ íå ñòîëü ÷àñòî îá-
ðàùàþòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó. Â äâîè÷íîì ãàðìîíè÷å-
ñêîì àíàëèçå, íàîáîðîò, íàáëþäàåòñÿ òåñíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûì
è äèñêðåòíûì ñëó÷àåì, îáóñëîâëåííàÿ âèäîì ôóíêöèé Óîëøà. Â òåõíè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé ÄÏÓ, èçëîæåíèå îáû÷íî íà÷èíàþò ñ ôóíêöèé Óîëøà,
ââåäåííûõ â ñòàòüå 2. Îñíîâíîé íóìåðàöèåé ôóíêöèé Óîëøà ñ÷èòàåòñÿ íóìå-

1Schipp F., Wade W.R., Simon P., Pal J. Walsh series. An introduction to dyadic harmonic
analysis. � Budapest: Acad. Kiado, 1990;

Ãîëóáîâ Á.È., Åôèìîâ À.Â., Ñêâîðöîâ Â.À. Ðÿäû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà: Òåîðèÿ è ïðè-
ìåíåíèÿ. - Ì.: Íàóêà, 1987;

Ãîëóáîâ Á.È. Ýëåìåíòû äâîè÷íîãî àíàëèçà. - Ì.: URSS/ËÊÈ, 2007.
2Walsh J.L. A closed set of normal orthogonal functions // Amer. J. Math. 1923. V. 45. 5-24.
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ðàöèÿ ïðåäëîæåííàÿ Ïýëè 3. Òðåòüåé òðàäèöèîííîé íóìåðàöèåé ôóíêöèé Óîë-
øà ñëóæèò íóìåðàöèÿ Êà÷ìàæà, èçó÷åíèì êîòîðîé çàíèìàëèñü À.À.Øíåéäåð,
Ë.À.Áàëàøîâ, Â.À.Ñêâîðöîâ, Í.Â.Ãóëè÷åâ, Ô. Øèïï. Îòìå÷åííûå ñâîéñòâà
ýòîé ñèñòåìû îáóñëîâëåíû âèäîì å¼ ÿäðà Äèðèõëå. Äðóãèì ôóíäàìåíòàëüíûì
ïîíÿòèåì â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå ñëóæàò êîíñòàíòû Ëåáåãà, ôîðìóëû äëÿ êîòî-
ðûõ â ñëó÷àå íóìåðàöèè Ïýëè ïîëó÷èë Ôàéí 4. Äëÿ ñëó÷àÿ äðóãèõ íóìåðàöèé
îòìå÷àëèñü 5 ëèøü îöåíêè Øíåéäåðà, çàïèñàííûå îòíîñèòåëüíî íåïðèâû÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë.

Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà, ââåäåííîå Ôàéíîì 6, ñîñòàâëÿåò ðàçäåë, äëÿ êîòî-
ðîãî îòìå÷àåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ áëèçîñòü ñ ðÿäîì Óîëøà è ðåøàþòñÿ ïðîáëåìû,
âîçíèêàþùèå äëÿ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà. Îäíîé èç òàêèõ ïðîáëåì
ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà. Áàçèñ èç ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà íàøåë Æ. Ïàë 7, à Ô. Øèïï âûñêà-
çàë çàèíòåðåñîâàííîñòü â ðåøåíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ äèñêðåòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé Óîëøà. Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âû÷èñëåíà â ñòàòüå 8, à äëÿ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
Óîëøà òðàäèöèîííûõ íóìåðàöèé Ïýëè, Óîëøà è Àäàìàðà íàéäåíà â ñòàòüå9.

Îáçîð ñôåð ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà òðåõ òðàäèöè-
îííûõ íóìåðàöèé, êîòîðûé ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèè 10, îáøèðåí. Â êíèãå 11

âûñêàçàíî ñîæàëåíèå, ÷òî "ñðåäè âîçìîæíûõ ñèñòåì èçó÷åíû ñ òî÷êè çðåíèÿ
áûñòðîòû ñõîäèìîñòè ñïåêòðîâ ïðè ðàçëîæåíèè ñèãíàëîâ è óäîáñòâà ïðàêòè-
÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ òîëüêî ñèñòåìû Ïýëè, Àäàìàðà è Óîëøà". Òàì æå ïîñòàâ-
ëåíà çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà âîçìîæíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ÄÏÓ, òàê
êàê òîëüêî ýòîò êëàññ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëÿòü ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è âîññòàíàâëèâàòü ñèãíàë ñ ïîìîùüþ òîé
æå ìàòðèöû.

Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âûçâàí ðàçâèòèåì âû-
÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïîÿâëåíèåì áûñòðûõ àëãîðèòìîâ èõ ðåàëèçàöèè. Íà÷à-

3Paley R.E.A.C. A Remarkable Series of Orthogonal Functions. I, II // Proc. Lond. Math. Soc.
1932. V. 34. 241-279.

4Fine N.J. On the Walsh functions // Trans. Amer. Math. Soc. 1949. V.65:3. 372-414.
5Áàëàøîâ Ë.À., Ðóáèíøòåéí À.È. Ðÿäû ïî ñèñòåìå Óîëøà è èõ îáîáùåíèÿ // Èòîãè íàóêè.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. 1970. - Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1971. 147-202.
6Fine N.J. The generalized Walsh functions // Trans. Amer. Math. Soc. 1950. V. 69. 66-77.
7Pal J. The eigenfunctions of the Walsh-Fourier transform // Proc. Int. Conf. Approximation

and Functions Spaces. Gdansk, 1979(1981), 553-557.
8McClellan J.H., Parks T.W. Eigenvalues and eigenvectors of the discrete Fourier

transformation. IEEE Trans. Audio Electroacoust, 20:1 (1972), 66-74.
9Bois P. Determination des valeurs propres des matrices de Walsh, Hadamard et Walsh-Fourier

// Rev. CETHEDEC. 1973. V. 37. 65-71.
10Çàëìàíçîí Ë.À. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà è èõ ïðèìåíåíèÿ â óïðàâëåíèè,

ñâÿçè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. - Ì.: Íàóêà, 1989.
11Òðàõòìàí À.Ì., Òðàõòìàí Â.À. Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ íà êîíå÷íûõ èíòåð-

âàëàõ. � Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1975.
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ëî èññëåäîâàíèÿì ïîëîæèëà ñòàòüÿ Ãóäà 12, â êîòîðîé ïðåäëîæåí ìåòîä ôàêòî-
ðèçàöèè ìàòðèöû êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ñòàë áûñòðûé
àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ÄÏÔ, ïðåäëîæåííûé Êóëè è Òüþêè 13. Îäíàêî ïðè ïðàê-
òè÷åñêîé ðåàëèçàöèè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè è Óîëøà ÷à-
ñòî ïðèáåãàþò ê ïðîöåäóðå ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò ïðè ïåðåõîäå îò íóìåðàöèè
Àäàìàðà, ÷òî óâåëè÷èâàåò ÷èñëî îïåðàöèé â àëãîðèòìå.

Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò è ïðè èññëåäîâàíèè äèñêðåòíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé Êðåñòåíñîíà, à òàêæå äèñêðåòíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé Ôóðüå. Ïîñëåäíèå, â ñèëó ñëîæíîñòè êîíñòðóêöèè, ìåíåå âîñòðåáîâàíû â
ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Öåëü ðàáîòû ñëåäóþùàÿ.
1. Èññëåäîâàíèå ÿäåð Äèðèõëå è êîíñòàíò Ëåáåãà äëÿ ñèñòåì Óîëøà ðàçëè÷-

íûõ íóìåðàöèé è èõ îáîáùåíèé.
2. Âûäåëåíèå êëàññà ïåðåñòàíîâîê äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà è

Êðåñòåíñîíà, óäîáíûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè.
Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðîâ ïðèêëàäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.

3. Ðàçðàáîòêà íîâûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåò-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

4. Ðåøåíèå êîíêðåòíûõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ìåòîäàìè ïðè-
êëàäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå òåîðåìû è áîëüøèíñòâî ïðåäëîæåíèé, ïðè-
âåäåííûõ â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ðàçðàáîòàíû íîâûå êîíñòðóêöèè è ìåòî-
äû èññëåäîâàíèé. Ââåäåí íîâûé âàðèàíò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, äëÿ
êîòîðîãî äàíà ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñ èçâåñòíûì âàðèàíòîì òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö â âèäå êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå
W -ìàòðèö, ïðèìåíåíèå îïåðàòîðîâ àíàëèçà è ñèíòåçà ñ ëþáîé èç êîòîðûõ ïîç-
âîëÿåò îáðàáîòàòü è òî÷íî âîññòàíîâèòü ñèãíàë â êëàññå äèñêðåòíûõ ôóíêöèé
Óîëøà. Ïðåäëîæåíî îïðåäåëåíèå äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà, íå ïðèâÿçàííîå
ê íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò òðè òðàäèöèîííûõ îïðåäåëåíèÿ
äëÿ íóìåðàöèé Ïýëè, Óîëøà è Àäàìàðà çàìåíèòü îäíèì. Ïðåäëîæåííûå ïîíÿ-
òèÿ ìîæíî îöåíèòü êàê ýëåìåíòû íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà äëÿ èçëîæåíèÿ
îñíîâ òåîðèè äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè, òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, àëãåáðû, òåîðèè ðàç-
íîñòíûõ óðàâíåíèé, äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è äðóãèå. Àêòèâíî ïðèìåíÿëñÿ ìå-
òîä êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

12Good I.J. The interaction algorithm and practical Fourier analysis// J. Royal Stat. Soc.
(London), Ser.B. 1958. V. 20. 361-372.

13Cooley J.W., Tukey J.W. An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series
// Math. Comput. April 1965. V. 19. 297-301.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íîñÿò
êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå
â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ è ïðåîáðàçîâàíèé,
äèñêðåòíîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå, â òåîðèè öèôðîâîé îáðàáîòêå èíôîðìà-
öèè. Íåêîòîðûå çàòðóäíåíèÿ ïðè èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé âûçâà-
íî åùå è òåì, ÷òî äî ñèõ ïîð íå âûðàáîòàíà åäèíàÿ òåðìèíîëîãèÿ â ýòîé ñôåðå
ñðåäè ìàòåìàòèêîâ è ïðèêëàäíèêîâ. Â ïîñëåäíèè ãîäû ïðåïîäàâàòåëè ïðèêëàä-
íûõ äèñöèïëèí âóçîâ ÷àùå ñòàëè âûñêàçûâàòü çàèíòåðåñîâàííîñòü â îçíàêîì-
ëåíèè ñòóäåíòîâ ñ àçàìè ïðèêëàäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïîýòîìó åñòü
ïîòðåáíîñòü â ïîÿâëåíèè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî äàííîé äèñöèïëèíå, íàïèñàííîãî
ïðîñòûì è ïðàâèëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èñ-
ñëåäîâàíèé ïîëîæåíû â îñíîâó íîâîãî ó÷åáíîãî êóðñà "Ââåäåíèå â ïðèêëàäíîé
ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç", ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò èçëîæåíèÿ êîòîðîãî äàí â
ó÷åáíîì ïîñîáèè [14], ðåêîìåíäîâàííîì ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèì Ñîâåòîì ïî ìàòå-
ìàòèêå è ìåõàíèêå ÓÌÎ ïî êëàññè÷åñêîìó óíèâåðñèòåòñêîìó îáðàçîâàíèþ ÐÔ
â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ. Â äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ ïðàê-
òè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî ðàçëè÷íûì âàðèàíòàì ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Ðàçðàáîòàíû áûñòðûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè äèñêðåòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà è Êðåñòåíñîíà. Äåòàëüíàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà äâîè÷íîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå íîâîãî ñïîñîáà òàáëè÷íî-
ãî çàäàíèÿ ôóíêöèé â ÝÂÌ. Ïîëó÷åííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû ìîãóò
áûòü âêëþ÷åíû â ñïðàâî÷íèêè ôîðìóë ñóìì è ðÿäîâ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà çèìíèõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ øêîëàõ â Ñàðàòîâå (1982, 1984, 1986, 1996, 1998, 2000, 2004, 2006 ãã.) è â
Âîðîíåæå (1997, 1999, 2003, 2007 ãã.), íà ñèìïîçèóìàõ "Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëî-
æåíèå"â Íîâîðîññèéñêå (2002, 2005 ãã.), íà êîíôåðåíöèÿõ â Ìîñêâå (2007, 2008
ãã.), Âîðîíåæå (2004, 2005 ãã.), Ñóçäàëå (2002, 2004, 2006 ãã.), Êàçàíè (1997, 2009
ãã.), Âëàäèìèðå (2004, 2010 ãã.), íà ñåìèíàðå "Äèñêðåòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíà-
ëèç è ãåîìåòðè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå"â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (2010 ã.), íà íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå â ÌÃÓ (2007, 2009, 2010 ãã.) è íà íàó÷íûõ ñåìèíà-
ðàõ â ÌÈÝÒ, ÂëÃÃÓ è ÂëÃÓ. Äîêëàä "Rearrergement on the Walsh system", ñäå-
ëàí íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Workshop on Walsh and Dyadic Analysis"â
2007 ã. â ãîð. Íèø â Ñåðáèè.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
[1-14], èç êîòîðûõ [1-11] â ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Îñòàëü-
íûå ðàáîòû èç ïðèâåäåííîãî ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà â îñíîâíîì ÿâëÿþòñÿ
äîêëàäàìè èëè òåçèñàìè äîêëàäîâ íà êîíôåðåíöèÿõ ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ, èçëîæåííàÿ íà 257 ñòðà-
íèöàõ, ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñî-
äåðæàùåãî 203 íàèìåíîâàíèÿ, âêëþ÷àÿ ðàáîòû àâòîðà.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè âûäåëåíû ðàçäåëû ïðèêëàäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, îá-

ñóæäàþòñÿ îáúåêòû èññëåäîâàíèé è ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ñôîðìóëè-
ðîâàíû öåëè ðàáîòû. Ïðîâåäåí êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñèñòåìå ôóíêöèé Óîëøà. Ñíà÷àëà ïðèâåäåíû
îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà îñíîâíûõ íóìåðàöèé ôóíêöèé Óîëøà, à òàêæå ãðóï-
ïîâûå ñâîéñòâà ôóíêöèé Óîëøà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çäåñü æå ðàññìîòðåíû äèñ-
êðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà, äëÿ êîòîðûõ ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå íå çàâèñÿùåå îò
íóìåðàöèè

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äèñêðåòíîé ôóíêöèåé Óîëøà óðîâíÿ n íàçîâåì ëþáîå
êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (âåêòîðîâ) S = (1 1) è A = (1 − 1) â êîëè÷å-
ñòâå n ñîìíîæèòåëåé.

Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ Óîëøà óðîâíÿ n (îáîçíà-
÷èì åå äëÿ îïðåäåëåííîñòè a = (a0 a1 a2 . . . a2n−1)) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè n êîîðäèíàòàìè (â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ a20, a21, a22, . . . , a2n−1) ñ íî-
ìåðàìè 2k.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. ×èñëî ïåðåìåí çíàêà ó ðàçíûõ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé
Óîëøà îäèíàêîâîãî óðîâíÿ ðàçëè÷íî.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè áîëåå êîðîòêîå îïðåäåëåíèå äèñêðåò-
íûõ ôóíêöèé Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà: íîìåð ôóíêöèè ðàâåí ÷èñëó ïåðåìåí
çíàêà. Äîêàçàíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (ëåììû 1.5, 1.7, 1.8) âû÷èñëåíèÿ äèñ-
êðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà î÷åðåäíîé ïà÷êè ÷åðåç ïðåäûäóùèå ôóíêöèè â ñëó÷àå
íóìåðàöèé Ïýëè, Àäàìàðà è Óîëøà.

Ïîäðîáíåå äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà ðàññìàòðèâàþòñÿ â òðåòüåé ãëàâå.
Ôóíäàìåíòàëüíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ÿäðî Äèðèõëå,

êîòîðîå â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äëÿ ñèñòåìû Óîëøà ñíà÷àëà â íóìåðàöèè Ïýëè:
Dn(x) =

∑n−1
k=0 wk(x).

Ââåäåíû äëÿ ÷èñëà n =
∑∞

k=1 nk · 2k−1 ïîíÿòèÿ ñðåçêè ÷èñëà

[n]i = n1 · 20 + n2 · 21 + ... + ni · 2i−1,

è îòêëîíåíèÿ ÷èñëà

< n >i= min ( [n]i , 2i − [n]i ).

Òåîðåìà 1.1 ( ÿâíûé âèä ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå). Äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1)
âåðíî

|Dn(x)| =< n >k,

ãäå íàòóðàëüíîå k îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ x ∈ ∆1
k = [ 1

2k , 2
2k ).

Ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ íàçîâåì ìàæîðàíòîé ÿäðà Äèðèõëå

h(x) = 2m ïðè x ∈ ∆1
m+1 , m ∈ N0.
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Âûâîä î ïîâåäåíèå ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå.
Â ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ (0, 1) çíà÷åíèå ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå

|Dn(x)| êàê ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà n ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå êî-
ëåáàíèÿ (ñíà÷àëà ðàñòåò, à ïîòîì óáûâàåò) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ðàâíîé
1 îò èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ (îò ôóíêöèè e(x) ≡ 0) äî ñâîåé ìàæîðàíòû (äî
ôóíêöèè h(x)) è îáðàòíî.

Ëåììà 1.14 (ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ íîðì ÿäðà Äèðèõëå).
Åñëè k < 2m, p ≥ 1, òî

||D2m+k(·)||pp =
(2m + k)p + (2m − k)p

2m+1
− kp

2m
+ ||Dk(·)||pp.

Äàëåå äëÿ ôóíêöèé

f(x) = f(x; p) =
(1 + x)p + (1− x)p

2
− xp,

g(x) = g(x; p) = (1 + x)p−1 − xp−1,

êîòîðûå ðàññìîòðèì ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ (1, 2) ∪ (2,∞), ïîñòàâëåíà
Çàäà÷à íà ýêñòðåìóì. Íàéòè âåëè÷èíû

A(p) = inf{ C | f(x) ≤ Cp · g(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]} ïðè 1 < p < 2,

a(p) = sup{ C | f(x) ≥ Cp · g(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]} ïðè p > 2.

Â ðàáîòå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â âèäå òàáëè÷íîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñîñòàâëåííîé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû.

Òåîðåìà 1.2. Âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè íîðì ÿäåð Äèðèõëå.
1. Åñëè 1 < p < 2 , òî n

1
p′ ≤ ||Dn||p ≤ A(p) · n 1

p′ ,
ïðè÷åì ëåâîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè n = 2m.

2. ||Dn||2 =
√

n.
3. Åñëè p > 2, òî: a) 0, 9 · n 1

p′ < a(p) · n 1
p′ ≤ ||Dn||p ≤ n

1
p′ ,

ïðè÷åì ïðàâîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè n = 2m;
b) ||Dn||p < ||Dn+1||p äëÿ âñåõ n.
Ïðè 1 < p < 2 òî÷íîñòü âåðõíåé ãðàíèöû ïîäòâåðæäàåò ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäà êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �
A(p) è C(p) ðàçëè÷àþòñÿ ìåíåå, ÷åì íà 0,1%, ãäå

lim
m→∞

||Dtm ||pp =
2p − 1

3(2p−1 − 1)
= C(p),

tm - ëåâàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà êîíñòàíòû Ëåáåãà â ïà÷êå. Ñ ïîìîùüþ òîé æå
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî è íèæíÿÿ ãðàíèöà a(p) ïðè
p > 2 âû÷èñëåíà ñ 0,1% òî÷íîñòüþ.
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Äàëåå áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû êîíñòàíòû Ëåáåãà ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè,
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Ôàéíó (ñíîñêà 4). Èõ äîïîëíÿåò

Ëåììà 1.18 (ñèììåòðèè). Êîíñòàíòû Ëåáåãà ñèììåòðè÷íû âíóòðè ïà÷-
êè: L2n−1+k = L2n−k äëÿ âñåõ 0 ≤ k < 2n−1.

Ñëåäóÿ Ôàéíó ââåäåì: e(n) = Ln − f(n) îòêëîíåíèå êîíñòàíò Ëåáåãà
îò ñâîåé ïî÷òè-ìàæîðàíòû f(n) = 4

9
+ 1

3
log2 3n è

max
2m≤n≤2m+1

Ln = Ltm - êîíñòàíòû Ëåáåãà â òî÷êå ìàêñèìóìà ïà÷êè.

Òåîðåìà 1.3. Âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå ëåâûõ òî÷åê ìàêñèìóìà ñ ÷åòíûì
íîìåðîì, êîíñòàíòû Ëåáåãà ìåíüøå f(n), òî åñòü e(n) < 0 ïðè n 6= t2m. Â
îòìå÷åííûõ òî÷êàõ îòêëîíåíèå îò ôóíêöèè f(n) ìàëî:

0 < e(t2m) <
1

10
· 4−m < (t2m)−1.

Ýòî óëó÷øåíèå òåîðåìû Ðàäåìàõåðà-Ôàéíà: lim
n→∞

e(n) = 0, ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå êîòîðîé Ôàéí äîïóñòèë (ñíîñêà 4) íåàêêóðàòíîñòü.

Òåîðåìà Ðàäåìàõåðà-Ôàéíà è ôîðìóëû Ôàéíà äëÿ êîíñòàíò Ëåáåãà áûëè
óñòàíîâëåíû òîëüêî â ñëó÷àå íóìåðàöèè Ïýëè ñèñòåìû Óîëøà. Â ñëó÷àå äðó-
ãèõ íóìåðàöèé çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ îöåíîê êîíñòàíò Ëåáåãà áûëà íå ðåøåííîé,
à ñèñòåìà Óîëøà-Êà÷ìàæà âûäåëÿëàñü êàê ñèñòåìà ñ ñóùåñòâåííî îòëè÷íûì
ÿäðîì Äèðèõëå.

Ô. Øèïï ïðåäëîæèë 14 ïîíÿòèå ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè ñèñòåìû Óîëøà,
êîòîðîå ââîäèòñÿ ÷åðåç ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé Óîëøà {Rn}∞n=0

â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ. Â äîêëàäå Ñ.Â. Áî÷êàðåâà 15 äàííàÿ ñèñòåìà íàçâàíà
äèàäè÷åñêîé ñ îáðàçóþùèìè {Rn}. Ïðèìåðîì ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè ñëóæèò
ñèñòåìà Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà, à ñèñòåìà Óîëøà-Êà÷ìàæà â òåðìèíîëîãèè
Øèïïà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêîé.

Òåîðåìà 1.4. Äëÿ ëèíåéíûõ è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìû
Óîëøà íîðìû ÿäåð Äèðèõëå (ñëåäîâàòåëüíî è êîíñòàíòû Ëåáåãà) ñîâïàäàþò.

Ïðåäëîæåíèå 1.9. Ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ, òî åñòü âíóòðè ïà÷êè, ïå-
ðåñòàíîâêà ñèñòåìû Óîëøà, êîíñòàíòû Ëåáåãà êîòîðîé áîëüøå (äëÿ ìíîãèõ
íîìåðîâ) êîíñòàíò Ëåáåãà ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè.

Åñëè êîíñòàíòû Ëåáåãà ëèíåéíûõ è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê ñèñòå-
ìû Óîëøà äàþò ìèíèìóì êîíñòàíò Ëåáåãà ïî âñåì âîçìîæíûì ïåðåñòàíîâêàì
ñèñòåìû Óîëøà, òî ìàêñèìóì êîíñòàíò Ëåáåãà ïî âñåì âîçìîæíûì ïåðåñòàíîâ-
êàì ñèñòåìû Óîëøà äîñòèãàåòñÿ äëÿ ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà.

Ïðåäëîæåíèå 1.10. Êîíñòàíòû Ëåáåãà ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì R2k+1 = R2k+2 = (2k+1)!!

(2k)!!
.

14Øèïï Ô. Î íåêîòîðûõ ïåðåñòàíîâêàõ ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà. // Ìàò. çàìåòêè. 1975.
Ò.18:2. 193-201.

15Áî÷êàðåâ Ñ.Â. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ìàòðèö Óîëøà // Äîêë. ðàñø. çàñ. ñåìèíàðà èí-òà
ïðèê. ìàò. èì. È.Í.Âåêóà. Òáèëèñè. 1988. Ò. 3: 2. 15-18.
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Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå ñëó÷àè ñè-
ñòåìû Óîëøà-Ïýëè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ìåðû (îáîáùàþùåé ñèñòåìû
Óîëøà), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè çàäà÷àõ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíî ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà, ââåäåííîå â 1950 ã.
Ôàéíîì (ñíîñêà 6). Ñíà÷àëà îòìå÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïåðåíîñèòü îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà, íà
ðÿäû Óîëøà è íà äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.

Â äîïîëíåíèå ê èçâåñòíîìó ïîíÿòèþ îáîáùåííîå ÿäðî Äèðèõëå (èëè ÿäðî
Äèðèõëå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ) ââîäÿòñÿ îáîáùåííûå êîíñòàíòû Ëåáåãà.
Ïîíÿòèå ñðåçêè è îòêëîíåíèÿ ÷èñëà, ââåäåííîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå äëÿ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ðàñïðîñòðàíåíî íà äâîè÷íûå äðîáè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ
ÿäåð Äèðèõëå è êîíñòàíò Ëåáåãà ðÿäîâ Óîëøà ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé ïðåîáðà-
çîâàíèé Óîëøà ñ òåìè æå âåëè÷èíàìè a(p) è A(p).

Òåîðåìà 2.1 (ÿâíûé âèä ìîäóëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå). Äëÿ
âñåõ x, t ∈ [0,∞) âåðíî

|D(x; t)| =< t >m,

ãäå m ∈ Z íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ x ∈ ∆1
m .

Âûâîä î ïîâåäåíèè ìîäóëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå. Â ëþáîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ [0,∞) çíà÷åíèå ìîäóëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå
|D(x; t)| êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ðàâíîé 1 ñîâåðøàåò
ïåðèîäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ (êîëåáàíèÿ) îò ôóíêöèè e(x) ≡ 0 äî ôóíêöèè h(x) è
îáðàòíî.

Òåîðåìà 2.2 (îöåíêà íîðìû îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå).
1. Åñëè 1 < p < 2, òî t

1
p′ ≤ ||D(· ; t)||Lp[0,∞) < A(p) · t 1

p′ .
2.

∫∞
0

(D(x; t))2dx = t.
3. Åñëè p > 2, òî: a) a(p) · t 1

p′ < ||D(· ; t)||Lp[0,∞) ≤ t
1
p′ ,

b) âåëè÷èíà ||D(· ; t)||Lp[0,∞) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì t.
Òðåòèé ïàðàãðàô, êîòîðûé óìåñòíî áûëî áû ðàçìåñòèòü êàê â ïåðâîé, òàê

è â òðåòüåé ãëàâå, ïîñâÿùåí èíòåãðèðîâàíèþ â äâîè÷íîì àíàëèçå.
Â àíàëèçå Ôóðüå-Óîëøà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè äâîè÷íîå äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå, ââåäåííîå Äæîçåôîì Ãèááñîì, è ðàçíûå âèäû äâîè÷íîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûì çàíèìàëèñü Ï.Ë. Áóòöåð, É.Õ. Âàãíåð, Á.È. Ãîëóáîâ è
äðóãèå. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ âû-
÷èñëÿòü îáû÷íûå èíòåãðàëû îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Åñëè t ∈ [0, 1), òî âåðíà ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ
∫ t

0

f(x) dx =
∞∑
i=0

ci[f ]

∫ i+1

i

D(x; t)dx = (f̂ , D̃t),

ãäå f̂ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè f ∈ L[0, 1),
D̃t = (D(0; t), D(1; t), . . . , D(j; t), . . .) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé îáîáùåí-
íîãî ÿäðà Äèðèõëå íà öåëî÷èñëåííûõ èíòåðâàëàõ.
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Ðàçðàáîòàí ìàòðè÷íûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè äàííîé êîíñòðóêöèè. Ïîñëå äå-
òàëüíîé ðàçðàáîòêè äàííûé ìåòîä ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü êàê ìåòîä òàáëè÷íîãî
çàäàíèÿ ôóíêöèé â ÝÂÌ, ïðè êîòîðîì â ïàìÿòè ÝÂÌ õðàíÿòñÿ êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå-Óîëøà.

Ñíà÷àëà â ïàðàãðàôå "Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà â L2"ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò,
ðàíåå ïîëó÷åííûé àâòîðîì äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.

Òåîðåìà 2.3. Ñëåäóþùèå òðè ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Óîëøà, äåéñòâóþùåãî èç L2[0,∞) â L2[0,∞), ýêâèâàëåíòíû.
À. F[f ](y) = lim

N→∞
(2)

∫ N

0
f(x)W (x, y)dx.

Á. Ïî÷òè âñþäó F[f ](y) = d
dy

∫∞
0

f(x)D(x; y)dx.
Â. F[f ](y) =

∑∞
k=0

∑∞
n=0 aknΨn,k(y);

ãäå
akn =

∫ k+1

k

f({x})wn({x})dx =

∫ ∞

0

f(x)Ψk,n(x)dx = (f, Ψk,n)

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå {Ψk,n(x)}∞k,n=0; ñõîäèìîñòü ðÿ-
äà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞), â ñèëó ÷åãî íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ.

Äàëåå ïðèâåäåíà êîíñòðóêöèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîâòîðÿþùàÿñÿ
â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ (óêàçàííûé áàçèñ, êàê îòìå÷åíî âûøå, íàøåë Æ. Ïàë).

Òåîðåìà 2.4. Ïðîñòðàíñòâî L2[0,∞) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé
ñóììû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé

L2[0,∞) = L+
2 [0,∞)⊕ L−2 [0,∞)

èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà F ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà, äåéñòâóþ-
ùåãî èç ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞) â L2[0,∞) :
F[f ] = f äëÿ ëþáîé f ∈ L+

2 [0,∞) è F[f ] = −f äëÿ ëþáîé f ∈ L−2 [0,∞).
Ïðîñòðàíñòâî L+

2 [0,∞) åñòü îáðàç îïåðàòîðà (I + F), äåéñòâóþùåãî èç
L2[0,∞) â L2[0,∞), à ïðîñòðàíñòâî L−2 [0,∞) åñòü îáðàç îïåðàòîðà (I − F) :
L2[0,∞) → L2[0,∞), ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Ñèñòåìà ôóíêöèé {Ψn,n, 1√
2
(Ψk,n + Ψn,k)}∞k,n=0(k<n) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðî-

âàííûì áàçèñîì â L+
2 [0,∞), à ñèñòåìà { 1√

2
(Ψk,n−Ψn,k)}∞k,n=0(k<n) ÿâëÿåòñÿ îð-

òîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â L−2 [0,∞).
Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà (ÄÏÓ)

ðàçíûõ íóìåðàöèé. Òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþò ÄÏÓ â òðåõ íóìåðàöèÿõ: Ïý-
ëè, Àäàìàðà è Óîëøà. Íî óæå äëÿ ÄÏÓ âòîðîãî óðîâíÿ (ò.å. ïîðÿäêà 4) âîçìîæ-
íû 4 ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ÄÏÓ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ (÷åòâåðòàÿ)
íóìåðàöèÿ ÄÏÓ ïðîèçâîëüíîãî óðîâíÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû
èëè äëÿ äâóõ ãëàâíûõ íóìåðàöèé Ïýëè è Àäàìàðà, èëè äëÿ ÷åòûðåõ îñíîâíûõ
íóìåðàöèé. Êðîìå ýòîãî ðàññìîòðåíû âîçìîæíûå (çàäàííûå êàê ñèììåòðè÷íû-
ìè ìàòðèöàìè, òàê è íåñèììåòðè÷íûìè) íóìåðàöèè ÄÏÓ.
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Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê íóìåðàöèè Àäàìàðà ìàòðèöû ÄÏÓ âûçâàí ïðîñòî-
òîé å¼ îïðåäåëåíèÿ Hn := H(n) = H ⊗ H(n−1) =

(
H(n−1) H(n−1)

H(n−1) −H(n−1)

)
â âèäå

êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè ìàòðèöû ÄÏÓ ïåðâîãî óðîâíÿ (ò.å. âòîðîãî ïîðÿäêà),
âïåðâûå ðàññìîòðåííûõ â ñòàòüå 16.

Â äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ (îïðåäåëåíèå 3.1) íîâîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö êàê áëî÷íîé ìàòðèöû C = A ® B ñ áëîêàìè cij = Aj · Bi, ãäå íèæíèì
èíäåêñîì îáîçíà÷àåì Ai - ñòðîêè ìàòðèöû A, à âåðõíèì Aj - ñòîëáöû ìàòðè-
öû A. Ïðîâåäåíî (ïðåäëîæåíèÿ 3.1 � 3.11) ñðàâíåíèå ñâîéñòâ íîâîãî òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ñî ñâîéñòâàìè (óòâåðæäåíèÿ 3.2 � 3.11) êðîíåêåðîâà ïðèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Ìàòðèöà Wn äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìåðà-
öèè Ïýëè åñòü ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî íîâîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàò-
ðèöû H: Wn = H{n} = H ®H{n−1}.

Äàëåå ïîíÿòèå ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè, ïðåäëîæåííîå Ô. Øèïïîì äëÿ ñè-
ñòåì ôóíêöèé Óîëøà, ïåðåíåñåíî íà ìàòðèöû ÄÏÓ. Äëÿ ÷åòûðåõ âûáðàííûõ
îñíîâíûõ íóìåðàöèé óêàçàíû èõ îáðàçóþùèå.

Èç âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ìàòðèö ÄÏÓ ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèã-
íàëîâ âûäåëÿþò òîëüêî ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ïîòîìó, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
îïåðàòîðà àíàëèçà ñ âûáðàííîé ìàòðèöåé ÄÏÓ, èñõîäíûé ñèãíàë âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ îïåðàòîðîì ñèíòåçà, çàäàâàåìîãî òðàíñïîíèðîâàííîé ê ýòîé ìàòðèöå
ÄÏÓ. Â ðàáîòå ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí íàáîð âîçìîæíûõ ìàòðèö ÄÏÓ, óäîáíûõ
ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, ââåäåíèåì ñëåäóþùåãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. W -ìàòðèöåé óðîâíÿ n íàçîâåì íåâûðîæäåííóþ ìàòðè-
öó ïîðÿäêà 2n, âñå ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé åñòü äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà.

Ïåðåîáîçíà÷åíèåì (ïåðåêîäèðîâêîé) 1 → 0, −1 → 1 äèñêðåòíûå ôóíêöèè
Óîëøà óðîâíÿ n ïåðåõîäÿò â áóëåâû âåêòîðû ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå íàçî-
âåì n-dd-âåêòîðû, ÷òî ïîçâîëÿåò îò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìû çàïèñè ïåðåéòè
ê àääèòèâíîé è ââåñòè

Îïðåäåëåíèå 3.4. A-ìàòðèöåé óðîâíÿ n íàçîâåì òàêóþ íåâûðîæäåííóþ
íàä ïîëåì Z2 áóëåâó ìàòðèöó ïîðÿäêà 2n, âñå ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé åñòü
n-dd-âåêòîðû.

Òåîðåìà 3.2. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ëèíåéíûõ ïåðñòàíîâîê ÄÏÓ óðîâíÿ n
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì W -ìàòðèö óðîâíÿ n.

Î âîçìîæíîñòè ïîäîáíîé êîíñòðóêöèè ãîâîðèëîñü â óïîìÿíóòîé âûøå (ñíîñ-
êà 15) çàìåòêå Ñ.Â. Áî÷êàðåâà. Îäíàêî íè äîêàçàòåëüñòâà, íè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïðåäåëåíèé òàì íå ïðèâîäèòñÿ. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 ëåæèò
ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ ãåíåðèðîâàíèÿ W -ìàòðèö.

16Sylvester J.J. Thoughts on inverse orthogonal matrices, simultaneous simg-successions, and
tessalated pavements in two or more colours, with applications to Newton's rule, ornamental tile-
work, and the theory of numbers // Phil. Mag., 1867. V. 34. 461-475.
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Çàäàäèì ìàòðèöû Cn ðàçìåðà n× 2n ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

C1 = (0 1), Cn =

(
Cn−1 Cn−1

0n−1 1n−1

)
,

ãäå áëîêè 0n−1 = (0 0 . . . 0), 1n−1 = (1 1 . . . 1) åñòü âåêòîðû äëèíû 2n−1.
Ïðåäëîæåíèå 3.13. Ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ áóëåâà ìàòðèöà K ïî-

ðÿäêà n çàäàåò: A-ìàòðèöó óðîâíÿ n áèëèíåéíîé ôîðìû a(i, j)

A = CT
n ·K · Cn; (1)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ W -ìàòðèöó óðîâíÿ n ñ ýëåìåíòàìè vij = (−1)a(i,j).
Ïîäìàòðèöà K ïðîèçâîëüíîé W -ìàòðèöû Vn, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé

âûáîðêîé {20, 21, 22, . . . , 2n−1} âûäåëåíû èç ñîîòâåòñòâóþùåé A-ìàòðèöû A,
ñëóæèò äëÿ Vn êîäèðóþùåé ìàòðèöåé, âîññòàíàâëèâàþùåé A-ìàòðèöó ôîð-
ìóëîé (1).

Íà îñíîâå ôîðìóëû (1) ñîñòàâëåíà, íå âêëþ÷åííàÿ â äèññåðòàöèþ, êîìïüþ-
òåðíàÿ ïðîãðàììà ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ W -ìàòðèö. Ñ ïîìîùüþ ýòîé
ïðîãðàììû ïðîâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ W -ìàòðèö. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå óðîâíÿ
2 âîçìîæíû 6 ìàòðèö ÄÏÓ. Äâå èç íèõ íåñèììåòðè÷íûå, ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç
äðóãà òðàíñïîíèðîâàíèåì. Îáîçíà÷èì ëþáóþ èç ýòèõ íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
ïîñëå îïåðàöèè íîðìèðîâêè (äåëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà 2) ñèìâîëîì
J . Îáå íåñèììåòðè÷íûå íîðìèðîâàííûå ìàòðèöû îêàçàëèñü ïîðÿäêà 6, òî åñòü
J6 = E. Â ÷àñòíîñòè, JT = J5 = J−1. Ìàòðèöà J3 îêàçàëàñü íîðìèðîâàííîé ìàò-
ðèöåé ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè. Ìàòðèöû J , J3, J5 ñîñòàâëÿþò öåïî÷êó êîðíåé
øåñòîé ñòåïåíè èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â âèäå íîðìèðîâàí-
íûõ ìàòðèö ÄÏÓ. Äðóãèå òðè ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ÄÏÓ ñîñòàâëÿþò òðè
ðàçíûå öåïî÷êè âòîðîé ñòåïåíè (êâàäðàòíûõ êîðíåé) èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïî öåïî÷êàì êîðíåé èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû
âîñüìîãî ïîðÿäêà (òî åñòü â ñëó÷àå óðîâíÿ 3) ïðèâîäèò ê 28 öåïî÷êàì êîðíåé
øåñòîé ñòåïåíè è 21 öåïî÷êè êîðíåé âîñüìîé ñòåïåíè. Â ýòèõ öåïî÷êàõ ïðåä-
ñòàâëåíû âñå 168 ìàòðèö ÄÏÓ óðîâíÿ 3, ðîâíî 28 èç êîòîðûõ ñèììåòðè÷íû.

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå Óòâåðæäåíèå 3.12. Ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ëþáîãî
îïåðàòîðà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà óðîâíÿ n, çàäàííîãî ñèììåòðè÷-
íîé W -ìàòðèöåé, ñëóæàò λ1 =

√
2n è λ2 = −√2n.

Ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ R− (ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó λ2) è
R+ (ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó λ1) äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà âû÷èñëèë Áóà
(ñíîñêà 9). Â ñëó÷àå íóìåðàöèé Àäàìàðà, Óîëøà, à òàêæå â ñëó÷àå íóìåðàöèè
Ïýëè íå÷åòíîãî óðîâíÿ îíè ñîâïàäàþò è ðàâíû 2n−1. Äëÿ äèñêðåòíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè ÷åòíîãî óðîâíÿ: dimR+ = 1

2
(2n +

√
2n),

dimR− = 1
2
(2n −√2n). Îáîáùàåò ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3.3. Åñëè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷íîé
áóëåâîé ìàòðèöû K, ãåíåðèðóþùåé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1) è ïåðåêîäèðîâêè
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äàííóþ W -ìàòðèöó, âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíò 1, òî êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë λ1 è λ2 îäèíàêîâàÿ è ðàâíàÿ 2n−1; åñëè æå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû
K òîëüêî íóëè, òî êðàòíîñòü ÷èñëà λ1 ðàâíà 1

2
(2n +

√
2n), à êðàòíîñòü ÷èñëà

λ2 ðàâíà 1
2
(2n −√2n).

Äàëåå â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î âûäåëåíèè èç ñòîëáöîâ êàæäîé
èç ìàòðèö Vn−λi·E (i = 1, 2) áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèö
ÄÏÓ ðàçëè÷íûõ íóìåðàöèé.

Ïðîäóêòèâíûì ïðè íîâûõ âèäàõ îïèñàíèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðåàëèçàöèè
ÄÏÓ îêàçàëñÿ äðóãîé ïîäõîä ïî âûäåëåíèþ áàçèñà ÄÏÓ èç ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, êîòîðûé ïðèâåäåì.

Îáîçíà÷àåì: wj{m} äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ Óîëøà óðîâíÿ m (òî åñòü äëèíû
2m) ñ íîìåðîì j â íóìåðàöèè Ïýëè; ek{m} = (0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m−k−1

) � âåêòîð ñòàíäàðò-

íîãî áàçèñà â R2m .
Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìåðà-

öèè Ïýëè ÷åòíîãî óðîâíÿ n = 2m íàáîð âåêòîðîâ
{
ek{m} ⊗ wl{m} − el{m} ⊗ wk{m}

}
0≤k<l<2m

ñîñòàâëÿåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R− (äëÿ ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà λ2 = −2m), à íàáîð

{
ek{m} ⊗ wk{m}}2m−1

k=0 ∪ {ek{m} ⊗ wl{m}+ el{m} ⊗ wk{m}
}

0≤k<l<2m

åñòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà R+ (äëÿ ÷èñëà λ1 = 2m).
Â ñòàòüå 17 ïðèâåäåí ñëåäóþùèé âàðèàíò áûñòðîãî àëãîðèòìà Ãóäà (ñíîñêà

12).
Óòâåðæäåíèå 3.16. Ìàòðèöà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìå-

ðàöèè Àäàìàðà ïðåäñòàâèìà â âèäå

Hn = T1 · T2 · . . . · Tn,

ãäå Tk = E(k−1) ⊗H1 ⊗ E(n−k), E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ìàòðèöû-ñîìíîæèòåëè ïåðåñòàíîâî÷íû Ti · Tj = Tj · Ti.
Â ðàáîòå ïîëó÷åí àíàëîã ýòîãî àëãîðèòìà.
Ïðåäëîæåíèå 3.16. Ìàòðèöà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìå-

ðàöèè Ïýëè ïðåäñòàâèìà â âèäå

Wn = S1 · S2 · . . . · Sn,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, E(0) = (1) è âîçìîæíû 8 îñíîâ-
íûõ âàðèàíòîâ ðàññòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé:

17Ìàëîçåìîâ Â.Í., Òðåòüÿêîâ À.À. Ñåêöèîíèðîâàíèå, îðòîãîíàëüíîñòü è ïåðåñòàíîâêè //
Âåñòí. Ñ.-Ïåòåðáóðã. óí-òà, Ñåð. 1, 1999. Â. 1. 16-21.
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1 � Sk = E(k−1) ⊗ (H ® E(n−k));
2 � Sk = E(n−k) ⊗ (E(k−1) ®H)...

Â ðàáîòå ïðèâåäåíû åùå 6 âàðèàíòîâ ðàññòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé. Äàëåå â
ðàáîòå ïîëó÷åí äðóãîé ìàòðè÷íûé âàðèàíò áûñòðîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 3.5. Áûñòðûé àëãîðèòì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íó-
ìåðàöèÿõ Àäàìàðà è Ïýëè ìîæíî çàäàòü â ìàòðè÷íîì âèäå îäíîé èç ôîðìóë:

Hn = (Hm ⊗ E(n−m)) · (E(m) ⊗Hn−m) = (E(m) ⊗Hn−m) · (Hm ⊗ E(n−m));

Wn = (Wm ® E(n−m)) · (E(m) ⊗Wn−m),

Wn = (E(n−m) ⊗Wm) · (E(m) ®Wn−m),

Wn = (E(m) ®Wn−m) · (Wm ⊗ E(n−m)),

Wn = (Wn−m ⊗ E(m)) · (Wm ® E(n−m)).

Ýòîò àëãîðèòì ïðè n = 2s, m = 2s−1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êàñêàäíûé
áûñòðûé àëãîðèòì, â êîòîðîì êàæäîå Hm (èëè Wm ñîîòâåòñòâåííî) âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ýòîé æå ôîðìóëå è òàê äàëåå.

Âõîäíîé ñèãíàë x è âûõîäíîé ñèãíàë y äëèíû 2n, ãäå n = 2m, áîëåå íàãëÿäíî
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå êâàäðàòíîé ìàòðèöû X èëè Y (äëÿ x èëè y ñîîòâåòñòâåííî)
ïîðÿäêà 2m, ðàñïîëàãàÿ ñèãíàë ïî ñòîëáöàì.

Ïðåäëîæåíèå 3.17. Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ âû÷èñëåíèå âûõîäíîãî
ñèãíàëà â ñëó÷àå íóìåðàöèè Àäàìàðà y = Hn · x ïî ôîðìóëå òåîðåìû 3.5 ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Y = Hn−m ·X ·Hm.

Â ñëó÷àå íóìåðàöèè Ïýëè àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèå âûõîäíîãî
ñèãíàëà y = Wn · x ïî ïåðâîé ôîðìóëå òåîðåìû 3.5 èìååò âèä

Y = Wm ·XT ·Wn−m,

òî åñòü èñõîäíûé ñèãíàë ïîìåùàåòñÿ â ìàòðèöó ïî ñòðî÷êàì, à âûäàåòñÿ ïî
ñòîëáöàì (èëè íàîáîðîò, ÷òî ïîëó÷àåì òðàíñïîíèðîâàíèåì ôîðìóëû).

Íàïîìíèì, ÷òî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ óêàçûâàåòñÿ óðîâåíü ñèãíàëà: x{n} åñòü
ñèãíàë äëèíû 2n. Â äâóõ ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèÿõ ðå÷ü èäåò î ïîäñèãíàëàõ
óðîâíÿ 1, âûäåëÿåìûõ èç ñèãíàëîâ x{n} è y{n}. Âòîðîé èíäåêñ â ôèãóðíûõ
ñêîáêàõ xj{1; i} óêàçûâàåò óðîâåíü ïðîðåæèâàíèÿ ïðè âûáîðå ïîäñèãíàëà óðîâ-
íÿ 1, òî åñòü êîîðäèíàòû âûáèðàþòñÿ ñ øàãîì 2i. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ íóìåðàöèÿ
âñåõ òàêèõ ïîäñèãíàëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäåêñîì j.

Ïðåäëîæåíèå 3.18. Àëãîðèòì çàïèñè áûñòðîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìåðàöèè Àäàìàðà âèäà y{n} = Hn ·x{n}
ñëåäóþùèé.

Äëÿ i îò 0 äî n− 1 âûïîëíÿåì
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(äëÿ j îò 0 äî 2n−1 − 1 âûïîëíÿåì xj{1; i} := H · xj{1; i}). y := x.
Â ïðèâåäåííîé ôîðìóëå àëãîðèòìà çàïèñü b{1} := H · a{1} ðàñøèôðîâûâà-

åòñÿ êàê äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà: b0 = a0 + a1, b1 = a0 − a1.
Ïðåäëîæåíèå 3.19. Àëãîðèòì çàïèñè áûñòðîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè

äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè âèäà y{n} = Wn · x{n},
ïðèìåíåííîãî ê âõîäíîìó ñèãíàëó x{n}, îäèí èç ñëåäóþùèõ.

Âàðèàíò 1. Äëÿ i îò 0 äî n− 1 âûïîëíÿåì
(äëÿ j îò 0 äî 2n−1 − 1 äåëàòü yj{1; 0} := H · xj{1; i}. x := y).
Â ðàáîòå ïðèâåäåíî åùå 3 âàðèàíòà. Â ïðåäëîæåíèÿõ 3.20 è 3.21 ïîëó÷åíû

àíàëîãè÷íûå àëãîðèòìè÷åñêèå ôîðìû çàïèñè áûñòðîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìåðàöèÿõ Óîëøà è íîâîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.22. Íîðìèðîâàííîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà
W̃n = 1√

2n Wn åñòü îïåðàòîð êðó÷åíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (W̃n)2 = E, äåéñòâó-
þùèé íà ïðîèçâîëüíûé x = x+ + x−, ãäå x+ ∈ R+ è x− ∈ R−, ïî ïðàâèëó
W̃n(x+ + x−) = x+ − x−.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Ïîíÿòèå ôðåéìà îäíî èç
îñíîâíûõ â òåîðèè âñïëåñêîâ 18. Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà ëåãêî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ìàòðèöû ôðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ. Åñëè â êà÷å-
ñòâå îïåðàòîðà àíàëèçà âçÿòü îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé ôðåéìà Ïàðñåâàëÿ, à â êà-
÷åñòâå îïåðàòîðà ñèíòåçà îïåðàòîð çàäàííûé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé, òî
ïðîèñõîäèò òî÷íîå âîññòàíàâëåíèå âõîäíîãî ñèãíàëà. Ïðè÷åì èç âñåõ ôðåéìîâ
òîëüêî ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ (è èõ âûðîæäåííûé ñëó÷àé â âèäå îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìû) îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò òå ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ êàêèìè-ëèáî èíâàðè-
àíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû
ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ÄÏÓ-Ïýëè óðîâíÿ 4 ñî-
ñòîèò èç ñòðîê ñëåäóþùèõ ìàòðèö A− è A+, óìíîæåííûõ íà 1

2
√

2
,




1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 −1 1 −1 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1 0 0 0 0
1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 −1 −1
0 0 0 0 1 −1 1 −1 −1 −1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 −1 1 0 0 0 0 −1 −1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1




,

18Íîâèêîâ È.ß., Ïðîòàñîâ Â. Þ., Ñêîïèíà Ì.À. Òåîðèÿ âñïëåñêîâ. - Ì.: ÔÌËÈÒ, 2005;
Äîáåøè È. Äåñÿòü ëåêöèé ïî âåéâëåòàì. � Ì. - Èæåâñê: ÍÈÖ ÐÕÄ, 2004.
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


1 1 −1 −1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 −1 1 −1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 −1 1 −1 1 1 −1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 −1 1 0 0 0 0 1 1 −1 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 1 1 −1 1 −1
1 1 1 1 1 1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 −1 −1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 1 −1 −1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 −1 1 1 −1




.

Ñòîëáöû ýòèõ ìàòðèö ñîñòàâëÿþò âçàèìíî äîïîëíÿþùèå ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ
ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ÄÏÓ-Ïýëè. Íà ïðèìåðå ýòèõ äîïîëíÿþùèõ ôðåé-
ìîâ Ïàðñåâàëÿ â ðàáîòå ïîêàçàíî êàê ìîæíî îðãàíèçîâàòü êîíòðîëü è èñïðàâ-
ëåíèå îøèáîê ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè ïî êàíàëó ñâÿçè ñ âîçìîæíûìè îò-
äåëüíûìè îøèáêàìè.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû ðàññìîòðåíû íåñèììåòðè÷íûå W -ìàòðèöû.
Òåîðåìà 3.6. Ëþáàÿ íåñèììåòðè÷íàÿ íîðìèðîâàííàÿ W -ìàòðèöà âèäà

J = 1
λ
Vn (ãäå λ =

√
2n), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ J2m = E, ïîðîæäàåò îïåðà-

òîðû îðòîïðîåêòèðîâàíèÿ Qk = 1
2m

∑2m−1
l=0 qklJ l íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàí-

ñòâà Rk (ãäå k = 0, 1, 2, . . . , 2m− 1, q = e
2πi
2m ) ïðîñòðàíñòâà C2n: QkJ = (q)kQk.

Ïðè÷åì Qk = Q2m−k.
Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ñòåïåíåé îïåðàòîðà

Jk = Q0 + qkQ1 + (q)2kQ2 + . . . + (q)(2m−1)kQ2m−1.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äèñêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå (ÄÏÔ).
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óíèòàðíûé îïåðàòîð äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ñ ìàòðèöåé F = 1√
n
Fn = 1√

n
(qkl) (ãäå q = e

2πi
n ) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, à òî÷íåå

åñòü îïåðàòîð êðó÷åíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Ëåììà 4.2. Ïóñòü F : X → X åñòü óíèòàðíûé îïåðàòîð êðó÷åíèÿ ÷åò-

âåðòîãî ïîðÿäêà. Òîãäà îïåðàòîðû Qk = 1
4

(
I+ikF +(ikF )2+(ikF )3

)
, k = 0, 1, 2, 3,

ÿâëÿþòñÿ îðòîïðîåêòîðàìè íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Rk, òàêèå, ÷òî
X = R0 ⊕R1 ⊕R2 ⊕R3, Rl⊥Rj ïðè l 6= j.

Èìååò ìåñòî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà

F = F · (Q0 + Q1 + Q2 + Q3) = Q0 − iQ1 −Q2 + iQ3 =
3∑

k=0

λkQk.

Ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Rk, ñîâïàäàþùèõ ñ êðàòíîñòüþ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, óñòàíîâèëè Ìàêêëèëëàí è Ïàðê (ñíîñêà 8): n0 =

[
n/4

]
+ 1

(ïðèìåíåí çíàê öåëîé ÷àñòè ÷èñëà) , n1 =
[

n−1
4

]
, n2 =

[
n+2

4

]
, n3 =

[
n+1

4

]
. Åñëè
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îáîçíà÷èì σ(Fn) íàáîð ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óíèòàðíîãî
îïåðàòîðà ÄÏÔ è çàìåòèì, ÷òî σ(F2) = {1,−1}, òî ýòîò ðåçóëüòàò ôîðìóëèðó-
åòñÿ áîëåå êðàñèâî êàê

Óòâåðæäåíèå 4.1. Cïåêòð óíèòàðíîé ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå âû÷èñëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì î÷åðåäíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ïî
ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå σ(F4m+k) = σ(F4m+k−1) ∪ λk , k = 0, 1, 2, 3.

Ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñî ññûëêîé íà êëàññè÷åñêèå
ñóììû Ãàóññà, èçó÷àåìûå â òåîðèè ÷èñåë.

Äàëåå äàíî îïèñàíèå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö U ñïåöè-
àëüíîãî âèäà, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ íîâàÿ íóìåðàöèÿ ìàòðèö ÄÏÓ. Îðòîãîíàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñ ýòèìè ìàòðèöàìè ïîçâîëÿåò îòäåëèòü áàçèñ äåéñòâèòåëüíîãî
èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R+ = R0 ⊕ R2 îò áàçèñà ìíèìîãî èíâàðèàíò-
íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R− = R1 ⊕R3.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ áûñòðûé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ÄÏÔ,
ïðåäëîæåííûé Êóëè è Òüþêè (ñíîñêà 13). Ïîêàçàíî, ÷òî ëåììó î ôàêòîðèçà-
öèè ÄÏÔ ñîñòàâíîãî ïîðÿäêà óäîáíåå çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì, ââåäåííîãî
â äàííîé ðàáîòå, ñèìâîëà íîâîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ìàòðè÷-
íàÿ ôîðìà áûñòðîãî àëãîðèòìà Êóëè è Òüþêè â ðàáîòå ïåðåïèñàíà â áîëåå
êîðîòêîì, ÷åì â ñòàòüÿõ 19, âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëà íîâîãî òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû ðåøàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî áðàòü âõîäíûå ñèãíàëû x(1) = {0, 1, 2, . . . , N − 1},
x(2) = {0, 12, 22, . . . , (N − 1)2}, ... , x(n) = {0, 1n, 2n, . . . , (N − 1)n}, è ïðèìåíÿòü
ê íèì ÄÏÔ FN , òî ïî ôîðìóëå Ïàðñåâàëÿ ïîëó÷èì ôîðìóëû

N−1∑

k=1

1

sin2 πk
N

=
N2−1

3
,

N−1∑

k=1

1

sin4 πk
N

=
(N2−1)(N2+ 11)

45
,

è òàê äàëåå. Îäíàêî âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè çäåñü ñòîëü âåëèêè, ÷òî ýòîò
ïðÿìîé ïóòü íå ðàöèîíàëåí. Ïîýòîìó íàáîð âõîäíûõ ñèãíàëîâ çàìåíåí íà äðó-
ãîé íàáîð.

Ïîëó÷åíî (ïðåäëîæåíèå 4.2.) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî N ðåøåíèå áåñêîíå÷íîé,
òàê êàê n ∈ N, ñèñòåìû ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ ïî äèñ-
êðåòíîé ïåðåìåííîé k âèäà (çäåñü ∆yk = yk+1 − yk)

∆xk(n) = xk(n− 1), ãäå k = 0, 1, . . . , N − 1, (2)
19Johnson J., Johnson R.W., Rodriguez D., Tolimieri R. A methodology for designing, modifying

and implementing Fourier transform algorithms on various architectures // Circuits, Systems and
Signal Processing. 1990. V. 9, � 4. 449-500;

Ìàëîçåìîâ Â.Í., Ïðîñåêîâ Î.Â. Ôàêòîðèçàöèÿ Êóëè-Òüþêè ìàòðèöû Ôóðüå // Èçáðàííûå
ãëàâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. ÑÏá.: ÑÏáÃÓ.
2009. 20-29.
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óäîâëåòâîðÿþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ xk(0) ≡ 1 è óñëîâèÿì íîðìèðîâêè
N−1∑

k=0

xk(n) = 0 ïðè n ≥ 1.

Òåîðåìà 4.2. Ñëåäóþùèå ñóììû ÷åòíûõ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñèíó-
ñîâ â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ îêðóæíîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (2) ïðîñòåéøèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xk(0) ≡ 1 è
óñëîâèÿìè íîðìèðîâêè ïî ôîðìóëå

N−1∑

k=1

1

sin2n πk
N

=
4n

N

N−1∑

k=0

(xk(n))2. (3)

Âûðàæåíèå Sn(N) =
∑N−1

k=1 sin−2n πk
N

ïðè ôèêñèðîâàííîì n ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2n, äåëÿùèìñÿ íà (N2 − 1).

Ñóììû â (3) äîïóñêàþò âû÷èñëåíèå íà êîìïüþòåðå è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìíîãî÷ëåíû ÷åòíîé ñòåïåíè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ïðèâåäåì:

N−1∑

k=1

1

sin6 πk
N

=
(N2−1)(2N4+ 23N2+191)

945
,

N−1∑

k=1

1

sin8 πk
N

=
1

14175
(N2 − 1)(3N6 + 43N4 + 337N2 + 2497),

N−1∑

k=1

1

sin10 πk
N

=
1

93555
(N2 − 1)(2N8 + 35N6 + 321N4 + 2125N2 + 14797).

Îñíîâíîå äîñòîèíñòâî ýòèõ ôîðìóë â òîì, ÷òî îíè òî÷íûå. Íàïèñàíà, íå
âêëþ÷åííàÿ â äèññåðòàöèþ, êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî çíà-
÷åíèÿ ýòèõ ñóìì â âèäå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n è N . Îãðà-
íè÷åíèÿ äëÿ n è N îáóñëîâëåíî òîëüêî äëèíîé çàïèñè ðåçóëüòàòà.

Ïîñëåäíÿÿ (ïÿòàÿ) ãëàâà ïîñâÿùåíà ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè. Îíà ñî-
ñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ, â êîòîðûõ ðåøàþòñÿ ïðîáëåìû, ðàññìîòðåííûå â
ïåðâûõ òðåõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè â ñëó÷àå ñèñòåìû Óîëøà.

Ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé ïàðàãðàô ãëàâû íàçâàí "Ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå
Êðåñòåíñîíà-Ëåâè".

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè p ïðîñòîå, òî òî÷íîé ìàæîðàíòîé ÿäðà Äèðèõëå
ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè ñëóæèò ôóíêöèÿ

h(x) =
pm−1 cos π

2p

sin kπ
p

, åñëè x ∈ ∆k
m, 1 ≤ k < p.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè p = 3, òî h(x) = 3m, åñëè x ∈ [3−(m+1), 3−m).
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Àíàëîãè÷íî êîíñòðóêöèè, ïîñòðîåííîé â ñëó÷àå ñèñòåìû Óîëøà, ñòðîèòñÿ
áîëåå ñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ è ôîðìóëèðóåòñÿ âûâîä î ïîâåäåíèè ìîäóëÿ ÿäðà
Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè. Îñíîâó ýòîé áîëåå ñëîæíîé êîíñòðóê-
öèè ñîñòàâëÿåò íîâîå ïîíÿòèå ìàðøðóòà, êîòîðîå ââåäåì.

Ñíà÷àëà ïîëàãàåì, ÷òî p ïðîñòîå. Ñèìâîëîì Mp(k; 1) îáîçíà÷èì ìàðøðóò
â âèäå ïðàâèëüíîãî p-óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a = 1 è óãëîì ïðè âåðøèíå
ϕ = (p−2k)π

p
. Ãåîìåòðè÷åñêè åãî ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ïîìå÷åííîãî îðèåíòèðîâàí-

íîãî ãðàôà ñ p óçëàìè â âåðøèíàõ p-óãîëüíèêà, ðàñïîëîæåííîãî íà (êîìïëåêñ-
íîé) ïëîñêîñòè. Ïîìå÷àþòñÿ óçëû ãðàôà ÷èñëàìè îò 0 äî p, êîòîðûå íàçîâåì
ìåòêàìè ìàðøðóòà. Íà÷àëî ìàðøðóòà ñ ìåòêîé 0 ðàñïîëàãàåòñÿ â íà÷àëå êîîð-
äèíàò, à íà÷àëüíàÿ äóãà ãðàôà ïðîâîäèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé (äåéñòâèòåëüíîé)
îñè îò íà÷àëà êîîðäèíàò ê òî÷êå 1. Òàê êàê ìàðøðóò öèêëè÷åñêèé, òî êîíåö
ìàðøðóòà ñ ìåòêîé p òîæå â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì p ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòîâ ïåðâîãî óðîâíÿ ðîâíî p−1

2
, òàê êàê áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü ìàðøðóòû Mp(k; 1) è Mp(p− k; 1), ðàçëè÷àþùèåñÿ ëèøü çíàêîì
óãëà ϕ è ôîðìàëüíî ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ñèììåòðè÷íûì îòðàæåíèåì
îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ðåáðà ãðàôà. Ìàðøðóò ñëåäóþùåãî óðîâíÿ Mp(k; m)
ïîëó÷àåì èç ìàðùðóòà Mp(k; m − 1) ãîìîòåòèåé (ðàñòÿæåíèåì â p ðàç) îòíî-
ñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ìåòêà ñ íîìåðîì n ïåðåéäåò â ìåòêó ñ
íîìåðîì pn. Êàæäûé îòðåçîê ìåæäó òî÷êàìè ñ ìåòêàìè pn è p(n+1) ðàçáèâàåì
íà p ðàâíûõ ÷àñòåé äëèíû 1 è ïîìå÷àåì òî÷êè äåëåíèÿ ìåòêàìè â ïîðÿäêå èõ
ñëåäîâàíèÿ ïî íîâîìó ìàðøðóòó.

Òåïåðü ïîëîæèì, ÷òî p ñîñòàâíîå. Åñëè p è k âçàèìíî-ïðîñòû ((p, k) = 1),
òî ìàðøðóò Mp(k; 1) îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå. Åñëè æå (p, k) = r (òî åñòü p = r · p1,
k = r·k1, (p1, k1) = 1), òî ìàðøðóò Mp(k; 1) åñòü öèêëè÷åñêèé ìàðøðóò Mp1(k1; 1)
ïðîéäåííûé r ðàç ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé íóìåðàöèåé ìåòîê. Â ÷àñòíîñòè îòìåòèì,
÷òî ìàðøðóò M2(1; 1) åñòü öèêë 0 − 1 − 0 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ââåäåì äèñêðåòíóþ (ïåðèîäè÷åñêóþ ñ ïåðèîäîì pm) ôóíêöèþ ϕk,m(n) ðàâ-
íóþ ðàññòîÿíèþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ìåòêè n ìàðøðóòà Mp(k; m).

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè

|Dn(x)| = ϕk,m(n),

åñëè x ∈ ∆k
m èëè x ∈ ∆p−k

m , ãäå m ∈ N, k ∈ {1, 2, . . .}, k ≤ p
2
.

Ëåììà 5.11. Åñëè â êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà-Ëåâè âû-
áðàíî 3, òî äëÿ íîðì ÿäðà Äèðèõëå èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
(k < 3m):

‖D3m+k‖p
p =

(3m + k)p

3m+1
+

(
√

32m − 3mk + k2)p · 2
3m+1

− kp

3m
+ ‖Dk‖p

p;

‖D2·3m+k‖p
p =

(2 · 3m + k)p

3m+1
+

(3m − k)p · 2
3m+1

− kp

3m
+ ‖Dk‖p

p.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíñòàíò Ëåáåãà

L3m+k =
1

3
(1− 2x + 2

√
1− x + x2) + Lk, L2·3m+k =

4

3
(1− x) + Lk,

ãäå x = k
3m < 1.

Òåîðåìà 5.2. Ñóùåñòâóþò 0 < a(p) < 1 < A(p) òàêèå, ÷òî âåðíû îöåíêè
íîðì ÿäåð Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè ñ îñíîâàíèåì 3.

1. Åñëè 1 < p < 2 , òî n
1
p′ ≤ ||Dn||p ≤ A(p) · n 1

p′ ,
ïðè÷åì ëåâîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè n = 3m.

2. ||Dn||2 =
√

n.
3. Åñëè p > 2, òî a(p) · n 1

p′ ≤ ||Dn||p ≤ n
1
p′ ,

ïðè÷åì ïðàâîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè n = 3m.
Âåëè÷èíû a(p) è A(p) â òåîðåìå 5.2 íå ñâÿçàíû ñ àíàëîãè÷íî îáîçíà÷åí-

íûì ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è èç ïåðâîé ãëàâû è ìîãóò áûòü îöåíåíû
ìåòîäîì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé ïðî-
ãðàììû. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ äðóãèõ îñíîâàíèé ñèñòåìû, íî
âû÷èñëåíèå âåëè÷èí a(p) è A(p) ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé ïðîáëåìîé.

Òåîðåìà 5.3. Äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê ñèñòå-
ìû Êðåñòåíñîíà-Ëåâè íîðìû ÿäåð Äèðèõëå (ñëåäîâàòåëüíî è êîíñòàíòû Ëå-
áåãà) ñîâïàäàþò.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíî ïðåîáðàçîâàíèå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè, êîòî-
ðîå äëÿ f ∈ L[0,∞) îïðåäåëÿåòñÿ

F[f ](y) =

∫ ∞

0

f(x) ·K(x, y) dx,

ãäå ÿäðî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Êðåñòåíñîíà-Ëåâè

K(x, y) = χ[x]({y})χ[y]({x}).

ßäðîì Äèðèõëå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà-Ëåâè (îáîáùåííûì ÿäðîì
Äèðèõëå) íàçîâåì èíòåãðàë îò ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà-Ëåâè ñ ïåðå-
ìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

D(x; t) =

∫ t

0

K(x, y)dy,

Òåîðåìà 5.5. Äëÿ ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà-Ëåâè

|D(x; t)| = ϕk,m(t),

åñëè x ∈ ∆k
m èëè x ∈ ∆p−k

m , ãäå m ∈ Z, k ∈ {1, 2, . . .}, k ≤ p
2
, ãäå íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ ϕk,m(t) ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòíîé ôóíêöèè ϕk,m(n) èç ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà.
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Òåîðåìà 5.6. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà-Ëåâè íåêîòîðîãî ôèêñèðî-
âàííîãî îñíîâàíèÿ ñèñòåìû (íàïðèìåð, 3) ñ òåìè æå âåëè÷èíàìè a(p) è A(p),
÷òî è â òåîðåìå 5.2 (èëè â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 5.2) ïîâòîðÿåòñÿ îöåíêà è
äëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå

1. Åñëè 1 < p < 2, òî t
1
p′ ≤ ||D(· ; t)||Lp[0,∞) ≤ A(p) · t 1

p′ .
2.

∫∞
0

(D(x; t))2dx = t.
3. Åñëè p > 2, òî: a(p) · t 1

p′ ≤ ||D(· ; t)||Lp[0,∞) ≤ t
1
p′ .

Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äèñêðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Êðåñòåíñîíà
äâóõ îñíîâíûõ íóìåðàöèé. Â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî ïî àíàëîãèè ñ äèñ-
êðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà èõ íàçûâàþò íóìåðàöèÿìè Ïýëè è Àäàìàðà.
Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé íóìåðàöèè
íàçûâàþòñÿ Ëåâè è Êðîíåêåðà ñîîòâåòñòâåííî. Íàçâàíèå äèñêðåòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå Êðåñòåíñîíà-Êðîíåêåðà (ÄÏÊÊ) ïîëàãàþ áîëåå ïðàâèëüíûì, òàê êàê
åãî ìàòðèöà åñòü êðîíåêåðîâà ñòåïåíü ìàòðèöû ÄÏÔ. À íàçâàíèå äèñêðåòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Êðåñòåíñîíà-Ëåâè (ÄÏÊË) óêàçûâåò íà ñîîòâåòñòâèå ýòîé íó-
ìåðàöèè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òîìó óïîðÿäî÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíÿòî äëÿ
ñèñòåìû ôóíêöèé è äëÿ íåïðåðûâíîãî (èíòåãðàëüíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ñòðîê ìàòðèöû ÄÏÔ ôèêñè-
ðîâàííîãî ïîðÿäêà â êîëè÷åñòâå n ñîìíîæèòåëåé íàçîâåì äèñêðåòíîé ôóíêöèåé
Êðåñòåíñîíà óðîâíÿ n.

Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Êðåñòåíñîíà ìîæíî óïîðÿäî÷èòü â ñîîòâåòñòâèè ñ âû-
áðàííîé íóìåðàöèåé Ëåâè èëè Êðåñòåíñîíà.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: Tn = Tn{p} äëÿ ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà-Êðîíåêåðà (ÄÏÊÊ), Kn = Kn{p} äëÿ ìàòðèöû äèñ-
êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà-Ëåâè (ÄÏÊË). Óêàçûâàåì p ïðè íåîá-
õîäèìîñòè ñäåëàòü ññûëêó íà îñíîâàíèå ñèñòåìû. Ìàòðèöû Tn è Kn ïîðÿäêà
pn, ãäå n íàçîâåì óðîâíåì ìàòðèöû. Ñòðîêè êàæäîé ìàòðèöû Tn è Kn ñîñòàâ-
ëÿþò ïîëíûé íàáîð âñåõ ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà óðîâíÿ
n. Ñòðîêè ìàòðèöû Tn, óïîðÿäî÷åííûå ïî Êðîíåêåðó, îáîçíà÷èì tj (èëè tj{n}
ïðè íåîáõîäèìîñòè óòî÷íèòü óðîâåíü), à ñòðîêè ìàòðèöû Kn, óïîðÿäî÷åííûå
ïî Ëåâè, îáîçíà÷èì kj (èëè kj{n}).

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Êðå-
ñòåíñîíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì

ki{m} ⊗ kj{l} = kjpm+i{m + l}, ti{m} ⊗ tj{l} = tipl+j{m + l},

ãäå 0 ≤ i < pm, 0 ≤ j < pl.
Òåîðåìà 5.8.Ìàòðèöà Kn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü îòíîñèòåëüíî íîâîãî

òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû ÄÏÔ

Kn{p} = F {n}
p .
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Óòâåðæäåíèå 5.6. 20 Ëþáàÿ ìàòðèöà óðîâíÿ n äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Êðåñòåíñîíà-Êðîíåêåðà ïðåäñòàâèìà â âèäå

Tn{p} = S1 · S2 · . . . · Sn,

ãäå Sk = E(k−1) ⊗ Fp ⊗ E(n−k), E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà p, E(0) = (1).
Ìàòðèöû-ñîìíîæèòåëè ïåðåñòàíîâî÷íû Si · Sj = Sj · Si.
Ïðåäëîæåíèå 5.6. Ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êðåñòåíñîíà-Ëåâè ïðåäñòàâèìà â âèäå

Kn{p} = S1 · S2 · . . . · Sn,

ãäå Sk = E(k−1) ⊗ (Fp ® E(n−k)), E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà p, E(0) = (1).
Òåîðåìà 5.9. Åñëè n = 2m, òî ÄÏÊË âèäà y = Kn · x ìîæíî âû÷èñëèòü

ïî ôîðìóëå
y = (Km ® E(m)) · (E(m) ⊗Km) · x,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà p.
Ïîñòðî÷íàÿ çàïèñü âûõîäíîãî ñèãíàëà y äàåòñÿ ôîðìóëîé Y T = Km ·X ·Km,

à çàïèñü ñèãíàëà y ïî ñòîëáöàì � ôîðìóëîé Y = Km·XT ·Km = Km·(Km·X)T .
Äëÿ ÄÏÊÊ âèäà y = Tn ·x àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû (ãäå X, Y åñòü çàïèñàííûå

ïî ñòîëáöàì ñèãíàëû x, y) èìåþò ôîðìó

y = (Tm ⊗ E(m)) · (E(m) ⊗ Tm) · x,

Y = Tm ·X · Tm, Y T = Tm ·XT · Tm = Tm · (Tm ·X)T .

Òåîðåìà 5.10. Äëÿ îïåðàòîðà ÄÏÊË, ãäå p íå÷åòíîå, ÷åòíîãî óðîâíÿ
n = 2m ñëåäóþùèé íàáîð âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ: âåêòîð e0{m} ⊗ k0{m} è íàáîð

ej{m} ⊗ kl{m}+ isel̃{m} ⊗ kj{m}+ (−1)sej̃{m} ⊗ kl̃{m}+ (−i)sel{m} ⊗ kj̃{m},

ãäå èíäåêñû ïðîáåãàþò ìíîæåñòâà j ∈ ω1 ∪ {0}, l ∈ ω1, s ∈ {0, 1, 2, 3}, ω1 åñòü
ìíîæåñòâî íîìåðîâ, çíà÷åíèå ñòàðøåãî ðàçðÿäà êîòîðûõ îò 1 äî p−1

2
.

Ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî s = 0, 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð îòâå÷àåò ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó λs = (−i)s íîðìèðîâàííîãî îïåðàòîðà ÄÏÊË: K̃n = 1√

pn Kn.
Òåîðåìà 5.11. Íîðìèðîâàííûå îïåðàòîðû ÄÏÊË K̃n è ÄÏÊÊ T̃n ÿâëÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (K̃n)4 = (T̃n)4 = E(n), ãäå E
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà p.

20Ìàëîçåìîâ Â.Í., Ìàøàðñêèé Ñ.Ì. Îáîáùåííûå âåéâëåòíûå áàçèñû, ñâÿçàííûå ñ äèñ-
êðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà // Àëãåáðà è àíàëèç. 2001. Ò. 13, � 1.
111-157.
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Äëÿ ëþáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà A ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îðòîïðîåêòî-
ðû íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Rm (åñëè x ∈ Rm, òî A · x = (−i)m · x)
âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ñòåïåíè ìàòðèöû ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå ÄÏÔ

Qm =
1

4

3∑

l=0

imlAl, m = 0, 1, 2, 3.

Îáðàòíîå ÄÏÔ âêëþ÷àåò ïðè l = 1 ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà, à
ïðè l = 0 íåïîëíîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû: Al =

∑3
m=0(−i)mlQm.

Â òåîðåìàõ 5.12 è 5.13 âû÷èñëåíû ðàçìåðíîñòè ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
äèñðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà äâóõ îñíîâíûõ íóìåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Íàçîâåì K-ìàòðèöåé óðîâíÿ n (ñòðîèòñÿ äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî îñíîâàíèÿ ñèñòåìû p) íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó, âñå ñòðîêè è ñòîëáöû
êîòîðîé åñòü äèñêðåòíûå ôóíêöèè Êðåñòåíñîíà óðîâíÿ n (îñíîâàíèÿ p).

Îïðåäåëåíèå 5.4. Íàçîâåì B-ìàòðèöåé óðîâíÿ n íåâûðîæäåííóþ íàä ïî-
ëåì Zp ìàòðèöó, ïðè çàìåíå êàæäîãî ýëåìåíòà j ∈ {0, 1, 2, . . . , p − 1} = Zp

êîòîðîé íà qj, ãäå q = exp(2πi/p), ïîëó÷àåòñÿ K-ìàòðèöà óðîâíÿ n.
Êàæäóþ ñòðîêó (èëè ñòîëáåö) B-ìàòðèöû óðîâíÿ n íàçîâåì n-add-âåêòîðîì.

Áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå bs{n} äëÿ n-add-âåêòîðà, ïîëó÷åííîãî çàìåíîé
âñåõ êîîðäèíàò qj äèñêðåòíîé ôóíêöèè Êðåñòåíñîíà-Ëåâè ks{n} íà ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè j.

Ïðåäëîæåíèå 5.10. Åñëè âåêòîð a = (a0 a1 . . . apn−1) åñòü äèñêðåòíàÿ
ôóíêöèÿ Êðåñòåíñîíà óðîâíÿ n, òî ïî ñëåäóþùèì åãî n êîîðäèíàòàì ñ èí-
äåêñàìè p0, p1, ... , pn−1 âîññòàíàâëèâàåòñÿ: íîìåð s âåêòîðà a ñðåäè íàáîðà
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà-Ëåâè óðîâíÿ n

a = ks{n}, ãäå s = bp0pn−1 + bp1pn−2 + . . . + bpn−1p0,

è íîìåð j ñðåäè íàáîðà äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà-Êðîíåêåðà óðîâíÿ n

a = tj{n}, ãäå j = bp0p0 + bp1p1 + . . . + bpn−1pn−1;

ïåðåõîäîì (òî åñòü ai = qbi) îò äèñêðåòíîé ôóíêöèè Êðåñòåíñîíà a ê ñîîò-
âåòñòâóþùåìó n-add-âåêòîðó b = (b0 b1 . . . bpn−1) è âûáîðîì èç íåãî êîîðäèíàò
bp0 , bp1 , . . . , bpn−1 ñ óêàçàííûìè èíäåêñàìè (òî åñòü b = bs{n}).

Ââåäåì ìàòðèöû Cn ïîðÿäêà n× pn ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

C1 = (0 1 . . . p− 1), Cn =

(
Cn−1 Cn−1 · · · Cn−1

0{n− 1} 1{n− 1} · · · p− 1{n− 1}
)

,

ãäå l{n− 1} = (l l . . . l) ñòðîêè äëèíû pn−1 ñ ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòîé.
Òåîðåìà 5.14. Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ íàä ïîëåì Zp ìàòðèöà G ïîðÿäêà n

ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû
B = CT

n ·G · Cn
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çàäàåò B-ìàòðèöó, êîòîðàÿ ïðè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå çàïèñè (òî åñòü
ïðè çàìåíå j ∈ Zp íà qj) ïåðåõîäèò â K-ìàòðèöó.

È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîé K-ìàòðèöû óðîâíÿ n íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ íàä
ïîëåì Zp ìàòðèöà G ïîðÿäêà n òàêàÿ, ÷òî CT

n ·G ·Cn åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ
B-ìàòðèöà.

Òåîðåìà 5.15. Ëþáàÿ íîðìèðîâàííàÿ K-ìàòðèöà J óðîâíÿ n çàäàåò ïå-
ðèîäè÷åñêèé îïåðàòîð (Jm = E) c ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì ïåðèîäà m. Ýòîò
îïåðàòîð èìååò pn (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà
{qk , k = 0, 1, . . . , m − 1}, ãäå q = e

2πi
m . Ìàòðèöû Qk = 1

m

∑m−1
l=0 q−klJ l ñëóæàò

ïðîåêòîðàìè íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Ek (Jx = qkx äëÿ x ∈ Ek) ïðî-
ñòðàíñòâà Cpn, ÷åðåç êîòîðûå çàäàåòñÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñòåïåíåé
îïåðàòîðà Jk =

∑m−1
l=0 qklQl.

Â êîíöå äèññåðòàöèè ïðèâåäåíî çàêëþ÷åíèå, â êîòîðîì êðàòêî ïðîàíà-
ëèçèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïåðåíåñåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû íà òðè îáúåêòà ãàð-
ìîíè÷åñêîãî àíàëèçà â ñìåøàííûõ êîäàõ, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèñòåìà
Âèëåíêèíà, ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è äèñêðåòíîå ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîîòâåòñòâåííî.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1. Òåîðåìà 2.2 îá îöåíêå íîðìû îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå è åå ñëåäñòâèå â

âèäå òåîðåìû 1.2 äëÿ ÿäðà Äèðèõëå. Âûâîä î ïîâåäåíèè ìîäóëÿ îáîáùåííîãî
ÿäðà Äèðèõëå è ÿäðà Äèðèõëå.

2. Òåîðåìà 1.4 î ñîâïàäåíèè íîðì ÿäåð Äèðèõëå äëÿ ëèíåéíûõ è êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìû Óîëøà è å¼ Ñëåäñòâèå. Êîíñòàíòû Ëåáåãà
ñ îäèíàêîâûì íîìåðîì ñèñòåì Óîëøà-Ïýëè, Óîëøà-Óîëøà è Óîëøà-Êà÷ìàæà
ñîâïàäàþò.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû Ôàéíà î êîíñòàíòàõ Ëåáåãà ñèñòåìû
Óîëøà-Ïýëè è ìîè ðåçóëüòàòû â âèäå òåîðåìû 1.2 è ëåììû ñèììåòðèè (1.18)
L2n+k = L2n+1−k (k < 2n) âåðíû äëÿ êëàññà îáîáùàþùèõ ñèñòåì Óîëøà.

3. Îïðåäåëåíèå 3.3 W -ìàòðèö, ìåòîä èõ ãåíåðèðîâàíèÿ è îáðàòíàÿ ïðîöåäó-
ðà âîññòàíîâëåíèÿ êîäèðóþùåé ìàòðèöû (òåîðåìà 3.2, ïðåäëîæåíèÿ 1.2 è 3.13).

Ïåðåíîñ äàííîé êîíñòðóêöèè èç äâîè÷íîãî äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíà-
ëèçà â p-è÷íûé äèñêðåòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç (îïðåäåëåíèÿ 5.3, 5.4, 5.5,
ïðåäëîæåíèå 5.10 è òåîðåìà 5.14).

4. Íîâûé âàðèàíò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (îïðåäåëåíèå 3.1) è òåî-
ðåìû 3.1 è 5.8 î ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà
è Êðåñòåíîíà îñíîâíîé íóìåðàöèè (-Ïýëè â ñëó÷àå Óîëøà è -Ëåâè â ñëó÷àå
Êðåñòåíñîíà) â âèäå ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî íîâîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

5. Íîâûå ôîðìû çàïèñè áûñòðûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíûõ ïåðîáðàçîâàíèé
Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè è Àäàìàðà (ïðåäëîæåíèÿ 3.16, 3.17, 3.18, 3.19 è òåî-
ðåìà 3.5). Ïåðåíîñ äàííûõ ðåçóëüòàòîâ â p-è÷íûé äèñêðåòíûé ãàðìîíè÷åñêèé
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àíàëèç (ïðåäëîæåíèÿ 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 è òåîðåìà 5.9).
6. Òåîðåìà 3.4 î áàçèñå ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äèñêðåòíîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Óîëøà-Ïýëè è åå àíàëîã (òåîðåìà 5.10) äëÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Êðåñòåíñîíà-Ëåâè.

Òåîðåìà 3.6 î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû äèñ-
êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà, åå àíàëîã (òåîðåìà 5.15) äëÿ äèñêðåòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà è òåîðåìà 5.11 î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà-Ëåâè èëè Êðåñòåíñîíà-Êðîíåêåðà.

7. Àëãîðèòì (òåîðåìà 4.2) âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñóìì ÷åòíûõ îò-
ðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñèíóñîâ â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ è îòäåëüíûå òî÷íûå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû ïàðàãðàôà 4.3.
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