
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÊÐÈÂÓËÈÍ Íèêîëàé Êèìîâè÷

ÌÅÒÎÄÛ ÈÄÅÌÏÎÒÅÍÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß È ÀÍÀËÈÇÀ

ÑËÎÆÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

05.13.18 � Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,
÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2009



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Íàó÷íûé êîíñóëüòàíò:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ÐÎÌÀÍÎÂÑÊÈÉ Èîñèô Âëàäèìèðîâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû:
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ÄÅÌÜßÍÎÂ Âëàäèìèð Ôåäîðîâè÷
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ÌÀÒÂÅÅÍÊÎ Âëàäèìèð Äìèòðèåâè÷
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
èíñòèòóò ÐÀÍ)

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ÑÎÊÎËÎÂ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷
(Èíñòèòóò ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé
Êàðåëüñêîãî ÍÖ ÐÀÍ)

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ôèíàíñîâàÿ àêàäåìèÿ ïðè Ïðàâèòåëüñòâå ÐÔ

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ � � 20 ã. â ÷àñîâ íà çàñåäàíèè
ñîâåòà Ä212.232.51 ïî çàùèòå äîêòîðñêèõ è êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé
ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó:
198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ïåòðîäâîðåö, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., 28,
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò, àóä. 405.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Íàó÷íîé áèáëèîòåêå
èì. Ì. Ãîðüêîãî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
ïî àäðåñó: 199034, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., 7/9.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí � � 20 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Äàóãàâåò È.Ê.

Nikolai K.Krivulin
Stamp



ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èäåìïîòåíòíàÿ àëãåáðà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îáëàñòü ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííóþ ñ èçó÷åíèåì ïîëó-
êîëåö ñ èäåìïîòåíòíûì ñëîæåíèåì. Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èäåì-
ïîòåíòíàÿ àëãåáðà ïðåâðàòèëàñü â îäèí èç íàèáîëåå áûñòðî ðàçâèâà-
þùèõñÿ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, ðîëü êîòîðîãî êàê òåîðåòè÷åñêîé äèñ-
öèïëèíû è ýôôåêòèâíîãî èíñòðóìåíòà ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â
ýêîíîìèêå, òåõíèêå, óïðàâëåíèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ ïîñòîÿííî ðàñòåò.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí óâåëè÷åíèÿ èíòåðåñà ê ýòîé òåìå ñî
ñòîðîíû, êàê òåîðåòèêîâ, òàê è ïðèêëàäíûõ ñïåöèàëèñòîâ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ìíîãèå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè (çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà
ãðàôàõ, çàäà÷à äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäà÷à î íàçíà÷å-
íèè è äðóãèå) ñâîäÿòñÿ â òåðìèíàõ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû ê ðåøåíèþ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà è òîìó ïîäîáíûì âû÷èñëåíèÿì.

Êðîìå òîãî, ýâîëþöèÿ ìíîãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå (íàïðèìåð, ñèñòåìû è ñåòè ñ î÷åðåäÿìè), ìî-
æåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé èäåì-
ïîòåíòíîé àëãåáðû. Ýòî îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ òàêèõ ñèñòåì íà îñíîâå ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îïðåäåëåííûõ èäåì-
ïîòåíòíûõ àíàëîãîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ìåòîäîâ êëàññè÷åñêîé
ëèíåéíîé àëãåáðû è òåîðèè ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ê ÷èñëó ïåðâûõ ïóáëèêàöèé â îáëàñòè èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû îò-
íîñÿòñÿ ðàáîòû Í.Í. Âîðîáüåâà è À.À. Êîðáóòà ïî èçó÷åíèþ ýêñòðå-
ìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå È.Â. Ðîìàíîâñêîãî ïî àíàëèçó àñèìï-
òîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîöåññîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòî îáëàñòü ïîëó÷èëà â ìàòåðèàëàõ íàó÷íîé
øêîëû, âîçãëàâëÿåìîé àêàä. Â.Ï. Ìàñëîâûì, â ðàìêàõ èçó÷åíèÿ èäåì-
ïîòåíòíîãî àíàëèçà êàê òåîðèè ïîëóìîäóëåé ôóíêöèé ñî çíà÷åíèåì â
èäåìïîòåíòíîì ïîëóêîëüöå. Ðàáîòû Â.Ï. Ìàñëîâà, Â.Í. Êîëîêîëüöî-
âà, Ã.Ë. Ëèòâèíîâà, À.Í. Ñîáîëåâñêîãî, Ã.Á. Øïèçà è èõ êîëëåã çàëî-
æèëè îñíîâû è ñôîðìèðîâàëè ìåòîäîëîãè÷åñêóþ áàçó íîâîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ � èäåìïîòåíòíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò èäåìïîòåíò-
íûé âàðèàíò àëãåáðû, àíàëèçà, à òàêæå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè è ïðèìåíåíèÿ èäåìïîòåíòíîé àëãåá-
ðû ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èññëåäîâàëè Ï.È. Äóäíèêîâ,
Ñ.Í. Ñàìáîðñêèé, Â.Ä. Ìàòâååíêî, Ñ.Ë. Áëþìèí, R.A. Cuninghame-
Green, B.A. Carr�e, U. Zimmermann, F. Baccelli, G.J. Olsder, J.S. Golan,
B. Heidergott, à òàêæå äðóãèå ðîññèéñêèå è çàðóáåæíûå àâòîðû.
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Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âìåñòî îáùåãî èäåìïî-
òåíòíîãî ïîëóêîëüöà âîçíèêàåò èäåìïîòåíòíîå ïîëóïîëå (èäåìïîòåíò-
íîå ïîëóêîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìå-
åò îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ). ßñíî, ÷òî íàëè÷èå ãðóïïîâîãî
ñâîéñòâà ó îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äîëæíî â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè îáî-
ãàùàòü òåîðèþ è àïïàðàò èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû. Âîïðîñ î òîì, êàêèå
íîâûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì ýòîãî ñâîéñòâà, ïðåä-
ñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ è òðåáóåò äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ.

Ñðåäè çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà îñòàþòñÿ ìàëî èçó÷åííûìè çà-
äà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
â ÷àñòíîñòè, ñèñòåì è ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå, ñâÿ-
çàííîå ñ ðàçðàáîòêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è âû÷èñëèòåëüíûõ ìå-
òîäîâ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû äëÿ ñëó÷àÿ èäåìïîòåíòíûõ ïîëóïîëåé è
èõ ïðèëîæåíèåì ê àíàëèçó ñëîæíûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ ñòîõàñòè÷åñêèå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå àïïàðàòà è ìåòî-
äîâ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû, íàïðàâëåííûõ íà èññëåäîâàíèå èäåìïî-
òåíòíûõ ïîëóïîëåé, à òàêæå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ñëîæíûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ
ðàçðàáîòêó è èçó÷åíèå ìîäåëåé ñèñòåì ñ î÷åðåäÿìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû è ðå-
çóëüòàòû èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû è àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè
ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè ãðàôîâ, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, à òàêæå ìåòîäû èìèòàöèîííîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû ëè÷íî
ñîèñêàòåëåì è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû àíàëèçà è ðåøåíèÿ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé íà
îñíîâå àíàëèçà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå è èñïîëüçîâàíèÿ èäåìïîòåíòíîãî àíàëîãà îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû.

2. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ñ ïðèìåíåíèåì èäåìïîòåíòíîãî àíàëîãà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà, èçó÷åíû ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà, ïîëó÷åíî
îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Êàððå äëÿ ñòåïåíåé ìàòðèöû.

3. Äîêàçàíû òåîðåìû ñõîäèìîñòè äëÿ èòåðàöèé ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà íà âåêòîðíîì ïîëóìîäóëå íàä èäåìïîòåíòíûì ïîëóïîëåì.
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4. Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ëè-
íåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû, íàéäåíà âåëè÷èíà ïîêàçàòåëÿ Ëÿïó-
íîâà äëÿ ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëå-
íèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû.

5. Ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ
ìàòðèöàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëå-
ìåíòîâ, äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ â âèäå ðàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé.

6. Ïîñòðîåíû îöåíêè äëÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé èëè íåðàçëîæèìîé.

7. Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì ñ î÷åðå-
äÿìè ñ ñèíõðîíèçàöèåé äâèæåíèÿ òðåáîâàíèé, ðàçðàáîòàíû è èçó÷åíû
àëãîðèòìû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîôàçíûõ ñèñòåì.

8. Ðåøåíû çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ è îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè öèêëà
îáñëóæèâàíèÿ ñèñòåì ñ î÷åðåäÿìè ñ ñèíõðîíèçàöèåé, à òàêæå îöåíêè
ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû â òàêèõ ñèñòåìàõ.

9. Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ðåøåíèÿ âû÷èñëè-
òåëüíûõ çàäà÷ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðè-
âåäåííûìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ðàññìîòðåííûìè ïðèìåðàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïðåä-
ëîæåííûå â ðàáîòå ïîäõîäû è ïîëó÷åííûå íà èõ îñíîâå ðåçóëüòàòû
ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü äàëüíåéøåå ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîãî àïïàðà-
òà è ìåòîäîâ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû, à òàêæå îáåñïå÷èòü ïîñòðîåíèå
ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîöåäóð.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñîñòàâèëè îñíîâó ó÷åáíîãî êóðñà ïî àëãåáðàè-
÷åñêèì ìåòîäàì ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì êàôåäðû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ.

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è ïðîáëåìû ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ðåàëèçîâàíû â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ.

Ïîñòðîåííûå â ðàáîòå ìîäåëè è ìåòîäû èõ èññëåäîâàíèÿ ìîãóò ïðè-
ìåíÿòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àíàëèçà ñëîæíûõ ñèñòåì â òåõíèêå, ýêî-
íîìèêå, óïðàâëåíèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ, âêëþ÷àÿ çàäà÷è, ðåøåíèå êî-
òîðûõ äðóãèìè ìåòîäàìè îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà ñåìè-
íàðàõ íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì ôàêóëüòåòå è ôàêóëüòåòå ìåíåäæ-
ìåíòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, â Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå ÐÀÍ, Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì îòäåëåíèè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåê-
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ëîâà ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà
ÐÀÍ, Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà Íàöèîíàëüíîé àêàäå-
ìèè íàóê Óêðàèíû, Öåíòðå ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé óíèâåðñèòåòà
Òèëáóðãà (Íèäåðëàíäû), íà Îòäåëåíèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ
óíèâåðñèòåòà Ëèí÷îïèíãà (Øâåöèÿ), Ôàêóëüòåòå êîìïüþòåðíûõ íàóê
Íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà Ñèíãàïóðà (Ñèíãàïóð), â Øêîëå áèçíå-
ñà èì. Ã.Ð. Ãåðáåðãåðà óíèâåðñèòåòà Ñåíò-Êëàóäà (ÑØÀ), Èíñòèòóòå
ìàòåìàòèêè Ñâîáîäíîãî óíèâåðñèòåòà Áåðëèíà (Ãåðìàíèÿ).

Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:
3rd International Workshop on Model-Oriented Data Analysis (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 1992), St. Petersburg Workshop on Simulation (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 1994�2009), NATO Advanced Study Institute �Current Issues
and Challenges in the Reliability and Maintenance of Complex Systems�
(Àíòàëèÿ, Òóðöèÿ, 1995), International Workshop on Discrete Event
Systems (Ýäèíáóðã, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 1996), International Conference on
Random Dynamical Systems (Áðåìåí, Ãåðìàíèÿ, 1997), 10th INFORMS
Applied Probability Conference (Óëüì, Ãåðìàíèÿ, 1999), XII Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿
(Íèæíèé Íîâãîðîä, 1999), 2nd International Workshop �New Models
of Business: Managerial Aspects and Enabling Technology� (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 2002), Ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ ¾Íåëèíåéíûé äèíàìè÷å-
ñêèé àíàëèç¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007), 6th International Conference on
Mathematical Modelling (Âåíà, Àâñòðèÿ, 2009), Âñåðîññèéñêàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå (Íîâîñèáèðñê, 2009).

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè. Èññëåäîâàíèÿ ïðî-
âîäèëèñü â ðàìêàõ èíèöèàòèâíûõ íàó÷íûõ ïðîåêòîâ, ïîääåðæàííûõ
ãðàíòàìè ÐÔÔÈ ��00-01-00760, 04-01-00840, 06-01-00763, 09-01-00808.

×àñòü ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíà â õîäå ðàáîò ïî òåìå ¾Îïòèìàëüíîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íå÷åòêî çàäàííûõ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðî-
öåññîâ è ñèñòåì íåñòàöèîíàðíûìè ìîäåëÿìè, çàäàâàåìûìè íàä äèñ-
òðèáóòèâíûìè ðåøåòêàìè¿ (ãîñ. ðåã. �0120.0804162) ñîãëàñíî òåìàòè-
÷åñêîìó ïëàíó ÍÈÐ ÍÈÈÌÌ ÑÏáÃÓ ïî çàäàíèþ Ðîñîáðàçîâàíèÿ.

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé îòðàæåíû
â ðàáîòàõ [17�75], âêëþ÷àÿ ñòàòüè [17�28], îïóáëèêîâàííûå â èçäàíèÿõ,
âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè, ñòàòüè [29�32] â
èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â ñèñòåìó öèòèðîâàíèÿ Web of Science (Science
Citation Index Expanded), à òàêæå ìîíîãðàôèþ [33].

Â ðàáîòàõ [27,28,51] ñîèñêàòåëåì îñóùåñòâëåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
ïîñòðîåíèå è àíàëèç ìîäåëè ñèñòåìû, à òàêæå ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåí-

6



êè ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû. Ñîàâòîðîì ïîñòðî-
åíû íèæíèå îöåíêè, ðàçðàáîòàíû ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà è ïðîâåäåíû
÷èñëåííûå ðàñ÷åòû. Â [29, 53] ñîèñêàòåëåì âûïîëíåíî ïîñòðîåíèå è
àíàëèç ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì,
à ñîàâòîðîì � ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àíàëèç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Â [34, 54] ñîèñêàòåëåì ïîñòðîåíû è èçó÷åíû èìèòàöèîííûå ìîäåëè
ñèñòåì ñ î÷åðåäÿìè. Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò ñîàâòîðàì.

Â ðàáîòàõ [55, 73] ñîèñêàòåëåì âûïîëíåíà ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ àíàëèçà áèçíåñ-ïðîöåññîâ, à ñîàâòîðó ïðè-
íàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ
ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Â ñòàòüå [52] ñîèñêàòåëåì ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâà
äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, íîðìû è ñëåäà ñòåïåíè ìàòðèöû, à òàêæå òåî-
ðåìà î ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
è àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ âûïîëíåíû ñîàâòîðîì.

Â [74,75] ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæèò òåîðåìà î ñðåäíåì âðåìåíè öèê-
ëà îáñëóæèâàíèÿ â ìíîãîôàçíûõ ñèñòåìàõ ñ î÷åðåäÿìè, à ñîàâòîðó �
àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ îöåíêîé ñðåäíèõ çíà-
÷åíèé ìàêñèìóìîâ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
äåñÿòè ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 300 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 10 èëëþñòðàöèé è 4 òàáëèöû. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 128 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ãëàâà 1. Èäåìïîòåíòíàÿ àëãåáðà

Ãëàâà ñîäåðæèò îñíîâíûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ èäåìïîòåíòíîé àë-
ãåáðû, íà êîòîðûå îïèðàåòñÿ èçëîæåíèå ìàòåðèàëà, ïðåäñòàâëåííîãî â
ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Äàíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ,
êîòîðûå ñîïðîâîæäàþòñÿ îáçîðîì ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â �1.1 èçó÷àþòñÿ èäåìïîòåíòíûå ïîëóêîëüöî è ïîëóïîëå. Ââîäèòñÿ
îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà è äàþòñÿ ïðèìåðû ïîëóêîëåö. Âûáè-
ðàåòñÿ ìåòðèêà, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé äîñòàòî÷íî ïðèìåíåíèÿ îñ-
íîâíûõ îïåðàöèé ïîëóêîëüöà, äîïîëíåííûõ îïåðàöèåé îáðàùåíèÿ.

Ïóñòü X � ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíîå ïîëó-
êîëüöî ñ íóëåì è åäèíèöåé 〈X,0, 1,⊕,⊗〉, â êîòîðîì ñëîæåíèå ⊕ èäåì-
ïîòåíòíî, à êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ
⊗. Òàêîå ïîëóêîëüöî îáû÷íî íàçûâàþò èäåìïîòåíòíûì ïîëóïîëåì.

Íà èäåìïîòåíòíîì ïîëóïîëå îáû÷íûì ïóòåì ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ
âîçâåäåíèÿ â öåëóþ, à çàòåì � â ðàöèîíàëüíóþ ñòåïåíü.
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Äàëåå â âûðàæåíèÿõ çíàê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ⊗ îïóñêàåòñÿ. Îáî-
çíà÷åíèå ñòåïåíè èñïîëüçóåòñÿ â ñìûñëå èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû.

Íà ïîëóïîëå X îïðåäåëåí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê òàê, ÷òî x ≤ y òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà x⊕ y = y. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî X âñåãäà ìîæíî
äîïîëíèòü ýëåìåíòîì ∞ òàêèì, ÷òî x ≤ ∞ äëÿ âñÿêîãî x ∈ X.

Ââåäåì íà X ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ρ. Äëÿ ëþáûõ x, y 6= 0 ïîëîæèì

ρ(x, y) = y−1x⊕ x−1y. (1)

Îäíèì èç ïðèìåðîâ ïîëóïîëåé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ
Rmax,+ = 〈R ∪ {−∞},−∞, 0,max,+〉. Â ïîëóïîëå Rmax,+ äëÿ âñåõ
x, y ∈ R ôóíêöèÿ (1) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ìåòðèêîé d(x, y) = |x− y|.

Â �1.2 èçó÷àåòñÿ âåêòîðíûé ïîëóìîäóëü íàä èäåìïîòåíòíûì ïîëó-
ïîëåì. Îïåðàöèÿì ïîëóìîäóëÿ äàåòñÿ íàãëÿäíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ íà ïëîñêîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îáñóæäà-
åòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ. Íà ïîëóìîäóëå ââîäèò-
ñÿ ìåòðèêà íà îñíîâå ìåòðèêè (1) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëóêîëüöà.

Â �1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ èäåìïîòåíòíàÿ àëãåáðà ìàòðèö. Ïåðå÷èñ-
ëÿþòñÿ ñâîéñòâà îïåðàöèé è ââîäèòñÿ íîðìà ìàòðèöû. Ìàòðèöà íà-
çûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè â êàæäîé åå ñòðîêå èìååòñÿ, ïî êðàéíåé
ìåðå, îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Èçó÷àåòñÿ èäåìïîòåíòíîå ïîëóêîëüöî
êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Òàê æå, êàê â îáû÷íîé àëãåáðå, îïðåäåëÿþòñÿ
åäèíè÷íàÿ, äèàãîíàëüíàÿ, òðåóãîëüíàÿ è ðàçëîæèìàÿ ìàòðèöû.

Îáû÷íûì ïóòåì â òåðìèíàõ îïåðàöèè ⊕ ââîäèòñÿ ñëåä ìàòðèöû
è ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà. Âûÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó
âû÷èñëåíèåì ñòåïåíè ìàòðèöû è ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàôà.

Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A = (aij) îïðåäåëÿåòñÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A− = (a−ij)

ñ ýëåìåíòàìè a−ij = a−1ji , åñëè aji 6= 0, è a−ij = 0, åñëè aji = 0.
Íà îñíîâå ìåòðèêè (1) ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìàòðèö.
Â �1.4 äàåòñÿ îáùèé âèä ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå äâóõ ÷àñò-

íûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè 1-ãî è 2-ãî ðîäà.

Ãëàâà 2. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà

Ìíîãèå ïðèëîæåíèÿ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû ïðèâîäÿò ê çàäà÷å ðå-
øåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà x ∈ Xn óðàâíåíèÿ

Ax = b, A ∈ Xm×n, b ∈ Xm. (2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óðàâíåíèå (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûðàæå-
íèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âåêòîðàìè, ìåòîäû åãî àíàëèçà è
ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå îïðåäåëåííûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ.
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Çàäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è åå ñâÿçü ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
âåêòîðîâ èçó÷àëàñü â ðàáîòå Í.Í. Âîðîáüåâà [1]. Â ñëó÷àå ìàòðèöû ñ
íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ïðåäëîæåí ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ïîêðûòèé íà
îñíîâå àíàëèçà ïîäìíîæåñòâ ñòðîê íåêîòîðîé ïðèâåäåííîé ìàòðèöû.

Â ðàáîòå [11] òåîðèÿ è ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîëó÷èëè äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå, íàïðàâëåííîå, â ÷àñòíîñòè, íà ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ
ìàòðèöåé, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü íóëåâûå ýëåìåíòû. Íàéäåíî óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â âèäå âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà.

Â ðàáîòàõ [8, 16] ïðèìåíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïîíÿòèÿ ïîäðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ îñòàò-
êà, â òåðìèíàõ êîòîðîé äàíî âûðàæåíèå äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
Â [15] ââîäèòñÿ íåêîòîðûé àíàëîã îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, íàçûâàåìûé
äîìèíàíòîì, è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè
àíàëîãà ïðàâèëà Êðàìåðà ñ çàìåíîé îïðåäåëèòåëÿ íà äîìèíàíò.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2) ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè ñ ïðè-
ìåíåíèåì ìåòðèêè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîé äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
îñíîâíûõ áèíàðíûõ îïåðàöèé ïîëóêîëüöà, äîïîëíåííûõ îïåðàöèåé
ïñåâäîîáðàùåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû â êîìïàêòíîé
âåêòîðíîé ôîðìå, à òàêæå äàâàòü èì ïðîñòóþ è íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè-
÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ íà ïëîñêîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Â �2.1 âû÷èñëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà b ∈ X
m

äî ëèíåéíîé îáîëî÷êè A ñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . ,an ∈ X
m. Ïóñòü

A = (a1, . . . ,an) � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç âåêòîðîâ ñèñòåìû. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû

ρ(A, b) = min
x∈Xn

ρ(Ax, b).

Íàðÿäó ñ ìàòðèöåé A ââåäåì ìàòðèöó Â ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü âåêòîð b 6= 0 èìååò íóëåâûå êîîðäèíàòû. Òîãäà â êà÷åñòâå Â
áåðåòñÿ ìàòðèöà A, ó êîòîðîé çàìåíåíû âñå ñòîëáöû ñ íåíóëåâûìè
ýëåìåíòàìè íà ïåðåñå÷åíèè ñî ñòðîêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè íóëåâûì
êîîðäèíàòàì âåêòîðà b. Â ìàòðèöå Â âñå ýëåìåíòû ýòèõ ñòîëáöîâ,
êðîìå òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè ñ óêàçàííûìè
ñòðîêàìè, ïðèðàâíèâàþòñÿ ê íóëþ. Åñëè b > 0, òî ïîëàãàþò Â = A.

Ìàòðèöà Â íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ âåêòîðîì b. Ïîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò b äî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê ñòîëáöîâ
ìàòðèö A è Â ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ X

n

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ρ(Ax, b) = ρ(Âx, b). Ó÷èòûâàÿ ýòîò ðåçóëüòàò,
äàëåå âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A è âåêòîð b ñîãëàñîâàíû.
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Ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, îïðåäåëÿåòñÿ
âåëè÷èíà

∆(A, b) = (A(b−A)−)−b.

Åñëè ìàòðèöà A � íåðåãóëÿðíàÿ, òî ïîëàãàþò ∆(A, b) =∞.
Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è âåêòîðà b 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ

ρ(A, b) =
√

∆(A, b).

Ïðè ýòîì ìèíèìóì ρ(Ax, b) äîñòèãàåòñÿ ïðè x =
√

∆(A, b)(b−A)−.
Îäíî èç ñëåäñòâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è

âåêòîðà b 6= 0 ðåøåíèå íåðàâåíñòâà Ax ≤ b èìååò âèä x ≤ (b−A)−.
Êðîìå òîãî, âåêòîð b ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå A òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(A, b) = 1. Ïðè ýòîì b = Ax, ãäå x = (b−A)−.
Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ïðèìåíÿåòñÿ â �2.2 äëÿ èçó÷åíèÿ ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ. Ïóñòü A(i) = (a1, . . . ,ai−1,ai+1, . . . ,an) � ìàò-
ðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A = (a1, . . . ,an) ïóòåì óäàëåíèÿ ñòîëáöà ai,

δ(A) = min
1≤i≤n

∆(A(i),ai).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . ,an ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ(A) > 1.

Â �2.3 äàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (2), à òàêæå âèä îáùåãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Óðàâíåíèå (2) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∆(A, b) = 1. Ïðè ýòîì x = (b−A)− ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
ðåøåíèåì. Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþò ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó,
ïîðîæäàþùóþ âåêòîð b, òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Ïóñòü I � íàáîð èíäåêñîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, êîòîðûå îáðàçóþò
ìèíèìàëüíóþ ïîðîæäàþùóþ b ñèñòåìó âåêòîðîâ, GI � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, ó êîòîðîé â ñòðîêå i íà äèàãîíàëè ñòîèò ÷èñëî 0, åñëè i ∈ I,
è 1, åñëè i 6∈ I. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáîðîâ I ÷åðåç I.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü óðàâíåíèå (2) ðàçðåøèìî. Òîãäà åãî îáùèì
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ðåøåíèé

xI = (b−A⊕ vTGI)
−, v ∈ Xn, I ∈ I.

Ðàññìîòðåíî ðåøåíèå ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ Ax = b è
íåðàâåíñòâà Cx ≤ d, à òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ax⊕ d = b.

Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñåòåâîãî ïëàíèðîâà-
íèÿ è óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (2).
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Ãëàâà 3. Îäíîðîäíîå è íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà

Îäíèì èç îñíîâíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ â èäåìïîòåíòíîé àëãåá-
ðå ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî âåêòîðà x ∈ Xn

Ax = x, Ax⊕ b = x, A ∈ Xn×n, b ∈ Xn. (3)

Ê ðåøåíèþ òàêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ÷àñòî íàçûâàþò îäíîðîäíûì
è íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèÿìè Áåëëìàíà, ñâîäÿòñÿ ìíîãèå êëàññè÷å-
ñêèå çàäà÷è, âêëþ÷àÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå, òðàíçèòèâ-
íîì çàìûêàíèè, ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå è äð.

Â ñóùåñòâóþùåé ëèòåðàòóðå çàäà÷à ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.
Èíîãäà ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â êîíòåêñòå àíàëèçà íåîäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì ïðè b = 0.

Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ (ñì., íàïðèìåð, [4,12,16]) ñâÿ-
çàíî ñ èññëåäîâàíèåì óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ è îïðåäåëåíèåì åãî ìèíèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáû÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìè-
íàõ òåîðèè ãðàôîâ â âèäå îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ âåñîâ öèêëè÷åñêèõ
ïóòåé â ãðàôå, ñîîòâåòñòâóþùèì ìàòðèöå A.

Â ýòîé ãëàâå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (3) äëÿ ñëó-
÷àÿ èäåìïîòåíòíîãî ïîëóïîëÿ, êîòîðûé íàïðàâëåí íà ïîëó÷åíèå ðå-
çóëüòàòîâ â êîìïàêòíîé âåêòîðíîé ôîðìå, óäîáíîé êàê äëÿ ðàçðàáîòêè
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð, òàê è äëÿ ôîðìàëüíîãî àíàëèçà.

Îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå êâàä-
ðàòíûõ ìàòðèö, êîòîðàÿ çàòåì èãðàåò ðîëü èäåìïîòåíòíîãî àíàëîãà
îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû. Ôóíêöèÿ ââîäèòñÿ òàê, ÷òîáû åå çíà÷åíèå ÿâ-
ëÿëîñü ìíîãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è ìîãëî áûòü èñïîëüçîâà-
íî ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî âîçìîæíîñòè òàê æå, êàê
îáû÷íûé îïðåäåëèòåëü â àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêîé àíàëîã
îïðåäåëèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà
óðàâíåíèé, ÷åì äðóãèå ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè, èçâåñòíûå â ëèòåðàòó-
ðå, âêëþ÷àÿ ïåðìàíåíò, áèäåòåðìèíàíò è äîìèíàíò.

Â �3.1 äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ∈ X
n×n îïðåäåëÿåòñÿ

âåëè÷èíà

TrA =

n⊕
m=1

trAm.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ X
n
+ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ:
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1) åñëè TrA ≤ 1, òî x−Ax ≥ TrA;
2) åñëè TrA > 1, òî x−Ax ≥ (TrA)1/n.
Ââîäÿòñÿ ìàòðèöû

A+ = I ⊕A⊕ · · · ⊕An−1, A× = AA+ = A⊕ · · · ⊕An.

Â ðàáîòå [9] Á.À. Êàððå óñòàíîâèë, ÷òî ïðè óñëîâèè TrA ≤ 1 äëÿ
ëþáîãî öåëîãî k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ak ≤ A+. Â íàñòîÿùåé
ãëàâå ïîëó÷åíî îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Êàððå â ñëåäóþùåì âèäå.

Ïóñòü TrA 6= 0. Òîãäà ïðè ëþáîì öåëîì k ≥ 0 ñïðàâåäëèâû ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè TrA ≤ 1, òî Ak ≤ (TrA)(k+1)/n−1A+;
2) åñëè TrA > 1, òî Ak ≤ (TrA)kA+.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A. Ïóñòü a+

i è a×i îáîçíà÷àþò
ñòîëáöû ñ èíäåêñîì i ìàòðèö A+ è A×. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ââåäåì ìàòðèöó A∗ ñî ñòîëáöàìè a∗i . Ïðè óñëîâèè
TrA = 1 îïðåäåëèì a∗i = a+

i , åñëè a+
i = a×i , è a∗i = 0, åñëè a+

i 6= a×i ,
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Â ñëó÷àå TrA 6= 1 ïîëîæèì A∗ = 0.

Äàëåå â �3.2 îïðåäåëÿåòñÿ îáùèé âèä îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèé è äàþòñÿ íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé â ñëó÷àå íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû A èçó÷àåòñÿ
â �3.3. Äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ïóñòü x � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåðàçëîæèìîé
ìàòðèöåé A. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè TrA = 1, òî x = A∗v äëÿ âñåõ v ∈ Xn;
2) åñëè TrA 6= 1, òî èìååòñÿ òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0.
Äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òàêîå óðàâíå-

íèå ñ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöåé A èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé: TrA ≤ 1 è/èëè b = 0.
Ïðè ýòîì x = A+b ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ÷àñòíûì ðåøåíèåì, à îá-
ùèé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â òåîðåìå 3.1.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåðàçëî-
æèìîé ìàòðèöåé A ñóùåñòâóåò, x � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) åñëè TrA < 1, òî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = A+b;
2) åñëè TrA = 1, òî x = A+b⊕A∗v äëÿ âñåõ v ∈ Xn;
3) åñëè TrA > 1, òî èìååòñÿ òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî è íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèé îáîáùàþòñÿ â �3.4 íà ñëó÷àé ðàçëîæèìûõ ìàòðèö.
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Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â �3.5 íàéäåíû ðå-
øåíèÿ îäíîðîäíîãî Ax ≤ x è íåîäíîðîäíîãî Ax⊕ b ≤ x íåðàâåíñòâ.

Â �3.6 ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ ðàçíûõ òèïîâ. Â �3.7 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû îïðåäåëåíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ.

Ïðèìåðû ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â �3.8.

Ãëàâà 4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû ìàòðèöû

Îäíî èç ïåðâûõ èññëåäîâàíèé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áû-
ëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå Í.Í. Âîðîáüåâà [1], â êîòîðîé ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ è âåêòîðû íàõîäÿòñÿ ïðÿìî èç óðàâíåíèÿ Ax = λx ïóòåì åãî
ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî λ è x. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîá-
ñòâåííîãî âåêòîðà èñïîëüçîâàëàñü òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé
òî÷êå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðèìåíÿëàñü ïðîöåäóðà
íà îñíîâå àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòðèöå êîíòóðíîãî ãðàôà.

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà îñíîâå èçó-
÷åíèÿ êîíòóðíûõ ãðàôîâ ðàçâèâàëñÿ â [5]. Ïîõîæàÿ òåõíèêà, êîòîðàÿ
ñî÷åòàåò àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä è ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ, ïðèìåíÿëàñü
òàêæå â ðàáîòàõ [8,11,16]. Â âåñüìà îáùåì âèäå ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ðåøàåòñÿ â ðàáîòàõ [2,4,7] â ðàìêàõ ðàçâèòîãî â ýòèõ ðàáîòàõ
èäåìïîòåíòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïîäõîäû, êîòîðûå îïèðà-
þòñÿ íà ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ èäåìïîòåíòíîãî àíàëîãà õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è åãî àíàëèç, ðàññìàòðèâàþòñÿ â [12,15].

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëå-
ìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå èäåìïîòåíòíûõ ïîëóïîëåé, êîòî-
ðûé îïèðàåòñÿ íà ïðèìåíåíèå èäåìïîòåíòíûõ àíàëîãîâ îïðåäåëèòåëÿ
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû. Äëÿ íåðàçëîæèìûõ ìàò-
ðèö ýòî ïîçâîëÿåò, êàê è â îáû÷íîé àëãåáðå, ñâåñòè ïðîáëåìó ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ê îòûñêàíèþ êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå çäåñü îñóùåñòâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Â �4.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, ðåçóëüòàòû ðå-
øåíèÿ êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ñîáñòâåííîãî ÷èñëà íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû.

Äàëåå â �4.2 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ∈ Xn×n îáû÷íûì ïóòåì
ââîäÿòñÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ ∈ X è ñîáñòâåííûé âåêòîð x ∈ Xn.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ χ(λ) = Tr(λ−1A) îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà λ ∈ X, à õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì � óðàâíåíèå χ(λ) = 1.

Â �4.3 ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ íåðàçëîæèìîé
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ìàòðèöû. Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 4.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî λ áûëî ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû A, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòî
÷èñëî áûëî êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â âèäå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé íåðàçëîæè-
ìîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî

λ =

n⊕
m=1

tr1/m(Am). (4)

Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû
A, ñîîòâåòñòâóþùèé λ, èìååò âèä x = A∗λv, ãäå v ∈ Xn, Aλ = λ−1A.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â �4.4 íà ðàçëîæè-
ìûå ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìàòðèöû â áëî÷íî-
òðåóãîëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìå âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿò-
ñÿ ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ, à òàêæå äàíû íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî òàêîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû. Íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû, îòâå÷àþùèõ êàêîìó-ëèáî åå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó.

Â �4.5 ïîëó÷åíî äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Êàððå. Äîêà-
çàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è öåëîãî k ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ

Ak ≤
n−1⊕
l=0

λk−lAl,

ãäå ÷èñëî λ âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4).
Â �4.6 îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ %(A) ìàòðèöû A êàê åå

ìàêñèìàëüíîå (â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà, èíäóöèðîâàííîãî èäåì-
ïîòåíòíûì ñëîæåíèåì) ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëü-
íûé ðàäèóñ âñåãäà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4).

Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà èçó÷à-
þòñÿ â �4.7. Ïóñòü A � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà, λ � åå ñîáñòâåííîå
÷èñëî. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

min
x∈Xn

+

x−Ax = λ, min
x∈Xn

+

(Ax)−x = λ−1,

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ñîáñòâåííîì âåêòîðå ìàòðèöû A.
Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ðàçëîæèìûõ ìàòðèö.
Â �4.8 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà

äëÿ îïðåäåëåííûõ òèïîâ ìàòðèö, âêëþ÷àÿ ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû,
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ìàòðèöû ïîäîáèÿ, à òàêæå ìàòðèöû åäèíè÷íîãî ðàíãà. Ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö è ìàòðèö ïîäîáèÿ âåëè÷èíà ñïåêòðàëüíîãî
ðàäèóñà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì íîðìû ìàòðèöû.

Çàòåì èçó÷àþòñÿ ìàòðèöû åäèíè÷íîãî ðàíãà. Èññëåäîâàíà çàäà÷à
ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ðàíãà 1.

Ïóñòü A � ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà, µ = %(AA−) � ñïåêòðàëüíûé ðà-
äèóñ ìàòðèöû AA−. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

min
x,y∈Xn

+

ρ(A,xy−) = µ1/2,

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà x è y = µ−1/2A−x� ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ìàòðèö AA− è A−A, ñîîòâåòñòâóþùèå µ.

Â �4.9 äàíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêî-
ãî ðàçâèòèÿ, ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì.

Ãëàâà 5. Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
â èäåìïîòåíòíîé àëãåáðå ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ óñòà-
íàâëèâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà A ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖Ak‖1/k
ñõîäèòñÿ ïðè k →∞ ê ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó îïåðàòîðà.

Ê ÷èñëó ïåðâûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè îòíîñèòñÿ ðàáîòà
È.Â. Ðîìàíîâñêîãî [6], â êîòîðîé èññëåäîâàëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ðåøåíèé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òåîðåòèêî-ãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4).

Â òî æå âðåìÿ â ðàáîòå [1] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âåëè÷èíà (4)
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû A.

Äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåêòîðíîì ïîëóìîäóëå íàä ïðîèç-
âîëüíûì èäåìïîòåíòíûì ïîëóêîëüöîì, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñõî-
äèìîñòè â îáùåì âèäå áûëî ïîëó÷åíî Â.Ï. Ìàñëîâûì è Â.Í. Êîëî-
êîëüöîâûì [4] ñ ïðèìåíåíèåì ðàçâèòîé èìè òåîðèè íà îñíîâå ñî÷åòà-
íèÿ êëàññè÷åñêîãî è èäåìïîòåíòíîãî àíàëèçà.

Â ýòîé ãëàâå ïðåäëîæåíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñõîäèìîñòè
äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóìîäóëÿ íàä èäåìïîòåíòíûì ïîëóïîëåì. Äîêàçàòåëü-
ñòâî îïèðàåòñÿ íà ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò òàêæå ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Â �5.1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ k ≥ 0 äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A
è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(A⊕D)k =
⊕

p+q+r=k

ApDqAr.
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Â �5.2 ïîëó÷åí ðÿä íåðàâåíñòâ äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, ñëåäà è
íîðìû ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ïóñòü ìàòðèöà A íå èìååò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, λ � åå ñîáñòâåííîå
÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî k ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

λk ≤ ‖Ak‖ ≤ λk‖AA−‖, λk‖AA−‖−1 ≤ trAk ≤ λk.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû ñîñòàâëÿþò òåîðåìû 5.1 è 5.2, êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû â �5.3. Â ýòèõ òåîðåìàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
k→∞

‖Ak‖1/k = %(A), lim
k→∞

k⊕
m=1

tr1/m(Am) = %(A).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñíà÷àëà èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ìàòðèöû áåç íó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèç-
âîëüíûå íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû, à çàòåì � íà ðàçëîæèìûå ìàòðèöû.

Â çàêëþ÷åíèå â �5.4 ïîêàçàíî, ÷òî îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ìàòðèöû ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå
äîêàçàííûõ òåîðåì êàê íåêîòîðîå èõ ñëåäñòâèå.

Ãëàâà 6. Ëèíåéíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû

Ïðè àíàëèçå ðåàëüíûõ ñèñòåì â òåõíèêå, ýêîíîìèêå, óïðàâëåíèè
è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ñòîõàñòè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå
ìîäåëè, â êîòîðûõ ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ïðè
ïîìîùè ëèíåéíûõ â ñìûñëå ïîëóêîëüöà Rmax,+ âåêòîðíûõ óðàâíå-
íèé. Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñðåäíÿÿ
àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ðîñòà âåêòîðà ñîñòîÿíèé, êîòîðóþ ÷àñòî íà-
çûâàþò ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ñèñòåìû.

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà èçó÷àëèñü â ðàáî-
òàõ [8,10], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì (íàïðèìåð, ìàò-
ðèöû áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ èëè íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû).

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ
äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé. Èçâåñòíûå ðåøåíèÿ ïî ñóùåñòâó îãðàíè÷è-
âàþòñÿ ñëó÷àåì ñèñòåì ñ ìàòðèöåé ìàëîé ðàçìåðíîñòè (êàê ïðàâèëî,
ñ ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà), ýëåìåíòû êîòîðîé íåçàâèñèìû è èìåþò
îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé [8, 10,14].

Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî îáùèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà è ïðåäëîæåí ìåòîä
åãî âû÷èñëåíèÿ íà îñíîâå íåêîòîðîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû.
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Â �6.1 èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñî ñêàëÿðíûìè è ìàòðè÷íûìè îïåðàöèÿìè â ïîëóêîëüöå Rmax,+.

Â �6.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ýâî-
ëþöèÿ êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ â ïîëóìîäóëå R

n
max,+ óðàâíåíèåì

x(k) = A(k)x(k − 1), k = 1, 2, . . . , (5)

ãäå A(k) � ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà, x(k) � âåêòîð ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî {A(k)|k ≥ 1} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, à êîîðäèíàòû
íà÷àëüíîãî âåêòîðà x(0) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 (ñ â. 1) îãðàíè÷åíû.

Ïóñòü Ak = A(k) · · ·A(1). Ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ñèñòåìû íàçû-
âàåòñÿ ñðåäíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ðîñòà âåêòîðà ñîñòîÿíèé,
êîòîðàÿ â R

n
max,+ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë

λ = lim
k→∞

‖x(k)‖1/k = lim
k→∞

‖Ak‖1/k.

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â ñëåäóþùåé ôîðìå.
Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü {A(k)|k ≥ 1} � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, E‖A1‖ <∞ è %(EA1) > 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî

lim
k→∞

‖Ak‖1/k = λ ñ â. 1, lim
k→∞

E‖Ak‖1/k = λ.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöà-
ìè ÷àñòíîãî âèäà ðàññìîòðåíû â �6.3. Ïîêàçàíî, äëÿ ñëó÷àÿ äèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöû A(k) ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà èìååò âåëè÷èíó λ = tr(EA1).
Åñëè A(k) � ìàòðèöà ïîäîáèÿ, òî λ = E‖A1‖. Äëÿ ìàòðèöû åäèíè÷-
íîãî ðàíãà A(k) = u(k)vT (k) âûïîëíÿåòñÿ λ = E[vT (1)u(2)].

Â �6.4 èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Âû÷èñëåíèå
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ñëåäóþùåãî íåðà-
âåíñòâà äëÿ íîðìû ïðîèçâåäåíèÿ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Ïóñòü ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò ïîðÿäîê n è ïðåäñòàâëåíà â âèäå
A(k) = D(k) ⊕ T (k), ãäå D(k) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à T (k) �
íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà ñ èíäåêñîì r + 1.

Ââîäèòñÿ ìàòðèöà D(l,m) = D(l + 1) · · ·D(m), åñëè m > l, è
D(l,m) = I â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû
D(l,m) îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç di(l,m), i = 1, . . . , n.

Òîãäà ïðè ëþáîì k = 1, 2, . . . ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Ak‖ ≤

(
k⊕
l=1

‖T (l)‖ ⊕ 1

)r n⊗
i=1

⊕
0≤l≤m≤k

di(l,m)

r+1

.
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Äðóãèå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò îöåíêè äëÿ ñðåä-
íèõ çíà÷åíèé ìàêñèìóìîâ ñóìì íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, . . . , ξk. Ïóñòü ζlm = ξl+1+ξl+2+· · ·+ξm.
Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, åñëè Eξ1 = 0 è Dξ1 <∞, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

E max
0≤l<m≤k

|ζlm| ≤ 4
√

2(2k − 1)Eξ21 .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 6.4. Åñëè A(k) � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî λ = tr(EA1).
Â �6.6 ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íà îñíî-

âå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà â ñëó÷àå
ìàòðèöû íåïîëíîãî ðàíãà äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû A(k) ñóùåñòâóåò ñêåëåòíîå ðàç-
ëîæåíèå A(k) = B(k)C(k) ñ íåçàâèñèìûìè ñîìíîæèòåëÿìè òàêîå, ÷òî
ìàòðèöà C(k)B(k) ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíîé. Òîãäà λ = tr(E[C(1)B(1)]).

Ãëàâà 7. Ýêñïîíåíöèàëüíûå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ýâîëþöèÿ êî-
òîðîé îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ïîëóêîëüöà Rmax,+ óðàâíåíèåì (5).

Äëÿ íåêîòîðûõ òàêèõ ñèñòåì ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí íà îñíîâå òåîðåìû 6.3 íåïîñðåäñòâåííî ïóòåì íàõîæäåíèÿ
íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è âû÷èñëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ñóùåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè âêëþ÷àþò ðåøåíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå â ðàáîòàõ [8,10,14] äëÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà,
ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû êîòîðîé íåçàâèñèìû è èìåþò îáùåå íåïðåðûâíîå
(ýêñïîíåíöèàëüíîå èëè íîðìàëüíîå) èëè äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äëÿ ñèñòåì ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû íàèáîëåå îáùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ ìàòðèöû
âòîðîãî ïîðÿäêà, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò ðàñïðåäåëå-
íèå ñ îäíè îáùèì ïàðàìåòðîì, à íåäèàãîíàëüíûå � ñ äðóãèì.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíî-
âà äëÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû êî-
òîðûõ èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïà-
ðàìåòðàìè, âêëþ÷àÿ ñëó÷àè, êîãäà íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ÿâ-
ëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, à äðóãèå � êîíñòàíòàìè.

Â �7.1 ââîäèòñÿ ìîäåëü ñèñòåìû, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì (5), äëÿ êîòîðîãî

A(k) =

(
αk βk
γk δk

)
, x(0) =

(
0
0

)
.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αk|k ≥ 1},
{βk|k ≥ 1}, {γk|k ≥ 1} è {δk|k ≥ 1} ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, êîòîðûå èìåþò îáùåå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðàìè µ, ν, σ è τ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû αk,
βl, γm è δn ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïðè ëþáûõ k, l,m, n.

Â �7.2 ïðåäñòàâëåí îáùèé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïó-
íîâà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà ïîñòðîå-
íèå è àíàëèç ñõîäèìîñòè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîìåðíûõ
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Âåëè÷èíà λ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íàõîäèòñÿ
êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Â ��7.3�7.7 ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïî-
êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì ñ ìàòðèöàìè, ó êîòîðûõ íåêîòîðûå ýëå-
ìåíòû ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, ðàâíûìè àðèôìåòè÷åñêîìó íóëþ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòðèö ñ äâóìÿ íóëåâûìè ýëåìåíòàìè ðåøåíèÿ
çàïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè îáû÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â âèäå

A(k) =

(
0 βk
γk 0

)
, λ =

4ν2 + 7νσ + 4σ2

6νσ(ν + σ)
;

A(k) =

(
αk 0
0 δk

)
, λ =

µ4 + µ3τ + µ2τ2 + µτ3 + τ4

µτ(µ+ τ)(µ2 + τ2)
;

A(k) =

(
αk βk
0 0

)
, λ =

2µ4 + 7µ3ν + 10µ2ν2 + 11µν3 + 4ν4

µν(µ+ ν)2(3µ+ 4ν)
.

Äëÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé ñ îäíèì íóëåì íà äèàãîíàëè

A(k) =

(
αk βk
γk 0

)
èññëåäîâàíû äâà ñëó÷àÿ. Ïðè óñëîâèè σ = µ âûïîëíÿåòñÿ

λ =
48µ5 + 238µ4ν + 495µ3ν2 + 581µ2ν3 + 326µν4 + 68ν5

2µν(36µ4 + 147µ3ν + 215µ2ν2 + 130µν3 + 28ν4)
.

Åñëè σ = ν, òî ðåçóëüòàò èìååò âèä λ = P (µ, ν)/Q(µ, ν), ãäå

P (µ, ν) = 15µ8 + 152µ7ν + 624µ6ν2 + 1382µ5ν3 + 1838µ4ν4+

+ 1592µ3ν5 + 973µ2ν6 + 384µν7 + 64ν8,

Q(µ, ν) = µν(µ+ ν)2(12µ5 + 97µ4ν + 286µ3ν2 + 397µ2ν3+

+ 256µν4 + 64ν5).
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Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé, êîòî-
ðàÿ èìååò îäèí íóëåâîé ýëåìåíò íèæå äèàãîíàëè.

Ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé îáùåãî âèäà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ÿâëÿ-
þòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ â ��7.8�7.11. Ïðåäëà-
ãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ïëîòíîñòåé îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé è
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðåäåëüíîé ïëîòíîñòè. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñâî-
äèòñÿ ê îáû÷íûì àðèôìåòè÷åñêèì âû÷èñëåíèÿì âåëè÷èíû

λ = qT1 ω1 + qT2 ω2,

ãäå ω1 = (ω10, ω11, ω12, ω13)T è ω2 = (ω20, ω21, ω22, ω23)T � âåêòîðû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé

(I −W11)ω1 − W12ω2 = 0,

−W21ω1 + (I −W22)ω2 = 0,

ω10 + ω20 = 1

ïðè óñëîâèè, ÷òî îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàäàíû âåêòîðû q1 è q2, à
òàêæå êâàäðàòíûå ìàòðèöû W11, W12, W21 è W22.

Äëÿ óêàçàííûõ âåêòîðîâ è ìàòðèö ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ èõ
ýëåìåíòîâ â âèäå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëå-
íèé âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A(k).

Â �7.12 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé, äëÿ êîòîðîé τ = µ,
σ = ν. Íàéäåííîå ïðè ýòîì ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì â [14].

Â çàêëþ÷åíèå â �7.13 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ãëàâà 8. Ãðàíèöû è îöåíêè äëÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà
èçâåñòíî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñòîõàñòè÷åñêèõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàçðàáîòêà
ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ ýòîé âåëè÷èíû. Ê ÷èñëó ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îá-
ëàñòè îòíîñèòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà â ðàáîòå [8], ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå
ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé.

Â ýòîé ãëàâå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå íîâûå îöåíêè ïîêàçàòåëÿ Ëÿïó-
íîâà. Ïðåäñòàâëåí ðÿä îöåíîê äëÿ ñëó÷àåâ ðåãóëÿðíîé è ïîëîæèòåëü-
íîé (â ñìûñëå èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû) ìàòðèö, à òàêæå äàíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðèìåðû. Èçó÷åí êëàññ îöåíîê äëÿ ñèñòåì ñ íåðàçëîæèìîé
ìàòðèöåé íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèö åäèíè÷íîãî ðàíãà.
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Â �8.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (5), äëÿ êîòîðîé
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {A(k)|k ≥ 1} ñîñòîèò èç íåçà-
âèñèìûõ ìàòðèö è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 6.3.

Ïîëó÷åíû ãðàíèöû äëÿ âåëè÷èíû λ â âèäå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

%1/m(EAm) ≤ λ ≤ E‖Am‖1/m, m ≥ 1.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, â �8.2
ïðåäëîæåíà íèæíÿÿ îöåíêà

λ ≥ ‖(EAm1)−‖−1/m, m ≥ 1.

Â �8.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ìàòðèöåé áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêîé ñèñòåìû èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

λ ≥ E‖((EA−l )1)−Am‖1/(l+m) l,m ≥ 1.

Äëÿ ñèñòåìû ñ íåðàçëîæèìîé ìàòðèöåé â �8.4 ïðåäëîæåí êëàññ
âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ
ãðàíèö äëÿ ìàòðèöû ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ìàòðèö åäèíè÷íîãî ðàíãà.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî A(k) ≤ u(k)vT (k), ãäå u(k) è
v(k) � ñëó÷àéíûå âåêòîðû, k = 1, 2, . . . Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{u(k)|k ≥ 1} è {v(k)|k ≥ 1} ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, E‖u(k)‖ < ∞ è E‖v(k)‖ < ∞.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

λ ≤ E[vT (1)u(2)].

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó, âûáèðàÿ
u(k) è v(k) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî A(k) ≥ u(k)vT (k).

Ïîñòðîåíèå îöåíîê îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ãðàíèö äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ìàòðèöû A â âèäå L ≤ A ≤ U , ãäå L è U � ìàòðèöû
åäèíè÷íîãî ðàíãà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû áåðåòñÿ ìàòðèöà
U = uvT , ãäå v = u−A, à âåêòîð u íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

min
u∈Xn

+

ϕ(u;A)

äëÿ íåêîòîðîãî ïîäõîäÿùåãî êðèòåðèÿ ϕ.
Â �8.5 ðàññìîòðåíû âåðõíèå ãðàíèöû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âûáî-

ðîì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ϕ ôóíêöèé

ϕ1(u;A) = ρ(A,U), ϕ2(u;A) =

n⊕
i=1

⊕
j 6=i

uiu
−1
j ‖a

j‖,
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ãäå ui � êîîðäèíàòà i âåêòîðà u, aj � ñòðîêà j ìàòðèöû A.
Ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìóì ϕ1 ðàâåí ñïåêòðàëüíîìó ðàäèóñó %(AA−)

è äîñòèãàåòñÿ íà ñîáñòâåííîì âåêòîðå ìàòðèöû AA−, êîòîðûé ñîîò-
âåòñòâóåò %(AA−). Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

min
u∈Xn

+

ϕ2(u;A) =

n⊕
i=1

⊕
j>i

‖ai‖1/2‖aj‖1/2,

ãäå ìèíèìóì äàåò âåêòîð u ñ êîîðäèíàòàìè ui = ‖ai‖1/2, i = 1, . . . , n.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ íèæíèå ãðàíèöû.
Â �8.6 ïðèâåäåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê

äëÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà, ýëåìåíòû êîòîðîé íåçàâèñè-
ìû è èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ åäèíè÷íûì ñðåäíèì.

Ãëàâà 9. Àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè

Ìîäåëè ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè ñ äîïîëíèòåëüíûìè îïåðàöèÿìè ðàçú-
åäèíåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ òðåáîâàíèé, êîòîðûå ÷àñòî íàçûâàþò ñåòÿìè
ñ ñèíõðîíèçàöèåé, íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå ïðîèç-
âîäñòâåííûõ ñèñòåì, áèçíåñ-ïðîöåññîâ, ñåòåé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, âû-
÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è ò.ï. [8, 13].

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè äè-
íàìèêè ñèñòåì ñ ñèíõðîíèçàöèåé. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ìîäåëü ñåòè ñ
íåîãðàíè÷åííîé åìêîñòüþ íàêîïèòåëåé. Ñîñòàâëÿåòñÿ íåÿâíîå óðàâíå-
íèå äëÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êîòîðîå èìååò âèä íåîäíîðîäíîãî
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà â ñìûñëå ïîëóêîëüöà Rmax,+. Äàíû
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñî-
ñòîÿíèé, è ïðåäñòàâëåíî åãî ðåøåíèå â âèäå ëèíåéíîãî äèíàìè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû çàòåì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ìîäåëè ñåòåé
ñ îãðàíè÷åííîé åìêîñòüþ íàêîïèòåëåé è âîçìîæíîñòüþ áëîêèðîâêè.

Â �9.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñåòè, ñîñòîÿùåé èç n óçëîâ, â êàæ-
äîì èç êîòîðûõ èìååòñÿ îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî è íàêîïèòåëü,
ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðàçìåùåíèÿ òðåáîâàíèé. Òîïîëîãèþ ñåòè çàäàåò
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = 〈V,E〉, ãäå V = {1, . . . , n}, E ⊂ V × V .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññû îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â óçëàõ
ñåòè èñïîëüçóþò ìåõàíèçìû ñèíõðîíèçàöèè, ðåàëèçîâàííûõ ïðè ïî-
ìîùè îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ðàçúåäèíåíèÿ òðåáîâàíèé, êîòîðûå âû-
ïîëíÿþòñÿ â óçëàõ ñîîòâåòñòâåííî äî è ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ.

Åìêîñòü íàêîïèòåëåé â óçëàõ ñåòè ìîæåò áûòü êîíå÷íîé. Ïðè ýòîì
âîçìîæíî áëîêèðîâàíèå ïåðåäâèæåíèÿ òðåáîâàíèé îò îäíîãî óçëà ê
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äðóãîìó èç-çà îòñóòñòâèÿ ñâîáîäíîãî ìåñòà â íàêîïèòåëå óçëà, â êîòî-
ðûé íàïðàâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå. Ðàçëè÷àþò äâà îñíîâíûõ òèïà áëîêè-
ðîâêè: êîììóíèêàöèîííûé è ïðîèçâîäñòâåííûé, ïðè êîòîðûõ áëîêè-
ðîâàíèå ïðîèñõîäèò ñîîòâåòñòâåííî äî è ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå îáñëóæèâàþùèå óñòðîéñòâà ñåòè
ñâîáîäíû, à â íàêîïèòåëå óçëà i èìååòñÿ ci ≥ 0 òðåáîâàíèé. Åìêîñòü
íàêîïèòåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé bi ≥ 1.

Â �9.2 ïîêàçàíî, êàê äèíàìèêà ñåòè ñ íåîãðàíè÷åííîé åìêîñòüþ
íàêîïèòåëåé îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ëè-
íåéíîãî â ñìûñëå ïîëóêîëüöà Rmax,+. Ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

x(k) = (x1(k), . . . , xn(k))T , Tk = diag(τ1k, . . . , τnk),

ãäå xi(k) � âðåìÿ çàâåðøåíèÿ, à τik � äëèòåëüíîñòü k-ãî îáñëóæèâà-
íèÿ â óçëå i. Ïóñòü xi(0) = 0 è xi(k) = −∞ äëÿ âñåõ k < 0.

Äëÿ ëþáîãî m = 0, 1, . . . ,M , ãäå M = max{ci|ci <∞, i = 1, . . . , n},
îïðåäåëÿåòñÿ ãðàô Gm = 〈V,Em〉, ãäå Em = {(i, j) ∈ E|cj = m}, à åãî
ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñ ýëåìåíòàìè 0 è 1 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Gm.

Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ãðàô G0 ÿâëÿåòñÿ àöèê-
ëè÷åñêèì, r � íàèáîëüøàÿ äëèíà ïóòè â ýòîì ãðàôå. Òîãäà âåêòîð
x(k) óäîâëåòâîðÿåò äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþ â R

n
max,+

x(k) =

M⊕
m=1

Am(k)x(k −m), (6)

ãäå

A1(k) = (I ⊕ TkGT0 )rTk(I ⊕GT1 ), (7)

Am(k) = (I ⊕ TkGT0 )rTkGTm, m = 2, . . . ,M. (8)

Â �9.3 ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñåòè ñ êîíå÷íîé
åìêîñòüþ íàêîïèòåëåé. Îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî M = max{M1,M2}, ãäå
M1 = max{ci|ci <∞, i = 1, . . . , n}, M2 = max{bi|bi <∞, i = 1, . . . , n}.

Ïðè êàæäîì m = 0, 1, . . . ,M ââîäèòñÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè Hm

äëÿ ãðàôà Hm = 〈V,Em〉, ãäå Em = {(i, j) ∈ E|bj = m}.
Òîãäà, åñëè ãðàô G0 ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì ñ äëèíîé íàèáîëüøåãî

ïóòè r, òî âåêòîð x(k) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6), ãäå ìàòðèöû äëÿ
ïðîèçâîäñòâåííîãî òèïà áëîêèðîâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

A1(k) = (I ⊕ TkGT0 )r(Tk(I ⊕GT1 )⊕H1), (9)

Am(k) = (I ⊕ TkGT0 )r(TkGTm ⊕Hm), m = 2, . . . ,M ; (10)
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à äëÿ êîììóíèêàöèîííîãî � â âèäå

A1(k) = (I ⊕ TkGT0 )rTk(I ⊕GT1 ⊕H1), (11)

Am(k) = (I ⊕ TkGT0 )rTk(GTm ⊕Hm), m = 2, . . . ,M. (12)

Â �9.4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìîäåëåé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, âêëþ-
÷àÿ îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîãîôàçíûå ñèñòåìû ñ íåîãðàíè÷åííîé è
êîíå÷íîé åìêîñòüþ íàêîïèòåëåé, à òàêæå ñèñòåìû ñ ñèíõðîíèçàöèåé.

Â �9.5 äëÿ ìîäåëåé ìíîãîôàçíûõ ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûìè íàêî-
ïèòåëÿìè ïîñòðîåíû äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ êîìïîíåí-
òàìè âåêòîðà ñîñòîÿíèé, âìåñòî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ,
ÿâëÿþòñÿ äðóãèå âðåìåííûå çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
èëè âðåìÿ îæèäàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ.

Â �9.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
äëÿ ìíîãîôàçíûõ ñèñòåì, êîòîðûå îïèðàþòñÿ íà óðàâíåíèå òèïà (6).
Ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåàëèçàöèè íà ñêà-
ëÿðíîì, âåêòîðíîì è ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîðàõ, à òàêæå îáñóæäàåòñÿ
èõ âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü è òðåáîâàíèÿ ê ïàìÿòè.

Ãëàâà 10. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì ñ î÷åðåäÿìè

Ïðèìåíåíèå àïïàðàòà èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû îêàçûâàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îöåíêè è âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïî-
êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñèñòåì ñ î÷åðåäÿìè. Òàêèå
çàäà÷è è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [8, 13].

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé è ìåòî-
äîâ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ î÷åðåäÿìè.

Â �10.1 èçó÷àþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ñåòåé ñ î÷åðåäÿìè, äèíà-
ìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (6) ñ ìàòðèöàìè (7)�(8), (9)�
(10), (11)�(12). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â òàêîé ìîäåëè äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû Tk ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè, à òàêæå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tk, k ≥ 1} ñîñòîèò èç íåçàâè-
ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ìàòðèö è E‖T1‖ <∞.

Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâ
îáñëóæèâàíèÿ. Ïåðâûé öèêë íà÷èíàåòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
è ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â êàæäîì óçëå ñåòè íå áóäåò îáñëó-
æåíî ïî îäíîìó òðåáîâàíèþ. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ âòîðîé öèêë, êîòîðûé
çàâåðøàåòñÿ òîãäà, êîãäà â êàæäîì óçëå áóäåò îáñëóæåíî ïî äâà òðåáî-
âàíèÿ, è ò.ä. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λ èìååò ñìûñë
ñðåäíåãî âðåìåíè öèêëà îáñëóæèâàíèÿ, à âåëè÷èíó, îáðàòíóþ λ, ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñèñòåìû.

24



Âíà÷àëå ñòðîèòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè öèêëà îá-
ñëóæèâàíèÿ äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì â âèäå λ ≥ tr(ET1).

Çàòåì äîêàçàíà òåîðåìà 10.1, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò, ÷òî äëÿ ìîäå-
ëåé àöèêëè÷åñêèõ ñåòåé ñ íåîãðàíè÷åííûìè íàêîïèòåëÿìè (6)�(8) ýòà
îöåíêà ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷íûì çíà÷åíèåì.

Â �10.2 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ íà îñíîâå òåîðåì 6.4 è
6.5 ñðåäíåãî âðåìåíè öèêëà äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé ñèñòåì, âêëþ÷àÿ
ìíîãîôàçíûå ñèñòåìû ñ íåîãðàíè÷åííîé è êîíå÷íîé åìêîñòüþ íàêî-
ïèòåëåé, ñåòü ñ ñèíõðîíèçàöèåé ïåðåäâèæåíèÿ òðåáîâàíèé, à òàêæå
ñèñòåìó ñ êàðóñåëüíûì ìåõàíèçìîì ìàðøðóòèçàöèè.

Â �10.3 èçó÷àåòñÿ çàäà÷à îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðà-
áîòû ñèñòåìû ñ íåîãðàíè÷åííîé åìêîñòüþ íàêîïèòåëåé, äèíàìèêà êî-
òîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5) ñ ìàòðèöåé A(k) = (I ⊕ TkGT )rTk.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì öèêëå ìîæåò ïðîèçîéòè âûõîä èç
ñòðîÿ (îòêàç) ñèñòåìû. Âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ öèêëà íå
çàâèñèò îò åãî ïîðÿäêîâîãî íîìåðà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç p. Âðåìÿ áåç-
îòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ïîñëåä-
íåãî ðàáî÷åãî öèêëà ñèñòåìû, âñëåä çà êîòîðûì ïðîèçîøåë îòêàç.

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí ðÿä îöåíîê äëÿ
âåëè÷èíû E‖Ak‖ ñðåäíåãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ öèêëà k.

Ïîëó÷åíû âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè T áåç-
îòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû. Ïóñòü

α = E‖A1‖, β = ‖ET −1 ‖−1, γ = ‖ET1‖, δ = D‖T1‖.

Òîãäà ïðè óñëîâèè γ > β âûïîëíÿåòñÿ

T ≥ p(1− pm)(α− β)− p
(

1− pm

1− p
−mpm

)
(γ − β) +

p

1− p
γ,

ãäå m = b(α− β)/(γ − β)c. Åñëè γ = β, òî

T ≥ p
(
α+

p

1− p
β

)
.

Âåðõíÿÿ îöåíêà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

T ≤ p
(

1

1− p
+ r

)
γ + r(1− p)C(p)

√
δ,

ãäå

C(p) =
p

4q

(
1 +

√
π(1− 2q)

2
√
pq

(1− erf
√
q)

)
+M(p), q = − ln p

2
,
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ïðè óñëîâèè, ÷òî

erf x =
2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt, M(p) = max
k

{
k − 1√
2k − 1

pk
}
.

Â çàêëþ÷åíèå äàíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà îöåíîê äëÿ ñåòè èç n = 4 óç-
ëîâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïðè
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðîÿòíîñòè p.

Ïðèëîæåíèå

Â ïðèëîæåíèè äàíî îïèñàíèå êîìïëåêñà ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ðå-
øåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ èäåìïîòåíòíîé àëãåáðû.

Ëèòåðàòóðà

1. Âîðîáüåâ Í.Í. Ýêñòðåìàëüíàÿ àëãåáðà ìàòðèö // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ.
1963. Ò. 152, � 1. Ñ. 24�27.

2. Äóäíèêîâ Ï.È., Ñàìáîðñêèé Ñ.Í. Ýíäîìîðôèçìû ïîëóìîäóëåé íàä
ïîëóêîëüöàìè ñ èäåìïîòåíòíîé îïåðàöèåé // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.
ìàòåì. 1991. Ò. 55, � 1. Ñ. 93�109.

3. Ëèòâèíîâ Ã.Ë., Ìàñëîâ Â.Ï., Ñîáîëåâñêèé À.Í. Èäåìïîòåíòíàÿ
ìàòåìàòèêà è èíòåðâàëüíûé àíàëèç // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëî-
ãèè. 2001. Ò. 6, � 6. Ñ. 47�70.

4. Ìàñëîâ Â.Ï., Êîëîêîëüöîâ Â.Í. Èäåìïîòåíòíûé àíàëèç è åãî ïðè-
ìåíåíèå â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1994. 144 ñ.

5. Matveenko V. Eigenvectors in systems with operations max and ⊗ //
4 Ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî èññëåäîâàíèþ îïå-
ðàöèé (ORM2004): Ìîñêâà, 21-24 ñåíòÿáðÿ 2004 ã.: Òðóäû / Îòâ.
ðåä. Ï.Ñ. Êðàñíîùåêîâ, À.À. Âàñèí. Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2004. Ñ. 148�
150.

6. Ðîìàíîâñêèé È.Â. Îïòèìèçàöèÿ ñòàöèîíàðíîãî óïðàâëåíèÿ äèñ-
êðåòíûì äåòåðìèíèðîâàííûì ïðîöåññîì // Êèáåðíåòèêà. 1967.
� 2. Ñ. 66�78.

7. Øïèç Ã.Á. Òåîðåìà î ñîáñòâåííîì âåêòîðå â èäåìïîòåíòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ // Äîêë. ÐÀÍ. 2000. Ò. 374, � 1. Ñ. 26�28.

8. Baccelli F., Cohen G., Olsder G.J., Quadrat J.-P. Synchronization and
linearity: An algebra for discrete event systems. Chichester: Wiley,
1992. 514 p.
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