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�àáîòà âûïîëíåíà íà êà�åäðå àëãåáðû è ãåîìåòðèè ìåõàíèêî�ìàòåìàòè-÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòàÍàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð ÏÀÍÎÂ Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷Î�èöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,ïðî�åññîð ÂÀÂÈËÎÂ Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò)êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,äîöåíò À�ÆÀÍÖÅÂ Èâàí Âëàäèìèðîâè÷(Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòèì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóòèì. Â.À. Ñòåêëîâà �ÀÍÇàùèòà äèññåðòàöèè ñîñòîèòñÿ ¾ ¿ 20 ãîäà â ÷à-ñîâ íà çàñåäàíèè ñîâåòà Ä 212.232.29 ïî çàùèòå äîêòîðñêèõ è êàíäèäàòñêèõäèññåðòàöèé ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àä-ðåñó: 198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ïåòðîäâîðåö, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., 28.Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Íàó÷íîé áèáëèîòåêå èì. Ì. �îðü-êîãî Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: 199034,Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., 7/9.Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ïî àäðåñó: 191023, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, íàá. ð. Ôîíòàí-êè, 27, êîìí. 311 (ïîìåùåíèå ÏÎÌÈ èì. Â.À. Ñòåêëîâà �ÀÍ).Àâòîðå�åðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 20 ãîäà.Ó÷åíûé ñåêðåòàðüäèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Íåæèíñêèé Â.Ì.



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû. Îäíîé èç ñàìûõ âàæíûõ è êðàñèâûõ îáëàñòåé ñî-âðåìåííîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé. Â íà÷àëå XX âåêà å¼ ðîëüñâîäèëàñü ê èçó÷åíèþ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï è êîíå÷íîìåðíûõ àññî-öèàòèâíûõ àëãåáð, íî ïîñòåïåííî êðóã ïðîáëåì, èçó÷àåìûõ òåîðèåé ïðåäñòàâ-ëåíèé, ðàñøèðÿëñÿ â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè àíàëèçà, ãåîìåòðèè è �èçèêè. Â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé èìååò îáøèðíûå ïðèëîæåíèÿ â òåîðèèãðóïï è àëãåáð Ëè, òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå,êâàíòîâîé ìåõàíèêå.Îäíèì èç èíòåðåñíåéøèõ êëàññîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèéÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå óíèïîòåíòíûå ãðóïïû (òî÷íåå, ìàêñèìàëüíûå óíèïîòåíò-íûå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ Øåâàëëå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè); èìåííî èì è ïî-ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèéòàêèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ñîçäàííûé À.À. Êèðèëëîâûì â 1962 ã. ìåòîä îðáèò.Ïåðâîíà÷àëüíî ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íåïðèâîäèìûõ(áåñêîíå÷íîìåðíûõ) óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé âåùåñòâåííûõ íèëüïîòåíòíûõãðóïï Ëè â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïåðâûå îáùèå ðåçóëüòàòû î òàêèõïðåäñòàâëåíèÿõ áûëè ïîëó÷åíû Æ. Äèêñìüå. �åøàþùèì ïðîäâèæåíèåì ñòà-ëà ñòàòüÿ Êèðèëëîâà1, â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåïðèâîäèìûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè îäíîçíà÷íî ñîîò-âåòñòâóþò îðáèòàì å¼ êîïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ñîïðÿæ¼ííîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ ê ïðèñîåäèí¼ííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû Ëè â ñâîåé àëãåáðå Ëè).Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî ìåòîä îðáèò ðàáîòàåò � ñ íåêîòîðûìè ïîïðàâêàìè �è äëÿ äðóãèõ òèïîâ ãðóïï Ëè, à ñ ïîìîùüþ êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò ìîæíîïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.Â 1977 ã. Ä. Êàæäàí äîêàçàë2, ÷òî ìåòîä îðáèò ïîçâîëÿåò îïèñûâàòüíåïðèâîäèìûå êîíå÷íîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõóíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Øåâàëëå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Èçó÷å-íèþ îðáèò òåõ èëè èíûõ óíèïîòåíòíûõ ãðóïï íàä êîíå÷íûì ïîëåì ïîñâÿùåíîîãðîìíîå ÷èñëî ðàáîò; îòìåòèì õîòÿ áû ñòàòüè3,4, ãäå îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷-íûå àñèìïòîòè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëîì îðáèò äàííîé ðàçìåðíîñòè.1Êèðèëëîâ À.À. Óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè. // ÓÌÍ, ò. 17, 1962, ñ. 57�110.2Kazhdan D. Proof of Springer's hypothesis. Israel J. Math., v. 28, 1977, p. 272�286.3Kirillov A.A. Variations on the triangular theme. AMS Transl., v. 169, 1995, p. 43�73.4Kirillov A.A., Melnikov A. On a remarkable sequene of polynomials. Publ. SMF, no. 2, 1996, p. 35�42.3



Äåëî â òîì, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, áóäó÷èïåðå�îðìóëèðîâàííîé â òåðìèíàõ îðáèò, íå ñòàíîâèòñÿ îò ýòîãî ïðîùå. Îïè-ñàíèå ìíîæåñòâà êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî è ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíîé ïðîáëåìîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûåñïåöèàëüíûå ñåðèè îðáèò èçó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøî.Òàê, íàïðèìåð, åù¼ â 1962 ã. Êèðèëëîâûì áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå âñåõîðáèò ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè (òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðíûõ îðáèò) óíèò-ðåóãîëüíîé ãðóïïû Un(R) � ãðóïïû âñåõ óíèïîòåíòíûõ íèæíåòðåóãîëüíûõâåùåñòâåííûõ ìàòðèö; îíî îñòà¼òñÿ âåðíûì è íàä êîíå÷íûì ïîëåì, êîãäà õà-ðàêòåðèñòèêà îñíîâíîãî ïîëÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà. Îðáèòû ïðåäìàêñèìàëüíîéðàçìåðíîñòè ýòîé ãðóïïû (ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ñóáðåãóëÿðíûìè) áûëè ïîë-íîñòüþ îïèñàíû À.Í. Ïàíîâûì â 2007 ã. Â ñòàòüÿõ5,6 Ê. Àíäðå è À.Ì. Íåòîðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ áàçèñíûõ õàðàêòåðîâ, èëè ñóïåðõàðàêòåðîâ ìàêñèìàëü-íûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï íàä êîíå÷íû-ìè ïîëÿìè. Â ÷àñòíîñòè, èç ïîëó÷åííûõ òàì ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò îïèñàíèåðåãóëÿðíûõ îðáèò ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïû ñèìïëåêòè÷åñêîéãðóïïû è ýëåìåíòàðíûõ îðáèò (îðáèò îäíîãî êîðíåâîãî êîâåêòîðà) äëÿ âñåõêëàññè÷åñêèõ ñèñòåì êîðíåé. Óïîìÿíåì åù¼ ðàáîòó7 È.Ì. Àéçåêñà, â êîòîðîéðå÷ü èä¼ò î õàðàêòåðàõ ïîäãðóïï Un(Fq) ñïåöèàëüíîãî âèäà.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïî÷òè âñå óïîìÿíóòûå âûøå îðáèòû (è âîîáùå ïî÷òè âñåîðáèòû, ñêîëü-íèáóäü ïîëíî èçó÷åííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè) óêëàäûâàþò-ñÿ â åäèíóþ ñõåìó: âñå îíè îòíîñÿòñÿ ê îðáèòàì, àññîöèèðîâàííûì ñ òåìè èëèèíûìè îðòîãîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè â ñèñòåìàõ êîðíåé. Èçó÷åíèå ýòîãîêëàññà îðáèò è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàæå åñëè èçâåñòíî ïîëíîå îïèñàíèå êàêîãî-ëèáî êëàññàêîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò, ÿâíîå âû÷èñëåíèå íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ, ñîîò-âåòñòâóþùèõ ýòèì îðáèòàì, ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðî-áëåìó. Ê ïðèìåðó, �îðìóëà äëÿ õàðàêòåðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðíûìîðáèòàì Un(Fq), áûëà ïîëó÷åíà Àíäðå ëèøü â 2001 ã. Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòà-öèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ õàðàêòåðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõñóáðåãóëÿðíûì îðáèòàì ýòîé ãðóïïû.5Andr�e C.A.M. The basi harater table of the unitriangular group. J. Algebra, v. 241, 2001, p. 437�471.6Andr�e C.A.M., Neto A.M. Super-haraters of �nite unipotent groups of types Bn, Cn and Dn. J. Algebra,v. 305, 2006, p. 394�429.7Isaas I.M. Charaters of groups assoiated with �nite algebras. J. Algebra, v. 177, 1995, p. 708�730.4



Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñû, ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, íà-õîäÿòñÿ â êîíòåêñòå ñîâðåìåííîé òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé óíèïîòåíòíûõ àëãåá-ðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îðáèò êîïðèñîåäèí¼ííî-ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ Øåâàëëåíàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, àññîöèèðîâàííûõ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâà-ìè â ñèñòåìàõ êîðíåé, à òàêæå ïîëó÷åíèå òî÷íîé �îðìóëû äëÿ ñóáðåãóëÿðíûõõàðàêòåðîâ óíèòðåóãîëüíîé ãðóïïû.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-ðèè è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Äîêàçàòåëüñòâà �àêòîâ, êàñà-þùèõñÿ îðáèò, àññîöèèðîâàííûõ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè, ÷àùåâñåãî îñíîâàíû íà èíäóêöèè ïî ðàíãó ñèñòåìû êîðíåé. Ïðè èçó÷åíèè ñóáðå-ãóëÿðíûõ õàðàêòåðîâ óíèòðåóãîëüíîé ãðóïïû êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ìåòîäïîëóïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ �. Ìàêêè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèåðåçóëüòàòû:� Ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó â òåðìèíàõ ãðóïïû Âåéëÿ íà ðàçìåðíîñòè êî-ïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï â ãðóï-ïàõ Øåâàëëå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, àññîöèèðîâàííûõ ñ îðòîãîíàëü-íûìè ïîäìíîæåñòâàìè â ñèñòåìàõ êîðíåé.� Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì êîðíåé ïîëó÷åíà òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ ðàçìåð-íîñòè òàêèõ îðáèò. Êàê ñëåäñòâèå, îïèñàíû âñå âîçìîæíûå ðàçìåðíîñòèíåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìàêñèìàëüíûõ óíèïîòåíò-íûõ ïîäãðóïï â êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Êðîìåýòîãî, ïîñòðîåíû ïîëÿðèçàöèè äëÿ êàíîíè÷åñêèõ �îðì íà îðáèòàõ.� Ïîëíîñòüþ îïèñàíû ñóáðåãóëÿðíûå õàðàêòåðû óíèòðåóãîëüíîé ãðóï-ïû: íàéäåíû óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ïðîèçâîëüíûé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè,íà êîòîðîì çíà÷åíèå äàííîãî õàðàêòåðà îòëè÷íî îò íóëÿ, êàê à��èííîåìíîãîîáðàçèå, è âû÷èñëåíî ýòî çíà÷åíèå.Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Â äèññåðòàöèè èçëîæåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-íûå àâòîðîì ëè÷íî.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåð-òàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. 5



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. �àáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-ñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â òåîðèè ïðåäñòàâëå-íèé êîíå÷íûõ ãðóïï è â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî ìåòîäó îðáèò; îíè ìî-ãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà, Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, Ìàòåìàòè÷åñêîãîèíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà �ÀÍ è Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ Ìàòå-ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà �ÀÍ.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî òåìå äèñ-ñåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà�åäðû àëãåáðû è ãåîìåò-ðèè Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóê. ïðî�. Â.Å. Âîñêðåñåí-ñêèé), íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Ä.Ê. Ôàääå-åâà ÏÎÌÈ èì. Â.À. Ñòåêëîâà �ÀÍ (ðóê. ïðî�. À.Â. ßêîâëåâ), íà ñåìè-íàðå "Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû" êà�åäðû âûñøåé àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåëÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóê. ïðî�. Í.À. Âàâè-ëîâ), íà ñåìèíàðàõ êà�åäðû âûñøåé àëãåáðû Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà "�ðóïïû Ëè è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ" (ðóê. ïðî�. Ý.Á. Âèíáåðã,ïðî�. À.Ë. Îíèùèê, äîö. È.Â. Àðæàíöåâ, äîö. Ä.À. Òèìàø¼â) è "Èçáðàííûåâîïðîñû àëãåáðû" (ðóê. äîö. È.À. ×óáàðîâ), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèèïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ Â.Å. Âîñêðåñåíñêîãî (Ñà-ìàðà, 2007 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåí-íîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ä.Ê. Ôàääååâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007 ã.),íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðî�åññîðà À.�. Êóðîøà (Ìîñêâà, 2008 ã.), íà Ëåòíåéøêîëå-êîí�åðåíöèè "Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ èíâàðè-àíòîâ" (Ñàìàðà, 2009 ã.).Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-òàõ [1℄�[7℄. �àáîòû [1℄, [2℄ îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíüèçäàíèé, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ �Ô.Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 60 íàèìåíîâàíèé. Ïåðâàÿ ãëàâà ñî-ñòîèò èç äâóõ ïàðàãðà�îâ, âòîðàÿ è òðåòüÿ � èç òð¼õ ïàðàãðà�îâ. Îáú¼ìäèññåðòàöèè � 156 ñòðàíèö.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèèÂî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòüäèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ, �îðìóëèðóþòñÿ öåëè è çàäà÷è ðàáîòû, äà¼ò-ñÿ îáçîð ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ è îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ è îïèñûâàåòñÿ ñòðóê-òóðà äèññåðòàöèè.�ëàâà 1 íîñèò ïîäãîòîâèòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé ñîáðàí íåîáõîäèìûéìàòåðèàë èç òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï.Â ïàðàãðà�å 1 ìû íàïîìèíàåì îñíîâíûå �àêòû, ñâÿçàííûå ñ ñèñòåìàìèêîðíåé è ãðóïïàìè Øåâàëëå íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç Φîáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà êîðíåé, à ÷åðåç G è G(q) �ãðóïïû Øåâàëëå ñ ñèñòåìîé êîðíåé Φ íàä ïîëÿìè k è Fq ñîîòâåòñòâåííî.Çäåñü p � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî (íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ïîòðå-áîâàòü p > rk Φ+|Φ|), q = pr äëÿ íåêîòîðîãî r > 1, Fp � ïðîñòîå ïîëå èç p ýëå-ìåíòîâ, k = Fp � åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå è Fq = {t ∈ k | tq = t} �êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî G(q) � ïîäãðóïïà â G.Äàëåå ââîäèòñÿ ðÿä îáîçíà÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìàêñèìàëüíûìè óíèïîòåíò-íûìè ïîäãðóïïàìè â G è G(q). À èìåííî, ÷åðåç ∆ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîëü-íûé �èêñèðîâàííûé áàçèñ Φ, ÷åðåç Φ+ è Φ− � ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâàïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé. Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè ãðóïïû G,
{eα}α∈Φ+ � êîðíåâûå âåêòîðû èç áàçèñà Øåâàëëå g, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëî-æèòåëüíûì êîðíÿì, è u � ïîäàëãåáðà â g âèäà u =

∑
α∈Φ+ keα. Òîãäà êîð-ðåêòíî îïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå exp: u → G. Åãî îáðàç Uáóäåò ìàêñèìàëüíîé óíèïîòåíòíîé ïîäãðóïïîé â G, ïðè÷¼ì u áóäåò àëãåáðîéËè ãðóïïû U . Îòîáðàæåíèå exp: u → U âçàèìíî îäíîçíà÷íî, îáðàòíîå îòîá-ðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ln : U → u. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ uèìååò ìåñòî �îðìóëà Êýìïáåëëà�Õàóñäîð�à:

exp(x) · exp(y) = exp(x + y + z)äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ [v, v], ãäå v � ëþáàÿ ïîäàëãåáðà Ëè â u, ñîäåðæàùàÿîáà ýëåìåíòà x, y, à [v, v] = 〈[u, v], u, v ∈ v〉k.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäàëãåáðà u(q) =
∑

α∈Φ+ Fqeα â àëãåáðå Ëè g(q)ãðóïïû G(q) è ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà U(q) = exp u(q) â G(q)(u(q) áóäåò å¼ àëãåáðîé Ëè íàä Fq). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî U(q) � ïîäãðóïïà â Uè u(q) � Fq-ïîäïðîñòðàíñòâî â u. 7



Ïàðàãðà� 2 ïîñâÿù¼í êðàòêîìó èçëîæåíèþ ìåòîäà îðáèò äëÿ êîíå÷íûõóíèïîòåíòíûõ ãðóïï. �ðóïïà U äåéñòâóåò íà u ñ ïîìîùüþ ïðèñîåäèí¼ííîãîïðåäñòàâëåíèÿ:
Adexp(x)(y) = (exp adx)(y), x, y ∈ u(îïåðàòîð adx : u → u : y 7→ [x, y] ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, ïîýòîìó îòîá-ðàæåíèå exp adx êîððåêòíî îïðåäåëåíî). Ñîïðÿæ¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðî-ñòðàíñòâå u∗ = Homk(u, k) íàçûâàåòñÿ êîïðèñîåäèí¼ííûì. Ìû îáîçíà÷àåì ðå-çóëüòàò êîïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ýëåìåíòà g = exp(x) ∈ U íà ëèíåéíóþ�îðìó f ∈ u∗ ÷åðåç g.f :

(g.f)(y) = f(Adg−1(y)) = f(exp ad−xy)

= f(y) − f([x, y]) +
1

2
· f([x, [x, y]]) − . . .Ïðîèçâîëüíàÿ êîïðèñîåäèí¼ííàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì à��èííûììíîãîîáðàçèåì êàê îðáèòà äåéñòâèÿ ñâÿçíîé óíèïîòåíòíîé ãðóïïû íà à��èí-íîì ïðîñòðàíñòâå.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû U(q)â ïðîñòðàíñòâå u∗(q) =

∑
α∈Φ+ Fqe

∗
α ⊂ u∗ (çäåñü e∗α � êîâåêòîðû, äâîéñòâåí-íûå ê êîðíåâûì âåêòîðàì eα). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìû ìîæåì ðàññìàòðè-âàòü îðáèòû ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé �îðìû f ∈ u∗(q) ⊂ u∗ êàê ïîä äåéñòâèåìãðóïïû U(q), òàê è ïîä äåéñòâèåì âñåé ãðóïïû U ; îáîçíà÷èì ýòè îðáèòû ÷åðåç

Ω(q) è Ω ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü Ω âñåãäà ÷¼òíà, ïðè÷¼ì
|Ω(q)| = qdim Ω. Ñóòü ìåòîäà îðáèò êîðîòêî ìîæíî âûðàçèòü òàê: ñóùåñòâó-åò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì êîïðèñîåäèí¼ííûõîðáèò u∗(q)/U(q) è ìíîæåñòâîì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðèâîäèìûõ êî-íå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû U(q).Ïîäðîáíåå, âûáåðåì è çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íåòðèâèàëüíûé ãîìî-ìîð�èçì ãðóïï θ : Fq → C

∗. Äëÿ äàííîé îðáèòû Ω(q) ⊂ u∗(q) îïðåäåëèì�óíêöèþ χ = χΩ(q) íà ãðóïïå U(q) ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:
χ(g) =

1√
|Ω(q)|

·
∑

λ∈Ω(q)

θ(λ(x)), g ∈ U(q), x = ln(g) ∈ u(q).Ôóíêöèÿ χ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
T = TΩ(q) ãðóïïû U(q), ëþáîé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ìîæåì áûòü ïîëó÷åíòàêèì îáðàçîì è TΩ1(q)

∼= TΩ2(q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω1(q) = Ω2(q).8



Áîëåå òîãî, ìîæíî óêàçàòü äàæå ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ ïðåäñòàâëåíèÿ Tïî îðáèòå Ω(q). Íàïîìíèì, ÷òî ïîëÿðèçàöèåé äëÿ ëèíåéíîé �îðìû f ∈ u∗(q)íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîäàëãåáðà p ⊂ u(q), ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî
f -èçîòðîïíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
f([x, y]) = 0 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ p) è ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè âñåõòàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ. (Äîñëîâíî òàêîå æå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü, êîíå÷íî,è äëÿ ëèíåéíûõ �îðì èç u∗.) Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà îðáèòå Ω(q),à p ⊂ u(q) � ëþáàÿ ïîëÿðèçàöèÿ äëÿ f . (Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé êîíñòðóêöèèÌ. Âåðíü8, ïîëÿðèçàöèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò.) Òîãäà

TΩ(q)
∼= Ind

U(q)
P ψ,ãäå P = exp p ⊂ U(q), à ψ � îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ïîäãðóïïû âèäà

ψ(g) = θ(f(ln(g))), g ∈ P . (Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå íå çàâè-ñèò � ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà � îò âûáîðà òî÷êè f íà îðáèòå è ïî-ëÿðèçàöèè äëÿ f .) Òåì ñàìûì, ïîëÿðèçàöèè èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â ÿâíîìïîñòðîåíèè íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîé êîïðè-ñîåäèí¼ííîé îðáèòå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî dim Ω = 2 · codim up äëÿ ëþáîéïîëÿðèçàöèè (è äàæå ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî èçîòðîïíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà)ëþáîé òî÷êè íà Ω.Êðîìå ýòîãî, âî âòîðîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìàòðèâàåì ðÿä âàæíûõ ïðè-ìåðîâ êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò: ðåãóëÿðíûå è ñóáðåãóëÿðíûå îðáèòû óíèò-ðåóãîëüíîé ãðóïïû (îíà îòâå÷àåò ñèñòåìå êîðíåé Φ = An−1), òî åñòü îðáèòûñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîé è ïðåäìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, ðåãóëÿðíûåîðáèòû äëÿ Φ = Cn, ýëåìåíòàðíûå îðáèòû.Íàêîíåö, ìû êðàòêî íàïîìèíàåì ñóòü ìåòîäà �. Ìàêêè ïîëóïðÿìîãî ðàç-ëîæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ãðóïïû G = A ⋊ B ïðåäñòàâëåíàâ âèäå ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ ïîäãðóïï A è B (òî åñòü G = AB,
A ⊳ G è A ∩ B = {e}), ïðè÷¼ì ãðóïïà A � àáåëåâà. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
Un(q) = U0(q) ⋊ Ũn−1(q), ãäå

U0(q) = {g ∈ Un(q) | gi,j = 0 ïðè 2 6 j < i 6 n} ∼= F
n
q ,

Ũn−1(q) = {g ∈ Un(q) | gi,1 = 0 ïðè 2 6 i 6 n} ∼= Un−1(q).8Vergne M. Constrution de sous-alg�ebres subordonn�ees �a un �el�ement du dual d'une alg�ebre de Lie r�esoluble.C. R. Aad. Si. Paris Ser. A�B, v. 270, 1970, p. A173�A175.9



Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
g = gAgB, gA ∈ A, gB ∈ B, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ
πG

A : G → A : g 7→ gA è πG
B : G → B : g 7→ gB.Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð κ ãðóïïû A è îáîçíà÷èì÷åðåç Bκ = {b ∈ B | κ(bab−1) = κ(a) äëÿ âñåõ a ∈ A} åãî öåíòðàëèçàòîðâ ïîäãðóïïå B. Ïóñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ψ � ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé õà-ðàêòåð ïîäãðóïïû Bκ. Îòîáðàæåíèÿ κ0 = κ ◦ πABκ

A è ψ0 = ψ ◦ πABκ

B ÿâëÿþòñÿõàðàêòåðàìè ãðóïïû ABκ = A ⋊ Bκ. Áîëåå òîãî, IndG
ABκκ0ψ0 áóäåò íåïðèâî-äèìûì õàðàêòåðîì ãðóïïû G; ëþáîé å¼ íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ìîæåò áûòüòàê ïîëó÷åí. (Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èçó÷åíèå òåõ èëè èíûõ íåïðèâîäèìûõõàðàêòåðîâ ãðóïïû G ê ðàññìîòðåíèþ íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðîâ Bκ.)�ëàâà 2 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîïðèñîåäèí¼ííûõ îðáèò ãðóïï U è U(q),àññîöèèðîâàííûõ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè â ñèñòåìå êîðíåé Φ.Â ïàðàãðà�å 3 ìû äàåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ðàññìàòðèâàåì òàêèåîðáèòû äëÿ âñåõ ñèñòåì êîðíåé ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè, à òàêæå äëÿ ñèñòåìêîðíåé òèïà F4 è G2.Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå îðòîãîíàëüíîå (òî åñòü ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíîîðòîãîíàëüíûõ êîðíåé) ïîäìíîæåñòâî â Φ+. Âûáåðåì ëþáîå îòîáðàæåíèå

ξ : D → k∗ : β 7→ ξβ è îïðåäåëèì ëèíåéíóþ �îðìó f = fD,ξ ∈ u∗ ïðàâèëîì
f =

∑

β∈D

ξβe
∗
β.Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîïðèñîåäèí¼ííàÿ îðáèòà Ω = ΩD,ξýëåìåíòà f àññîöèèðîâàíà ñ îðòîãîíàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì D. Ýëåìåíò fíàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìîé íà îðáèòå Ω.Òî÷íî òàêîå æå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü è äëÿ îðáèò Ω(q) êîïðèñîåäèí¼í-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû U(q). Âñå ðàññìîòðåííûå âî âòîðîì ïàðàãðà�åîðáèòû àññîöèèðîâàíû ñ òåìè èëè èíûìè îðòîãîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìèâ ñèñòåìàõ êîðíåé.Íàñ, â îñíîâíîì, áóäåò èíòåðåñîâàòü, ÷åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü îðáèòû Ωêàê íåïðèâîäèìîãî à��èííîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ñêîëüêî òî÷åêëåæèò íà îðáèòå Ω(q), èëè æå êàêóþ ðàçìåðíîñòü èìååò ñîîòâåòñòâóþùåå åéíåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû U(q).) Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ â ðàñ-ñìîòðåíèå âîâëåêàþòñÿ èíâîëþöèè â ãðóïïàõ Âåéëÿ. À èìåííî, îáîçíà÷èì10



÷åðåç W = W (Φ) ãðóïïó Âåéëÿ ñèñòåìû êîðíåé Φ, à ÷åðåç σ = σD � èíâî-ëþöèþ (ýëåìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà) â W âèäà
σ =

∏

β∈D

rβ,ãäå rβ � îòðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êîðíþ β (ïîðÿäîê, â êîòîðîì ñëåäóþòîòðàæåíèÿ, íå èìååò çíà÷åíèÿ, èáî îíè êîììóòèðóþò ââèäó îðòîãîíàëüíî-ñòè D). Ïóñòü l(σ) � äëèíà σ â ïðîñòûõ, à s(σ) � â ïðîèçâîëüíûõ îòðàæåíè-ÿõ. (Äðóãèìè ñëîâàìè, l(σ) = {α ∈ Φ+ | σα ∈ Φ−} è s(σ) = |D|.) Îñíîâíîéðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé:Òåîðåìà 1. �àçìåðíîñòü îðáèòû Ω íå çàâèñèò îò âûáîðà îòîáðàæå-íèÿ ξ : D → k∗ è íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà l(σ) − s(σ). Èíà÷å ãîâîðÿ,
dim Ω = l(σ) − s(σ) − 2ϑ,ãäå ϑ ∈ Z>0 çàâèñèò òîëüêî îò ïîäìíîæåñòâà D (íî íå îò ξ).Çàìåòèì, ÷òî îöåíêà íà ðàçìåðíîñòü Ω âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé(íàïðèìåð, ïðè Φ = An è Φ = Cn "äå�åêò" ϑ âñåãäà ðàâåí íóëþ); îäíàêî,åñòü ïðèìåðû, êîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.Ñíà÷àëà ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ íåïðèâî-äèìûõ ñèñòåì êîðíåé è äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.(Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü îðòîãîíàëüíûå ïîäìíîæåñòâà, ñî-äåðæàùèå äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ β1, β2, åñëè β1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

β1 = β2+α äëÿ êàêîãî-òî α ∈ Φ+.) Çàòåì ìû äîêàçûâàåì ýòó òåîðåìó äëÿ âñåõñèñòåì êîðíåé ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò èíäóêöèþïî ðàíãó ñèñòåìû êîðíåé Φ. Ìû âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé êîðåíü β ∈ D, ìàê-ñèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà íà êîðíÿõ, è ðàññìàòðèâàåìñèñòåìó êîðíåé
Φ̃ = {α ∈ Φ | α ⊥ β}.Î÷åâèäíî, rk Φ̃ < rk Φ, è óäà¼òñÿ ñâåñòè âîïðîñ ê èçó÷åíèþ îðáèò, àññîöèè-ðîâàííûõ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè â ñèñòåìå êîðíåé Φ̃.Â êîíöå òðåòüåãî ïàðàãðà�à ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 1 äëÿ ñèñòåì êîðíåéòèïà F4 è G2. Ñëó÷àé G2 ðàçáèðàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî, à ïðè Φ = F4 ïðèõîäèòñÿ÷àñòü îðòîãîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàòü ïî îòäåëüíîñòè è äëÿ êàæ-äîãî èç íèõ ñòðîèòü ìàêñèìàëüíîå f -èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, çàâèñÿùååòîëüêî îò ïîäìíîæåñòâà D (íî íå îò îòîáðàæåíèÿ ξ).11



Äàëåå, â ïàðàãðà�å 4 ìû óòî÷íÿåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ êëàñ-ñè÷åñêèõ ñèñòåì êîðíåé. (Ñëó÷àé Φ = An ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí À.Í. Ïàíî-âûì â ðàáîòå9, ïîýòîìó ìû àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà îñòàëüíûõ êëàññè-÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîðíåé.) Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõêîðíåé êàê ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ+ = Φ+
0 ∪ Φ+

1 , ãäå Φ+
0 = {εi ± εj, 1 6 i < j 6 n}, à

Φ+
1 =





{εi, 1 6 i 6 n}, åñëè Φ = Bn,

{2εi, 1 6 i 6 n}, åñëè Φ = Cn,

∅, åñëè Φ = Dn.Çäåñü {εi}
n
i=1 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ R

n.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîãîíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà D ⊂ Φ+ ïîëîæèì
d1 = #{(i, j, l, s) | i < l < s < j è εi − εj, εi + εj, εl + εs ∈ D},

d2 = #{(i, j, l, s) | i < l < j < s è εi − εj, εi + εj, εl − εs, εl + εs ∈ D},

d3 = #{(i, j) | εi + εj ∈ D è i > l, ãäå εl ∈ D},

d4 = #{(i, j) | εi − εj, εi + εj ∈ D è i < j < l, ãäå εl ∈ D}.Ýòè ÷èñëà ìîãóò áûòü íå ðàâíû íóëþ ëèøü ïðè Φ = Bn èëè Φ = Dn. Áîëååòîãî, äâà ïîñëåäíèõ ÷èñëà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ ëèøü ïðè Φ = Bn. Â ýòîìñëó÷àå ìíîæåñòâî D ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ âèäà εl (äðóãèåïîäìíîæåñòâà ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü: îíè íå äàþò íîâûõ ïðèìåðîâ îðáèò),òàê ÷òî d3 è d4 êîððåêòíî îïðåäåëåíû.Òåîðåìà 2. Ïóñòü Φ îòíîñèòñÿ ê òèïó Bn, Cn èëè Dn. Òîãäà "äå-�åêò" ϑ â �îðìóëå èç òåîðåìû 1 äëÿ ðàçìåðíîñòè îðáèòû Ω, àññîöèèðî-âàííîé ñ îðòîãîíàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì D, ðàâåí ϑ = d1 + d2 + d3 + d4.Â ÷àñòíîñòè, åñëè Φ = Cn, òî ϑ = 0.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû òàêæå îñíîâàíî íà èíäóêöèè ïî ðàíãó Φ.Êàê ñëåäñòâèå, ìû îïèñûâàåì âñå âîçìîæíûå ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ êî-íå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû U(q). Ïóñòü 2µ � ìàêñè-ìàëüíî âîçìîæíàÿ ðàçìåðíîñòü êîïðèñîåäèí¼ííîé îðáèòû ãðóïïû U . (Ñîîò-âåòñòâåííî, q2µ � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê íà îðáèòå ãðóïïû U(q), à qµ �9Ïàíîâ À.Í. Èíâîëþöèè â Sn è àññîöèèðîâàííûå êîïðèñîåäèí¼ííûå îðáèòû. // Çàï. íàó÷í. ñåì.ÏÎÌÈ, ò. 349, âûï. 16, 2007, ñ. 150�173. 12



ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóï-ïû.) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
µ = µ(Φ) =





n(n − 1)/2, åñëè Φ = Bn èëè Cn,

n(n − 1)/2, åñëè Φ = Dn è n ÷¼òíî,
(n − 1)2/2, åñëè Φ = Dn è n íå÷¼òíî.Ñëåäñòâèå. �ðóïïà U(q) îáëàäàåò íåïðèâîäèìûì êîìïëåêñíûì ïðåä-ñòàâëåíèåì ðàçìåðíîñòè N òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N = ql äëÿ íåêî-òîðîãî 0 6 l 6 µ.Äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî òàêîãî l ïðåäúÿâèòü îðáèòó Ω ãðóïïû U , äëÿ êî-òîðîé dim Ω = 2l. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ âñÿêîãî l ñðåäè îðáèò, àññîöèèðîâàí-íûõ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîäìíîæåñòâàìè, òàêàÿ îðáèòà íàéä¼òñÿ. (Ìû ïðîñòîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî D è âû÷èñëÿåì ðàçìåðíîñòü àññîöè-èðîâàííîé ñ íèì îðáèòû Ω ïî òåîðåìå 2.)Êðîìå ýòîãî, â ÷åòâ¼ðòîì ïàðàãðà�å ìû ñòðîèì ïîëÿðèçàöèè äëÿ êàíîíè-÷åñêèõ �îðì íà ðàññìàòðèâàåìûõ îðáèòàõ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

row: Φ+ → {−n, . . . , n} è col : Φ+ → {1, . . . , n} ïðàâèëîì row(εi ± εj) = ∓j,
row(εi) = 0, row(2εi) = −i, col(εi ± εj) = col(εi) = col(2εi) = i. Ïîëîæèì
Ri = {α ∈ Φ+ | row(α) = i} è Cj = {α ∈ Φ+ | col(α) = j} (ýòè ìíîæåñòâà íà-çîâ¼ì i-îé ñòðîêîé è j-ûì ñòîëáöîì Φ+ ñîîòâåòñòâåííî). Äàëåå, äëÿ ëþáîãî
β ∈ Φ+ êîðíè α, γ ∈ Φ+ áóäåì íàçûâàòü β-ñèíãóëÿðíûìè, åñëè α + γ = β;ìíîæåñòâî âñåõ β-ñèíãóëÿðíûõ êîðíåé îáîçíà÷èì ÷åðåç S(β).Äëÿ äàííîãî îðòîãîíàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà D ⊂ Φ+ ïóñòü j1 < . . . < jt �âñå òå íîìåðà ñòîëáöîâ Φ+, â êîòîðûõ ëåæàò êîðíè èç D. Ïîëîæèì j0 = 0è îáîçíà÷èì M = MD =

⋃t
i=0 Mji

, ãäå M0 = ∅ è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , t

Mji
= {γ ∈ S−(β) | β ∈ D ∩ Cji

è γ, β − γ /∈
⋃i−1

l=0
Mjl

}.�àññìîòðèì òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî p0 â u (èëè â u(q)), íàòÿíóòîå íà âñå âåê-òîðû âèäà ξεl+εj
· eεl−εj

− ξεi−εj
· eεl+εj

, ãäå εi − εj, εi + εj ∈ D, i < l < j,
εl − εj, εl + εj ∈ Mi è D ∩R−l = ∅.Ïðåäëîæåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî p =

∑
α∈Φ+\M keα + p0 â àëãåáðå Ëè u(ñîîòâåòñòâåííî, u(q)) áóäåò ïîëÿðèçàöèåé äëÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìû fíà îðáèòå Ω (ñîîòâåòñòâåííî, Ω(q)), àññîöèèðîâàííîé ñ îðòîãîíàëüíûìïîäìíîæåñòâîì D. 13



Â ãëàâå 3 ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñóáðåãóëÿðíûõ õàðàêòåðîâ óíèòðå-óãîëüíîé ãðóïïû U(q) = Un(q); ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî íåïðèâîäèìûå õàðàêòå-ðû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîïðèñîåäèí¼ííûì îðáèòàì ïðåäìàêñèìàëüíîé ðàçìåð-íîñòè, ðàâíîé 2 ·
(∑[n/2]

i=1 (n − 2i) − 1
). Â ïàðàãðà�å 5 â êà÷åñòâå ïðèìåðàìû, èñïîëüçóÿ îïèñàííûé â ïåðâîé ãëàâå ìåòîä Ìàêêè ïîëóïðÿìîãî ðàçëî-æåíèÿ, äîêàçûâàåì �îðìóëó Àíäðå äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðîâ îñíîâíîé ñå-ðèè ãðóïïû Un(q) (îíè ñîîòâåòñòâóþò ðåãóëÿðíûì îðáèòàì). Êðîìå ýòîãî,ìû ïðèâîäèì ïðèíàäëåæàùóþ Ïàíîâó êëàññè�èêàöèþ ñóáðåãóëÿðíûõ îðáèòóíèòðåóãîëüíîé ãðóïïû.Âñå òàêèå îðáèòû ðàñïàäàþòñÿ íà êëàññû, íóìåðóåìûå íàòóðàëüíûì ÷èñ-ëîì δ, 1 6 δ 6 n1, ãäå n1 = [(n − 1)/2]. Áóäåì äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷àòü

"(n) = {(i, j), 1 6 j < i 6 n} ⊂ Z × Z è äëÿ âñÿêîé ëèíåéíîé �îðìû
f ∈ u∗(q) ïîëîæèì Supp(f) = {(i, j) ∈ "(n) | f(ei,j) 6= 0} (ei,j � ñòàíäàðòíàÿìàòðè÷íàÿ åäèíèöà). Íà êàæäîé ñóáðåãóëÿðíîé îðáèòå ëåæèò ðîâíî îäíà êà-íîíè÷åñêàÿ �îðìà � ýëåìåíò f ∈ u∗(q), äëÿ êîòîðîãî Supp(f) = Dδ. Çäåñü
Dδ � îäíî èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:1. Ïóñòü ñíà÷àëà 1 6 δ < n1. Ïóñòü n0 = [n/2] è

Dreg =
⋃n0

i=1
(n − i + 1, i).Ïðè ÷¼òíîì n ìíîæåñòâî ⋃n0−1

i=1 (n − i + 1, i) òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü Dreg.ÏîëîæèìDδ
sreg = (Dreg\{(n−δ+1, δ), (n−δ, δ+1)})∪{(n−δ, δ), (n−δ+1, δ+1)}.Òîãäà Dδ � ëþáîå èç ïîäìíîæåñòâ Dδ

sreg èëè Dδ
sreg ∪ {(n − δ + 1, n − δ)}.2. Ïóñòü òåïåðü n íå÷¼òíî è δ = n1 = n0. Çäåñü Dδ � ëþáîå èç ïîäìíî-æåñòâ, ëåæàùèõ (íåñòðîãî) ìåæäó Dδ

sreg \{(n0 +1, n0), (n0 +2, n0 +0)} è Dδ
sreg.3. Åñëè æå n ÷¼òíî è δ = n1 = n0−1, òî ïîëîæèì D′

reg =
⋃n1−1

i=1 (n−i+1, i),
D̂1 = D′

reg ∪ {(n0 + 1, n1)}, D̂2 = D′
reg ∪ {(n0 + 2, n0)}è ÷åðåç Dδ îáîçíà÷èì ëþáîå èç ïîäìíîæåñòâ D1

δ èëè D2
δ , ãäå, â ñâîþ î÷å-ðåäü, D1

δ îáîçíà÷àåò ëþáîå èç ïîäìíîæåñòâ, ëåæàùèõ (íåñòðîãî) ìåæäó D̂1è D̂1 ∪{(n0 +2, n0), (n0 +2, n0 +1)}, à D2
δ � ëþáîå èç ïîäìíîæåñòâ, ëåæàùèõ(íåñòðîãî) ìåæäó D̂2 è D̂2 ∪ {(n0, n1)}.Îáðàòíî, êîïðèñîåäèí¼ííàÿ îðáèòà ëþáîé êàíîíè÷åñêîé �îðìû áóäåò ñóá-ðåãóëÿðíîé, òàê ÷òî ìû èìååì ïîëíóþ êëàññè�èêàöèþ ñóáðåãóëÿðíûõ îðáèò.Ïóñòü òåïåðü D = Dδ � îäíî èç òîëüêî ÷òî îïèñàííûõ ïîäìíîæåñòâè ξ : Dδ → F

∗
q : (i, j) 7→ ξj,i � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü, äàëåå,14



Ω(q) = ΩD ,ξ(q) � ñóáðåãóëÿðíàÿ îðáèòà ãðóïïû Un(q), ñîäåðæàùàÿ êàíî-íè÷åñêóþ �îðìó f , äëÿ êîòîðîé Supp(f) = D è f(ei,j) = ξj,i äëÿ ëþáîãî
(i, j) ∈ D . Â ïàðàãðà�å 6 ìû ïðåäúÿâëÿåì ðÿä ïîäìíîæåñòâ "(n), íàçûâà-åìûõ δ-ñóáðåãóëÿðíûìè è äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà D îïðåäåëÿåìíåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî mD:

T = {(i, j) ∈ "(n) | i > n − j + 1},

T δ = T \ (Rn−δ+1 ∪ Rn−δ ∪ Cδ ∪ Cn−δ),

mD =




|R(D) ∩ T | − 1, åñëè (δ + 1, δ) /∈ D,

|R(D) ∩ T δ| + n − 2δ + 1, åñëè (δ + 1, δ) ∈ D.Çäåñü Ri = {(i, l), 1 6 l < i} è Cj = {(r, j), j < r 6 n} äëÿ ëþáûõ i, j. Êðîìåòîãî, R(D) = "(n) \ S(D), ãäå S(i, j) = {(i, s), 1 6 s 6 j}∪ {(r, j), i 6 r 6 n}è S(D) =
⋃

(i,j)∈D S(i, j).Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : D → F
∗
q : (i, j) 7→ ϕi,j ìû îïðåäåëÿåìýëåìåíò ãðóïïû Un(q) âèäà xD(ϕ) = 1n + eD(ϕ), ãäå

eD(ϕ) =
∑

(i,j)∈D

ϕi,jei,j ∈ u(q),à 1n � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n. Äàëåå ìû óêàçûâàåì, êàêèìèóðàâíåíèÿìè çàäà¼òñÿ êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè KD(ϕ) ⊂ Un(q) ýëåìåíòà xD(ϕ)êàê à��èííîå ìíîãîîáðàçèå. Íàêîíåö, ìû �îðìóëèðóåì è äîêàçûâàåì îñíîâ-íîé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû:Òåîðåìà 3. Ïóñòü χ � íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ãðóïïû Un(q), ñîîòâåò-ñòâóþùèé ñóáðåãóëÿðíîé îðáèòå Ω(q). Åãî çíà÷åíèå íà ýëåìåíòå g ∈ Un(q)îòëè÷íî îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ KD(ϕ) äëÿ íåêîòîðîãî
δ-ñóáðåãóëÿðíîãî ïîäìíîæåñòâà D è íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ, óäîâëå-òâîðÿþùåãî óñëîâèþ ξδ,n−δϕδ+1,δ = ξδ+1,n−δ+1ϕn−δ+1,n−δ. Â ýòîì ñëó÷àå

χ(g) = qmD · θ
(
f(eD(ϕ))

)
.Äîêàçàòåëüñòâî âíîâü îñíîâàíî íà èíäóêöèè ïî n (òî åñòü ïî ðàíãó ñèñòå-ìû êîðíåé An−1, êîòîðîé îòâå÷àåò ãðóïïà Un(q)). Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìàêêèïîëóïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ óäà¼òñÿ ñâåñòè îïèñàíèå õàðàêòåðà χ ê èçó÷åíèþòåõ èëè èíûõ õàðàêòåðîâ îñíîâîé ñåðèè è ñóáðåãóëÿðíûõ õàðàêòåðîâ ãðóï-ïû Un−2(q). Îïèñàíèå ïåðâûõ ïîëó÷åíî Àíäðå, à îïèñàíèå âòîðûõ èçâåñòíîïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. 15
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