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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ

è èíòåðåñíåéøèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Ïîìèìî ìíîãî÷èñëåííûõ

ïðèëîæåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òàêèõ êàê òåîðèÿ

âåðîÿòíîñòåé, êîìáèíàòîðèêà, àëãåáðà è òîïîëîãèÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ

êðàåóãîëüíûì êàìíåì â ñîâðåìåííîé èíôîðìàòèêå, êàê òåîðåòè÷åñêîé,

òàê è ïðèêëàäíîé. Â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî àëãîðèòìàì åäâà ëè íå òðåòü

âñåãî ìàòåðèàëà áóäåò ïîñâÿùåíà àëãîðèòìàì íà ãðàôàõ. Òåðìèíîëîãèÿ

òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè íåìûñëèìà áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèé òåîðèè

ãðàôîâ êàê-òî äåðåâî, âåðøèíà, ðåáðî, ïóòü, öèêë è áîëåå ñëîæíûõ, òàêèõ

êàê ýêñïàíäåð.

Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè ãðàôîâ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðåäñòàâëÿþòñÿ,

âåðîÿòíî, îäíîé èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ è èíòåíñèâíî èçó÷àåìûõ òåì

â òåîðèè ãðàôîâ. Êàê íàèáîëåå ÿðêèå ïðèìåðû ðåçóëüòàòîâ â äàííîé

îáëàñòè ñòîèò îòìåòèòü êëàññèôèêàöèþ ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ è ïðîáëåìó

ðàñêðàøèâàåìîñòè ïëîñêîãî ãðàôà â ÷åòûðå öâåòà. Íåïîñðåäñòâåííî

ñâÿçàíû ñ ðàñêðàñêàìè õðîìàòè÷åñêèé ïîëèíîì è ïîëèíîì Òàòòà, èçó÷åíèþ

ñâîéñòâ êîòîðûõ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò â òåîðèè ãðàôîâ.

Êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ àñïåêòîâ

ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ïðåäîñòàâëÿþò áîãàòîå ïîëå äëÿ èññëåäîâàíèé.

Íåñëó÷àéíî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ãðàôà âîøëà â

çíàìåíèòûé ñïèñîê èç äâàäöàòè îäíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è, ïðåäëîæåííûé

â 1972 ãîäó Ð.Êàðïîì.

Õîòÿ óæå ïðîáëåìà ðàñêðàøèâàåìîñòè ãðàôà â 3 öâåòà ÿâëÿåòñÿ

NP-ïîëíîé çàäà÷åé, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ,

îïèñûâàþùèõ ñëó÷àè, ãäå ÷èñëî äîïóñòèìûõ öâåòîâ áëèçêî ê ∆ �

ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ãðàôà. Ïîæàëóé, ñàìîé èçâåñòíîé ñðåäè íèõ

ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áðóêñà, äîêàçàííàÿ â 1941 ãîäó è óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî

ñâÿçíûé ãðàô, íå ÿâëÿþùèéñÿ íå÷åòíûì öèêëîì èëè êëèêîé, ìîæíî âñåãäà

ðàñêðàñèòü â ∆ öâåòîâ. Îäíàêî âîïðîñ ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî òðóäíåå: óæå
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äëÿ ðàñêðàñêè â ∆ − 1 öâåò. Â 1977 ãîäó Áîðîäèí è Êîñòî÷êà âûäâèíóëè

ãèïîòåçó, ÷òî äëÿ∆ ≥ 9 ãðàôû áåç êëèê ðàçìåðà∆ ìîãóò áûòü ðàñêðàøåíû

â (∆ − 1) öâåò. Ãèïîòåçà äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòîé, îäíàêî, â ñëó÷àå

∆ ≥ 1014 îíà áûëà ïîëîæèòåëüíî ðåøåíà Ðèäîì â 1999 ãîäó ïðè ïîìîùè

âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà.

Äðóãîé ñïîñîá óñèëèòü òåîðåìó Áðóêñà, ñâÿçàííûé ñî ñïèñî÷íûìè

ðàñêðàñêàìè, áûë íåçàâèñèìî ïðåäëîæåí â ñåðåäèíå 80-ûõ ãîäîâ

Âèçèíãîì è Ýðäåøåì. Íåäàâíî ýòî íàïðàâëåíèå äàæå ïðèîáðåëî áîëüøóþ

ïîïóëÿðíîñòü, ÷åì ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè. Ñðåäè ïðî÷èõ ðàáîò ïî

ñïèñî÷íûì ðàñêðàñêàì ìîæíî íàçâàòü ðàáîòû òàêèõ àâòîðîâ êàê Âîéò,

Éåíñåí, Êàâàðàáàéÿøè, Êîñòî÷êà, Êðàòî÷âèë, Ìîõàð, Ñòåéáèòö, Òîìàññåí,

Òîôò, Òóçà è ìíîãèõ äðóãèõ. Â 1994 íà êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ãðàôîâ

â Îáåðâîëüõå Òîìàññåíîì áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïîìèìî òåîðåìû Áðóêñà

ìîæíî òàêæå îáîáùèòü äëÿ ñïèñî÷íûõ ðàñêðàñîê êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó

Ãàëëàè, â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ âñå ïîäãðàôû k-ðàñêðàñî÷íî-êðèòè÷åñêèõ

ãðàôîâ èíäóöèðîâàííûõ íà âåðøèíàõ ñòåïåíè k − 1. Óäèâèòåëüíî, íî êàê

îòìåòèë Êîñòî÷êà, îáîáùåíèå òåîðåìû Ãàëëàè ìîæåò áûòü ëåãêî âûâåäåíî

èç ðåçóëüòàòîâ Áîðîäèíà è Ýðäåøà, Ðóáèíà è Òåéëîðà. Áîëåå ïîäðîáíî,

Ýðäåø õàðàêòåðèçîâàë d-ñïèñî÷íî ðàñêðàøèâàåìûå ãðàôû, êàê ãðàôû,

ñîäåðæàùèå áëîê, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íè êëèêîé, íè íå÷åòíûì öèêëîì. Â

ýòîé õàðàêòåðèçàöèè íèêàê íå óïîìèíàåòñÿ ñëó÷àé ðàñêðàñêè íå d-ñïèñî÷íî

ðàñêðàøèâàåìîãî ãðàôà, åñëè ïîìèìî ñàìîãî ãðàôà çàäàí íàáîð ñïèñêîâ

(â ýòîì ñëó÷àå îòâåò ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì). Ïîñëåäíåå áûëî ñäåëàíî

Áîðîäèíûì â ìàëîèçâåñòíîé ðàáîòå 1977 ãîäà.

Îòíîñèòåëüíî íåäàâíî ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ

ñóùåñòâîâàíèå ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè è ñ êîëè÷åñòâîì èñïîëüçóåìûõ öâåòîâ áëèçêèì ê

ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ãðàôà ∆. Ñàìûì ñèëüíûì èç òàêèõ îãðàíè÷åíèé,

ïðåäëîæåííîå Õèíäîì, Ìîëëîåì è Ðèäîì, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå β-ðåäêîñòè

ðàñêðàñêè, îãðàíè÷èâàþùèå êîëè÷åñòâî ñîñåäåé îäíîãî öâåòà ó

êàæäîé âåðøèíû. Èìè æå áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå dlog8∆e-
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ðåäêîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè â (∆ + 1) öâåò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé

ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ∆. Áîëüøèíñòâî æå ðàáîò ñâÿçàíû ñ óñëîâèåì

äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêè, ïðåäëîæåííûì Ìîíòãîìåðè è òðåáóþùèì,

÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà ñòåïåíè, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà èìåëà ñîñåäåé

äâóõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Áûëî äîêàçàíî (Ëàé, Ìîíòãîìåðè è Ïóí 2003)

ïîõîæåå íà òåîðåìó Áðóêñà óòâåðæäåíèå î äèíàìè÷åñêîì õðîìàòè÷åñêîì

÷èñëå (ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

äèíàìè÷åñêîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè): χ2(G) ≤ ∆(G) + 1 äëÿ ëþáîãî

ñâÿçíîãî ãðàôà G ïðè óñëîâèè ∆(G) ≥ 3. Áîëåå òîãî, èìè æå áûëî

äîêàçàíî, ÷òî ïðè ∆(G) ≤ 3 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî χ2(G) ≤ 4, çà

èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàô G � ýòî öèêë èç ïÿòè âåðøèí. Ýòè

ðåçóëüòàòû áûëè ñóùåñòâåííî óñèëåíû Êàðïîâûì: â 2007 áûëî äîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå ïðàâèëüíîé äèíàìè÷åñêîé ∆-ðàñêðàñêè, êðîìå ñåðèè

ãðàôîâ-èñêëþ÷åíèé, äëÿ ∆ ≥ 254 è ïîòîì â 2009 ïðè ïîìîùè ãîðàçäî

áîëåå ñëîæíûõ ìåòîäîâ îöåíêà íà ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü áûëà óëó÷øåíà

äî ∆ ≥ 8.

Öåëè ðàáîòû.

1. Èññëåäîâàòü çàäà÷ó î âîçìîæíîñòè ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ãðàôà

â êîëè÷åñòâî öâåòîâ, áëèçêîå ê ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ãðàôà, ñ

âîçìîæíûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðàñêðàñêó.

2. Îáîáùèòü òåîðåìó Áðóêñà ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì

äèíàìè÷íîñòè ðàñêðàñêè.

3. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêè áåç òðåáîâàíèÿ

ïðàâèëüíîñòè, ïîëó÷èòü âåðõíèå îöåíêè íà êîëè÷åñòâî öâåòîâ

äîñòàòî÷íîå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ðàñêðàñêè.

4. Ðàññìîòðåòü àëãîðèòìè÷åñêèå àñïåêòû íàõîæäåíèÿ ïðàâèëüíûõ

ðàñêðàñîê ãðàôà äëÿ êîëè÷åñòâà öâåòîâ, áëèçêîãî ê ìàêñèìàëüíîé

ñòåïåíè ãðàôà.

Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî
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êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå, â îòëè÷èè îò íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ

â äàííîé îáëàñòè âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû â

òîì ÷èñëå äëÿ íå ñëèøêîì áîëüøèõ ãðàôîâ. Õîòÿ ñàìè ìåòîäû

îñíîâàíû íà ñòàíäàðòíûõ ïðèåìàõ êîìáèíàòîðíûõ ïîëóèíâàðèàíòîâ, îíè

ïðåäñòàâëÿþòñÿ íîâûìè è äîñåëå íå ïðèìåíÿâøèìèñÿ â ëèòåðàòóðå

â êîíòåêñòå ïðàâèëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ðàñêðàñîê. Àëãîðèòìè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû îñíîâûâàþòñÿ íà øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäàõ ïîèñêà â

ãëóáèíó è øèðèíó è õîðîøî èçâåñòíîé èäåè ïîñëåäîâàòåëüíîé ðàñêðàñêè

âåðøèí.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè íà êîëè÷åñòâî öâåòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ

ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ãèïåðãðàôà. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îöåíîê ïîëó÷åíû

âåðõíèå îöåíêè íà êîëè÷åñòâî öâåòîâ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ðàñêðàñîê (íå

îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíûõ).

2. Ðàçðàáîòàíî íîâîå ïîíÿòèå (c, p)-íåâûðîæäåííîé ðàñêðàñêè,

îáîáùàþùåå ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêè. Äîêàçàíà

óñèëåííàÿ òåîðåìà Áðóêñà ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì (c, p)-

íåâûðîæäåííîñòè.

3. Ïðèäóìàíû ëèíåéíûå ïî âðåìåíè àëãîðèòìû

(a) äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè äëÿ ëþáîãî ñïèñî÷íîãî

d-íàáîðà,

(b) äëÿ äîïîëíåíèÿ èìåþùåéñÿ ïðàâèëüíîé ∆-ðàñêðàñêè.

4. Ïîëó÷åíî íîâîå êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðóêñà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè � íîâûå.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà Áðóêñà ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì (c, p)-

íåâûðîæäåííîñòè âêóïå ñ àíàëîãîì òåîðåìû Áðóêñà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ

ðàñêðàñîê (Êàðïîâ 2007), èñïîëüçóþùåé ýòó òåîðåìó, îòâå÷àåò íà

íåñêîëüêî îòêðûòûõ âîïðîñîâ ïîñòàâëåííûõ ðàíåå â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå
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è ïðèïîäíèìàåò òðåáîâàíèå ê äàëüíåéøèì èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè

äèíàìè÷åñêèõ ðàñêðàñîê. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó äèíàìè÷åñêèìè

ðàñêðàñêàìè è ïðàâèëüíûìè ðàñêðàñêàìè ãèïåðãðàôîâ è äîêàçûâàåòñÿ

íåòðèâèàëüíàÿ, õîòÿ è íåñëîæíàÿ, âåðõíÿÿ îöåíêà íà êîëè÷åñòâî öâåòîâ

â äèíàìè÷åñêîé ðàñêðàñêå. Ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì

äëÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷è ñïèñî÷íîé d-ðàñêðàñêè, îáîáùàþùèé ëó÷øèé

èçâåñòíûé ðàíåå àëãîðèòì ñïèñî÷íîé ∆-ðàñêðàñêè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò

òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

èçó÷åíèÿ ïðàâèëüíûõ è äèíàìè÷åñêèõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ. Â òî æå âðåìÿ

àëãîðèòìû, ïðèäóìàííûå äëÿ ñïèñî÷íûõ d-ðàñêðàñîê è äëÿ äîïîëíåíèÿ

ñóùåñòâóþùåé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè íà

ïðàêòèêå, â âèäó áûñòðîòû èõ ðàáîòû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà

ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íûé ñåìèíàð Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå

ïðèëîæåíèÿ, Ðîññèÿ, 2007;

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ øêîëà Estonian Winter School in Com-

puter Science (EWSCS 2009), Ýñòîíèÿ, 2009;

• Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ The Fifth Workshop on Internet and

Networks Economics (WINE 2009), Èòàëèÿ, 2009;

• Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð Oberwolfach Seminar: New Trends in Algo-

rithms for Real Algebraic Geometry, Ãåðìàíèÿ, 2009;

• Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì Fifth International Computer Science Sym-

posium in Russia (CSR 2010), Ðîññèÿ, 2010;

Ðåçóëüòàòû, ëåæàùèå â îñíîâå äèññåðòàöèè, òàêæå áûëè äîëîæåíû â

Óíèâåðñèòåòå Áèëåôåëüäà (Bielefeld University), â Óíèâåðñèòåòå Ñèíãàïóðà
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(Nanyang Technological University), â èññëåäîâàòåëüñêîì öåíòðå êîìïàíèè

Ìàéêðîñîôò â Àçèè (Microsoft Research in Asia), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ

ÏÎÌÈ ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â

òðåõ ðàáîòàõ [1, 2, 3]. Ðàáîòà [1] îïóáëèêîâàíà â èçäàíèè, âõîäÿùåì â

ñïèñîê ðåêîìåíäîâàííûõ Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèåé íà ìîìåíò

ïóáëèêàöèè. Â ðàáîòå [2] äèññåðòàíòó ïðèíàäëåæèò îñíîâíàÿ èäåÿ

äîêàçàòåëüñòâà è ÷àñòü òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê. ÊàðïîâûìÄ.Â. ïðèäóìàíà

ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû è ñäåëàíà îñòàëüíàÿ ÷àñòü òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì

84 ñòðàíèöû ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ îñíîâíûõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà

ðàçäåëû è ïîäðàçäåëû. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç ñîðîêà

ñåìè íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû è ïðîáëåìû íàèáîëåå òåñíî

ñâÿçàííûå ñ ðàññìàòðèâàåìûìè â äèññåðòàöèè çàäà÷àìè, ñîñòîÿíèå

èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëàñòè. Ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

ðàáîòû, òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ

òåîðèè ãðàôîâ è ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê, èñïîëüçóåìûå íà ïðîòÿæåíèè âñåé

äèññåðòàöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ïðî ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè

ãèïåðãðàôîâ è ñ åå ïîìîùüþ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êîëè÷åñòâî öâåòîâ,

íåîáõîäèìîå äëÿ äèíàìè÷åñêîé (íå îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíîé) ðàñêðàñêè

ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H � ãèïåðãðàô ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèíû

∆, êàæäîå ãèïåððåáðî êîòîðîãî ñîäåðæèò íå ìåíåå, ÷åì δ âåðøèí. Òîãäà

âåðøèíû H ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â d2∆
δ + 1e öâåòîâ.

Òåîðåìà 2. Ãðàô G äîïóñêàåò äèíàìè÷åñêóþ ðàñêðàñêó âåðøèí â

d2∆(G)
δ(G) + 1e öâåòîâ.
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Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ òåîðåìû Áðóêñà, êîòîðàÿ

ãîâîðèò íàì, ÷òî χ(G) ≤ ∆(G) äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ ∆(G) > 2 áåç

ïîëíûõ ïîäãðàôîâ íà d + 1 âåðøèíå. Îáîáùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå (c, p)-íåâûðîæäåííîñòè íà

ðàñêðàñêó ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà c ≥ 2 è p ≥ c. Ðàñêðàñêà

ãðàôà G íàçûâàåòñÿ (c, p)-íåâûðîæäåííîé, åñëè äëÿ ëþáîé âåðøèíû G

ñòåïåíè õîòÿ áû p ñðåäè åå ñîñåäåé íàéäóòñÿ âåðøèíû õîòÿ áû c ðàçëè÷íûõ

öâåòîâ.

Â ïåðâîì ðàçäåëå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñâÿçàííûå ñ (c, p)-

íåâûðîæäåííûìè ðàñêðàñêàìè, òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò

òåêóùåé ãëàâû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äàíî ÷èñëî D ≥ 3 è ãðàô G áåç êëèê íà D + 1

âåðøèíå ñ ∆(G) ≤ D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî c ≥ 2 ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ

(c, p)−íåâûðîæäåííàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â D öâåòîâ, ãäå

p = (c3 + 8c2 + 19c+ 6)(c+ 1).

Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3 è ñîñòîèò èç

äâóõ ÷àñòåé, íà êàæäóþ èç êîòîðûõ îòâîäèòñÿ ïî îäíîìó ïîäðàçäåëó. Â

ïåðâîì ïîäðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äàí ãðàô G áåç êëèê ðàçìåðà D + 1 ñ ìàêñèìàëüíîé

ñòåïåíüþ íå áîëüøåé, ÷åì D. È ïóñòü êðîìå òîãî D =
c+1∑
i=1

αi, ãäå αi ≥ 2.

Òîãäà â ìíîæåñòâå Ξ ðàñêðàñîê ãðàôà G â c + 1 öâåò íàéäåòñÿ òàêàÿ

ðàñêðàñêà ξ, ÷òî:

1) Φ(ξ) = min
ψ∈Ξ

Φ(ψ), ãäå Φ =
c+1∑
i=1

fi

αi
, à fi � ýòî êîëè÷åñòâî ðåáåð ãðàôà G,

ñîåäèíÿþùèõ äâå âåðøèíû i-îãî öâåòà,

2) äëÿ ëþáîãî i ðàñêðàñêà ξ íå ñîäåðæèò êëèê ðàçìåðà αi+1 íà âåðøèíàõ

i-îãî öâåòà.

3) ∆G(Vi) ≤ αi, ãäå Vi ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí i-îãî öâåòà â G.
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Êðîìå òîãî â ïåðâîì ïîäðàçäåëå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 4

òåîðåìà 3 ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ëåììå, äîêàçàòåëüñòâó êîòîðîé ïîñâÿùåí

âåñü âòîðîé ïîäðàçäåë.

Ëåììà 1. Ïóñòü äàíî äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà âåðøèí A è B

è íåêîòîðûé ñâÿçíûé ãðàô H = (A ∪ B,E), îáîçíà÷èì ÷åðåç G
èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô H(B). Îïðåäåëèì d

A
(v), ãäå v ∈ B, êàê

êîëè÷åñòâî ðåáåð âåäóùèõ èç âåðøèíû v â ìíîæåñòâî A. Ïóñòü ãðàô

H îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) íèêàêèå äâå âåðøèíû ìíîæåñòâà A íå ñîåäèíåíû ðåáðîì;

2) ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû èç A â ãðàôå H ïî êðàéíåé ìåðå q3 +

2q2 − q − 8, ãäå q ≥ 4;

3) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

dG(v) +

⌈
d

A
(v)

q

⌉
≤ d,

ãäå d ≥ q3 + 2q2 − q − 8.

Òîãäà ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàô G ïðàâèëüíûì îáðàçîì â d öâåòîâ

òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ A ñðåäè åå ñîñåäåé â B áûëè âåðøèíû

ïî êðàéíåé ìåðå q ðàçëè÷íûõ öâåòîâ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèå àñïåêòû

ïðàâèëüíûõ ñïèñî÷íûõ ðàñêðàñîê.

Ñïèñî÷íûì íàáîðîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ L, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå

êàæäîé âåðøèíå v ∈ V (G) íåêîòîðîå ìíîæåñòâî L(v) íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, êîòîðûå çîâóòñÿ äîïóñòèìûìè öâåòàìè âåðøèíû v. Òîãäà L-
ðàñêðàñêîé G áóäåò íàçûâàòüñÿ òàêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà c ãðàôà G,

÷òî êàæäîé âåðøèíå v ñîîòâåòñòâóåò öâåò c(v) ∈ L(v). Â ñëó÷àå, åñëè

|L(v)| ≥ k äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G), ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

L ÿâëÿåòñÿ k-íàáîðîì, åñëè æå |L(v)| ≥ deg(v) äëÿ êàæäîé âåðøèíû

v ∈ V (G), ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ d-íàáîðîì. Åñëè ãðàô èìååò

ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ñ ïðîèçâîëüíûì äîïóñòèìûì k èëè d-íàáîðîì, òî
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åãî íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ñïèñî÷íî k-ðàñêðàøèâàåìûì èëè ñïèñî÷íî

d-ðàñêðàøèâàåìûì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáû÷íàÿ `-ðàñêðàñêà ãðàôà

ñîîòâåòñòâóåò ñïèñî÷íîìó `-íàáîðó L(v) = {1, . . . , `}.
×àñòè÷íîé L-ðàñêðàñêîé ïîäìíîæåñòâà âåðøèí S ãðàôà G

íàçûâàåòñÿ L-ðàñêðàñêà èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà G(S). L-ðàñêðàñêà C
ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ÷àñòè÷íîé ðàñêðàñêè C ′ íà ìíîæåñòâå

âåðøèí S, åñëè C(v) = C ′(v) äëÿ âñåõ v ∈ S.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ÷åòâåðòîé ãëàâû ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ è îáîñíîâàíèþ

àëãîðèòìà äëÿ íàõîæäåíèÿ d-ñïèñî÷íûõ ðàñêðàñîê, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî

ëèíåéíî îò ðàçìåðà âõîäà. Èç ýòîãî àëãîðèòìà òðèâèàëüíûì îáðàçîì

ìîæíî ïîëó÷èòü ëèíåéíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è äîïîëíåíèÿ

÷àñòè÷íîé ðàñêðàñêè.

Àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ d-ñïèñî÷íîé ðàñêðàñêè ïðèíèìàåò â

êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ ãðàô G = (V,E) è íàáîð ñïèñêîâ L, ãäå L(v) ≥
degG(v) äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V . Ïðè÷åì, ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëåå

ñæàòîå çàäàíèå ãðàôà, ãäå âåðøèíû ïðåäñòàâëåíû öåëûìè ÷èñëàìè îò 1

äî N = |V |, à ðåáðà E(G) çàäàíû êàê ñïèñîê ïàð. Äîïîëíèòåëüíî íà

âõîäíûå äàííûå íàêëàäûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ñëàáîå óñëîâèå, êîòîðîå óæå

èñïîëüçîâàëîñü ðàíåå â ëèòåðàòóðå äëÿ ïîõîæèõ çàäà÷.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öâåòîâ äëÿ L íå áîëüøå

÷åì c|E(G)|, äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî L
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïëîòíîñòè öâåòîâ.

Çàäà÷à àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïðàâèëüíîé L-
ðàñêðàñêè G èëè ñîîáùåíèè, ÷òî òàêîâîé íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì áëîê âèñÿ÷èì, åñëè îí ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé

òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ, ò.å. ñîîòâåòñòâóåò âèñÿ÷åé âåðøèíå â äåðåâå áëîêîâ è

òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ T .

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ñìåæíûõ âåðøèí (u, v)

ðàçëè÷èìûìè öâåòîì i, åñëè i ∈ L(u) \ L(v).
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Â îñíîâíîì àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå

ïðîöåäóðû:

1. Ðåêóðñèâíîå óäàëåíèå âåðøèí. Íàõîäèò èñêîìóþ d-ðàñêðàñêó

ñâÿçíîãî ãðàôà G, åñëè G èìååò âåðøèíó v ñ |L(v)| > degG(v).

2. Íàõîæäåíèå áëîêîâ â G. Íàõîäèò ïðåäñòàâëåíèå êàæäîãî áëîêà â

âèäå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí.

3. Ïîèñê öâåòà, ðàçëè÷àþùåãî ïàðó (u, v). Çà îäèí ïðîõîä ïî

ñïèñêó u ëèáî íàõîäèò ðàçëè÷àþùèé öâåò, ëèáî ñîîáùàåò î åãî

îòñóòñòâèå. Òðåáóåò îò íàñ ââåñòè îäèí áèíàðíûé ìàññèâ C ðàçìåðà

c|E(G)|, êîòîðûé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíîãîêðàòíî ïðè êàæäîì

ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû.

4. ∆-ðàñêðàñêà ñâÿçíîãî ãðàôà. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà H, êîòîðûé íå

ÿâëÿåòñÿ íè êëèêîé, íè íå÷åòíûì öèêëîì, ïðîöåäóðà íàõîäèò

ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â ∆(H) öâåòîâ.

Ñàì àëãîðèòì îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• ØÀÃ 1. Ïóñòü íàéäåòñÿ âåðøèíà v ∈ V ñ |L(v)| > degG(v). Ïðîöåäóðà

ðåêóðñèâíîãî óäàëåíèÿ âåðøèí âûäàñò íàì èñêîìóþ ðàñêðàñêó è â

ýòîì ñëó÷àå ìû çàêîí÷èì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà.

• ØÀÃ 2. A) Íàõîäèì âñå áëîêè â G è ñòðîèì äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê

ñî÷ëåíåíèÿ T .

1. Íàõîäèì áëîêè G èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó ïîèñêà áëîêîâ.

2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ãðàôà íàõîäèì ñïèñîê áëîêîâ,

ñîäåðæàùèõ v.

3. Ñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô H0, ãäå îäíà ÷àñòü ñîñòîèò èç áëîêîâ,

à äðóãàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ñ ìíîæåñòâîì

ðåáåð E(H0) = {(v,B) | v ∈ B}.
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4. Ñòðîèì äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ T â ïîðÿäêå îáõîäà

ïîèñêà â øèðèíó, ò.å. ïðèìåíÿÿ ïîèñê â øèðèíó íàõîäèì

ñîîòâåòñòâóþùèé ïîðÿäîê B íà áëîêàõ è òî÷êàõ ñî÷ëåíåíèÿ, â

çàâèñèìîñòè îò ìîìåíòà íà÷àëà èõ îáðàáîòêè â ïîèñêå.

• B) Áåðåì ïîñëåäíèé áëîê B â ïîðÿäêå B è åäèíñòâåííóþ òî÷êó

ñî÷ëåíåíèÿ â ýòîì áëîêå v0. Â ñëåäóþùèõ øàãàõ ìû ïûòàåìñÿ

óìåíüøèòü G, óäàëèâ âåðøèíû B \ {v0}, èëè íàéòè æåëàåìóþ

ðàñêðàñêó.

• ØÀÃ 3. Ïûòàåìñÿ íàéòè â B ïàðó ðàçëè÷èìûõ íåêîòîðûì öâåòîì

âåðøèí (u, v) òàêèõ, ÷òî u íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, ò.å. u 6= v0.

1. Åñëè â B èìååòñÿ ïàðà âåðøèí (u, v), ðàçëè÷èìûõ öâåòîì c,

òîãäà ìû êðàñèì u â öâåò c è óäàëÿåì åå èç G. Â îñòàâøåìñÿ

ãðàôå |L(v)| > deg(v), êðîìå òîãî G′ = G \ {u} ñâÿçåí. Íàõîäèì
ðàñêðàñêó G′ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ðåêóðñèâíîãî óäàëåíèÿ

âåðøèí è çàâåðøàåì ðàáîòó.

2. Èíà÷å ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

• ØÀÃ 4. Ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè áëîê B êëèêîé èëè íå÷åòíûì

öèêëîì. Ýòî ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðåäâàðèòåëüíî ïîñ÷èòàâ

ñòåïåíè âñåõ âåðøèí â G.

1. Åñëè B ÿâëÿåòñÿ êëèêîé èëè íå÷åòíûì öèêëîì, òî ìû

óìåíüøàåì G, óäàëÿÿ B \ {v0}. Èç çà òîãî, ÷òî â ØÀÃÅ 3 v0 è

ëþáàÿ âåðøèíà v áëîêà B, ñìåæíàÿ ñ v0, íå ðàçëè÷èìû íèêàêèì

öâåòîì, ìû èìååì L(v0) ⊇ L(v). Óäàëèì èç ñïèñêà L(v0) ñïèñîê

L(v). Çàòåì âåðíåìñÿ ê ØÀÃÓ 2 B) è ïðèìåíèì åãî ê èäóùåìó

äî B â ïîðÿäêå B áëîêó. Â ýòîì ìåñòå àëãîðèòìà ìû ïîëüçóåìñÿ

ñâîéñòâîì ïîðÿäêà B, ÷òîáû ýôôåêòèâíî óìåíüøèòü L(v0).

2. Äðóãèå âàðèàíòû äëÿ B. Â ýòîì ñëó÷àå ìû îáÿçàòåëüíî ïîëó÷èì

æåëàåìóþ ðàñêðàñêó è çàâåðøèì ðàáîòó.
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� Ðàñêðàñèì G(V \ V (B)), ïðèìåíèâ ïðîöåäóðó ðåêóðñèâíîãî

óäàëåíèÿ âåðøèí ê G(V \B).

� Óäàëèì èç L(v0) âñå öâåòà, â êîòîðûå ïîêðàøåíû ñîñåäè v0.

� Ïðîâåðèì, îäèíàêîâûå ëè ñïèñêè äîïóñòèìûõ öâåòîâ ó v0 è

ëþáîé ñìåæíîé ñ íåé âåðøèíîé u èç B.

� Åñëè ýòè ñïèñêè ðàçíûå, òîãäà ïàðà (v0, u) äëÿ îñòàâøèõñÿ íå

ïîêðàøåííûõ âåðøèí áóäåò ðàçëè÷èìà íåêîòîðûì öâåòîì.

Äîïîëíèì ðàñêðàñêó âñåãî ãðàôà àíàëîãè÷íî ØÀÃÓ 3.1 è

çàâåðøèì ðàáîòó.

� Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ∆-ðàñêðàñêè ê B.

Êàê ÷àñòü îñíîâíîãî àëãîðèòìà â òðåòüåì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ

ëèíåéíàÿ ïî âðåìåíè ïðîöåäóðà äëÿ íàõîæäåíèÿ îáû÷íîé ∆-ðàñêðàñêè,

àäàïòèðîâàííàÿ ê ïðèìåíåíèþ âíóòðè îñíîâíîãî àëãîðèòìà. Ïðîöåäóðà

ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê îáùåé çàäà÷å ∆ ðàñêðàñêè ãðàôà, êî âñåìó

ïðî÷åìó, îíà ïîðîæäàåò àëãîðèòìè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áðóêñà

è êàæåòñÿ äîâîëüíî ïîëåçíîé íà ïðàêòèêå.
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