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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

Актуальность темы. Предметом алгебры является изучение алгебраи-
ческих структур, которые определяются заданием одного или нескольких за-
конов композиции на некотором множестве. Одновременно с алгебраической 
структурой на данном множестве часто рассматривают и другие математиче-
ские структуры, согласованные с алгебраической структурой. Это ведет к 
большей конкретности таких объектов и позволяет получать новые факты о 
структурах, заданных на множестве. Например, при рассмотрении на группе 
(полугруппе) топологии, согласованной с алгебраическими операциями, воз-
никают новые понятия — топологическая группа (полугруппа). Задание на 
полугруппе топологии приводит к постановке новых задач и открывает ши-
рокие возможности для исследования как свойств полугрупп, так и приложе-
ний полугрупп.  

Изучение топологических полугрупп началось в 50-х годах ХХ века с 
работ А. Д. Уоллеса. Отметим здесь только работу [1]. Одновременно со 
статьями Уоллеса выходят работы Коха, Нумакури, Тамури, Шварца и др. К 
настоящему времени опубликован ряд монографий, посвященных топологи-
ческим полугруппам, в частности, монографии А. Мухерджеа и Н. Церпеса 
[2], Дж. Карруса, Дж. Хилдебранта и Р. Коха [3], В.В. Мухина [4].  

Как известно, в общем случае из непрерывности n-арной операции 
XX n →ϕ :  ( 2n ≥ , Х — непустое множество) по каждому аргументу не сле-

дует ее непрерывность по совокупности аргументов. Важной является задача 
установления условий, при которых операция ϕ является непрерывным ото-
бражением по совокупности аргументов. Для групп с топологией такое усло-
вие найдено Р. Эллисом [5].  

Теорема Эллиса. Пусть X — группа, наделенная локально компактной 
топологией τ такой, что групповая операция xyyx a),(  из XX ×  в Х не-
прерывна по каждому аргументу. Тогда эта операция непрерывна по сово-
купности аргументов, и, кроме того, операция взятия обратного элемента 

1−xxa  является непрерывным отображением из Х в Х.  
Интерес к исследованию условий непрерывности полугрупповой опе-

рации на полугруппе с топологией связан также с необходимостью изучения 
мер на топологических полугруппах и построения на таких структурах гар-
монического анализа [см, например, 4]. 
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Одним из методов, применяемых в решении многих задач теории полу-
групп, является вложение полугруппы в группу. Вопросами топологического 
вложения полугрупп с топологией в топологические группы занимались Л.Б. 
Шнеперман, Ф. Христоф, Р. Ригельхоф, Н. Церпес и А. Мухерджеа, Лау Ка-
Синг, Дж. Лавсон и Зенг Вей-Бин, В.В. Мухин, А.Р. Миротин. Предложенные 
Ф. Христофом необходимые и достаточные условия топологического вложе-
ния произвольной топологической полугруппы, алгебраически вложимой в 
группу, в топологическую группу трудно проверяемы на практике. Осталь-
ные из перечисленных авторов выделяют классы полугрупп, вложимых в то-
пологические группы, задаваемые простыми условиями. Вместе с тем остает-
ся актуальным нахождение новых классов полугрупп, топологически вложи-
мых в группы. Из результатов теоремы Эллиса следует, что задача вложения 
топологической полугруппы в локально компактную топологическую группу 
является также актуальной и интересной. В частном случае подобные резуль-
таты получены Р. Ригельхофом для коммутативных, а Н. Церпесом и А. 
Мухерджеа для реверсивных полутопологических полугрупп с сокращения-
ми при условии открытости сдвигов. 

Своей алгебраической структурой к группам наиболее близки инверс-
ные полугруппы. Это позволяет переносить некоторые групповые результаты 
на инверсные полугруппы. Инверсные полугруппы с топологией стали рас-
сматриваться сравнительно недавно, поэтому вполне естественно изучение 
их топологических свойств. Топологические свойства инверсных полугрупп 
рассматривал О.В. Гутик [6]. 

Наряду с полугруппами в работе изучаются также n-полугруппы с то-
пологией. Впервые понятие n-группы появилось в статье Дернте В., опубли-
кованной в 1928 году. В 40-х годах основополагающими работами по n-
группам, безусловно, являются работы Е. Поста, С.А. Чунихина. С середины 
50-х годов значительно увеличивается число публикаций, посвященных ал-
гебраическим n-арным системам. n-Группами занимались В.А. Артамонов, 
С.А. Русаков, К. Глазек, Л.М. Глускин, А.М. Гальмак, В. Дудек. 

В начале 70-х годов в работах Г. Чупоны [7], С. Кромбеза и Г. Сикса [8] 
было сформулировано понятие топологической n-группы. С.А. Русаковым 
[9] введено новое определение топологической n-группы таким образом, что 
оно является аналогом определения топологической бинарной группы (не-
прерывность налагается только на n-арную и унарную операции), причем при 
n = 2 оно совпадает с определением топологической группы. В 1992 году 
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вышла монография С.А. Русакова [10], в которой топологическим n-группам 
отведен небольшой параграф. В монографии доказана эквивалентность опре-
делений топологической n-группы Чупоны и Русакова, а также показана не-
прерывность трансляций в топологических n-группах.  Основная часть моно-
графии отведена построению силовской теории n-групп. В настоящее время 
изучением n-групп и n-полугрупп с топологией занимаются В.В. Мухин, В.А. 
Дудек. Среди основных работ этих авторов по топологическим n-
полугруппам отметим здесь [11].  

Цель работы. Целью работы является исследование взаимосвязи ал-
гебраической и топологической структур на полугруппах и n-полугруппах, 
установление условий, при которых полугрупповая операция  на полугруппе, 
n-полугруппе становится непрерывной по совокупности аргументов. 

Основные результаты работы: 
1) установлены топологические свойства отображений ( ) ( )xyxyx ,, a  

и ( ) ( )yxyyx ,, a , заданных на декартовом произведении XX ×  и прини-
мающих значения из XX × , где Х — полугруппа (группа) с топологией, ус-
тановлена связь этих операций с непрерывностью полугрупповой операции; 

2) найдены условия на семейство отклонений на полугруппе, при кото-
рых полугрупповая операция непрерывна по совокупности аргументов в то-
пологии на полугруппе, порождаемой этим семейством отклонений; 

3) обобщена теорема Эллиса на случай правых (левых) групп, наделен-
ных локально компактной топологией; 

4) показана возможность продолжения топологии с порождающего 
подмножества группы до топологии на группе, согласованной с групповой 
операцией; 

5) получены условия отделимости топологии на инверсной полугруппе; 
6) найдены условия, при которых инверсная полугруппа с топологией 

является объединением топологических групп и топологической инверсной 
полугруппой; 

7) доказаны необходимые и достаточные условия, при которых  
n-группа с топологией становится топологической n-группой. 

Научная новизна. Все полученные результаты являются новыми. 
Методы исследования. В работе используются методы алгебры, об-

щей топологии, топологической алгебры. 
Практическая и теоретическая значимость. Диссертация носит 

теоретический характер. Результаты диссертации могут быть использованы 
при изучении топологических групп и полугрупп, n-групп и n-полугрупп, в 
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изучении топологических групп и полугрупп, n-групп и n-полугрупп, в тео-
ретических исследованиях в области топологической алгебры, теории функ-
ций, функциональном анализе, а также при разработке спецкурсов по алгебре 
для студентов.  

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на 
семинаре имени Д.К. Фаддеева в Санкт-Петербургском отделении математи-
ческого института им. В.А. Стеклова (2009); на 37-й региональной конфе-
ренции «Проблемы теоретической и прикладной математики» (Екатеринбург, 
2006); на IV и VI Межвузовских конференциях молодых ученых (Череповец, 
2003, 2005); на научных семинарах кафедры алгебры и геометрии Черепо-
вецкого государственного университета (2003-2007); на сессии аспирантов и 
молодых ученых (Вологда, 2007). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 12 статей, в том чис-
ле, 2 статьи в журналах из списка, рекомендованного ВАК РФ. Список опуб-
ликованных работ приведен в конце автореферата.  

В статье [1] теорема о продолжении топологии с системы образующих 
группы до топологии на группе принадлежит соискателю. В качестве следст-
вия 1 получен результат В.В. Мухина. Следствия 1 и 2 доказаны соискателем. 
Соавтору принадлежит общее руководство статьей и постановка задач. Ста-
тья [1] опубликована в журнале, входящем в перечень ВАК. В статье [7] тео-
рема 1 принадлежит соавтору (опубликована ранее соавтором), теорема 2 
(обобщение теоремы Эллиса на случай правых групп) и теорема 3 (о непре-
рывности n-арной операции на полугруппе с локально компактной топологи-
ей) — соискателю. В статье [8] теоремы 1 и 2 принадлежат соискателю, соав-
тору — постановка задач. В статье [10] теорема 1 (о равносильности непре-
рывности полугрупповой операции и операций ( ) ( )xyxyx ,, =η  и 

( ) ( )yxyyx ,, =δ  в полугруппах с топологией), теорема 3 (о непрерывности 
групповой операции в терминах отображений η и δ) и теорема 4 (необходи-
мые и достаточные условия топологического вложения полугруппы с топо-
логией в топологическую группу) принадлежат соискателю. Теорема 2 (об 
открытости сдвигов в полугруппе с топологией) принадлежит соавтору. В 
статье [12] теоремы 1 и 2 принадлежат соискателю. Теорема 3 принадлежит 
соавтору.  

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех 
глав, списка литературы. Библиография включает 70 наименований. Общий 
объем диссертации 80 страниц. 
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 

Введение содержит обоснование выбора темы, ее актуальность, а так-
же основные понятия и обозначения. В главе I сделан исторический обзор, 
посвященный топологическим бинарным и n-арным группам и полугруппам. 

Глава II разбита на 5 параграфов.  
В § 2.1 описаны топологические свойства отображений ( ) ( )xyxyx ,, =η  

и ( ) ( )yxyyx ,, =δ  в полугруппах и группах с топологией, заданных на декар-
товом произведении XX ×  и принимающих значения из XX × , где Х — по-
лугруппа (группа) с топологией, и устанавливается связь непрерывности этих 
отображений с непрерывностью полугрупповой операции на Х.   

Полугруппа, наделенная топологией, называется топологической полу-
группой, если полугрупповая операция является непрерывным отображением.  

В теореме 2.1.1 показана равносильность непрерывности умножения, 
операций ( ) ( )xyxyx ,, =η  и ( ) ( )yxyyx ,, =δ  в полугруппах с топологией.  

Группа, наделенная топологией, называется топологической группой, 
если групповая операция и операция взятия обратного элемента являются 
непрерывными отображениями. 

Теорема 2.1.4. Пусть G — группа, τ — топология на G. Тогда ( )τ,G  
будет топологической группой в том и только в том случае, если η [δ] — 
непрерывное отображение и ( )UG ×η  [ )( GU ×δ ] открыто в GG ×  для лю-
бого τ∈U . 

В § 2.2 найдены условия на семейство отклонений на полугруппе, при 
которых полугрупповая операция будет непрерывным отображением по со-
вокупности аргументов в топологии на полугруппе, порождаемой этим се-
мейством отклонений. Теорема 2.2.2 обобщает результат из [12]. 

Отклонением на множестве Х называется отображение f произведения 
XX ×  в интервал [0, +∞] расширенной числовой прямой, удовлетворяющее 

условиям: 
1. 0),( =xxf  для любого Xx∈ . 
2. ),(),( xyfyxf =  для любых Xyx ∈, . 
3. ),(),(),( yzfzxfyxf +≤  для любых Xzyx ∈,, . 
Пусть ( )αf  ( A∈α ) — семейство отклонений на множестве Х. На Х су-

ществует единственная топология τ, для которой всевозможные конечные 
пересечения множеств вида { }ε<∈ α ),( yxfXx , где A∈α , 0>ε , образуют 



 8 

базу открытых окрестностей в произвольной точке Xy∈ . Эта топология на-
зывается топологией, порождаемой семейством отклонений ( )αf  ( A∈α ). 

Теорема 2.2.2. Пусть топология τ на полугруппе Х порождена семей-
ством { f} отклонений на Х, удовлетворяющим следующему условию: 

(**) для любого }{ ff ∈  и любого Xa∈  существуют }{
~

ff ∈  и окре-
стность V(a, f) точки а такие, что ),(

~
),( yxfbybxf ≤  для любых ),( faVb∈  

и любых Xyx ∈, . 
Тогда следующие условия равносильны: 
(i) для любых Xxa ∈, , любого отклонения }{ ff ∈  и любого числа 

0>α   существуют отклонения }{...,,1 fff n ∈  и число 0>β   такие, что 
α<),( xasaf  для всех Xs∈ , удовлетворяющих условию β<),( xsfi  одновре-

менно для всех ni ...,,1= ; 
(ii) полугрупповая операция xyyx a),(  непрерывна; 
(iii) для любого Xa∈  правый сдвиг xaxa  непрерывен. 

В § 2.3 теорема 2.3.3 (2.3.5) является обобщением теоремы Эллиса на 
случай правых (левых) групп, наделенных локально компактной топологией. 

Полугруппа Х называется правой группой, если она проста справа 
( XaX =  для каждого а из X) и с левыми сокращениями (для любых Xyx ∈,  
из ayax= следует x = y). 

Теорема 2.3.3. Пусть правая группа ( )τ,X  наделена локально ком-
пактной топологией τ такой, что сдвиги axxa  и xaxa  для каждого 

Xa∈  непрерывны и, кроме того, сдвиги xaxa  открыты для каждого 
Xa∈ . Тогда 

(i)  ( )τ,X  является объединением открыто-замкнутых топологиче-
ских групп; 

(ii)  отображение xfxa  ( Xex∈ , e и f — идемпотенты Х) является 
топологическим изоморфизмом топологической группы Хе на топологиче-
скую  группу Хf; 

 (iii) ( )τ,X  топологически изоморфна прямому произведению группы 
Xg ( Eg ∈ ) и подполугруппы идемпотентов Е, наделенных индуцированной 
топологией из Х; 

(iv) ( )τ,X  является топологической полугруппой. 

Параграф 2.4 посвящен вопросам топологического вложения полу-
групп с топологией в топологические группы.  
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Инъективный гомоморфизм p из X в G называется алгебраическим 
вложением полугруппы X в группу G. Алгебраическое вложение p полугруп-
пы Х с топологией Xτ  в группу G с топологией Gτ  называется топологиче-
ским вложением X в G, если оно является гомеоморфизмом Х на подпро-
странство p(X) топологического пространства G.  

Отметим, что В.В. Мухиным в [13] показана возможность топологиче-
ского вложения локально компактной полутопологической полугруппы с от-
крытыми сдвигами в локально компактную топологическую группу при ус-
ловии алгебраического вложения полугруппы в группу. Этот результат явля-
ется обобщением результатов Р. Ригельхофа и Н. Церпеса и А. Мухерджеа. В 
§ 2.4 теорема 2.4.4 является основной и обобщает указанный результат из 
[13] на случай порождающего подмножества группы с заданной на нем топо-
логией.  В этой теореме найдены естественные условия для топологии поро-
ждающего множества, при которых она однозначно продолжается до тополо-
гии на всей группе и согласуется с групповой операцией. 

Теорема 2.4.4. Пусть W — подмножество группы G и система обра-
зующих G. Пусть τ — топология на W такая, что для любых элементов 

1x , …, nx ; 1y , …, my ; 1s , …, ks ; 1t , …, lt  множества W и любого τ∈V  
множества xVysW 1−∩ , 1−∩ xVytW  являются открытыми подмножест-
вами W, где ksss ⋅⋅= ...1 , nxxx ⋅⋅= ...1 , myyy ⋅⋅= ...1 , lttt ⋅⋅= ...1 . (При этом, 
если n = 0, то элементов 1x , …, nx  указанный набор не содержит. Анало-
гичное соглашение действует относительно m = 0, k = 0, l = 0). 

Тогда на группе G существует единственная топология Gτ  такая, 
что каждый внутренний сдвиг в G является непрерывным отображением, 

GW τ∈  и сужение топологии Gτ  на W совпадает с τ. Кроме того: 
(i) если для некоторого N∈n  (n ≥ 2) произведение Wxx n ∈⋅⋅ ...1  для 

любых Wxx n ∈...,,1 , то топология Gτ  отделима тогда и только тогда, ко-
гда топология τ отделима; 

(ii) умножение в ( )GG τ,  непрерывно по совокупности аргументов, если 
для некоторой последовательности точек Wxx n ∈00

1 ...,, (n ≥ 2) их произведе-
ние 00

1 ... nxx ⋅⋅  принадлежит W и функция ( ) nn xxxx ⋅⋅ ......,, 11 a  из nW  в W 
непрерывна по совокупности аргументов в точке ( )00

1 ...,, nxx ; 
(iii) если топология τ локально компактна, а топология Gτ  отделима, 

то ( )GG τ,  является локально компактной топологической группой. 

В качестве следствия теоремы 2.4.4 получаем теорему, доказанную 
В.В. Мухиным в [13]. 
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В § 2.5 рассматриваются свойства инверсных полугрупп с топологией. 
Инверсная полугруппа, наделенная топологией, называется топологи-

ческой инверсной полугруппой, если полугрупповая операция и операция взя-
тия инверсного элемента являются непрерывными отображениями. 

Теорема 2.5.2. Пусть Х — инверсная полугруппа, τ — топология на Х. 
Тогда ( )τ,X  будет топологической инверсной полугруппой тогда и только 
тогда, когда отображения ( ) yxyx 1,: −ϕ a  и ( ) 1,: −ψ xyyx a  непрерывны. 

Отметим, что в инверсных полугруппах элемент, инверсный к элемен-
ту х, обозначается 1−x . 

Далее исследуется отделимость топологии на инверсных полугруппах. 
Известно, что в топологической группе замкнутость множества идемпотен-
тов (т.е. множества, состоящего из одной единицы е) эквивалентна отдели-
мости топологии. В работе показано, что в топологической инверсной полу-
группе замкнутость множества идемпотентов не влечет за собой отделимости 
топологии. 

Пусть Е — множество идемпотентов инверсной полугруппы Х. Для 
каждого Ee ∈  обозначим через eH  максимальную подгруппу Х, содержа-
щую е. Идемпотент е инверсной полугруппы ( )τ,X  называется изолирован-
ным, если существует окрестность е, не содержащая других идемпотентов. 

В теоремах 2.5.8 и 2.5.10 исследуются свойства топологических ин-
версных полугрупп, в которых идемпотент замкнут или является изолиро-
ванным элементом в множестве всех идемпотентов. 

Теорема 2.5.8. Если в топологической инверсной полугруппе ( )τ,X  од-
ноточечное множество {e} замкнуто, то подгруппа eH  ( )Ee ∈  замкнута в 
( )τ,X  и отделима в индуцированной на eH  топологии. 

Теорема 2.5.10. Пусть ( )τ,X  — топологическая инверсная полугруппа, 
е — изолированный идемпотент в Е. Тогда eH  является открытой подгруп-
пой ( )τ,X . 

Следствие 2.5.13. Если топологическая инверсная полугруппа ( )τ,X  
является объединением групп, а множество идемпотентов Е полугруппы Х 
является дискретным подпространством ( )τ,X  и каждый идемпотент 
замкнут, то топология τ отделима. 

Следствие 2.5.14. Пусть топологическая инверсная полугруппа ( )τ,X  
связна. Если существует идемпотент Ee ∈  такой, что множество {e} 
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замкнуто и е — изолированная точка множества Е, то ( )τ,X  — 
топологическая группа. 

Следующие две теоремы устанавливают условия, при которых инверс-
ная полугруппа с топологией будет объединением топологических групп и 
топологической инверсной полугруппой. 

Теорема 2.5.16. Пусть Х — инверсная полугруппа с локально компакт-
ной топологией τ, являющаяся топологической полугруппой. Пусть левые и 
правые единицы для каждого элемента Xx ∈  равны. Если каждая макси-
мальная подгруппа eH  ( )Ee ∈  есть открытое подмножество Х, то ( )τ,X  
есть объединение топологических групп и  топологическая инверсная полу-
группа. 

Теорема 2.5.17. Пусть Х — инверсная полугруппа с  топологией τ та-
кой, что отображение ( ) 1, −xyyx a  непрерывно. Пусть Х есть объединение 
групп. Если каждая максимальная подгруппа eH  ( )Ee ∈  есть открытое 
подмножество Х, то ( )τ,X  есть объединение топологических групп и топо-
логическая инверсная полугруппа.  

В главе III рассматриваются n-группы и n-полугруппы с топологией.  
В теореме 3.1.2 параграфа 3.1 найдены условия, при которых n-группа 

с топологией становится топологической n-группой. Эту теорему можно рас-
сматривать как обобщение теоремы 2.1.4 на случай n-групп. 

Топологической n-группой называется n-группа ( ),X , наделенная то-

пологией τ, если n-арная операция ( ) (n ≥ 2) непрерывна по совокупности 

аргументов и решение х хотя бы одного из уравнений ( ) axan =−1
1  или 

( ) axan =−1
1  непрерывно зависит от nn Xaa ∈−1

1 . 

Теорема 3.1.2. Пусть ( ),X  — n-группа (n ≥ 2), τ — топология на Х. 

Пусть операция ( ) является непрерывным отображением из nX  в Х. Для 

того, чтобы ( ) τ,,X  была топологической n–группой необходимо и дос-

таточно, чтобы для некоторой последовательности 22
1

−− ∈ nn Xa  множе-

ство ( )( ){ }UyXxyxax n ∈∈− ,, 2
1  было открытым подмножеством Х × Х для 

любого τ∈U . 
В § 3.2 показано существование максимального разбиения n-

полугруппы на ее левые идеалы [лемма 3.2.1]. В теореме 3.3.2 доказано, что 
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если n-полугруппа ( ) τ,,X  разбита на семейство попарно непересекающих-

ся левых идеалов, для каждого Xa∈  множество ]...[

1

aXX

n
321

−

 открыто и для не-

которых 11 ...,, −nbb  из Х отображение ( )xbbx n 11 ... −a  из Х в Х непрерывно, 
то каждый левый идеал является открыто-замкнутым подмножеством 

( ) τ,,X . 

В § 3.3 теорема 3.3.1 является следствием теоремы 2.4.4 для n-
полугрупп с топологией, алгебраически вложимых в бинарные группы. 

Теорема 3.3.1. Пусть n-полугруппа (Х, f, τ) алгебраически вкладывает-
ся в бинарную группу, и каждый сдвиг ( )1111 ...,,,,,...,, −+− niii aaaxaafxa  
является непрерывным и открытым отображением полугруппы Х в себя, где 

Xaa n ∈−11 ...,, , i = 1, 2, …, n. Тогда (Х, f, τ) топологически вкладывается в 
полутопологическую бинарную группу в качестве открытой n-
подполугруппы. Групповая операция будет непрерывной по совокупности ар-
гументов тогда и только тогда, когда n-арная операция f непрерывна по со-
вокупности аргументов. Если, кроме того, топология τ локально компактна, 
то (Х, f, τ) топологически вкладывается в локально компактную топологи-
ческую группу в качестве открытой n-подполугруппы.  

В § 3.4 доказывается следующая теорема: 

Теорема 3.4.1. Пусть топологическая n-полугруппа ( ) τ,,X  удовле-
творяет одному из следующих условий: 

(i) ( ),X  содержит единичный элемент е; 
(ii) к ( ),X  можно присоединить единичный элемент е и, если n не-

четно, то ( ),X  не содержит нейтральной последовательности. 
Тогда ( ) τ,,X  является производной от бинарной полугруппы 

τ⋅,,X , которая является топологической бинарной полугруппой. 

Напомним, что n-полугруппа ( ),X  называется производной от би-

нарной полугруппы ⋅,X , если для любой последовательности nn Xx ∈1  

справедливо равенство ( ) n
n xxxx ⋅⋅⋅= ...211 . Говорят, что к ( ),X  можно при-

соединить единичный элемент Xe∉ , если на множестве eXX ∪=1  сущест-
вует ассоциативная n-арная операция [ ] такая, что е — единичный элемент 

][,1X  и для любой последовательности nn Xx ∈1  справедливо равенство 

( )nn xx 11 ][ = .  
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