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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé, ïëàñòèí è
îáîëî÷åê ñ îäíîñòîðîííèìè ñâÿçÿìè îòíîñèòñÿ ê êîíñòðóêòèâíî-íåëè-
íåéíîé ìåõàíèêå óïðóãèõ ñèñòåì. Èíæåíåðíàÿ âîñòðåáîâàííîñòü ê ðåøå-
íèþ òàêèõ çàäà÷ áûëà âñåãäà, îäíàêî ðåøåíèå ñâîäèëîñü ëèáî ê ïîèñ-
êó ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, äîñòèæèìîñòü êîòîðîãî òðåáóåò îòäåëüíîãî
äîêàçàòåëüñòâà, ëèáî ê ðåøåíèþ çàäà÷, òðåáóþùèõ áîëüøèõ çàòðàò ìà-
øèííîãî âðåìåíè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà óñòîé÷èâîñòü è èññëåäîâàíèÿ çàêðèòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â óñëîâèÿõ êîíñòðóêòèâíîé íåëèíåé-
íîñòè âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì òî÷åê áèôóðêàöèè
íåãëàäêèõ óðàâíåíèé, îáóñëîâëåíûå òåì, ÷òî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íå ìîãóò áûòü ëèíåàðèçîâàíû, îáëàäàÿ íåëèíåéíîñòüþ
êàê ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì.

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè ïîäòâåðæäåíà ïîääåðæêîé ïðîâåäåí-
íûõ èññëåäîâàíèé Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(04-01-96025). Äèññåðòàíòîì ïîëó÷åí ãðàíò Ïðàâèòåëüñòâà ã. Ñàíêò-Ïå-
òåðáóðãà (Ì04-2.2Ê-549) íà ðåàëèçàöèþ êàíäèäàòñêîãî ïðîåêòà ½Èññëå-
äîâàíèå âëèÿíèÿ ó÷åòà òðàíñâåðñàëüíûõ äåôîðìàöèé íà óñòîé÷èâîñòü
ïëàñòèí â óñëîâèÿõ îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé“.
Öåëè ðàáîòû. Ñîçäàíèå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷ íà

óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê è ïëàñòèí â óñëîâèÿõ êîíñòðóêòèâíîé íåëèíåé-
íîñòè.
Äîñòîâåðíîñòü ðàáîòû. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îáåñïå-

÷èâàåòñÿ ñîãëàñîâàíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ëî-
êàëüíûì ìåòîäîì ïîèñêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîãî
îïåðàòîðà1. Äëÿ ðÿäà çàäà÷ ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â ñëó÷àå
îäíîðîäíîé âèíêëåðîâñêîé ñðåäû, êîòîðîå ñîãëàñîâûâàëîñü ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ðàñ÷åòîâ ïðè ôèêñèðîâàííîé æåñòêîñòè îäíîãî îñíîâàíèÿ è ïëàâíîì
ñòðåìëåíèè âòîðîãî ê ôèêñèðîâàííîìó.

1Ìèõàéëîâñêèé Å.È., Òàðàñîâ Â.Í. Ëîêàëüíûé ìåòîä ïîèñêà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíî
îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà. Òåçèñû äîêë. Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù. 100-ëåòèþ ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ Í.Ã. ×åáîòàðåâà. Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàíñêîãî óí-òà, 1994. Ñ.88.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì ïîëíîãî è ëîêàëüíîãî ïåðåáîðà âàðè-
àíòîâ ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ êîíñòðóêòèâíî-íåëèíåéíîé ìåõàíè-
êè.

2. Ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ½ÏÏÂ+ËÏÂ“ çàäà÷ íà óñòîé-
÷èâîñòü ïðîäîëüíî ñæèìàåìîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà ãðàíèöå ðàç-
íîìîäóëüíûõ âèíêëåðîâñêèõ ñðåä, â òîì ÷èñëå

� îáîëî÷êè ïîñòîÿííîé òîëùèíû ïî òåîðèè Êèðõãîôà;
� îáîëî÷êè ïåðåìåííîé òîëùèíû ïî òåîðèè Êèðõãîôà;
� îáîëî÷êè ïîñòîÿííîé òîëùèíû ïî òåîðèè Ìàðãåðà-Òèìîøåíêî è

òåîðèè Ìàðãåðà-Æóðàâñêîãî.
3. Ðåøåíèå çàäà÷è íà óñòîé÷èâîñòü îñåñèììåòðè÷íî äåôîðìèðóåìîé

êðóãëîé ïëàñòèíû íà ãðàíèöå ðàçíîìîäóëüíûõ âèíêëåðîâñêèõ ñðåä ïîä
äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ãðàíè÷íîìó êîíòóðó ñæèìàþ-
ùåé ðàäèàëüíîé íàãðóçêè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïðåäëîæåí êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì ïîèñêà ÷àñòè
ñîáñòâåííîãî ñïåêòðà ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîãî ðåøåí ðÿä çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.
Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå â ðàáî-

òå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàñ÷åòå íà óñòîé÷èâîñòü
ýëåìåíòîâ ìàøèí è ìåõàíèçìîâ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü è îáñóæäàëèñü íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäó-
íàðîäíûì ó÷àñòèåì ½Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è“
(ÑàìÃÒÓ, ã.Ñàìàðà, 2008), íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè-ñåìèíàðå ½Òåîðèÿ
óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå“ (ÈæÃÒÓ, ã.Èæåâñê, 2008),
íà I Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Ìîëîäåæü è íà-
óêà íà Ñåâåðå“ (ÊÍÖ ÓðÎ ÐÀÍ, ã.Ñûêòûâêàð, 2008), à òàêæå íà åæå-
ãîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ½Ôåâðàëüñêèå ÷òåíèÿ“ (ÑûêòÃÓ, ã.Ñûê-
òûâêàð) â 2005-2008 ã.ã.

Ïîëíîñòüþ ðàáîòà äîêëàäûâàëàñü íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ è êèáåðíåòèêè Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåðñèòåòà (24 îêòÿáðÿ
2008 ã.) è íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé
ìåõàíèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (13 íî-
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ÿáðÿ 2008 ã).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû ðàáîòû [1-9]. Ñòà-

òüè [1, 2] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Â ðàáîòå
[1] íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì Å.È.Ìèõàéëîâñêèì äàíà îáùàÿ ïîñòàíîâêà
çàäà÷è. Ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæèò àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïåðåáîðà âàðè-
àíòîâ è åãî ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ðàáîòû [8, 9] âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ
ó÷åíèêàìè ñîèñêàòåëÿ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 87 íà-
èìåíîâàíèé. Âêëþ÷àåò 6 ðèñóíêîâ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû � 89 ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü è öåëè ðàáîòû, ïåðå÷èñëåíû
âûíîñèìûå íà çàùèòó íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è äàí îáçîð ëè-
òåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ, íà êîòîðûå â
äàëüíåéøåì äåëàþòñÿ ññûëêè ïðè èçëîæåíèè îñíîâíîãî ìàòåðèàëà.

Â ïîäðàçäåëå 1.1 èçëîæåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç íåëèíåéíîé òåîðèè
æåñòêîãèáêèõ îáîëî÷åê, ó÷èòûâàþùåé òðàíñâåðñàëüíûå äåôîðìàöèè, â
òîì ÷èñëå îäíîèìåííûå ñäâèãè êàê ïî ìîäåëè Ñ.Ï.Òèìîøåíêî, òàê è ïî
ìîäåëè Ä.È.Æóðàâñêîãî. Ñôîðìóëèðîâàí îñíîâàííûé íà ýòîé òåîðèè
M-àëãîðèòì2 ó÷åòà òðàíñâåðñàëüíûõ äåôîðìàöèé â ðàçëè÷íûõ êèðõãî-
ôîâñêèõ âàðèàíòàõ òåîðèè îáîëî÷åê. M-àëãîðèòì èëëþñòðèðîâàí óòî÷-
íåíèåì íåëèíåíîé òåîðèè ïîëîãèõ îáîëî÷åê Ìàðãåðà. Ïðèâîäèòñÿ ïî-
ëóäåôîðìàöèîííûé âàðèàíò ãðàíè÷íûõ âåëè÷èí, ñ èñïîëüçîâàíèåì êî-
òîðîãî óòî÷íåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàðãåðà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Â
äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå3 îñíîâíûå óðàâíåíèÿ íàçâàííîé
ñèñòåìû äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè:

d◦∆
2w + R

∂2

∂ξ2 (Ψ−
kh2

ψ

R2 ∆Ψ) = f + (I −
kh2

ψ

R2 ∆)Λ(w, Ψ)

2Ìèõàéëîâñêèé Å.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè óïðóãèõ òåë. Ñûêòûâêàð: Èçä-âî Ñûê-
òûâêàðñêîãî óí-òà, 2007. 516 ñ.

3Ìèõàéëîâñêèé Å.È. Íåëèíåéíàÿ òåîðèÿ æåñòêîãèáêèõ îáîëî÷åê òèïà Æóðàâñêîãî // Âåñòí.
Ñûêòûâêàðñêîãî óí-òà. Ñåð.1. Ìàò.Ìåõ.Èíô. Âûï. 7. 2007. Ñ. 77-100.
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−EhR
∂2w

∂ξ2 + ∆2Ψ = −1
2EhΛ(w,w), (1)

ãäå

k =


0 � òåîðèÿ Ìàðãåðà
1 � òåîðèÿ Ìàðãåðà-Òèìîøåíêî

15/8 � òåîðèÿ Ìàðãåðà-Æóðàâñêîãî ;

f = R4(qn −
kh2

ψ

R2 ∆qn), ∆ =
∂2( )

∂ξ2 +
∂2( )

∂ϕ2 ,

Λ(w, Ψ) =
∂2w

∂ξ2

∂2Ψ

∂ϕ2 − 2
∂2w

∂ξ∂ϕ

∂2Ψ

∂ξ∂ϕ
+

∂2w

∂ϕ2

∂2Ψ

∂ξ2 . (1′)

Â ïîäðàçäåëå 1.2 ïðèâîäÿòñÿ èëëþñòðàöèè ïîñòàíîâêè çàäà÷ íà óñòîé-
÷èâîñòü â óñëîâèÿõ êîíñòðóêòèâíîé íåëèíåéíîñòè, îáóñëîâëåííîé íàëè-
÷èåì îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé â âèäå ðàçíîìîäóëüíûõ âèíêëåðîâñêèõ ñðåä.

Ïóñòü øàðíèðíî îïåðòàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà äëèíîé l íàãðó-
æåíà ïðîäîëüíîé ñèëîé P è íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ
ñðåä ñ æåñòêîñòÿìè c1 è c2, ðåàãèðóþùèõ íà ïðîãèáû îáîëî÷êè êàê ïðî-
ñòûå âèíêëåðîâñêèå îñíîâàíèÿ. Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîãî âûïó÷èâà-
íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáîëî÷êè ïðèõîäèì ê ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ (ñîá-
ñòâåííûõ) òàêèõ çíà÷åíèé íàãðóçêè P , ïðè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à (ñì.
óðàâíåíèå (1) ïðè k = 0)

wIV + 4b4w − R4

d◦
qn = −R2

d◦
Pw′′

w(0) = w(ξ◦) = 0, w′′(0) = w′′(ξ◦) = 0 (2)

(4b4 = 12(1− ν2)R2/h2)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Â óðàâíåíèè (2)1 øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ξ = x1/R; qn =

= −c1w+ − c2w−, w+ = max {0, w} , w− = min {0, w} � ñðåçêè ôóíêöèè
w(ξ) (ïðîãèáà); ξ◦ = l/R, d◦ � öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü îáîëî÷êè, R �
ðàäèóñ, h � òîëùèíà ñòåíêè, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà îáëàäàåò ñóùåñòâåííîé
(íåóñòðàíèìîé) íåëèíåéíîñòüþ, îáóñëîâëåííîé ñðåçêàìè ôóíêöèè w(ξ).

Åñëè c1 = c2 = c, òî c1w+ + c2w− = c(w+ + w−) = cw è (2) ïåðåõîäèò
â èçâåñòíîå óðàâíåíèå îñåñèììåòðè÷íîãî âûïó÷èâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè â îäíîðîäíîé âèíêëåðîâñêîé ñðåäå.
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Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä

Π(w) =
1

2

∫ ξ◦

0
F (w, w′, w′′)dξ, (3)

ãäå

F =
d◦
R4w

′′2 +
Eh

R2 w2 − P

R2w
′2 + c1

{
w2, w > 0

0, w ≤ 0
+ c2

{
0, w ≥ 0

w2, w < 0
.

Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî

∂F

∂w
=

2Eh

R2 w + c1

{
2w, w > 0

0, w ≤ 0
+ c2

{
0, w ≥ 0

2w, w < 0
=

=
2Eh

R2 w + 2c1w+ + 2c2w−

è ðàçäåëèâ, ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà d◦/R
4 ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (2),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà-Ïóàññîíà äëÿ èíòåãðàëà (3).
Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (2) ìîæíî ïåðåôîðìó-

ëèðîâàòü òàê: íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà P , ïðè êîòîðûõ âàðèà-
öèîííàÿ ïðîáëåìà

Π(w) → min
w

, (4)

w(0) = w(ξ◦) = 0, w′′(0) = w′′(ξ◦) = 0.

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Ñ ïîìîøüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòûõ îòíîøåíèé ïðèõîäèì â (3) ê êîíå÷-

íîìåðíîìó ñëó÷àþ, îïðåäåëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû â êîíå÷íî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè

Π(w̃) = 1/2w̃
⊕Aw̃ + 1/2w̃

⊕Cw̃ − 1/2λw̃⊕Qw̃, (5)

Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà (5)

∇w̃Π = Aw̃ + Cw̃ − λQw̃ = 0.

ïðèõîäèì ê çàäà÷å, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ÷èñåë λ, ïðè êîòîðûõ
ñèñòåìà óðàâíåíèé

Aw̃ + C1w̃+ + C2w̃− = λQw̃ (6)
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èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå A, Q� ñèììåòðè÷íûå,
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû; C1, C2� äèàãîíàëüíûå ìàò-
ðèöû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè c1,i, c2,i, i ∈ 1 : m− 1;

w̃+ = [w1+
, w2+

, . . . , wm+
]⊕, wi+ = max{0, wi},

w̃− = [w1−, w2−, . . . , wm−]⊕, wi− = min{0, wi},
ãäå ⊕ � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Â ïîäðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíûé ìåòîä ïîèñêà ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà. Íàçâàííûé ìåòîä ñâî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ìèíèìèçàöèè âûïóêëîãî ôóíê-
öèîíàëà ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ è äàåò êàêîå�ëèáî, íå îáÿçàòåëüíî
ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Ê ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó
àëãîðèòì áóäåò ñõîäèòñÿ ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî õîðîøåãî íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ.

Â ïîäðàçäåëå 1.4 èçëîæåíà ñóùíîñòü êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïå-
ðåáîðà âàðèàíòîâ, ñîñòàâëÿþùåãî îñíîâó äàííîé ðàáîòû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè ñîáñòâåííîãî ñïåêòðà óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî ïðè-
ìåíèòü àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ (ÏÏÂ) âîçìîæíûõ ôîðì
èçãèáà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé ñåòêîé, êîòîðûé (àëãîðèòì) çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñëåäóþùåì:

� ïåðåáèðàþòñÿ âñå 2m−1 âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé âåêòîðà ôîðìû

b = [b1, . . . , bm−1]
⊕

ãäå

bi =

{
1, wi > 0

0, wi ≤ 0
; (7)

� äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà âåêòîðà ôîðìû ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî (âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ôîðìû èç-
âåñòíû) óðàâíåíèÿ (6);

� çàïîìèíàåòñÿ ñîáñòâåííàÿ ïàðà (÷èñëî è ôîðìà), äëÿ êîòîðîé ôîð-
ìà èçãèáà w̃(i) èëè −w̃(i) ñîãëàñóåòñÿ ñ âûáðàííûì âåêòîðîì ôîðìû.

Ïðèìåíÿåì àëãîðèòì ÏÏÂ óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî óçëîâ ñåòêè, äî òåõ ïîð,
ïîêà êà÷åñòâåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñîáñòâåííîé ôîðìû èñêîìîãî ñîáñòâåí-
íîãî ÷èñëà íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ñîáñòâåííóþ ôîðìó, èìåþùóþ óñòîé÷è-
âûé ñ ðîñòîì m âèä ãðàôèêà, áóäåì íàçûâàòü êà÷åñòâåííî àäåêâàòíîé.
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Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâåííî àäåêâàòíîé ñîáñòâåííîé ôîðìû, ïðè-
ìåíÿåì àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ (ËÏÂ) [1], âçÿâ çà íà-
÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ïîëó÷åííóþ êà÷åñòâåííî àäåêâàòíóþ ñîáñòâåí-
íóþ ôîðìó.

1) Ïîñëåäîâàòåëüíî óäâàèâàåì ÷èñëî óçëîâ ñåòêè ïóòåì äåëåíèÿ èí-
òåðâàëîâ ïîïîëàì è âûïîëíÿåì ïåðåáîð âàðèàíòîâ ëèøü âáëèçè êîðíåé
ïîñëåäíåãî ïðèáëèæåíèÿ ê èñêîìîé ñîáñòâåííîé ôîðìå; åñëè æå ãðàôèê
ïðèáëèæåííîé ñîáñòâåííîé ôîðìû íå ïåðåñåêàåò îñü ξ, òî âûïîëíÿåì
äðîáëåíèå ñåòêè áåç ïåðåáîðà âàðèàíòîâ.

Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äâå ñõåìû ËÏÂ.
Ïåðâàÿ ñõåìà ËÏÂ îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè óäâîåíèè

÷èñëà óçëîâ ñåòêè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîì ïðèáëèæåííîé ñîáñòâåí-
íîé ôîðìû îñè ξ íå âûéäåò çà ïðåäåëû èíòåðâàëà, â êîòîðîì îíà ðàñ-
ïîëàãàëàñü äî óäâîåíèÿ ÷èñëà óçëîâ ñåòêè. Ïî ýòîé ñõåìå äëÿ êàæäîãî
êîðíÿ ñîáñòâåííîé ôîðìû ðåàëèçóþòñÿ äâà âàðèàíòà âû÷èñëåíèé:

1) b2i+1 = 1, 2) b2i+1 = 0.

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ôîðìû íå âàðüèðóþòñÿ, ò.å.

bj = 1, bj+1 = 1 ⇒ b2j = 1, b2j+1 = 1, b2j+2 = 1,
bk = 0, bk+1 = 0 ⇒ b2k = 0, b2k+1 = 0, b2k+2 = 0.

(8)

Âòîðàÿ ñõåìà ËÏÂ îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè óäâîåíèè
÷èñëà óçëîâ ñåòêè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîì ñîáñòâåííîé ôîðìû îñè
ξ ìîæåò âûéòè çà ïðåäåëû èíòåðâàëà, â êîòîðîì îíà ðàñïîëàãàëàñü äî
óäâîåíèÿ ÷èñëà óçëîâ ñåòêè. Âòîðàÿ ñõåìà ñâîäèòñÿ ê ïåðåáîðó ÷åòûðåõ
âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîãî êîðíÿ ïðåäûäóùåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñîáñòâåííîé ôîðìå. Åñëè bi = 1, bi+1 = 0, ãäå (ξi, ξi+1) � èíòåðâàë,
ñîäåðæàùèé òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîì êà÷åñòâåííî àääåêâàòíîé ñîá-
ñòâåííîé ôîðìû îñè ξ, òî ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû âû÷èñëå-
íèé:

1) b2i = 0, b2i+1 = 0, b2i+2 = 0;

2) b2i = 1, b2i+1 = 0, b2i+2 = 0;

3) b2i = 1, b2i+1 = 1, b2i+2 = 0;

4) b2i = 1, b2i+1 = 1, b2i+2 = 1,
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èíà÷å 0 
 1. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ôîðìû íå âàðüèðóþòñÿ
(ñì. (8)).

2) Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñ òðåáóåìîé (è äîñòèæèìîé) òî÷íîñòüþ.
Âòîðîé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàññìîòðåíèþ çàäà÷ íà óñòîé÷èâîñòü îä-

íîìåðíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé íà ãðàíèöå ðàçíîìîäóëüíûõ âèíêëå-
ðîâñêèõ ñðåä. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàäà÷è íà ïðîäîëüíóþ óñòîé÷èâîñòü ñòåðæ-
íÿ, öèëèíäðè÷åñêè èçãèáàåìîé ïëàñòèíû è îñåñèììåòðè÷íî èçãèáàåìîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè òàêîâû, ÷òî çíàÿ ðåøåíèå îäíîé ìîæíî ïîëó-
÷èòü ðåøåíèÿ îñòàëüíûõ, â äàííîì ðàçäåëå îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì
øàðíèðíî îïåðòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.

Â ïîäðàçäåëå 2.1 ðàññìîòðåíà êðóãîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïî-
ñòîÿííîé òîëùèíû, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ âèíêëå-
ðîâñêèõ ñðåä. Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

ξ̃ =
πR

l
ξ, λ =

Pl2

π2d◦
, ki =

l4

π4d◦
ci +

4b4l4

R4π4 , i = 1, 2

âìåñòî ôóíêöèîíàëà (4) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé:

Π1(w)
∆
=

l3

π3d◦
Π(w) =

1

2

∫ π

0

[
w′′2 − λw′2 + k1(w+)2 + k2(w−)2] dξ̃.

Äëÿ ñëó÷àÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïåðâîãî ñîáñòâåí-
íîãî ÷èñëà è îòâå÷àþùåé åìó ñîáñòâåííîé ôîðìû ñ ïðèìåíåíèåì ëîêàëü-
íîãî ìåòîäà ïðè m = 34 è àëãîðèòìà ½ÏÏÂ(m = 8)+ËÏÂ(m = 16, 32)“
(ïðè ïðèâåäåííûõ ïàðàìåòðàõ � çàäà÷è èäåíòè÷íû)ïðåäñòàâëåíû â òàáë.1.
Ïðè ýòîì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð k1 ôèêñèðîâàëñÿ (k1 = 16), à � k2

óâåëè÷èâàëñÿ îò k2 = 18 äî k2 = 810. Èç òàáë.1 âèäíî, ÷òî ïîëóâîëíà
w < 0 ñ ðîñòîì k2 êàê áû âûòåñíÿåòñÿ â ñòîðîíó ñðåäû ìåíüøåé æåñò-
êîñòè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáà ðåàëèçîâàííûå ìåòîäà îöåíèâàþò ñîáñòâåííûå
÷èñëà ñâåðõó, èç òàáë.1 óñìàòðèâàåòñÿ òàêæå, ÷òî êîìáèíèðîâàííûé àë-
ãîðèòì äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó äëÿ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, òàê
êàê λ1(k2) < PI(k2) (äëÿ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, âû÷èñëåííîãî ëî-
êàëüíûì ìåòîäîì, ñîõðàíåíî îáîçíà÷åíèå � PI , ïðèíÿòîå â êíèãå4).

4Òàðàñîâ Â. Í., Õîëìîãîðîâ Ä. Â. Íåêîòîðûå çàäà÷è è ìåòîäû êîíñòðóêòèâíî-íåëèíåéíîé ìå-
õàíèêè óïðóãèõ ñèñòåì/Ïîä ðåä. ïðîô. Å.È. Ìèõàéëîâñêîãî. Ñûêòûâêàð: Èçä-âî Ñûêòûâêàðñêîãî
óí-òà, 2001. 189 ñ.
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Òàáëèöà 1.
Ëîêàëüíûé

ìåòîä (m = 34)
Àëãîðèòì "ÏÏÂ+ËÏÂ"(m = 32)

k2
PI λ1 Ñîáñòâåííàÿ ôîðìà

18 8.338 8.309

90 9.842 9.797

150 9.956 9.909

270 10.033 9.985

450 10.075 10.025

810 10.105 10.055

Ðèñ.1.

Íà ðèñ.1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèè λ1(k1), âû÷èñëåííîé ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà "ÏÏÂ+ËÏÂ" íà ñåòêå m = 64 ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ çíà÷åíèÿõ k2 (0 ≤ k2 ≤ 30). Òîò ôàêò, ÷òî íàçâàííûå ãðàôèêè
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ïëàâíî ïåðåõîäÿò â òî÷êè, äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ ôîðìó-
ëîé äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå îäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäû
ïðè k1 = k2 = 5, 10, 15, 20, êîñâåííî ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü âûïîë-
íåííûõ ðàñ÷åòîâ (íà ðèñ.1 â ñêîáêàõ óêàçàíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ λ1(k)).

Â ïîäðàçäåëå 2.2 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé
îáîëî÷êè ïåðåìåííîé òîëùèíû (h(ξ̃) = h◦s(ξ̃)) íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ
âèíêëåðîâñêèõ ñðåä âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ôóíêöèîíàëå (3) ïî
ôîðìóëàì

ξ̃ =
πR

l
ξ, λ =

Pl2

d◦π2 , βi = ki +
Eh◦l

4

R2π4d◦
s(ξ̃), ki =

l4

d◦π4ci, i = 1, 2,

áóäåì èìåòü:

l3

d◦π3Π(w) =
1

2

∫ π

0

[
s3(ξ̃)w′′2 − λw′2 + β1(ξ̃)(w+)2 + β2(ξ̃)(w−)2

]
dξ,

ãäå
s(ξ̃) = 2 sin

(
εξ̃ +

π

2
(1− ε)

)
.

Ïîñëå ïåðåõîäà ê êîíå÷íîìåðíîé àïðîêñèìàöèè ïðèõîäèì ê çàäà÷å
(6). Ïðèìåíèì êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì ½ÏÏÂ+ËÏÂ“ ïðè ε = 0.2,
l/R = 5, l = π è ôèêñèðóÿ çíà÷åíèå k2 = 20. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà k1

èçìåíÿåì îò 10 äî 20. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2.
λ1

m k1 = 10 k1 = 15 k1 = 17 k1 = 19
k2 = 20 k2 = 20 k2 = 20 k2 = 20

k1 = k2 = 20

8 8.723 9.921 10.319 10.673 10.833
16 7.638 8.652 9.002 9.319 9.459
32 7.391 8.358 8.697 9.011 9.152
64 7.330 8.286 8.621 8.933 9.077
128 7.314 8.269 8.606 8.917 9.062
256 7.311 8.264 8.602 8.911 9.060

Ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè êðóãëîé æåñòêî çà-
ùåìëåííîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîé ðàäèàëüíîé íàãðóçêè
íà ãðàíèöå äâóõ âèíêëåðîâñêèõ ñðåä, ðàññìàòðèâàåìîé â ïîäðàçäåëå 2.3,
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èìååò âèä

wIV +
2

ξ
w′′′ − 1

ξ2w
′′ +

1

ξ3w
′ + k1w+ + k2w− =

= −λ(w′′ +
1

ξ
w′), w′ ∆

=
dw

dξ
, ξ ∈ [0, π],

ãäå ξ = π
Rr, λ = PR2

π2d◦
, ki = R4

π4d◦
ci, i = 1, 2.

Çíà÷åíèÿ ïåðâûõ òðåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðè æåñòêîé çàäåëêå è k1 = 0.05,
k2 = 0 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3.
m λ1 λ2 λ3 Àëãîðèòì
10 1.762 6.135 14.498 ÏÏÂ
20 1.640 5.386 11.579 ËÏÂ
40 1.594 5.162 10.886 ËÏÂ
80 1.573 5.076 10.656 ËÏÂ
160 1.571 5.034 10.523 ËÏÂ

Ñîáñòâåííàÿ ôîðìà ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà íå èìååò òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñ îñüþ ξ, ïîýòîìó ðàñ÷åò äëÿ λ1 ïðîèçâîäèëñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì
óäâîåíèåì ÷èñëà óçëîâ ñåòêè.

Ïðè k1 = k2 = 0 çàäà÷à (æåñòêàÿ çàäåëêà) áûëà ðåøåíà Äæ. Áðàéà-
íîì è ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êðèòè÷åñêèõ ñèë

T
(1)
áð =

14.68d◦
R2 , T

(2)
áð =

49.15d◦
R2 , T

(3)
áð =

103.17d◦
R2 .

Òàê êàê P (i) = λid◦π
2

R2 , èìååì

λ1 = 14.68/π2, λ2 = 49.15/π2, λ3 = 103.17/π2. (9)

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïðè m = 160 (òàáë.3) ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëèòè-
÷åñêèìè (9).

Â òðåòüåì ðàçäåëå èçëàãàåòñÿ ïîëó÷åííîå ñîèñêàòåëåì ðåøåíèå çà-
äà÷è íà óñòîé÷èâîñòü ïðîäîëüíî ñæàòîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè íà
ãðàíèöå ðàçíîìîäóëüíûõ âèíêëåðîâñêèõ ñðåä, ïðè ó÷åòå â íåé (îáîëî÷-
êå) ïîïåðå÷íûõ ñäâèãîâ ïî ìîäåëÿì Òèìîøåíêî è Æóðàâñêîãî.
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Îñíîâíîå óðàâíåíèå òåîðèè Ìàðãåðà-Òèìîøåíêî (k = 1) è òåîðèè
Ìàðãåðà-Æóðàâñêîãî (k = 15/8) äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî T11 = −P = const ïðèíèìàåò âèä

wIV − 2(1 + ν)kw′′ + 4b4w =

=
R4

d◦
(qn −

kh2
ψ

R2 q′′n)−
PR2

d◦
(w′′ −

kh2
ψ

R2 wIV ). (10)

(Øòðèõîì ïîìå÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî ξ ∈ [0, l/R]).
Âàðèàíò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé øàðíèðíî îïåðòîãî êðàÿ ìîæíî çàïèñû-

âàòü â òîì æå âèäå, ÷òî è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îáîëî÷åê:

w(0) = w(π) = 0, w′′(0) = w′′(π) = 0. (11)

Óðàâíåíèþ (10) ìîæíî ïðèäàòü âèä:

−µ∗w
IV = L0W, (12)

ãäå

µ∗ =
π2µh

kl2
, L0W = W ′′ − æ2

π2 W, W = q̃ − λw′′,

q̃
∆
= qn −

Eh

R2 w, æ2 =
l2

kh2
ψ

, λ =
Pπ2

l2
. (12′)

Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (11) è (12′) ôóíêöèÿ W (ξ) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì W (0) = W (π) = 0.

Ñ òåì, ÷òîáû óéòè îò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàãðóçêè qn, îáðàòèì îïå-
ðàòîð L0. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà èç êðàåâîé çàäà÷è

L0G ≡ d2G

dξ2 −
æ2

π2 G = δ(ξ − α);

G(0) = G(π) = 0.

Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå ïðåîáðàçîâàííîå óðàâíåíèå (12) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü òàê (ñì. ôîðì. (12′)):

æ3µ∗
π3 (

sh æξ
π

sh æ

∫ π

0
sh

æ

π
(π − α)w(α)dα−

−
∫ ξ

0
sh

æ

π
(ξ − α)w(α)dα) + µ∗w

′′ + k1w+ + k2w− = −λw′′, (14)
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ãäå ki = (ci +
Eh
R2 )

l4

π4d◦
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà óðàâíåíèÿ (14) èñ-
ïîëüçóåì àëãîðèòì ïðè l = π, h = 0.05, k = 1 (â ñêîáêàõ çíà÷åíèå λ1 ïðè
k = 15/8). Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû ïðèâåäåì â òàáë. 4.

Òàáëèöà 4.
λ1

m k1 = 3 k1 = 3.5 k1 = 3.95
k2 = 4 k2 = 4 k2 = 4

k1 = k2 = 4

8 9.045 (9.032) 9.547 (9.533) 9.954 (9.936) 10.009 (9.998)
16 7.930 (7.918) 8.345 (8.331) 8.822 (8.808) 8.898 (8.880)
32 6.732 (6.721) 7.240 (7.228) 7.732 (7.719) 7.803 (7.792)
64 5.956 (5.943) 6.461 (6.450) 6.959 (6.944) 6.145 (6.134)
128 5.471 (5.460) 5.986 (5.977) 6.533 (6.515) 6.589 (6.578)
256 5.454 (5.443) 5.944 (5.923) 6.486 (6.475) 6.544 (6.533)

Êàê âèäíî èç òàáë.4 ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà k1 îò 3 äî 4 (k2 = 4)
çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû ïëàâíî èçìåíÿåòñÿ, ñòðåìÿñü ê çíà÷åíèþ ïðè
k1 = k2 = 4. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì
ñõîäèìîñòè êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ½ÏÏÂ+ËÏÂ“.

Â çàêëþ÷åíèè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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