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�� !&�#%����'"0  !"%" �6?  3"#��" ��( �+" %�'#"��2�%"&�'')0 �'�$"+(
*%�#$"=�'')0 & %�4"�� CHD( "4$�#��� $�@6 $�'�0'"0  !"%" �6?  3"#��"�
 ��( '" ��'6@�0 �%.#"��!" �6?� �$�#"&���$6'"( �"='" "=�#��6( ��"  .�
8� �&.?� #���%��'� ���� !�� ���"#)  $�'�0'"0  !"%" �6?  3"#��" ��(
%�'#"��2�%"&�'')� �'�$"+� !"�"%)3 '� 4.#.� . �.*��6 %�'#"��2�%"&�'�
'"�. ���"#. �6?�"'� !�! *"  !"%" ��  3"#��" ��( ��! � *" �%.#"��!" ���

[�" !� ��� 9 ���"#� I0$�%�( *"!�2)&��� 9( ��" "� �+" %�'#"��2�%"�
&�''"+" �'�$"+�  $�#.�� "=�#��6  "!%�8�'�9 &%���'� %� ���"& *%� .&��
$���'�� *"+%�@'" ���
#�	��� $���� *" &98�'� ���%�-�"'')� ���"#�� %�@�'�9 '�$�'�0�

')3 �$+�4%���� !�3 .%�&'�'�0  !&�#%����'"0 '�$�'�0'" �6?( � *"$6�
2.?8�3 $�'��%�2�-�? E'� !�=#"� �3 @�+� %�@��� 9  � ���� $�'�0')3
�$+�4%���� !�3 .%�&'�'�0G�
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� %�'#"��2�%"&�'')0 ���"# *" $�#"&���$6')3 $�'��%�2�-�0Z

� %�'#"��2�%"&�'')0 ���"# � !.  �&�''"+" 3�" � E �� #�$�� & A�"�
%�2#�$�G�

>��"# � !.  �&�''"+" 3�" � 4)$ *%�#$"=�' & %�4"�� C�D !�! �'�$"+
���"#"&( " '"&�'')3 '� %� *%" �%�'�'�� 3�" �( � *"$62.��)3 & +�2"&"0
#�'���!��

	�  �"�%��  � ���. .%�&'�'�0 "�'" ���$6'" x ∈ R
r

xi = fi +
r∑

j=1

aijxj +
r∑

j,k=1

bijkxjxk, i = 1, . . . , r. E�G

�. �6 x = (x1, . . . , xr) ∈ R
r \ %�@�'�� A�"0  � ���) .%�&'�'�0� �"�'"=�9

 � ���. E�G  $�&� �  *%�&� '� xl( l = 1, . . . , r( *"$.����  � ���.

yil = fixl +
r∑

j=1

aijyjl + xl

r∑
j,k=1

bijkyjk, yil = xixl, i, l = 1, . . . , r.

S



� %9#�  $.���& "!�2)&��� 9( ��" %�@�'�? y = ‖yij‖r
i,j=1 *" �%"�''"0  ��

 ���)  ""�&�� �&.�� %�@�'�� x � 3"#'"0  � ���)� >"='"  �%"��6  $�#.�
?8�0 ���%�-�"'')0 *%"-�  '�3"=#�'�9 %�@�'�97

�G &)4�%��� 9 '���$6'"� *%�4$�=�'�� x0( *"$�+��� 9 n = 0Z

5G %�@��� 9 $�'�0'"� "�'" ���$6'" yn+1 .%�&'�'��

yn+1
il = fix

n
l +

r∑
j=1

aijy
n+1
jl + xn

l

r∑
j,k=1

bijkyn+1
jk ; E5G

�G *"$�+��� 9 xn+1 = ψ(yn+1)( +#� ψ = (ψ1, . . . , ψr) : R
2r → R

r \ '�!"�
�"%"� "�"4%�=�'��Z

HG 2'���'�� n .&�$���&��� 9 '� �#�'�-. � *"&�"%9?� 9 @�+� 5�� #"
 %�4��)&�'�9 '�!"�"%"+" !%���%�9 " ��'"&!��

� #�  �%��-�� *%�#$�+��� 9 '� !"$6!"  *" "4"& %� ���� xn+1 *%� �2&� ��
'"� 2'���'�� yn+1� ��*%���% &  $.���( !"+#� "�'" ���$6'" %�@�'�9 x

�2&� �'"( ��"
r∑

i=1

xi > 0( �"='" 4%��6

ψi(y) =
1
2

r∑
j=1

(yij + yji)
( r∑

j,k=1

yjk

)−1/2

, i = 1, . . . , r. E�G

�"!�2�'�  $�#.?8�9 ��"%���( "*� )&�?8�9 #" ���"�'"� . $"&��  3"�
#��" �� ���"#��
��	���� %� * ����
���	
 ��	��� 
�����	�����
� �����, ���	� �+�

�����I	�� �����IJ
� �����
�K

=, ��� y ∈ R
2r ���	��
� ε ∈ R

2r �����IJ
� �������K εij = yij − xixjE
i, j = 1, . . . , r> ���	� ��J��	���	 	���� ����	��	� c0 > 0E �	�
��� ���� ‖ε‖ < c0 �	����-��
� ψ : R

2r → R
r *��> L�
 ? ��
��
	��,

�����	��
�� � �
�� ψ(y) = x + Lε + O(‖ε‖2)E 
�� L : R
2r → R

r M
����	���� �
��"��� �	����-��
�N

<, ��J��	���	 �����	�� (I − K1 − K2)−1E 
�� �����	��+ K1 : R
2r →

R
2rE K2 : R

2r → R
2r ��������I	�� �+��-��
��


(K1y)ij =
r∑

k=1

aikykj , (K2y)ij =
r∑

k,l=1

biklxjykl, i, j = 1, . . . , r;

�



?, w := ‖(I −K1 −K2)−1‖‖L‖‖(I −K3)x‖ < 1E 
�� L M �
��"�+" ������
	�� 
� �����
� =E �����	�� K3 : R

r → R
r ���������	�� �+��-��
��

(K3x)i =
r∑

k=1

aikxkE i, j = 1, . . . , r>

O�
�� ��� �I��
� δE 0 < δ < 1 − wE ��J��	���	 	���� ����� �
���
ρ > 0E �	� ��� ���� ���	���� x0 ∈ R

r 	��
�E �	� ‖x − x0‖ < ρ ����	
�+�����	��� ‖xn − x‖ → 0 ��
 n → ∞> ��
 P	�� ������	� ����
���	

����	 �
��"��"K ‖xn − x‖ ≤ (w + δ)‖xn−1 − x‖>

�%� A�"� #"!�2)&��� 9( ��"( & �� �'" ��( *%�"4%�2"&�'�� E�G .#"&$��
�&"%9�� *�%&"�. . $"&�? ��"%��)�

��='" "������6( ��" %�2��%'" �6 $�'�0'"+" .%�&'�'�9 E5G( %�@���"+"
'� &�"%"� @�+� �$+"%����( %�&'� r2( ��" 9&$9�� 9 *%�*9� �&��� '� *.��
�+" %�@�'�9 #���%��'� ���� !��� ���"#���� ��� '� ��'�� *%� %�@�'��
A�"+" $�'�0'"+" .%�&'�'�9 ���"#��� >"'�����%$" � *%� � *"$62"&�'��
'� �%��6�� @�+� *%�"4%�2"&�'�9 E�G ���"#  ��'"&�� 9  %�&'��)� *" �%.�
#"��!" �� � �%�4"&�'�9� ! *��9��  %�'#"��2�%"&�'')� ���"#"� �6?�
�"'�( ��! !�! #" ���"�'" "-�'�&��6 2'���'�9 r+1 $�'�0'"+" 1.'!-�"'�$�
"� %�@�'�9�

� +$�&� *%�&"#�� 9 � #"!�2)&��� 9 ��"%���( !"�"%�9 *"!�2)&���( ��"
*%� &)*"$'�'�� %9#� . $"&�0 "-�'!�( *"$.����)� %�'#"��2�%"&�'')�
���"#"� � !.  �&�''"+" 3�" �(  3"#9� 9 &  �) $� &�"%)3 �"��'�"& ! �"��
'"�. %�@�'�? E���������� !�� "=�#�'�9 !&�#%��"& "�!$"'�'�0 !"�*"�
'�'� "-�'"! "�  ""�&�� �&.?8�3 !"�*"'�'� %�@�'�9  �%��9� 9 ! '.$?G� �
�&�"%�1�%��� ��"%��� '� *%�&"#�� 9 �2�2� +%"�"2#!" �� �� 1"%�.$�%"&�
!�� I�� ��"%��� *"!�2)&���( ��" *%� %� ����3 %�'#"��2�%"&�'')� ���"�
#"� � !.  �&�''"+" 3�" � �"='" . *�@'" *%���'9�6 !�! ��$!"2�%'� �)0
*�%�$$�$�2� E2�  ��� *%���'�'�9 ���"#"& >"'�����%$" #$9 "-�'"! %��
@�'�9 �]�� E5GG( ��! � !%.*'"2�%'� �)0 \ 2�  ��� . %�#'�'�9 "-�'"!
*" $� '� !"$6!�3 ���%�-�0�


)$� *%"#�$�'� %�4"�� *" %�2%�4"�!� A11�!��&'"+" �$+"%���� �"#��
$�%"&�'�9 "-�'"! *"  �"$!'"&�'�9� � *"+$"8�'�? *%���'���$6'" ! %��
@���"0 2�#���( 4)$� *%���'�') %�2$��')� ���"#) .��'6@�'�9 #� *�%�
 �� � 4)$ *%"%�4"��' &"*%" $"!�$6'"0 "*����2�-�� *%"-�  � �"#�$�%"�
&�'�9 & *"�"+���$6')3 #� !%��')3 %� *%�#�$�'�0� �$+"%��� *" �%"�'�9
"-�'"! *%�&"#�� 9 & ��! �� #�  �%��-��� ��"%����� !"� �  $�#"&�'�� �+"
�%.#"��!" �� *"!�2�$"( ��" *%� %�@�'�� .%�&'�'�0 4"$6@"0 %�2��%'"�
 ��  1�! �%"&�''"0 �"�'" �6? %�'#"��2�%"&�'')0 ���"# � !.  �&�''"�
+" 3�" � �"=�� "!�2��6 9 4"$�� *%�#*"�����$6')�( ��� #���%��'� �����
 !�0 ���"# �6?�"'��

� +$�&� " .8� �&$9�� 9 A! *�%���'��$6'"�  %�&'�'�� .!�2�'')3 & '��
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��$� %�2#�$� ���"#"&� �� " '"&�'�� �  $�#"&�'�9 . ��'"&$�'"( ��" *%�&��
#�'')� ���"#) �"+.� A11�!��&'" *%���'9�6 9 �"$6!" *%� %�@�'�� "*%��
#�$�'')3 !$�  "& .%�&'�'�0 � *%� A�"� �3  %�&'���$6'�9 A11�!��&'" �6
2�&� ��( & �"� �� $�( "� !"$��� �&� . %�#'9��)3 '� !�=#"0 ���%�-�� "-��
'"! �]�� E �� %� .'"! �G�

�
� => :�&� ��" �6 '"%�) '�&92!� "� �� $� �%��!�"%�0 '� "#'"� �2
*%���%"&

� �� �'" ��( #��"' �%�%.�� 9( ��" *%���'�'�� %�'#"��2�%"&�''"+"
���"#� � !.  �&�''"+" 3�" � & %9#�  $.���& 4"$�� *%�#*"�����$6'"( ���
*%���'�'�� *%"��3 %�'#"��2�%"&�'')3 ���"#"&�
# ������� $���� %�  ���%�&�?� 9 ���"#) >"'�����%$" %�@�'�9 A&"�

$?-�"'')3 .%�&'�'�0( " '"&�'')� '� ���"#� I0$�%��
�#'�� �2 %� *%" �%�'�'')3 ���"#"& %�@�'�9 A&"$?-�"'')3 .%�&'��

'�0 9&$9�� 9  &�#�'�� �3 !  � ����� "4)!'"&�'')3 #�11�%�'-��$6')3
.%�&'�'�0 &�#�

∂v(t)
∂t

= f(t, v), v(0) = v0, t ≥ 0, EHG

+#� v(t) = (v1(t), . . . , vm(t))T ( f(t, v) = (f1(t, v), . . . , fm(t, v))T � ��"4%�=��
'�� f �"=�� 4)�6 !"'��'"�%�2'" �'"0 �**%"! ���-��0 #�11�%�'-��$6�
'"+" "*�%��"%� & �� �')3 *%"�2&"#')3� [� �" & *%�!���� !� �'��%� ')3
 $.��93 �� $" m *%�&" 3"#�� 106�

� $� #$9 %�@�'�9  � ���) EHG � *"$62.?� 9 ���"#) ��*� I0$�%� �$�
	.'+���.���( �" !�=#)0 @�+ *" &%���'� �%�4.�� "#'"+" �$� '� !"$6!�3

��



&)�� $�'�0 2'���'�9 &�!�"%� f(t, v)� �  $.��� 1.'!-�0 f  $"='"+" &�#�
� &  $.��93 4"$6@"0 %�2��%'" �� m %�@���"0  � ���)( A�" *%�#Y9&$9��
4"$6@�� �%�4"&�'�9 ! &)�� $���$6')�  � ����� � �%�4.�� %�2%�4"�!�
 *�-��$6')3 *%���"& %� *�%�$$�$�&�'�9� �%���( "*� �'')0 '�=� E%�'�
#"��2�-�9G( *"2&"$9�� & %9#�  $.���& .��'6@��6 &)�� $���$6'.? %�4"�.
� .!�2��6 *%" �.? *%"-�#.%. %� *�%�$$�$�&�'�9 �$+"%�����

	�  �"�%��  � ���. #�11�%�'-��$6')3 .%�&'�'�0 EHG� �$9 A�"+" .%�&�
'�'�9 ���"# I0$�%� 2�!$?���� 9 & *" �%"�'�� "-�'"! vn &�$���' v(�tn)(
n ∈ N &�#�

vn+1 = vn + �tf(�tn, vn). E�G

�%�#$�+��� 9  �%"��6  $.��0')� "-�'!� v̂n+1 & &�#�

v̂n+1 = v̂n + �tf̂(�tn, v̂n), n ≥ 0, EWG

+#� v̂0 = v0( f̂(t, v) \  ���0 �&"  $.��0')3 &�!�"%"&( .#"&$��&"%9?8�3
. $"&�? Ef̂(t, v) ≈ f(t, v) E �) $ *%�4$�=�''"+" %�&�' �&� .�"�'9�� 9 &
��! �� #�  �%��-��G�

� $� .#��� 9 &)4%��6  ���0 �&"  $.��0')3 &�!�"%"& f̂ ��!( ��" &%��
�9 �"#�$�%"&�'�9 *%�&"0 �� �� &)%�=�'�9 EWG ��'6@� &%���'� %� ���
�� *%�&"0 �� �� E�G( �" #" ��+��� 9 &)�+%)@ *"  !"%" �� %� ���"&� �%�
A�"�( &"�*�%&)3(  $.��0')� "-�'!� v̂n "!�2)&�?� 9  ��8�'')�� "�'" ��
��$6'" "-�'"! vn � "�'" ���$6'" %�@�'�9 v(�tn) � 3"#'"+" .%�&'�'�9( �(
&"�&�"%)3( &"2'�!��� '�"43"#��" �6 �  $�#"&�'�9 *"&�#�'�9 !"&�%��-��
"'')3 ���%�- "-�'"!�

�%"-�  *" �%"�'�9 "-�'"! $�+!" %� *�%�$$�$�&��� 9� � $� #$9 %� ���
�"& � *"$62"&��6 L &)�� $���$�0  '�2�&� ��)�� #����!���  $.��0')3
�� �$( �" �"='" & L %�2 .��'6@��6 #� *�% �� !"�*"'�'� "-�'!� *.���
. %�#'�'�9 L '�2�&� ��)3 "-�'"! v̂n( *" �%"�'')3 #$9 1�! �%"&�''"+"
n '� A��3 &)�� $���$93 E!%.*'"2�%'� �)0 *�%�$$�$�2�G� �%� A�"� �"=�
'"  �%"��6 #"&�%���$6')� �'��%&�$) #$9 "-�'"!� >"='" *%"&"#��6 ��!�
=� . %�#'�'�� "-�'"! '� !�=#"� @�+� n E��$!"2�%'� �)0 *�%�$$�$�2�G�
���&�#'"( ��" *%� %� ����3 "4"���  *" "4��� �"='" #"4��6 9 � *"$62"�
&�'�9 #" 100% &)�� $���$6')3 %� .% "& *�%�$$�$6'"0 &)�� $���$6'"0
 � ���)�

��!"0 *"#3"# �  $�#"&�$ 9 %�'�� & %�4"��3 ��!%.�!�'� ����( �"$9'�
#�'"0 ��I�( �.%� ��
� � #% E ��( '�*%���%( C�DG� � A��3 %�4"��3 *%�&"�
#9� 9( & �"� �� $�( #" ���"�')� . $"&�9  3"#��" �� "-�'"! ! �"�'"�.
%�@�'�? � �  $�#.�� 9  !"%" �6  3"#��" �� #$9 '�!"�"%)3  $.���&� 
 �
 $�#"&�'�9 *%"&"#�$� 6 #$9 ��! '�2)&���)3 E^(_G��� ���')3 *%"-�  "&(

��



!"�"%)� *%�#'�2'���')( & " '"&'"�( #$9 %�@�'�9 .%�&'�'�0 & ��%�3� �
'� �"98�0 +$�&� *%�#$"=�'� � �  $�#"&�'� "-�'!�( *%���'���9 #$9 %��
@�'�9 @�%"!"+" !$�  � '�$�'�0')3 #�11�%�'-��$6')3 .%�&'�'�0�

	�  �"�%��  ���0 �&"  $.��0')3 &�!�"%"&  *�%����%��� z( t � v

ξ(z)(t, v) =
gz(‖v‖)fα(t, v)

pα(t, v)
eα, ESG

+#� &�!�"% p(t, v) = (p1(t, v), . . . , pm(t, v)) *%� 1�! �%"&�'')3 t ∈ [0, T ] �
v ∈ R

m 2�#��� %� *%�#�$�'�� '� {1, . . . , m}( α \  $.��0'�9 &�$���'�  
%� *%�#�$�'��� p(t, v)( ei \ i�0 �#�'��')0 "%� %�2��%'" �� m( 1.'!-�9
gz(y) : [0,∞) → [0,∞) *%� 1�! �%"&�''"� z > 0 "*%�#�$9�� 9 &)%�=�'��
��

gz(y) =

⎧⎨
⎩

1 ( y < zZ
2(y − z)3 − 3(y − z)2 + 1 ( z ≤ y < z + 1;
0 ( y ≥ z.

�"!�2�'�  $�#.?8�9 ��"%���7
��	���� &�#����	
�E �	� �� �	����� t ∈ [0, T ] � �������
� *D, ��J��

�	���	 ��
��	������ ��L��
� v(t)>  ������
� c1 := ‖v(t)‖C[0,T ]> ���	�
��
 P	�� f(t, v) ��
 t ∈ [0, T ] ���-�+ ������+��� �
������F
����� ��
�	���" ���������" ��� ���� v 	��
�E �	� ‖v‖ ≤ c1>
���	� ��J��	���	 	���� ����	��	� c2E �	� ��� ���� i = 1, . . . , m

�+������	�� pi(t, v) ≥ c2g2c1(‖v‖)|fi(t, v)| 
�

pi(t, v) ≥ c2g2c1(‖v‖)|fi(t, v)|/

m∑
j=1

|fj(t, v)|>
������	�
� ���������	������	� �����"�+� ���	���� νnE n ≥ 0E �	���

�J
��� �� ��������

νn+1 = νn + τξ(2c1)(�tn, νn), n ≥ 0, ν0 = v0.

O�
�� ���������� �� t ∈ [0, T ] ��
 �t �	����J
��� � ���I �+������	��K

=, ‖Eν�t/�t� − v(t)‖ = O(�t)N

<, ‖46Q ν�t/�t�‖ = O(�t) *����� 46Q ���������	 �����
�F
����I ��	�
�
F� �����"��
� ���	���,N

?, ‖E(ν�t/�t� − v(t))(ν�t/�t� − v(t))T ‖ = O(�t)>
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