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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà
îòñëåæèâàíèÿ äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé è ïîðîæäåííûõ èìè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì (ïîòîêîâ). Çàäà÷à îá îòñëåæèâàíèè ïñåâäîòðàåêòîðèé â ñàìîì îáùåì
âèäå ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì âîïðîñîì: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ ëþáîé ïñåâ-
äîòðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîæíî íàéòè áëèçêóþ ê íåé òðàåê-
òîðèþ?

Äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàõîæäåíèå èõ òðàåêòîðèé â
ÿâíîì âèäå âîçìîæíî òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ïðè ýòîì èç-çà
îøèáîê îêðóãëåíèÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïñåâäîòðàåêòîðèÿì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîòîê
îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, òî ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ îòðàæàþò ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Äàííûé ôàêò äåëàåò èçó÷åíèå ñâîéñòâà îòñëåæèâàíèÿ àêòóàëüíûì íå òîëü-
êî äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, íî è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé.

Èçó÷åíèå çàäà÷è îá îòñëåæèâàíèè áûëî íà÷àòî Ä. Â. Àíîñîâûì [1]
è P. Áîóýíîì [2]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè îòñëåæèâàíèÿ â çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíè îòðàæåíî â ìîíîãðàôèÿõ [3, 4]. Îäíèì èç âàæíåéøèõ ðå-
çóëüòàòîâ òåîðèè îòñëåæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ shadowing lemma,
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
äèôôåîìîðôèçìà âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ. Ïîçäíåå áûëî äî-
êàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå äèôôåîìîðôèçìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì
îòñëåæèâàíèÿ. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí è äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Îñíîâíîå îòëè÷èå çàäà÷è îá îòñëåæèâàíèè äëÿ ïîòîêîâ îò àíàëîãè÷-
íîé çàäà÷è äëÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäàåìûõ äèôôåî-
ìîðôèçìàìè, ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè ðåïàðàìåòðèçàöèè îòñëåæèâàþùèõ
òðàåêòîðèé. Â äàííîé äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ëèïøèöåâî, ñòàíäàðòíîå,
îðèåíòèðîâàííîå è îðáèòàëüíîå ñâîéñòâà îòñëåæèâàíèÿ.

Îñíîâíûì âîïðîñîì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà
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âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ñâîéñòâà îòñëåæèâà-
íèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì íå ñàìè ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ
òåì èëè èíûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, à èõ C1-âíóòðåííîñòè, ò.å. ìíîæå-
ñòâà òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ
âìåñòå ñ èõ ìàëûìè (â C1-ìåòðèêå) âîçìóùåíèÿìè.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå C1-âíóò-
ðåííîñòåé ìíîæåñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè âèäàìè
ñâîéñòâà îòñëåæèâàíèÿ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþò-
ñÿ ìåòîäû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è äð.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Âûäåëèì îñíîâíûå èç íèõ:

� äîêàçàíî, ÷òî C1-âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëà-
äàþùèõ ëèïøèöåâûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,

� äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ íå ïðåâûøàåò 3, òî
C1-âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ îðèåíòè-
ðîâàííûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñòðóê-
òóðíî óñòîé÷èâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,

� äîêàçàíî, ÷òî C1-âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé áåç òî÷åê
ïîêîÿ, îáëàäàþùèõ îðáèòàëüíûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, ñîñòîèò
ëèøü èç ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,

� ââåäåí ñïåöèàëüíûé êëàññ B âåêòîðíûõ ïîëåé, è äîêàçàíî, ÷òî
C1-âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ îðèåíòè-
ðîâàííûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ è íå ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðíûìè ïî-
ëÿìè êëàññà B, ñîñòîèò ëèøü èç ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè-
÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âàæíû äëÿ îáùåé òåîðèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêæå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ïðè èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãëàäêèõ ïîòî-
êîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû è ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäû-
âàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

� Íàó÷íàÿ ñåññèÿ ÌÈÀÍ-ÏÎÌÈ �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû�, Äåêàáðü
2007, Ìîñêâà, Ðîññèÿ.

� Øêîëà-êîíôåðåíöèÿ �School and Workshop on Dynamical Systems�,
Èþëü 2008, Òðèåñò, Èòàëèÿ.

� Ñåìèíàð �Nonlinear Dynamics�, Free University Berlin, Îêòÿáðü 2008,
Áåðëèí, Ãåðìàíèÿ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè èçëîæåíî â ðàáîòàõ àâòîðà [5], [6]. Â
ðàáîòå [5] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îá-
ùàÿ èäåÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ; ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïðîâåäåíà àâòîðîì. Ñòàòüè
[5],[6] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ íà ìîìåíò
ïóáëèêàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáúåìîì 111
ìàøèíîïèñíûõ ñòðàíèö ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, îäíîãî ïðèëîæå-
íèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 25 íàèìåíîâàíèé. Ïåðâàÿ ãëàâà
âêëþ÷àåò 5 ïàðàãðàôîâ, âòîðàÿ è òðåòüÿ � ïî 2 ïàðàãðàôà.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè äàí êðàòêèé îáçîð èññëåäóåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ è ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû,
ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñ àíàëîãè÷íûì èññëåäîâà-
íèåì äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Â ïåðâîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà C1-âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà âåê-
òîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ îðèåíòèðîâàííûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ M ñ ðè-
ìàíîâîé ìåòðèêîé dist. Ïóñòü X � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà M è
φ : R × M → M � ïîòîê, ïîðîæäåííûé äàííûì âåêòîðíûì ïîëåì. Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèå O(x, φ) = {φ(t, x) : t ∈ R}. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M . ×åðåç Cl R áóäåì îáîçíà÷àòü çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(M) ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé
íà M ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé C1-ìåòðèêîé. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ F(M) áóäåì ÷åðåç Int1(A) îáîçíà÷àòü âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A â
äàííîé òîïîëîãèè. Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X îáîçíà÷èì ÷åðåç Per(X) ìíîæå-
ñòâî òî÷åê ïîêîÿ è çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïîëÿ X. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
òðàåêòîðèè p ∈ Per(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W s(p) è W u(p) åå óñòîé÷è-
âîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå d > 0. Îòîáðàæåíèå g(t) : R → M áóäåì
íàçûâàòü d-ïñåâäîòðàåêòîðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ X è ïîòîêà φ, åñëè äëÿ
ëþáûõ t0 ∈ R è t ∈ [−1, 1] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

dist(g(t0 + t), φ(t, g(t0))) < d. (1)

Îñíîâíîå îòëè÷èå çàäà÷è îá îòñëåæèâàíèè äëÿ ïîòîêîâ îò àíàëîãè÷-
íîé çàäà÷è äëÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäàåìûõ äèôôåî-
ìîðôèçìàìè, ñîñòîèò â íåîáõîäèìîñòè ðåïàðàìåòðèçàöèè îòñëåæèâàþùèõ
òðàåêòîðèé.

Íàçîâåì ðåïàðàìåòðèçàöèåé òàêîé âîçðàñòàþùèé ãîìåîìîðôèçì
h : R→ R, ÷òî h(0) = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X è ïîòîê φ îáëàäàþò îðèåíòè-
ðîâàííûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, åñëè ïî ëþáîìó ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
d > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g ìîæíî óêàçàòü òàêèå òî÷êó p

è ðåïàðàìåòðèçàöèþ h, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

dist(φ(h(t), p), g(t)) < ε, t ∈ R. (2)



7

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ îðèåíòèðîâàííûì
ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, ÷åðåç OrientSh.

Â ïàðàãðàôå 1 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ãèïåðáîëè÷íîñòè òî÷åê ïîêîÿ è
çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé âåêòîðíîãî ïîëÿ X , ëåæàùåãî â C1-âíóòðåííîñòè
ìíîæåñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X è ïîòîê φ îáëàäàþò îðáè-
òàëüíûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, åñëè ïî ëþáîìó ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå
d > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g ìîæíî óêàçàòü òàêóþ òî÷êó p,
÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

distH(Cl O(x, p), Cl{g(t) : t ∈ R}) < ε,

ãäå distH � ðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ
ïîëåé, îáëàäàþùèõ îðáèòàëüíûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, ÷åðåç OrbitSh.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X ∈ Int1(OrbitSh). Òîãäà âñå òî÷êè ïîêîÿ è çàìêíó-
òûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X ãèïåðáîëè÷íû.

Â ïàðàãðàôå 2 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
âåêòîðíûõ ïîëåé X ∈ Int1(OrientSh).

Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ìàòðèöà A ïðèíàäëåæèò êëàññó K, åñëè âñå åå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Îòìåòèì, ÷òî
òî÷êà ïîêîÿ p ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ìàòðèöà ßêîáè D X(p) ∈ K.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K+

1 ìíîæåñòâî ìàòðèö A ∈ K, ó êîòîðûõ åñòü òàêîå âå-
ùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî a1 > 0, ÷òî åñëè c1 +d1i � ñîáñòâåííîå ÷èñëî
ìàòðèöû A ñ c1 > 0 è d1 6= 0, òî c1 > a1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K+

2 ìíîæåñòâî
ìàòðèö A ∈ K, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë a1 ± b1i ñ a1 > 0, ÷òî åñëè c1 > 0 � ñîáñòâåííîå
÷èñëî ìàòðèöû A, òî c1 > a1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K−1 ìíîæåñòâî òàêèõ ìàò-
ðèö A ∈ K, ÷òî −A ∈ K+

1 . Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç K−2 ìíîæåñòâî
òàêèõ ìàòðèö A ∈ K, ÷òî −A ∈ K+

2 .
Â ãëàâå 1 äîêàçàíû ñëåäóþùèå ëåììû.
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Ëåììà 1. Ïóñòü X ∈ Int1(OrientSh), γ1 � çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ âåê-
òîðíîãî ïîëÿ X, à γ2 ∈ Per(X). Ïóñòü r0 ∈ W s(γ1) ∩W u(γ2). Òîãäà r0 �
òî÷êà òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ W s(γ1) è W u(γ2).

Ëåììà 2. Ïóñòü X ∈ Int1(OrientSh), p1 � òî÷êà ïîêîÿ âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ X, γ2 ∈ Per(X) è D X(p1) ∈ K+

1 . Ïóñòü r0 ∈ W s(p1)∩W u(γ2). Òîãäà r0 �
òî÷êà òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé W s(p1) è W u(γ2).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ãëàâû (òåîðåìà 2)
íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X ïðèíàäëåæèò
êëàññó B, åñëè ó íåãî åñòü äâå ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè ïîêîÿ p1 è p2 (íå
îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ìàòðèöà D X(p1) ∈ K+
2 ,

(2) ìàòðèöà D X(p2) ∈ K−2 ,

(3) ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðà-
çèé W u(p2) è W s(p1).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ÷å-
ðåç S.

Òåîðåìà 2. Int1(OrientSh \B) ⊂ S.

Â ïàðàãðàôàõ 3 è 4 çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 1 è 2.
Â ïàðàãðàôå 5 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè dim M ≤ 3, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Int1(OrientSh) = S.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà C1-âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà
âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ ëèïøèöåâûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ.

Äëÿ a > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Rep(a) ìíîæåñòâî ðåïàðàìåòðèçàöèé h(t),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó∣∣∣∣

h(t1)− h(t2)

t1 − t2
− 1

∣∣∣∣ ≤ a äëÿ t1, t2 ∈ R, t1 6= t2.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X è ïîòîê φ îáëàäàþò
ëèïøèöåâûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû
L0, D0 > 0, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ d < D0 è
d-ïñåâäîòðàåêòîðèè g ìîæíî óêàçàòü òàêèå òî÷êó p è ðåïàðàìåòðèçàöèþ
h ∈ Rep(L0d), ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

dist(φ(h(t), p), g(t)) < L0d, t ∈ R.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ ëèïøèöåâûì ñâîé-
ñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, ÷åðåç LipSh.

Â ïàðàãðàôå 1 èçó÷àåòñÿ ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ äëÿ äâóõ ñïåöèàëü-
íûõ ëèíåéíûõ ïîòîêîâ íà ïëîñêîñòè è íà ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 ïîòîê ϕ(t, x), ïîðîæäåííûé ëèíåéíîé
àâòîíîìíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ẋ =

(
a −b

b a

)
x, x ∈ R2, ãäå a > 0 è b 6= 0. (3)

Äëÿ òî÷êè x ∈ R2 \ {0} áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç arg(x) òî÷êó x/|x| ∈ S1,
ãäå S1 � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå 0.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ ε, L > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
T = T (ε, L) è d0 = d0(ε, L), ÷òî åñëè

d < d0, x0, x1 ∈ R2, |x0| ≥ d, h(t) ∈ Rep(Ld)

è
|ϕ(t, x0)− ϕ(h(t), x1)| < Ld ïðè t ∈ [0, T ], (4)

òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî | arg(x1)− arg(x0)| < ε.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ẋ = ax íà ïðÿìîé è åãî
ïîòîê ϕ(t, x) = xeat.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî L > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
T = T (L), ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ

d > 0, x0, x1 ∈ R, |x0| ≥ d, h(t) ∈ Rep(Ld)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (4), òî ÷èñëà x0 è x1 îäíîãî çíàêà.
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Â ïàðàãðàôå 2 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 5. Ïóñòü p, q � ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè ïîêîÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
X ∈ Int1(LipSh) è r0 ∈ W s(p) ∩W u(q). Òîãäà r0� òî÷êà òðàíñâåðñàëüíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ W s(p) è W u(q).

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû è òåîðåìû 2 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
ÿâëÿþùàÿñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Òåîðåìà 4. Int1(LipSh) = S.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ îðáèòàëüíîå ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ.
Â ïàðàãðàôå 1 èçó÷àåòñÿ îòñëåæèâàíèå ïñåâäîòðàåêòîðèé ñïåöèàëü-

íîãî âèäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X ∈ Int1(OrbitSh) íå èìå-
åò òî÷åê ïîêîÿ. Ïóñòü ïñåâäîòðàåêòîðèÿ g(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
g(t) = φ(t, r) ïðè t < 0 äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè r ∈ W u(γ1), ãäå γ1 � çàìêíóòàÿ
òðàåêòîðèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x

è ε > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

distH(Cl{g(t), t ∈ R}, Cl(O(x, φ))) < ε. (5)

Â ïàðàãðàôå 1 ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èç íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò
âêëþ÷åíèå x ∈ W u(γ1).

Â ïàðàãðàôå 2 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû, îïèñû-
âàþùåé ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Int1(OrbitSh). Ïóñòü N � ìíîæåñòâî âåêòîð-
íûõ ïîëåé áåç òî÷åê ïîêîÿ.

Òåîðåìà 5. Int1(OrbitSh∩N) ⊂ S.

Â ïðèëîæåíèè A èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ââåäåííûõ
ðàíåå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñâîéñòâà îòñëåæèâàíèÿ. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâå-
äåíû ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïîëåé, ëåæàùèõ â ìíîæåñòâàõ StSh \LipSh è
OrbitSh \OrientSh. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâà LipSh è StSh

ðàçëè÷íû, à òàêæå ðàçëè÷íû ñâîéñòâà OrientSh è OrbitSh.
Ïðèâåäåí ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ íà îêðóæíîñòè ñ íåãèïåðáîëè÷å-

ñêîé òî÷êîé ïîêîÿ, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì StSh è íå îáëàäàþùåãî ñâîé-
ñòâîì LipSh.
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Ïðèìåðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ, ëåæàùåãî â OrbitSh \OrientSh, ÿâëÿåòñÿ
�èððàöèîíàëüíàÿ îáìîòêà òîðà�, ò.å. ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå íà òîðå T2,
çàäàâàåìîå ðàâåíñòâîì

X(x) = (α, 1), x ∈ T2,

ãäå α /∈ Q.
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