
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÑÒÀÂÐÎÂÀ Àíàñòàñèÿ Êîíñòàíòèíîâíà

ÑÒÐÎÅÍÈÅ ÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ
ÐÅÄÓÊÒÈÂÍÛÕ ÃÐÓÏÏ

01.01.06 � Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2009



Ðàáîòà âûïîëíåíà íà êàôåäðå âûñøåé àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Âàâèëîâ Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Ðóäàêîâ Àëåêñåé Íèêîëàåâè÷
(Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò
ñèñòåìíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ)

äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê
Ñìèðíîâ Àëåêñàíäð Ëåîíèäîâè÷
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîå îòäåëåíèå Ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ)

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾ ¿ .................................. 200 .. ã. â ......... ÷àñîâ íà
çàñåäàíèè ñîâåòà Ä 212.232.29 ïî çàùèòå äîêòîðñêèõ è êàíäèäàòñêèõ äèññåðòà-
öèé ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó: 198504,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ïåòðîäâîðåö, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., 28.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Íàó÷íîé áèáëèîòåêå èì. Ì. Ãîðüêîãî
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïî àäðåñó: 199034, Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., 7/9.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ïî àäðåñó: 191011, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, íàá. ð. Ôîíòàíêè, 27,
êîìí. 311 (ïîìåùåíèå ÏÎÌÈ ÐÀÍ).

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ ........................... 200 .. ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð Â. Ì. Íåæèíñêèé



� 3 �

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæ-
íåéøèõ îáëàñòåé ñîâðåìåííîé àëãåáðû. Îíà âîçíèêëà â ñåðåäèíå XX â. íà ñòûêå
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ãðóïï è òåîðèè Ëè, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååò
îáøèðíûå ïðèëîæåíèÿ êàê â ýòèõ, òàê è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè: òåîðèè
êîíå÷íûõ ãðóïï, òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè èíâàðèàíòîâ, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è ò. ä. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï çàíèìàþò
ïîëóïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è èõ íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå � ðåäóê-
òèâíûå ãðóïïû.

Îñíîâû òåîðèè ðåäóêòèâíûõ ãðóïï áûëè çàëîæåíû â 1950-õ�1960-x ãîäàõ â
ðàáîòàõ Ê. Øåâàëëå, Æ. Òèòñà, À. Áîðåëÿ, À. Âåéëÿ, À. Ãðîòåíäèêà, Ì. Äåìà-
çþðà è äð. Â ÷àñòíîñòè, â 1956�1958 ãîäàõ Ê. Øåâàëëå ïîëó÷èë êëàññèôèêàöèþ
ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Ïîçä-
íåå Øåâàëëå ïîêàçàë, ÷òî âñå ïîëóïðîñòûå ãðóïïû íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì â äåéñòâèòåëüíîñòè îïðåäåëåíû íàä Z, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëó÷àþòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ðàñøèðåíèÿ áàçû èç íåêîòîðûõ ãðóïïîâûõ ñõåì íàä Z, íàçûâàåìûõ ñõå-
ìàìè Øåâàëëå�Äåìàçþðà. Ãðóïïû òî÷åê ñõåì Øåâàëëå�Äåìàçþðà íàä êîììó-
òàòèâíûìè êîëüöàìè íàçûâàþòñÿ ãðóïïàìè Øåâàëëå. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ãðóïï
Øåâàëëå ÿâëÿþòñÿ ðàñùåïèìûå êëàññè÷åñêèå ãðóïïû ìàòðèö SLn(R), SOn(R),
Spn(R); êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû òèïà Ëè An(q)�G2(q) ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè
ôàêòîðàìè ãðóïï Øåâàëëå.

Íå âñå êëàññè÷åñêèå ãðóïïû ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Øåâàëëå, îäíàêî â
íàèáîëåå âàæíûõ ñëó÷àÿõ îíè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè òî÷åê íåêîòîðûõ ðåäóêòèâíûõ
ãðóïïîâûõ ñõåì. Ãðóïïîâàÿ ñõåìà G íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R c 1 íàçû-
âàåòñÿ ðåäóêòèâíîé (ñîîòâåòñòâåííî, ïîëóïðîñòîé), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé
è ãëàäêîé, è åñëè âñå åå ãåîìåòðè÷åñêèå ñëîè ÿâëÿþòñÿ ðåäóêòèâíûìè (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîëóïðîñòûìè) ãðóïïàìè â îáû÷íîì ñìûñëå.

Èçó÷åíèþ ñòðîåíèÿ ãðóïïØåâàëëå êàê àáñòðàêòíûõ ãðóïï ïîñâÿùåíî îãðîì-
íîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, è êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå èç íèõ èãðà-
åò ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà E(R) ãðóïïû Øåâàëëå G(R), êîòîðàÿ îáû÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè ýëåìåíòàðíûìè êîðíåâûìè óíèïîòåí-
òàìè xα(ξ), ãäå ξ ∈ R è α ïðîáåãàåò ñèñòåìó êîðíåé ãðóïïûØåâàëëå. Ýòî ïîíÿòèå
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû ìàòðèö En(R) ⊆ GLn(R),
ïîðîæäåííîé âñåìè ýëåìåíòàðíûìè òðàíñâåêöèÿìè tij(ξ) = e + ξeij, ξ ∈ R,
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1 ≤ i 6= j ≤ n. Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû E(R) ÿâëÿåòñÿ åå
íîðìàëüíîñòü â îáúåìëþùåé ãðóïïåG(R). Â ÷àñòíîñòè, îíî ïîñëóæèëî îòïðàâíîé
òî÷êîé äëÿ Ã. Óàéòõåäà, Õ. Áàññà è Äæ. Ìèëíîðà ïðè ïîñòðîåíèè àëãåáðàè÷åñêîé
K-òåîðèè. Íîðìàëüíîñòü ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ Øåâàëëå ðàíãà ≥ 2

áûëà äîêàçàíà â ðàáîòàõ À. Ñóñëèíà, Â. Êîïåéêî, Ôó-àí Ëè, È. Àáå, Äæ. Òàääåè
ê êîíöó 1980-õ ãîäîâ.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïîâîé ñõåìû G íàä êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì R ãðóïïà òî÷åê G(R) ìîæåò íå ñîäåðæàòü ïîëíîãî íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ
êîðíåâûõ óíèïîòåíòîâ, è äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû íå
ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíî äîñëîâíî. Â ñëó÷àå, êîãäà R = k ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, Æ. Òèòñ
îïðåäåëèë ãðóïïó G+(k) êàê ïîäãðóïïó â G(k), ïîðîæäåííóþ k-òî÷êàìè óíèïî-
òåíòíûõ ðàäèêàëîâ âñåõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï â G, îïðåäåëåííûõ íàä k. Ïðè
òàêîì îïðåäåëåíèè åå íîðìàëüíîñòü î÷åâèäíà, îäíàêî ïîçäíåå À. Áîðåëåì è Æ.
Òèòñîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà G+(k) íà ñàìîì äåëå ïîðîæäàåòñÿ òî÷êàìè
óíèïîòåíòíûõ ðàäèêàëîâ ëþáûõ äâóõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï G. Ñõîäíûì îá-
ðàçîì, â ñëó÷àå íåðàñùåïèìûõ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï íàä êîëüöàìè Ë. Âàñåðøòåéí
îïðåäåëèë ýëåìåíòàðíóþ ïîäãðóïïó êàê ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ âñåìè òðàíñ-
âåêöèÿìè Ýéõëåðà�Çèãåëÿ�Äèêñîíà. Íîðìàëüíîñòü ïðè ýòîì òàêæå î÷åâèäíà, îä-
íàêî Âàñåðøòåéí äîêàçûâàåò, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ òðàíñ-
âåêöèÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï èìåþòñÿ òàêæå âàðèàíòû
îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâîëþöèè è �ôîðìåí-
íîãî ïàðàìåòðà� (óíèòàðíûå ãðóïïû Áàêà), â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëüíîñòü äîêàçàíà
Ë. Âàñåðøòåéíîì è Õîí Þ, À. Áàêîì è Í. Âàâèëîâûì â 1995 ã. Àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòû äëÿ �íå÷åòíûõ� óíèòàðíûõ ãðóïï áûëè ïîëó÷åíû Â. Ïåòðîâûì.

Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ñ ñàìîãî ñâîåãî âîçíèêíîâåíèÿ áûëà òåñíî ñâÿ-
çàíà ñ òåîðèåé àëãåáð Ëè. Â ÷àñòíîñòè, óïîìÿíóòàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ Øåâàëëå
ïîëóïðîñòûõ ãðóïïîâûõ ñõåì íàä Z îñíîâûâàåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè Z-ôîðì ïîëó-
ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ àëãåáð Ëè è èõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 êàòåãîðèÿ îäíîñâÿçíûõ ïîëóïðîñòûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî èçîòðîïíîñòü G ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ íåòðèâèàëüíîãî äåéñòâèÿ íà G
1-ìåðíîãî ðàñùåïèìîãî òîðà. Òàêîå äåéñòâèå çàäàåò Z-ãðàäóèðîâêó íà àëãåáðå Ëè
ãðóïïû G. Ïîýòîìó òåîðèÿ èçîòðîïíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï ïàðàëëåëüíà òåîðèè
Z-ãðàäóèðîâàííûõ (èëè, áîëåå îáùî, Zn-ãðàäóèðîâàííûõ) àëãåáð Ëè. Â ñâîþ î÷å-
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ðåäü, Z-ãðàäóèðîâàííûå àëãåáðû Ëè òåñíî ñâÿçàíû ñ éîðäàíîâûìè àëãåáðàìè è
äðóãèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè éîðäàíîâà òèïà.

Ïîíÿòèå éîðäàíîâîé àëãåáðû âïåðâûå âîçíèêëî â 1934 ã. â ñòàòüå Ï. Éîð-
äàíà, Äæ. ôîí Íåéìàíà è Å. Âèãíåðà â êîíòåêñòå ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçà-
öèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Â 1960-õ ãîäàõ â ðÿäå ðàáîò áûëà îáúÿñíåíà òåñíàÿ
ñâÿçü ìåæäó éîðäàíîâûìè àëãåáðàìè è àëãåáðàìè Ëè. Â ÷àñòíîñòè, È. Êàíòîð
è Ì. Êåõåð ïîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ éîðäàíîâó àëãåáðó J ìîæíî âëîæèòü â
Z-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Ëè L, òàêóþ ÷òî Li = 0 ïðè |i| > 1 (òàê íàçûâàåìóþ
3-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó), òàêèì îáðàçîì, ÷òî L±1 � äâå êîïèè àëãåáðû J , à
L0 � âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðíàÿ àëãåáðà Ëè àëãåáðû J .

Â ýòî æå âðåìÿ ñòàëè âîçíèêàòü íîâûå ïîíÿòèÿ, îáîáùàþùèå ïîíÿòèå éîðäà-
íîâîé àëãåáðû èëè áëèçêèå ê íåìó ïî ñâîéñòâàì. Èìåííî, Ê. Ìàéáåðã îïðåäåëèë
éîðäàíîâû òðîéíûå ñèñòåìû è òðîéíûå ñèñòåìû Ôðåéäåíòàëÿ. Ïî òðîéíîé ñèñòå-
ìå Ôðåéäåíòàëÿ ìîæíî ïîñòðîèòü 5-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Ëè, òàêóþ ÷òî L−2

è L2 � ìîäóëè ðàíãà 1. Äðóãèå ñòðóêòóðû, àíàëîãè÷íûå éîðäàíîâûì àëãåáðàì,
íî ñîîòâåòñòâóþùèå 5-ãðàäóèðîâàííûì àëãåáðàì Ëè, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Á. Ýë-
ëèñîíà, È. Êàíòîðà, Î. Ñìèðíîâà. Îñîáóþ âàæíîñòü èçó÷åíèþ 5-ãðàäóèðîâàííûõ
àëãåáð Ëè ïðèäàåò òîò ôàêò, ÷òî ïðîñòàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè òèïà E8 èìååò
åñòåñòâåííóþ 5-ãðàäóèðîâêó, íî íå èìååò, â îòëè÷èå îò ïðîñòûõ àëãåáð Ëè äðóãèõ
òèïîâ, åñòåñòâåííîé 3-ãðàäóèðîâêè. Äðóãèì âàæíûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ éîðäà-
íîâîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå éîðäàíîâîé ïàðû, ââåäåííîå Î. Ëîîñîì.

Ýòè ïîíÿòèÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå îáîáùåíèå â ðàáîòàõ Å. Çåëüìàíîâà. Îêîëî
1985 ã. Çåëüìàíîâ îïðåäåëèë éîðäàíîâó ñèñòåìó êàê íàáîð ìîäóëåé ñ ïîëèëèíåé-
íûìè îòîáðàæåíèÿìè ìåæäó íèìè, òàêîé ÷òî ýòè ìîäóëè ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäóëÿìè
ñ íåíóëåâûì âåñîì íåêîòîðîé Zn-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè, à ïîëèëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ èíäóöèðîâàíû ñêîáêîé Ëè. Â 1990�2000-õ ãîäàõ éîðäàíîâû ñèñòåìû
èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Å. Çåëüìàíîâà, Äæ. Áåíêàðò, Ñ. Áåðìàíà è Ð. Ìóäè è äðóãèõ.
Â ÷àñòíîñòè, â 2003 ã. Äæ. Áåíêàðò è Î. Ñìèðíîâ îïèñàëè éîðäàíîâû ñèñòåìû,
îòâå÷àþùèå 5-ãðàäóèðîâàííûì àëãåáðàì Ëè íàä ïîëåì.

Â ñâîèõ ðàáîòàõ 1978�79 ãîäîâ Î. Ëîîñ òàêæå óñòàíîâèë ñâÿçü éîðäàíîâûõ
ïàð ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ãðóïïàìè. Èìåííî, îí ïîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåí-
íîå ñîîòâåòñòâèå (ôàêòè÷åñêè, ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé) ìåæäó ïðîñòûìè éîð-
äàíîâûìè ïàðàìè è ïðèñîåäèíåííûìè ïîëóïðîñòûìè ãðóïïàìè ñ ôèêñèðîâàííîé
ïàðîé ïðîòèâîïîëîæíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, îáëàäàþùèõ àáåëåâûìè óíè-
ïîòåíòíûìè ðàäèêàëàìè. Â ðàáîòàõ Äæ. Ôîëêíåðà 2000 è 2004 ãîäîâ ðåçóëüòàòû
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Ëîîñà áûëè âîñïðîèçâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà àëãåáð Õîïôà.
Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñû, ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, íà-

õîäÿòñÿ â êîíòåêñòå ñîâðåìåííîé òåîðèè ðåäóêòèâíûõ ãðóïï è àëãåáðàè÷åñêèõ
ñòðóêòóð éîðäàíîâà òèïà.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ èçîòðîïíûõ ðå-
äóêòèâíûõ ãðóïï â òåðìèíàõ èõ ýëåìåíòàðíûõ ïîäãðóïï è àññîöèèðîâàííûõ ñ
íèìè éîðäàíîâûõ ñèñòåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
òåîðèè ðåäóêòèâíûõ ãðóïï è òåîðèè éîðäàíîâûõ àëãåáð. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íîð-
ìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû ïðèìåíÿåòñÿ ñòðîãî ïëîñêèé ñïóñê, îáîáùå-
íèå êîììóòàöèîííûõ ôîðìóë Øåâàëëå, ìåòîä ëîêàëèçàöèè è âàðèàíò ëåììû
Êâèëëåíà�Ñóñëèíà. Ïðè èññëåäîâàíèè ñâÿçè ìåæäó éîðäàíîâûìè ñèñòåìàìè è
èçîòðîïíûìè ãðóïïàìè èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Äåìàçþðà îá àâòîìîðôèçìàõ ïðî-
åêòèâíûõ îäíîðîäíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Äîêàçàíà íîðìàëüíîñòü ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû òî÷åê èçîòðîïíîé
ðåäóêòèâíîé ãðóïïû íàä ïðîèçâîëüíûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì, ïðè ñòàí-
äàðòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èçîòðîïíûé ðàíã.

• Äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè èçîòðîïíûõ ïðèñîåäèíåííûõ ïîëóïðî-
ñòûõ ãðóïï ñ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè óíèïî-
òåíòíîãî ðàäèêàëà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò n, è êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ
éîðäàíîâûõ ñèñòåì ñòåïåíè n, ïðè óñëîâèè, ÷òî (2n)! îáðàòèìî â áàçîâîì
êîëüöå.

• Ïîëó÷åíî çàäàíèå èçîòðîïíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû êàê ãðóïïîâîãî ïó÷êà
îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè â òåðìèíàõ àññîöèèðîâàííîé ñ íåé éîðäà-
íîâîé ñèñòåìû.

• Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ áîëüøîé êëåòêè èçî-
òðîïíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû â ñëó÷àå, êîãäà ñòåïåíü íèëüïîòåíòíîñòè óíè-
ïîòåíòíîãî ðàäèêàëà ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû ðàâíà 2

(ñëó÷àé 5-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè), ïðè ïîìîùè âûðàæåíèé äëÿ êâàçè-
îáðàòíûõ â ñîîòâåòñòâóþùåé éîðäàíîâîé ñèñòåìå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ è àðèô-
ìåòè÷åñêèõ ãðóïï, à òàêæå â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, àëãåáðàè÷åñêîéK-òåîðèè,
òåîðèè íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð è ñèñòåì (ëèåâñêîãî è éîðäàíîâà òèïà), àëãåáðà-
è÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë è äðóãèõ ðàçäåëàõ àëãåáðû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü
íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé�, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ
Ý. Á. Âèíáåðãà (Ìîñêâà, 2007), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Quadratic forms,
algebraic groups, algebraic cobordism and related topics� (Íîòòèíãåì, Âåëèêîáðèòà-
íèÿ, 2008), íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Quadratic forms and linear algebraic
groups� (Îáåðâîëüôàõ, Ãåðìàíèÿ, 2009), íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîðîäñêîì àë-
ãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èìåíè Ä. Ê. Ôàääååâà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ïå÷àòíûõ
ðàáîòàõ [1]�[4]1. Ðàáîòà [2] îïóáëèêîâàíà â æóðíàëå, âõîäÿùåì â äåéñòâóþùèé ñïè-
ñîê ÂÀÊ, ðàáîòà [1] � â æóðíàëå, âõîäèâøåì â ñïèñîê ÂÀÊ íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè
(äî 2007 ãîäà).

Â ðàáîòå [1] äèññåðòàíòêå ïðèíàäëåæàò òåîðåìû 1, 2, 3 î ñòðîåíèè ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ñîàâòîðó � òåîðåìà 4 îá èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ãðóïï òèïà
G2, íå âêëþ÷åííàÿ â äèññåðòàöèþ. Â ðàáîòå [2] äèññåðòàíòêå ïðèíàäëåæèò äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû 2 î íîðìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû, ñîàâòîðó � ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 î ñóùåñòâîâàíèè êîðíåâûõ ïîäñõåì ñ
îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, íå âêëþ÷åííîå â äèññåðòàöèþ. Â ðàáîòå [3] ñîàâòîðó
ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è, äèññåðòàíòêå � îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ
(ïåðâàÿ ñîäåðæèò òðè ðàçäåëà, âòîðàÿ � øåñòü ðàçäåëîâ), ñïèñêà ëèòåðàòóðû,
ñîäåðæàùåãî 74 íàèìåíîâàíèÿ, è äâóõ ïðèëîæåíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè � 158
ñòðàíèö (îñíîâíîé òåêñò � 144 ñòðàíèöû, ïðèëîæåíèÿ � 14 ñòðàíèö).

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü ðàáîòû, îïè-
ñûâàþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèé è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðîåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï èçî-
òðîïíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï è äîêàçàòåëüñòâó íîðìàëüíîñòè ýëåìåíòàðíîé ïîä-

1Ñì. òàêæå A. Stavrova, Normal structure of maximal parabolic subgroups in Chevalley groups over rings, Algebra
Colloquium 2009. Ò. 16. � 4. 631�648.
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ãðóïïû.
Â ïåðâîì ðàçäåëå âîñïðîèçâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ðåäóê-

òèâíûõ ãðóïï, âîñõîäÿùèå ê Ñåìèíàðó ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (SGA 3)
À. Ãðîòåíäèêà è Ì. Äåìàçþðà.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî
ïðîåêòèâíîãî R-ìîäóëÿ V ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç W (V ) ñîîòâåòñòâóþùóþ àôôèí-
íóþ R-ñõåìó.

Äëÿ ëþáîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïîâîé ñõåìû G íàä R áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Gad ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó ïðèñîåäèíåííîãî òèïà, ÷åðåç Lie(G) �
àëãåáðó Ëè G.

Ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà G íàä R íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíîé, åñëè îíà îáëàäàåò
(ñîáñòâåííîé) ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé P . Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ýòî
óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ íåòðèâèàëüíîãî äåéñòâèÿ íà G íåêîòîðîãî
1-ìåðíîãî ðàñùåïèìîãî òîðà, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, òîìó, ÷òî Gad ñîäåðæèò 1-ìåðíûé
ðàñùåïèìûé ïîäòîð.

Âî âòîðîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ ñòðîåíèå ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï èçîòðîï-
íûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï.

Ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R.
Ïóñòü S � n-ìåðíûé ðàñùåïèìûé òîð íàä R, êîòîðûé äåéñòâóåò íà ãðóïïîâîé
ñõåìå G àâòîìîðôèçìàìè. Òîãäà èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå S çàäàåò íà Lie(G)

ñòðóêòóðó Zn-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè. Ìû áóäåì íàçûâàòü òîð S ãðàäóèðó-

þùèì òîðîì, åñëè ãîìîìîðôèçì S → Aut (G) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.
Ïóñòü

Lie(G) =
⊕

A∈X∗(S)
Lie(G)A

� ðàçëîæåíèå Lie(G), èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèåì S, ãäå X∗(S) � ãðóïïà õàðàê-
òåðîâ S. Ïóñòü L = CentG(S) � íåïîäâèæíàÿ ïîäãðóïïà S â G. Ñòðîãî ïëîñ-
êèé ñïóñê ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïî ñëîæåíèþ ïîäìíîæåñòâà
Ψ ⊆ X∗(S) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà UΨ

ãðóïïû G, íîðìàëèçóåìàÿ L è òàêàÿ, ÷òî Lie(UΨ) =
⊕
A∈Ψ

Lie(G)A. Ïðè ýòîì, åñëè

Ψ = {0}, òî UΨ = L; åñëè Ψ = −Ψ, òî UΨ ðåäóêòèâíà; åñëè Ψ ∪ (−Ψ) = X∗(S),
òî UΨ è U−Ψ � äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû â G ñ îáùåé
ïîäãðóïïîé Ëåâè UΨ∩(−Ψ), à åñëè 0 6∈ Ψ, òî UΨ � óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà.

Ìíîæåñòâî ΦS íåíóëåâûõ õàðàêòåðîâ A ∈ X∗(S) ∼= Zn, òàêèõ ÷òî Lie(G)A 6=
0, áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíûõ êîðíåé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî S,
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à ýëåìåíòû ΦS � îòíîñèòåëüíûìè êîðíÿìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè G � ðàñùåïèìàÿ
ãðóïïà è S � ðàñùåïèìûé ìàêñèìàëüíûé ïîäòîð G, òî ΦS = Φ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
êîðíåé G â îáû÷íîì ñìûñëå. Åñëè G � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì, è S �
ìàêñèìàëüíûé ðàñùåïèìûé òîð G, òî ΦS � îòíîñèòåëüíàÿ ñèñòåìà êîðíåé G â
ñìûñëå Áîðåëÿ�Òèòñà. Â îáùåì ñëó÷àå ΦS ìîæåò è íå áûòü ñèñòåìîé êîðíåé.

Çàäàâ ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå íà Q-ïðîñòðàíñòâå Q⊗ZX
∗(S), ìû ìîæåì ðàç-

áèòü ΦS íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà Φ+
S è Φ−

S , òàê ÷òî ΦS = Φ+
S ∪Φ−

S .
Ýòî ïîäìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ êîðíåé,
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà P+ = UΦ+

S∪{0} è P− = UΦ−S∪{0} � äâå ïðîòèâîïîëîæíûå
ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ñ îáùåé ïîäãðóïïîé Ëåâè L = CentG(S).

Ïóñòü G � ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà íàä R, è Gad =
∏
Gi � ðàçëîæåíèå ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïû â ïðîèçâåäåíèå íåðàçëîæèìûõ ïîëóïðîñòûõ
ãðóïï. Ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðàáîëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó P ⊆ G ñòðîãî ñîáñòâåí-

íîé, åñëè îáðàç P ïðè ïðîåêöèè G → Gad ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîáñòâåííûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïï Gi. Ãðàäóèðóþùèé òîð S íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ãðà-
äóèðóþùèì, åñëè S íå öåíòðàëèçóåò íè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé Gi. Ýòî óñëîâèå
ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû P± = UΦ±S∪{0} ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî
ñîáñòâåííûìè.

Îáðàòíî, äëÿ êàæäîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû P = P+ ñóùåñòâóåò ãðà-
äóèðóþùèé òîð S, òàêîé ÷òî P = UΦ+

S∪{0}. Ëîêàëüíî â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî çà
S ìîæíî ïðèíÿòü ìàêñèìàëüíûé ðàñùåïèìûé ïîäòîð â ïîäãðóïïå Ëåâè îáðàçà
P â Gad. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíûõ êîðíåé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç ΦP âìåñòî ΦS. Ïîëîæèì

VA = Lie(G)A, A ∈ ΦP .

Òîãäà VA � êîíå÷íî-ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü íàä R. Äëÿ ëþáîãî A ∈
ΦP îáîçíà÷èì ÷åðåç (A) ïîäìíîæåñòâî ΦP , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
êðàòíûõ A, è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ óíèïîòåíòíóþ ãðóïïó U(A). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ∈ ΦP ñóùåñòâóåò S-ýêâèâàðèàíòíûé èçîìîðôèçì
U(A)/U(A)\A ∼= W (VA) è çàìêíóòîå S-ýêâèâàðèàíòíîå âëîæåíèå ñõåì

XA : W (VA) → G,

ÿâëÿþùååñÿ ñå÷åíèåì äëÿ ïðîåêöèè U(A) → W (VA). Ïîäñõåìû XA(W (VA)), A ∈
ΦP , íàçûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè êîðíåâûìè ïîäñõåìàìè G, ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå P . Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì êîðíåâûõ
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ïîäãðóïï ðàñùåïèìîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû, â ñëó÷àå, êîãäà P = B ÿâëÿåòñÿ áî-
ðåëåâñêîé ïîäãðóïïîé ýòîé ãðóïïû. Äëÿ íèõ òàêæå ìîæíî âûïèñàòü àíàëîã êîì-
ìóòàöèîííûõ ôîðìóë Øåâàëëå. Èìåííî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
îòíîñèòåëüíûõ êîðíåé A,B ∈ ΦP è ëþáûõ v ∈ VA, u ∈ VB èìååì

[XA(v), XB(u)] =
∏
i,j>0

XiA+jB(NABij(v, u)),

ãäå NABij : VA × VB → ViA+jB � íåêîòîðîå îäíîðîäíîå ïîëèíîìèàëüíîå îòîáðà-
æåíèå ñòåïåíåé i è j ïî ïåðâîìó è âòîðîìó àðãóìåíòó ñîîòâåòñòâåííî.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ïåðâàÿ îñíîâíàÿ òåî-
ðåìà äèññåðòàöèè, óòâåðæäàþùàÿ íîðìàëüíîñòü ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïû èçî-
òðîïíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì.

Ïóñòü P � ñîáñòâåííàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïîâîé ñõåìûG. Îïðå-
äåëèì ýëåìåíòàðíóþ ïîäãðóïïó EP (R), ñîîòâåòñòâóþùóþ P , êàê ïîäãðóïïó â
ãðóïïå R-òî÷åê G(R), ïîðîæäåííóþ R-òî÷êàìè óíèïîòåíòíûõ ðàäèêàëîâ UP (R)

è UP−(R), ãäå P− � íåêîòîðàÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê P = P+ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîä-
ãðóïïà (íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî EP (R) íå çàâèñèò îò âûáîðà P−).

Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî EP (R) = 〈XA(VA), A ∈ ΦP 〉.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, G � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðà-

è÷åñêàÿ ãðóïïà íàä R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà M

êîëüöà R êàæäûé íåðàçëîæèìûé ïîëóïðîñòîé ñîìíîæèòåëü Gad
RM

ñîäåðæèò

ðàñùåïèìûé òîð ðàíãà ≥ 2. Òîãäà ãðóïïà EP (R) íå çàâèñèò îò âûáîðà ñòðî-

ãî ñîáñòâåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû P â G. Â ÷àñòíîñòè, E(R) = EP (R)

íîðìàëüíà â G(R).

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå àíà-
ëîãà ëåììû Êâèëëåíà�Ñóñëèíà, êîòîðàÿ, ïî ñóùåñòâó, ñâîäèò çàäà÷ó ê ñëó÷àþ
ëîêàëüíîãî êîëüöà R. Íàä ëîêàëüíûì êîëüöîì óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëè-
âî äàæå áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ðàíãè ðàñùåïèìûõ ïîäòîðîâ, áëàãîäàðÿ èçâåñòíîé
òåîðåìå î ëîêàëüíîé ñîïðÿæåííîñòè ìèíèìàëüíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíîñòè êà-
òåãîðèé èçîòðîïíûõ ïðèñîåäèíåííûõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï è ñåïàðàáåëüíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ éîðäàíîâûõ ñèñòåì, à òàêæå åå ñëåäñòâèé.

Â ïåðâîì ðàçäåëå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå éîðäàíîâîé ñèñòåìû è àëãåáðàè÷å-
ñêîé éîðäàíîâîé ñèñòåìû, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû.
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Ïîëîæèì n = {±1,±2, . . . ,±n}. Ïóñòü V = (Vi, i ∈ n) � íàáîð èç 2n

ìîäóëåé íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R, ñíàáæåííûõ ñëåäóþùèìè áèëèíåéíûìè
è òðèëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè:

qij : Vi × Vj → Vi+j äëÿ ëþáûõ i, j ∈ n, i 6= −j;
di,−i,j : Vi × V−i × Vj → Vj äëÿ ëþáûõ i, j ∈ n

(ãäå Vi+j = 0 ïðè |i+ j| > n). Ïóñòü End (V) =
⊕
i∈n

End (Vi). Òðèëèíåéíûå îòîáðà-

æåíèÿ di,−i,j, i, j ∈ n, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò áèëèíåéíûì îòîáðà-
æåíèÿì Di,−i : Vi × V−i → End (V). Ïîëîæèì

V0 =
∑
i∈n

Di,−i(Vi × V−i) ⊆ End (V).

Íà R-ìîäóëå L(V) =
⊕

i∈n∪{0}
Vi ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ ôîðìó

[−,−] : L(V)× L(V) → End (V)⊕
⊕
i∈n

Vi,

òàêóþ ÷òî äëÿ ëþáûõ u ∈ Vi, v ∈ Vj, i, j ∈ n ∪ {0}, èìååò ìåñòî

[u, v] =


qi,j(u, v), åñëè i 6= −j, i, j 6= 0;
−Di,−i(u, v), åñëè i = −j, i 6= 0;
u(v), åñëè i = 0, j 6= 0;
−v(u), åñëè i 6= 0, j = 0;
uv − vu, åñëè i = j = 0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íàáîðû àêñèîì äëÿ V :

[u, u] = 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ L(V); (JS1)

[[u, v], w] + [[w, u], v] + [[v, w], u] = 0 äëÿ ëþáûõ u, v, w ∈ L(V). (JS2)

Ñèñòåìà R-ìîäóëåé V = (Vi, i ∈ n) íàçûâàåòñÿ éîðäàíîâîé ñèñòåìîé ñòåïå-

íè n íàä R, åñëè äëÿ íåå âûïîëíåíû àêñèîìû (JS1) è (JS2), èëè, ýêâèâàëåíòíî,
åñëè [L(V),L(V)] ⊆ L(V) è (L(V), [−,−]) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.

Èíà÷å ãîâîðÿ, éîðäàíîâà ñèñòåìà � ýòî íàáîð ïîäìîäóëåé ñ íåíóëåâûì âåñîì
íåêîòîðîé Z-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè, âìåñòå ñ ïîëèëèíåéíûìè îòîáðàæåíè-
ÿìè, èíäóöèðîâàííûìè ñêîáêîé Ëè. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé éîðäàíîâîé ñèñòåìû â
ñìûñëå Å. Çåëüìàíîâà.

Ãîìîìîðôèçìû, àâòîìîðôèçìû, ïîäñèñòåìû è èäåàëû éîðäàíîâîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Éîðäàíîâà ñèñòåìà V íàçûâàåòñÿ ñåïàðà-

áåëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî s ∈ SpecR éîðäàíîâà ñèñòåìà V ⊗R k(s) íå ñîäåðæèò
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íåíóëåâûõ èäåàëîâ, îãðàíè÷åíèÿ âñåõ ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé íà êîòîðûå òðè-
âèàëüíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (2n)! ∈ R×. Éîðäàíîâà ñèñòåìà V = (Vi, i ∈ n) íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè âñå ìîäóëè Vi, i ∈ n, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûìè
ïðîåêòèâíûìè ìîäóëÿìè íàä R, è V óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå

exp(ada)([b, c]) = [exp(ada)(b), exp(ada)(c)] â L(V)

äëÿ ëþáûõ a ∈ Vi, b ∈ Vj, c ∈ Vk, i, j, k ∈ n,
(JS3)

ãäå ìû îáîçíà÷àåì

exp(ada) =
2n∑

k=0

1
k!(ada)

k ∈ End (L(V)).

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ýíäîìîðôèçì exp(ada) äëÿ ëþáîãî a ∈ Vi, i ∈ n,
ÿâëÿëñÿ àâòîìîðôèçìîì L(V) êàê àëãåáðû Ëè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè (3n)! ∈ R× àêñèîìà (JS3) âûïîëíåíà àâòîìàòè÷åñêè.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 1 è 2 ∈ R× îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àêñèîìû (JS1)�(JS3) â

òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ àêñèîìàìè éîðäàíîâîé ïàðû Î. Ëîîñà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå
n = 2 è 2, 3 ∈ R×, éîðäàíîâà ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî òðîéíîé ñèñòåìå Ôðåéäåí-
òàëÿ, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå (JS3).

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ïîñòðîèòü ïî èçîòðîïíîé ðåäóêòèâ-
íîé ãðóïïå ñåïàðàáåëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ éîðäàíîâó ñèñòåìó.

Èìåííî, ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, òàêîå ÷òî (2n)! ∈ R, è ïóñòü
G � èçîòðîïíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà íàä R. Ïóñòü S � 1-ìåðíûé ðàñ-
ùåïèìûé òîð íàä R, êîòîðûé äåéñòâóåò íà G àâòîìîðôèçìàìè, ò.å. ψ : Gm →
Aut (G), S = ψ(Gm). Ïóñòü L = CentG(S), P± = L · U± � äâå ïðîòèâîïîëîæíûå
ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû è èõ îáùàÿ ïîäãðóïïà Ëåâè, àññîöèèðîâàííûå ñ ýòèì
äåéñòâèåì.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äåéñòâèå 1-ìåðíîãî ðàñùåïèìîãî òîðà çàäàåò Z-
ãðàäóèðîâêó íà R-àëãåáðå Ëè Lie(G). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Lie(G)i = 0, êàê òîëüêî
|i| > n. Òîãäà íàáîð ìîäóëåé

V(G,ψ) = (Lie(G)i, i ∈ n)

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâîé ñèñòåìîé. Ìû íàçûâàåì åå éîðäàíî-
âîé ñèñòåìîé, àññîöèèðîâàííîé ñ ðåäóêòèâíîé ãðóïïîé G. Â äèññåðòàöèè äîêàçà-
íî, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé è àëãåáðàè÷åñêîé.
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Âòðåòüåì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ëþáóþ àëãåáðàè÷åñêóþ éîðäàíîâó
ñèñòåìó V ñòåïåíè n ìîæíî âëîæèòü â éîðäàíîâó ñèñòåìó (End (M)j, j ∈ 2n) ñòå-
ïåíè 2n, àññîöèèðîâàííóþ ñ ðåäóêòèâíîé ãðóïïîé GL(M) àâòîìîðôèçìîâ íåêî-
òîðîãî êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî ïðîåêòèâíîãî Z-ãðàäóèðîâàííîãî R-ìîäóëÿ M =

M(V), òàêîãî ÷òî Mi = 0, êàê òîëüêî |i| > n.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà R = K ÿâëÿåòñÿ

ïîëåì, ëþáóþ ñåïàðàáåëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ éîðäàíîâó ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê éîðäàíîâó ñèñòåìó (Lie(G)i, i ∈ n) äëÿ íåêîòîðîé èçîòðîïíîé ïîëóïðî-
ñòîé ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïîâîé ñõåìû G íàä R.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êâàçè-îáðàòèìîñòè äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé éîðäàíîâîé ñèñòåìû V ñòåïåíè n ≥ 1, êîòîðîå îáîáùàåò
ïîíÿòèÿ êâàçè-îáðàòèìîñòè â éîðäàíîâûõ ïàðàõ, ââåäåííîå Î. Ëîîñîì (êîòîðîå,
â ñâîþ î÷åðåäü, îáîáùàåò ïîíÿòèå êâàçè-îáðàòèìîñòè â éîðäàíîâûõ àëãåáðàõ), è
2-îáðàòèìîñòè â êàíòîðîâûõ ïàðàõ, ââåäåííîå Äæ. Ôîëêíåðîì è Á. Ýëëèñîíîì. Â
îïðåäåëåíèè êâàçè-îáðàòèìîñòè èñïîëüçóåòñÿ íàëè÷èå âëîæåíèÿ V â �ìàòðè÷íóþ�
éîðäàíîâó ñèñòåìó, ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ïîëîæèì V± =
n⊕

i=1
V±i. Äëÿ ëþáîé êâàçè-îáðàòèìîé ïàðû (x, y) ∈ V+ × V−

ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç (xy, yx) ∈ V+ × V− ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó êâàçè-îáðàòíûõ,
è ÷åðåç b(x, y) � çàäàâàåìûé ïàðîé (x, y) âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì éîðäàíîâîé
ñèñòåìû V .

Â ïÿòîì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, êàê ïî ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå V
ïîñòðîèòü èçîòðîïíóþ ðåäóêòèâíóþ (â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîëóïðîñòóþ ïðèñîåäè-
íåííóþ) ãðóïïó G ñ äåéñòâèåì 1-ìåðíîãî ðàñùåïèìîãî òîðà ψ : Gm → Aut (G),
òàêóþ ÷òî V åñòåñòâåííî èçîìîðôíà éîðäàíîâîé ñèñòåìå V(G,ψ). Ýòà êîíñòðóê-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòðóêöèè äëÿ éîðäàíîâûõ ïàð,
ïîëó÷åííîé â ðàáîòàõ Î. Ëîîñà.

Ïóñòü V = (Vi, i ∈ n) � àëãåáðàè÷åñêàÿ éîðäàíîâà ñèñòåìà ñòåïåíè n íàä

êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R, òàêèì ÷òî (2n)! ∈ R×. Ïîëîæèì V± =
n⊕

i=1
V±i. Ìû

çàäàåì íà ñõåìå X = W (V+) ×W (V−) íåêîòîðîå fpqc-îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè E ⊆ X × X, îïðåäåëåííîå â òåðìèíàõ êâàçè-îáðàòèìîñòè, è ðàññìàòðèâàåì
ôàêòîð-ïó÷îê

X = X(V) = X/E .

Â ñëó÷àå, åñëè V � éîðäàíîâà ñèñòåìà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ èçîòðîïíîé ðåäóêòèâ-
íîé ãðóïïîé G ñ ïàðàáîëè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè P± (â ñìûñëå âòîðîãî ðàçäåëà),
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ýòîò ïó÷îê X ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì êàê ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèåì G/P+. Â îáùåì
ñëó÷àå ìû ïîêàçûâàåì, ïîñòðîèâ ÿâíîå âëîæåíèå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî,
÷òî ïó÷îê X ïðåäñòàâèì ãëàäêîé êâàçèïðîåêòèâíîé ñõåìîé íàä R. Åñëè æå V �
ñåïàðàáåëüíàÿ éîðäàíîâà ñèñòåìà, ñõåìà X îêàçûâàåòñÿ, áîëåå òîãî, ïðîåêòèâíîé.

Â 1977 ã. Ì. Äåìàçþð ââåë ïîíÿòèå ñõåìû Áîðåëÿ. Èìåííî, ñõåìîé Áîðåëÿ

íàä ñõåìîé Y íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ ñîáñòâåííàÿ ñõåìà X íàä Y , òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè s ∈ Y ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîé Xk(s) ñõåìû X èçîìîðôåí ìíîãîîáðàçèþ
âèäà G/P , ãäå G � ðåäóêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà íàä k(s), P � åå ïàðà-
áîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà. Ïî òåîðåìå Äåìàçþðà äëÿ ëþáîé ñõåìû Áîðåëÿ X íàä
ñõåìîé Y ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Aut (X)◦ ãðóïïîâîé ñõåìû Aut (X) àâòîìîðôèçìîâ
X êàê ñõåìû íàä Y ÿâëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ïîëóïðîñòîé ãðóïïîâîé ñõåìîé íàä
Y . Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ ñõåìà X èçîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîä-
ãðóïï Aut (X)◦, èìåþùèõ íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé òèï.

Èç ðåçóëüòàòîâ òðåòüåãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñåïàðàáåëüíîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé éîðäàíîâîé ñèñòåìû ñõåìà X ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé Áîðåëÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Aut (X)◦ ÿâëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé ïîëóïðîñòîé ãðóïïîâîé ñõåìîé. Ìû ïîêà-
çûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå éîðäàíîâîé ñèñòåìû V â éîðäàíî-
âó ñèñòåìó V(Aut (X)◦, ψ), äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ 1-ìåðíîãî ðàñùåïèìîãî òîðà
ψ : Gm → Aut (X)◦.

Äåìàçþðîì áûëî òàêæå çàìå÷åíî, ÷òî ïðèñîåäèíåííàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ãðóïïà ïî÷òè âñåãäà èçîìîìîðôíà ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ñâîåãî ïðîåê-
òèâíîãî îäíîðîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ V èçîìîðôíà V(Aut (X)◦, ψ), à çíà÷èò, Aut (X)◦ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ðå-
äóêòèâíîé ãðóïïîé. Â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû âðó÷íóþ ñòðîèì íåêîòîðóþ
ïðèñîåäèíåííóþ ïîëóïðîñòóþ ãðóïïîâóþ ïîäñõåìó G â Aut (X)◦, òàêóþ ÷òî V
èçîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà éîðäàíîâó ñèñòåìó V(G,ψ|G).

Â øåñòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ îñíîâíàÿ òåî-
ðåìà äèññåðòàöèè, óòâåðæäàþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé èçîòðîïíûõ ïðè-
ñîåäèíåííûõ ïîëóïðîñòûõ ãðóïï è ñåïàðàáåëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ éîðäàíîâûõ
ñèñòåì, à òàêæå åå ñëåäñòâèÿ.

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, òàêîå ÷òî (2k)! ∈ R×. Ïóñòü G �
ïðèñîåäèíåííàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïîâàÿ ñõåìà íàä R, è ïóñòü ψ : Gm → Aut (G) �
ñòðîãî ãðàäóèðóþùåå äåéñòâèå 1-ìåðíîãî ðàñùåïèìîãî òîðà íà G.

Äëÿ ëþáîãî 1 ≤ n ≤ k îïðåäåëèì êàòåãîðèþ IsoGroupsk ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Îáúåêòàìè IsoGroupsn ÿâëÿþòñÿ ïàðû (G,ψ) îïèñàííîãî âûøå âèäà, óäî-
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âëåòâîðÿþùèå Lie(G)i = 0 ïðè |i| > n, ãäå Lie(G) =
⊕
i∈Z

Lie(G)i � ãðàäóèðîâêà,

èíäóöèðîâàííàÿ ψ. Ìîðôèçìàìè IsoGroupsn ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìû ãðóïïîâûõ
ñõåì f : G→ G′, êîììóòèðóþùèå ñ äåéñòâèåì Gm, ò.å. òàêèå, ÷òî f ◦ ψ = ψ′.

Òàêæå äëÿ ëþáîãî 1 ≤ n ≤ k îïðåäåëèì êàòåãîðèþ JorSystemsn ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Îáúåêòàìè JorSystemsn ÿâëÿþòñÿ ñåïàðàáåëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå
éîðäàíîâû ñèñòåìû ñòåïåíè n íàä R. Ìîðôèçìàìè JorSystemsn ÿâëÿþòñÿ èçî-
ìîðôèçìû éîðäàíîâûõ ñèñòåì ñòåïåíè n.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, òàêîå ÷òî (2k)! ∈ R×. Äëÿ

ëþáîãî 1 ≤ n ≤ k ôóíêòîð

F : IsoGroupsn −→ JorSystemsn,

òàêîé ÷òî F ((G,ψ)) = (Lie(G)i, i ∈ n) � éîðäàíîâà ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ Z-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå Ëè Lie(G), è F (f) = (fi, i ∈ n) � ìîðôèçì éîðäà-

íîâûõ ñèñòåì, èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçìîì ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð Ëè, êà-

ñàòåëüíûì ê f : (G,ψ) → (G′, ψ′), ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå ñòðîåíèå èçî-
òðîïíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùåé éîðäàíîâîé ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1, òàêîå ÷òî (2n)! ∈ R×.

Ïóñòü G � ïðèñîåäèíåííàÿ ïîëóïðîñòàÿ ãðóïïà íàä R ñ äåéñòâèåì 1-ìåðíîãî

ñòðîãî ãðàäóèðóþùåãî òîðà ψ : Gm → G, òàêèì ÷òî Lie(G)i = 0 ïðè |i| > n.

Ïóñòü V = V(G,ψ) = (Lie(G)i, i ∈ n) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ éîðäàíîâà ñèñòåìà

íàä R. Ïóñòü P± � àññîöèèðîâàííûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû, L � èõ îáùàÿ

ïîäãðóïïà Ëåâè, U± = UP± � èõ óíèïîòåíòíûå ðàäèêàëû.

(1) Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïïîâûõ ñõåì L ∼= Aut (V)◦.

(2) Ïîëîæèì Lie(G)± =
n⊕

i=1
Lie(G)±i. Ïóñòü Ω = U−LU+ � áîëüøàÿ êëåò-

êà â G, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàáîëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì P±. Òîãäà ñóùåñòâóþò

L-ýêâèâàðèàíòíûå èçîìîðôèçìû ñõåì

exp : W (Lie(G)±) → U±,

òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ Lie(G)+, y ∈ Lie(G)− èìååì exp(x) exp(y) ∈ Ω(R)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (x, y) êâàçè-îáðàòèìà â éîðäàíîâîé ñèñòåìå

V, è â ýòîì ñëó÷àå

exp(x) exp(y) = exp(yx) · b(x, y) · exp(xy)
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� êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå exp(x) exp(y) êàê ýëåìåíòà Ω(R).

Ýòî ñëåäñòâèå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ ýëåìåíòîâ áîëüøîé
êëåòêè èçîòðîïíîé ãðóïïû â òåðìèíàõ ñòðóêòóðíûõ îïåðàöèé â ñîîòâåòñòâóþùåé
éîðäàíîâîé ñèñòåìå. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àÿõ n = 1 è n = 2, êîãäà èçâåñòíû
ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êâàçè-îáðàòíûõ (ïðèëîæåíèå B äèññåðòàöèè), ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ áîëüøîé êëåòêè òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 2 (Îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ) Â óñëîâèÿõ Ñëåäñòâèÿ 1, ïóñòü

G′ � ïðîèçâîëüíûé ãðóïïîâîé ïó÷îê íàä R, è ïóñòü f0 : L→ G′, f± : U± → G′ �

ãîìîìîðôèçìû ãðóïïîâûõ ïó÷êîâ. Ãîìîìîðôèçì ãðóïïîâûõ ïó÷êîâ f : G → G′,

ïðîäîëæàþùèé f0 è f±, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû

ðàâåíñòâà

f0(h)f±(u)f0(h)
−1 = f±(huh−1)

äëÿ ëþáûõ h ∈ L, u ∈ Lie(G)±;

f+(exp(x))f−(exp(y)) = f−(exp(yx))f0(b(x, y))f+(exp(xy))

äëÿ ëþáîé êâàçè-îáðàòèìîé ïàðû (x, y) ∈ Lie(G)− × Lie(G)+.

Â ïðèëîæåíèè A äîêàçûâàþòñÿ òðè òåõíè÷åñêèå ëåììû, ñôîðìóëèðîâàí-
íûå â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû.

Â ïðèëîæåíèè B ïðè ïîìîùè ëåìì èç ïðèëîæåíèÿ A âûâîäÿòñÿ ÿâíûå
ôîðìóëû äëÿ êâàçè-îáðàòíûõ â éîðäàíîâûõ ñèñòåìàõ ñòåïåíè 1 è 2.
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