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<� � �<� '�# (�@�!�# �����$ ��!�,!�0 "�2�1("����%�0 +("�!�!�,
=�B��>�

�-����"���# "%�+"� !*�� -(�'�"2"�$*, � '����(�")�� $*'�.�%")��
<� � �<� '�# (�@�!�# �B���

� "���	� %���� -(��*'���# %("�%*� �("�!�!�� ��*,��� -���'*��+�
�",!�0 � %�"/���+�",!�0 ������ ��# %�"/���+�",!�0 -*���'*�"��� !*�
���, .*($"� !* -(�$�!#���# ��($�!*�*2�# ��+�",!�0 ������ 
����'+�
?��# ��1*(*�!�� .+!%)�� ("�-(�'���!�#6 %*A..�)��!�� %*((��#)��6
%(*��%*((��#)�*!�� .+!%)�� '�# -*���'*�"��� !*���, C*��*!" � �*1*�
�#�

�*%"//"!*6 ��* %*!��!�� !"1*(� ����� C*��*!"6 -*��(*�!!�� '�# ("/�
���!�0 -(*���0 �����6 $*2+� 1�� ��� !* %*((���(*�"!� -(� !�%*�*(*$
��1*(� *-(�'��#?7�0 �0 -(*���0 ����� � '��!� ��1*(*%� �(*'�$*!��(��
(*�"! A..�%� �*0("!�!�# $*$�!�*� ���!�0 -*(#'%*� '�# (�"��/")�, ��+�
�",!�0 ������!6 -*��(*�!!�0 -(� -*$*7� ����� C*��*!"� 
����'*�"!�#6
-(���'�!!�� � '����(�")��6 '*-*�!#?� (�/+� �"��6 -*�+��!!�� � ("1*�"0
��<��*����%�

�"% �/����!*6 $��*' �<� '�# *)�!%� �!��2("�" �*��*�� � -(�$�!��
!�� %+1"�+(!*, .*($+��6 +/�� %*�*(*, #��#?��# %�"/���+�",!�$� ��%�
�*("$�� �'!*, �/ �*/!�%"?7�0 -(� �2* -(�$�!�!�� -(*1��$ #��#���#
�(+'!*�� -*�+��!�# *)�!%� -*2(�@!*��� $��*'" RN [f ]6 2'�

�



RN [f ] =
∫

[0,1]s

f(X)dX −
N∑

j=1

Ajf(Xj).

�(*1��$" *)�!%� -*2(�@!*��� �<� *�$��"���# $!*2�$� "��*("$�6 �
�"��!*���6 *!" *1�+;'"���# � ("1*�"0 �($"%*�" ��<�6 �*0"!2" B�6 <"��
%"!� <� � �"("�"�!*�*, ��

F..�%���!*�� -(�$�!�!�# $��*'" �<� /"����� *� 9("�!*$�(!*���9
("�-(�'���!�# %�"/���+�",!�0 �����6 -*A�*$+ %�"/���+�",!�� ����" ���
1�("?��# �/ $!*;����" �*��% � $"��$ /!"��!��$ 9jNEOZY`MaOe9�

&"��������� '� 9�� ���(��	�� 4�����&� 	���� Y = {Y0, ..., YN−1}B
Yi ∈ [0, 1]sB i = 0, . . . , N − 1B 
 ��� 
����
��
� �� E���
� ������(��	��
Q ⊂ [0, 1]s ��������� FG04127HI.15F ���������	�� ���

D(Q,Y ) :=
1
N

∑
0≤p≤N

χQ(Yp) −
∫

[0,1]s

χQ(X)dX,


�� χQ ��	� 
��
��	�� ������(��	�� Q<
&"��������� (� F,6I2 G04127HI.15F ���(��	�� 4�����&� 	���� Y

���������	�� ��� D∗(Y ) := sup
Q∗

|D(Q∗, Y )|B 
�� Q∗ �����
��	 ��� 
�	���

���& �
�� [0, u0) × . . . × [0, us)B 0 ≤ ui ≤ 1B i = 1, . . . , s<

$��� $���* ��*(�$" �*%�$��C�"�%�5
!�	���� '� 9�� �J��" ���������	������	
 4�����&� 	���� 	
��

Y = {Y0, ..., YN−1} ⊂ [0, 1]s 
 ��� �J��" ����K

 LB 
��JM�" �
���
����
��J ���
�K
J � ��&��� N���
�������B �O
��� ��	��� ��� �K��
���	��
�����JM
� �������

∣∣∣ 1
N

N−1∑
n=0

f(Yn) −
∫

[0,1]s

f(Y )dY
∣∣∣ ≤ V (f)D∗(Y ),


�� V (f) P���
�K
� ����K

 f � ��&��� N���
�������<
�" -("%��%� �������� -("�+? �"�� !�("��!���" �*%�$��C�"�%� �

1*� @�!���� ��+�"�� *��! ��*;!*6 *�*1�!!* $!*;���� V (f)�
�(�'�"2"���# ���'+?7�$ ��*0"������%�, $��*' *)�!%� -*2(�@!*����

�+�� � %"������ J0 1�(���# *)�!%" �<�

J0 =
1
N

N∑
j=1

f(Xj),

4



2'� Xj � %�"/���+�",!�� ��%�*("�
��# *)�!%� -*2(�@!*��� ��(*���# !"1*( ��*0"������%�0 *)�!*% ���

%*$*2* �!��2("�"6 ��-*� /+?7�0 +/�� $��*'" �<� =��%�*(" Xj>� ��#
-*�+��!�# *'!*, *)�!%� Ji ��� +/�� Xj 6 j = 1, ..., N �'��2"?��# !" !�%*�
�*(�, ��+�",!�, ��%�*( Ξi = (αi

1, ..., α
i
s)6 %*$-*!�!�� %*�*(*2* !�/"���

��$� � ("�!*$�(!* ("�-(�'���!� !" $!*;����� [0, 1]6 �6 ��*1� *��"� �#
� -(�'��"0 %+1" [0, 1]s6 1�(���# '(*1!"# �"�� *� -*�+��!!*2* (�/+� �"�"�

$��� $���* ��$$"

)���� '�  K���� �
�� J = 1
N

N∑
j=1

f({Xj + Ξ})B 
�� Ξ = (α1, ..., αs) ∈
[0, 1]s P �����"�&" ���	��B ��������	& ��	���
� �����
�
�& 
 ���������
�� �����������& �� [0, 1]B Xj = (xj

1, ..., x
j
s) ∈ [0, 1]s ���
������&" ���	��B

�����	�� �����M����" �K���� 
�	�
����
∫

[0,1]s
f(X)dXB 	� ��	� EJ = J <

� '"!!*$ ��+�"� ���'+�� *;�'"� 6 ��* '��-�(��# σ2 *)�!*% J �/ ��$�
$� � !�����%"6 �"% %"% ��0*'!�� %�"/���+�",!�� +/�� Xj , j = 1, ..., N 6
*1�"'"?� ���*%*, ("�!*$�(!*, ("�-(�'���!!*�� ? -* ��*�, -(�(*'�6 "
*-�(")�# �'��2" !" ��+�",!�, ��%�*( � �/#��# '(*1!*, �"��� {xj + α(i)}
!� $�!#�� ("���*#!�� $�;'+ +/�"$� = � $��(�%� �*(">�

�"%�$ *1("/*$ ���'+�� *;�'"� 6 ��* -*��(*�� ��1*(%+ J1, . . . , JN �/ N
!�/"����$�0 (�"��/")�, ��+�",!*, ������!� J 6 $*;!* � 1*� @*, �*�!*�

�� ? *)�!�� ������!+ J =
∫

[0,1]s
f(X)dX -(� -*$*7� *)�!%� Ĵ = 1

n

n∑
i=1

Ji6

" ���'*�"��� !*6 *)�!�� RN (f) =
∫

[0,1]s
f(X)dX − J0� �"%;� $*;!* -*�

��(*�� '*��(���� !�� �!��(�"�� '�# !",'�!!*, *)�!%� -*2(�@!*���5 -*
)�!�("� !*, -(�'�� !*, ��*(�$� -(� n �→ ∞ *)�!%" Ĵ �$��� !*($"� !*�
("�-(�'���!�� � -"("$��("$� (J, σ√

n
)� �(� A�*$6 *-��"!!�, $��*' *)�!%�

*��"�%" �<�6 $*;�� *%"/"� �# A..�%���!�$ �$�!!* 1�"2*'"(# ��*,���+
���*%*, ("�!*$�(!*, ("�-(�'���!!*��� %�"/���+�",!�0 ����� =������!"
σ '*�;!" 1�� �("�!���� !* !�1*� @*,>�


��" -(*��'�!" ��(�# A%�-�(�$�!�*� '�# ��#�!�!�# �*�!*��� -(�'�
�"2"�$*, *)�!%� '�# *��"�%" $��*'" �<�� � -*$*7 ? $��*'" �<� ���

����#��� �!��2("�� *� .+!%)�� f(x) =
s∏

k=1

exp(sin(xk)cos(xk)) '�# ("/�

$�(!*���, s = 2 � 4 -(� N = 1296 � 9261000 �**��������!!*� � *1*�0
��+�"#0 -*�+��!!"# ��*0"������%"# *)�!%" *��"�%" �<� +;� -(� n = 10
�$��" *)�!%+ '��-�(��� $�! @+?6 ��$ dr *� *)�!��"�$*, -*2(�@!*���6
��* 2*�*(�� * -(�$�!�$*��� -(�'�"2"�$*, *)�!%��

�* ��	�	� %���� *-����"���# $*'�.�)�(*�"!!�, $��*' <� '�# (��

:



@�!�# �B���
�"% *�$��"�*� ("!��6 �+7����+?� *-(�'���!!�� *2("!���!�#6 !"�"�

2"�$�� !" %�"�� /"'"�6 %*�*(�� $*2+� 1�� (�@�!� -+��$ $*'���(*�"!�#
�("�%�*(�, ��+�",!�0 -(*)���*�� �*�-�(��06 A�* ��������!!�� *2("!��
��!�#6 ��#/"!!�� � �*/$*;!*�� ? -(�'��"���!�# (�@�!�# � ��'� �!���
2("�" -* �("�%�*(�#$� �*���*(�06 A�* *2("!���!�#6 ��#/"!!�� � �/�����
!�$ !����*%�$ -*(#'%*$ +1��"!�# -*2(�@!*��� ��*0"������%�0 $��*'*�
� '�# '*���;�!�# �*�!*��� -*(#'%" ε �(�1+���# -(*���'�� -*(#'%" 1/ε2

�("�%�*(�,�
s�*1� *��"1�� -�(�*� *2("!���!�� � '����(�")�� -(�'�"2"���# $*'��

.�%")�# $��*'" <�� 
'�# A�*, $*'�.�%")�� �-�(��� -*#���"� � ("1*��
�($"%*�" ��<� � �"2!�(" ��

�	��*������ ���	�� �+ ��� ��,���� #)�-� 	"��$"�(��"���#
/"'"�" (�@�!�# �B�� X = AX + F 6 2'� A = ‖aij‖n

i,j=1 � $"�(�)" �B��6
F = {fi}n

i=1 � ��%�*( -("�*, �"��� �B��� �*-+���$6 ��* ρ(A) < 1 =ρ �
�-�%�("� !�, ("'�+�>

�(�$�!�!�� $��*'" <� -(�'-*�"2"�� *)�!%+ �+$$� (#'" ��,$"!"

X =
∞∑

i=0

AiF %"% �!��2("�" -* ����"?7�, $�(�6 �$� ("1*�+ &*(��� t���

� B�,1��( 	�8�

'�# $*'�.�%")�� /"%�?�"���# � �*$6 ��* �$���* �*2*6 ��*1� *)�!��

�"� �+$$+ (#'" ��,$"!" )���%*$6 $*;!* ��'���� � *)�!�� %*!��!*�
����* ��"2"�$�0 A�*, �+$$��

8".�%��(+�$ '*��"�*�!* 1*� @*� ����* k ∈ N ������#�$�0 ��"2"��
$�0 (#'" ��,$"!"6 �*2'"

X = F + AF + . . . + AkF + εk, =�>

2'� εk � �����$"�����%"# -*2(�@!*�� 6 �"%"#6 ��* ‖εk‖ ≤ ‖A‖k+1 ‖F‖
1−‖A‖ → 0

-(� k �→ ∞�
�+�� �$����# !"�"� !*� -(�1��;�!�� (�@�!�# �B�� X06 ��0*'!"#

�����$" X = AX+F A%���"��!�!" (X−X0) = A(X−X0)+(AX0−X0+F )�

�-*� /+# $��*' <�6 -*���'*�"��� !* ������#�$ *)�!%� ��%�*(*� ��'"
AY =1+'�$ *1*/!"�"� �0 AY >5

� Z ← AX0 + F H

� !" -�(�*$ @"2� ������#���# *)�!%" ξ1 = AY 6 2'� Y = AX0−X0 +F 6
Z ← Z + ξ1H

� !" ��*(*$ @"2� *)�!��"���# ξ2 = AY 6 2'� Y = ξ1 � *)�!%"6 -*�+��!�
!"# !" -�(�*$ @"2�6 Z ← Z + ξ2H

��



� !" @"2� k *)�!��"���# ξ = AY 6 2'� Y = ξk−1 � *)�!%"6 -*�+��!!"#
!" @"2� _��6 Z ← Z + ξk�

� %"������ *)�!%� X 1�(���# Z� �'�! �/ �"(�"!�*� *)�!%� '�# ��������
!�# AY -(��*'���# !�;��

.
�	� 	"�������
/ "�������	� ��"� ����	��� �+7����+?�
("/���!�� �-*�*1� (�@�!�# �B�� X = AX+F $��*'*$ <�6 %*�*(�� *��
!*�"!� !" $*'���(*�"!�� �("�%�*(�, )�-�, <"(%*�"� �(� A�*$ �*/!�%"��
�*-(*� *1 *-��$�/")�� -"("$��(*� A��0 )�-�, <"(%*�" � /"����$*��� *�
-"("$��(*� ��0*'!*, �����$�� � /"����$*��� *� /"'"��6 *-��$"� !*�� 
$*;�� -*!�$"� �# %"% $�!�$�/")�# �+$$� '��-�(��, *)�!*% %*$-*!�!�
n∑

i=1

DX̂i ��� %"% $�!�$�/")�# '��-�(��� �%"�#(!*2* -(*�/��'�!�# (X̂,H)6

2'� H /"'"!!�, ��%�*(� �-��$"� !�� -"("$��(� '�# -(#$�0 � �*-(#;�!�
!�0 *)�!*% -* -*2�*7�!�? � ��*�%!*��!�#$ $*2+� 1�� !",'�!� � ("1*�
�"0 ��<��($"%*�" =!"-(�$�(6 9<��*'� <*!����"(�* � �$�;!�� �*-(*�
��9>� �(�'-*������ !�, ��' ��-*� /+�$*, *)�!%� /"����� *� %*!%(��!*,
/"'"���

��# *-��"!!*, $*'�.�%")�� �*;� �+7����+�� -(*1��$" ��1*(" *)�!�
%� � *-(�'���!�# *-��$"� !�0 -"("$��(*� ��-*� /+�$�0 !" %";'*$ @"�
2�� �"��� -(��*'#��# (�/+� �"��6 -*�+��!!�� '�# *'!*, �/ -(�'�*;�!!�0
*)�!*%�

�" %";'*$ @"2� $��*'" *)�!��"���# ������!" ��'" AY 6 Y = (y1, ..., yn)�
&�%��(+�$ !�%*�*(*� ("�-(�'���!�� P 0 = ‖p0

i ‖n
i=1 � ��*0"������%+? $"��

(�)+ P = ‖pij‖n
i,j=1 =�� ��(*%� /"'"?� ("�-(�'���!�#>� �+�� α V ��+�",�

!"# ������!" � ("�-(�'���!��$ P 06 β V ��+�",!"# ������!" � ("�-(�'��
��!��$ P (β = j|α = i) = pij 6 i, j = 1, . . . , n� �-("��'���* +���(;'�!��5

-����0����� '� ������	�
� �K���� ξB ���������J �&��(��
��

ξ =
yα

p0
α

aβα

pαβ
eβ , =3>


�� ei Q i�" ��
�
��&" ��	 ���������	
 n< ���	� �&�����J	�� �����
�

��
�������
�R ���
 aijyj 
= 0B 	� pji > 0 
 ���
 yj

n∑
i=1

aij 
= 0B 	� p0
j > 0<

S�
�� Eξ = AY <
�*/!�%"�� �*-(*� ��1*(" *-��$"� !�0 -"("$��(*� P 0 � P � ���� -*�

!�$"� *-��$"� !*�� � �$���� $�!�$�/")�� ��(";�!�#
n∑

i=1

Dξi6 �* ��*�

(������%�, *���� !" -*��"���!!�, �*-(*� '"�� ���'+?7"# ��*(�$"�

!�	���� (� ��
 �&������

 �����
" ��
�������
� �&��(��
�
n∑

i=1

Dξ
(2)
i

��



���	

��	 ����
� �
�
���� ��
 �&���� ������	���

p0
j = |yj |

n∑
i=1

|aij |/
n∑

i,k=1

|aikyk|, pji = |aij |/
n∑

k=1

|akj |.

�*-(*� * �0*'�$*��� $*'�.�)�(*�"!!*2* $��*'" <� ("��$"�(��"��#
� ("1*�"0 �($"%*�" ��<� � �"2!�(" �� 
*��� -*'(*1!* '�# ��+�"# (�@��
!�# �B�� ��'" X = AX +F A�*� �*-(*� ("��$"�(��"���# � '����(�")���
� �"��!*���6 �.*($+��(*�"!" � '*%"/"!" ��*(�$" * '*��"�*�!�0 +��*��#0
*2("!���!!*��� ��*(�0 $*$�!�*� ��(*#7�0�# *)�!*% $*'�.�)�(*�"!!*2*
$��*'" <*!����"(�*� �!" -*%"/��"��6 ��* -(� ��1*(� -"("$��(*� �/ -(��
��'�!!*, ��*(�$� 3 � -(� +�(�'!�!�� !" %";'*$ @"2� <<� '*��"�*�!*
1*� @*2* ����" *)�!*% ��'" =3> �$��� $���* *2("!���!!*�� ��*(�0 $*�
$�!�*� *)�!%� (�@�!�# =" ���'*�"��� !*6 -(*)��� ("����" ��*0"������%�
+��*,���>�

�(�$�(� -(�$�!�!�# $*'�.�)�(*�"!!*2* $��*'" <� � *-��$�/�(*�
�"!!�$� -"("$��("$� '�# (�@�!�# �B��6 � �*$ ����� -(� !"(+@�!��
$";*("!�!*, �0*'�$*��� '�# $��*'" <�6 -(��*'#��# � 2�"�� I�

� ������� %���� -(�'�"2"���# -(�$�!�� *-��"!!+? ��@� $*'�.��
%")�? $��*'" <� % $��*'+ �<��

� !�%*�*(�0 ��+�"#0 ��-*� /*�"!�� $��*'*� �<�6 '�# %*�*(�0 -*�
(#'*% +1��"!�# *��"�%" ��� logs N/N 6 � (*��*$ N *%"/��"���# 1*��� A.�
.�%���!�$ -* �("�!�!�? � $��*'"$� <�6 2'� +1��"!�� *��"�%" �$���
-*(#'*% 1/

√
N 6 2'� N � ����* $*'���(+�$�0 �("�%�*(�, '�# -*�+��!�#

*'!*, *)�!%�6 s � %*!��(+%���!"# ("/$�(!*�� *)�!��"�$*2* �!��2("�"�
F�*� ."%� *-����"���# � ("1*�"0 �;� C*��*!"6 ��<��($"%*�"6 <"�%"!�
<� =-(� A�*$ ("��$"�(��"��� -(�$�(�6 %*2'" /!"��!�� s $"�*>�

���$*�(# !" A..�%���!*�� �<� �/�/" *�!*����� !* ���*%*, �%*�
(*��� +1��"!�# �2* -*2(�@!*���6 -(�$�!�!�� �<� '�# (�@�!�� �B��
��"�%��"���# � !�%*�*(�$� -(*1��$"$�� �*�-�(��06 �+7����+�� !�*10*'��
$*�� ��-*�!�!�# +��*��# $";*("!�!*, �0*'�$*���6 +!"���'*�"!!"# *�
$��*'" <�� �*���*(�06 *)�!%" 1*� @*2* %*�������" ��"2"�$�0 (#'" ��,�
$"!" ��� �+$$� (#'" -(��*'�� % !�*10*'�$*��� ��-*� /*�"� %�"/���+�
�",!�� �*�%� 1*� @*, ("/$�(!*��� s� � (*��*$ s ��� !* +�������"���#
/!"��!�� logs N

N >6 ��* -(��*'�� % $�'��!!*, �0*'�$*��� $��*'"� � 2�"��
G -(�'�"2"���# $*'�.�)�(*�"!!�, $��*' �<� =� '"� !�,@�$ <�<�>�

'�# $*'�.�%")�� *-��"!" � 2�"�� 3 '�# $��*'" <�� � ��+�"� �<�
*������ �*��*�� � ��-*� /*�"!�� %�"/���+�",!�0 ����� �$���* -���'*�
��+�",!�0�
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�*�-�(��06 -*����� �%*(*�� �0*'�$*��� *)�!*% �<�6 �6 �*���*(�06 %"%
� '�# $��*'" <� -*/�*�#�� *��"1�� +��*��� $";*("!�!*, �0*'�$*���6
�"% %"% �+$$�(*�"!�� *�(�/%" (#'" ��,$"!" -(*��0*'�� � *-(�'���!!*$
-*(#'%�� �*!��(+%���!"# ("/$�(!*�� *)�!��"�$�0 �!��2("�*� -(� A�*$
-*��*#!!" � ("�!" � =s = 1>�

&����� "	%��,�	
�� ���	�� �+�+� �(� -(�$�!�!�� <�<�
'�# (�@�!�# �B�� X = AX + F � !"�"� !�$ -(�1��;�!��$ X0 ��-*� �
/+�$ ����" C*��*!" ��'" pr(n)6 r � -(*��*� ����*6 n � !"�+("� !*��


�-*� /+# $��*' �<�6 -*���'*�"��� !* ������#�$ *)�!%� ��'" AY 5
� Z ← AX0 + F H
� !" -�(�*$ @"2� ������#���# *)�!%" ξ1 = AY 6 2'� Y = AX0 − X0 + F 6

Z ← Z + ξ16 -"("$��(� ��-*� /+�$�0 ����� C*��*!" r ∈ R1, n ∈ I1H
� !" ��*(*$ @"2� *)�!��"���# ξ2 = AY 6 2'� Y = ξ16 Z ← Z + ξ26

-"("$��(� ��-*� /+�$�0 ����� C*��*!" r ∈ R2, n ∈ I2H
� !" @"2� k *)�!��"���# ξ = AY 6 2'� Y = ξk−16 Z ← Z + ξk6 -"("$��(�

��-*� /+�$�0 ����� C*��*!" r ∈ Rk, n ∈ Ik�
� %"������ *)�!%� X 1�(���# Z� R1, ..., Rk *1*/!"�"?� !�-�(���%"?7���#
$�;'+ �*1*, 2(+--� -(*���0 �����6 I1, ..., Ik � !�-�(���%"?7���# $�;'+
�*1*, 2(+--� !"�+("� !�0 ������

	"��$*�(�$ -*2(�@!*�� $*'�.�)�(*�"!!*2* $��*'" �<� -(� X0 =
0� <��*' -(�'-*�"2"�� �������!�� -*���'*�"��� !*��� *)�!*% Ξn+1 =
ÂΞn6 2'� Ξn ��� *)�!%" Dn = Xn − Xn−16 Xn+1 = AXn + F 6 Ξ1 = F �

�*�*;�$ Ξn = Dn + εn6 �*2'" ε1 = 0�
-����0����� (� 9�� �O
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�
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�� ��������	��� ���	��O��
� εn+1 =
(A + δn) εn+δnDn6 
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)
‖A‖n−1‖F‖n.

�1*/!"��$ ��(�/ Δk *@�1%+ $*'�.�)�(*�"!!*2* $��*'" ��"/� <*!���
�"(�*6 2'� k � ����* *)�!��"�$�0 ��"2"�$�0 (#'" ��,$"!"�
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�("�!��"# $*'�.�)�(*�"!!�, �<� � '(+2�$� $��*'"$�6 $*;!* +���(�

;'"� 6 ��* *! �*�!��6 ��$ $*'�.�)�(*�"!!�, $��*' <� � O
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N
ln N

)
� �*��

!��6 ��$ *1��!�, �<� � O(lns−1 N) ("/6 2'� s �(�'!## '��!" �("�%�*(��
� $��*'� �<��
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� '����(�")�� -(��*'���# (#' ���������� !�0 A%�-�(�$�!�*�6 -*'�
���(;'"?7�0 A�* +���(;'�!��� � %"������ *'!*2* �/ -(�$�(*� ("��$"��
(��"���# (�@�!�� �B��6 -*�+��!!*, -*��� "--(*%��$")�� !" ���%� '�+�
$�(!*2* +("�!�!�# �+"��*!" !" %�"'("�� � !+����$� 2("!��!�$� +��*�
��#$�� � %"������ '(+2*2* -(�$�(" V ��+�", (�@�!�# /"'"�� ��(�0��
'�# +("�!�!�# B"-�"�" ("/$�(!*��� J � *1�"��� ��*;!*, .*($��

�(*��'�!!�� A%�-�(�$�!�� -*/�*�#?� �'��"� ���*'6 ��* $��*' �<�
!"��!"�� �0*'�� �# 1���(��6 ��$ <� =� -"("$��("$�6 *1��-����"?7�$�
�'�!���!+? �(+'*�$%*�� � �$���� ����" *1("7�!�, % '"���%+ %�"/� �
-���'*��+�",!�0 �����>6 !"��!"# � '*��"�*�!* 1*� @*2* N H $*'�.�)��
(*�"!!�, $��*' �<� � (*��*$ N ���2'" ��"!*����# �*�!��6 ��$ <� �
�<��

�  ������	� %���� $*'�.�)�(*�"!!�� $��*'� <� � �<� +�-�@!*
-(�$�!#?��# �*�$���!* � *'!�$ �/ $��*'*� +�+�@�!�# �0*'�$*��� ���("�
)�*!!*2* -(*)���" � $��*'*$ ��(0!�, (��"%�")���

� %"������ *'!*2* �/ -(�$�(*� (�@"���# �B��6 -*�+��!!"# -*��� "-�
-(*%��$")�� !" ���%� '�+$�(!*2* +("�!�!�# �+"��*!"�U = x(1−x)y(1−
y); x, y ∈ [0, 1] � !+����$� 2("!��!�$� +��*��#$�� ��"'("� [0, 1] × [0, 1]
-*%(�� -(#$*+2*� !*, ���%*, ("/$�(!*��� Nnet × Nnet6 h = 1/(Nnet − 1)
� @"2 ���%�� �(�$�!#���# $��*' ��(0!�, (��"%�")��5

Un+1 = Un − τ(Un − AUn − F ), =G>

2'� Un, F � ��%�*(� ("/$�(!*��� N2
net6 A � $"�(�)" ("/$�(!*��� N2

net ×
N2

net � ��1�("���# *-��$"� !*� /!"��!�� -"("$��(" τ∗ = 2
1+

√
2 sin(πh/2)

�

�" A�*$ -(�$�(� '�$*!��(�(+���#6 ��* -(�$�!�!�� $��*'" <�<� �*��
$���!* � "!"�*2*$ $��*'" ��(0!�, (��"%�")�� A..�%���!*� � �*$+ ;�6
-*��(*�!!"# ��*0"������%"# �0�$" -*/�*�#�� A..�%���!* ("�-"("������
�"� "�2*(��$�

� %"������ '(+2*2* -(�$�(" � �����(�*, 2�"�� ("��$"�(��"���# ("/�
!*��!�, "!"�*2 +("�!�!�# �"� ����*%�"6 *-����"?7�2* � '�%"(�*��0 %*�
*('�!"�"0 '��;�!�� �#/%*, !��;�$"�$*, ;�'%*��� � �(�0$�(!*$ ��+�"�5

∂v

∂t
+ (v∇)v = −1

ρ
\ZMjp + νΔv, Δp = −ρ

∑
i,k

∂2vivk

∂xk∂xi
. =I>

8'�� v V ��%�*(!*� -*�� �%*(*���6 p V '"���!�� =�%"�#(>� �*!��"!�� ρ
� ν *-(�'��#?� -�*�!*�� � %�!�$"�����%+? �#/%*�� �**��������!!*�

��1("!!�, '�# ("����*� -(�$�( *�!*����# % /"'"�� '��;�!�# ;�'%*�
��� � %+1����%*, %"��(!� � -*'��;!*, ���!%*, � -(���-"!��$ ;�'%*���
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!" 2("!�)"0� �%*(*�� ���!%� ("�!" 1 − 1/(1 + t)56 t ≥ 0� � !"�"� !�,
$*$�!� ;�'%*�� !"0*'���# � �*��*#!�� -*%*#6 ν = 0.0025�

	"��$"�(��"�"� -(#$*+2*� !"# *(�*2*!"� !"# ���%" [15 × 15 × 15] �
!�#�!"# ("/!*��!"# �0�$" ��*(*2* -*(#'%" �*�!*��� �* �!+�(�!!�0 �*��
%"0� �" %";'*$ @"2� -("�"# �"�� ���*�!*2* +("�!�!�# ��!�"(�/*���"�
�"� � (�@"�*� �B�� ��'" X = AX + F � 	"/$�(!*�� �����$� n =
153 · 3 = 10125 =$!*;���� G � �/�/" �(�0$�(!*, ("/$�(!*���>�

�" �!��(�"�� �(�$�!� t = [0, 0.8) *)�!%" (�@�!�# ���*�!*2* +("�!�!�#
!"0*'��"� '���($�!�������%�$ *1("/*$6 " '"���6 '�# ("����" *��(�'!*2*
@"2" !�#�!*2* $��*'" F,��("6 (�@�!�� �����$� ��!�,!�0 "�2�1("����%�0
+("�!�!�, *�+7�����#�*� ("/���!�$� $��*'"$� �<��

�!"�"�" '�# (�@�!�# A�*, �����$� -(�$�!#��# $��*' �<� � ��-*� �
/*�"!��$ -(#$*, *)�!%� -* -*2�*7�!�?� ��(*#�!*��� -�(�0*'" � ��-*� �
/+�$*, )�-� <"(%*�" pij , i, j = 1, ..., n ��1�("��� -(*-*()�*!"� !�$�
$*'+�#$ %*A..�)��!�*� aij �����$�� ��(*#�!*�� -*2�*7�!�# � %";'*,
�*�%� ("�!" ���� �(�'!## '��!" �("�%�*(�� ("�!#�"� ���

�+��$ +�(�'!�!�# !�%*�*(*2* ����" *)�!*% $��*'" �<� ��(*��"� 
*)�!%" X̂ (�@�!�# �B��� ��# �����'*�"!�# �� 0"("%��(����% ��(*��"� 
��1*(%" �/ �� !�/"����$�0 (�"��/")�, X̂i6 i = 1, . . . , 10� 8"��$ ("�������
�"�"� ��1*(%" ‖X̂i − X‖26 i = 1, . . . , 106 2'� ‖ · ‖2 *1*/!"�"�� ��%��'*�+
!*($+6 X V �*�!*� (�@�!�� �B��� �"��� '�# (�@�!�# �*, ;� �B�� -(��
$�!#��# $*'�.�)�(*�"!!�, $��*' �<� � ��(*���� "!"�*2��!�� *)�!�
%�� 	�/+� �"� -(��*'���# � �"1��)� �6 %*�*("# -*%"/��"�� /"����$*�� 
!*($� *@�1%� (�@�!�# �B�� =��(*%� �<� � <�<� �*'�(;"� *)�!%�
$"��$"�����%*2* *;�'"!�# ‖X̂ − X‖2 '�# �**�������+?7�2* $��*'"> *�
����" N ��-*� /*�"!!�0 ����� C*��*!"� ��(*%+ N $*;!* ����"� 0"("%�
��(����%*, �(+'*�$%*��� $��*'"�

�"1��)" � � -*2(�@!*��� *)�!*% (�@�!�# �B�� -(� (�@�!�� +("�!��
!�# �"� ����*%�"

ZY`YMLE 104 2 · 104 4 · 104 8 · 104 16 · 104 32 · 104 64 · 104

uPu 4�3: J�:G I��J 3�:� 3��� ��Id ���I
PuPu ��4I ��4G ��dJ ��J3 ��I� ��G ��3I


/ �"1��)� � ��'!*6 ��* � '"!!*$ -(�$�(� -(� .�%��(*�"!!*, �(+�
'*�$%*��� $��*'"6 -*!�$"�$*, %"% ����* ��-*� /*�"!!�0 ����� C*��*!"6
$��*' <�<� #��#���# 1*��� �*�!�$6 ��$ $��*' �<��

�(���, -(�$�( -*��#7�! (�@�!�? ("/���!�0 �B�� �* ��+�",!* /"�
-*�!�!!�$� %*A..�)��!�"$�� � '����(�")�� -(��*'#��# (�/+� �"�� ("��
���" 1*� @*2* ����" -(�$�(*�� �"-(�$�(6 (��+!*% � ���?��(�(+�� /"���
��$*�� *)�!%� ��%��'*�*, !*($� -*2(�@!*��� *� ����" *1("7�!�, %
'"���%+ -���'* ��� %�"/���+�",!�0 ����� '�# ("/���!�0 $��*'*� -(�

�J



(�@�!�� �B�� ("/$�(!*��� ���� <"�@�"1 *��, �*2"(�.$����%�,�

�
	��� � V �("�!�!�� -*2(�@!*���, -(� (�@�!���B�� ("/$�(!*��� ���


/ (��+!%" ��'!*6 ��* � (*��*$ �(+'*�$%*��� �"$�$ �*�!�$ $��*'*$
#��#���# <�<�6 /"��$ � -*(#'%� +$�! @�!�# �*�!*��� ���'+?� �<�6
<<� � <�6 -(���$ �%*(*�� +1��"!�# -*2(�@!*��� $��*'" <�<� !"
-*(#'*% ��@� �%*(*��� +1��"!�# -*2(�@!*���, -(*��0 $��*'*��

� ����2 ���� -�(�����#?��# *�!*�!�� (�/+� �"��6 -*�+��!!�� �
'����(�")���
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� ��"/� <*!����"(�* "�2*(��$�
(�@�!�# �����$ *�!�,!�0 "�2�1("����%�0 +("�!�!�,vv <"�� $*'����
��*(�# � -(��*;�!�# -*' (�'� s�(%*�" 3��J� ��-+�% d6 ��(�G�3��

o3p wZbM_^g K�P�6 xR_MgNEWaN_^gM n�h� fRMEN P^aLY�TMZS^ nS\^ZNLWbE i^Z
K^SgNa\ yNaYMZ nS\Y[ZMNO wzRMLN^avv PT PYLW^jE Maj n``SNOMLN^aE�
3��d� Q^S��36 {J6 ``�GdG�G4I�

oGp 	+%"��@!�%*�" ��
� �-��$�/")�# "�2*(��$" ��"/� <*!����"(�*
(�@�!�# �����$ ��!�,!�0 "�2�1("����%�0 +("�!�!�,vv ����!�% ��
����(1+(2�%*2* +!���(�����"6 ��(��6 ��-��6 ��(��G��46 3��4�

oIp �($"%*� ��<�6 ��$*.��� ����6 	+%"��@!�%*�" ��
� � !�%*�*(�0
��*0"������%�0 � %�"/���*0"������%�0 $��*'"0 (�@�!�# +("�!�!�,vv
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