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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ çàöåïëåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
ñòàðåéøèõ ðàçäåëîâ ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Òðàäèöèîííî îñíîâíûìè
îáúåêòàìè ýòîé òåîðèè ÿâëÿëèñü çàöåïëåíèÿ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ê êîíöó ïðîøëîãî âåêà óñèëèÿìè òàêèõ âûäàþùèõñÿ òîïîëîãîâ, êàê
Ã. Çàéôåðò, Äæ. Ìèëíîð, Ð. Ôîêñ è äð., ìåòîäû òåîðèè îêàçàëèñü õîðîøî
ðàçðàáîòàííûìè, ñàìà òåîðèÿ - äàëåêî ïðîäâèíóòîé; çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü
êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ òåîðèÿ ñîçäàâàëàñü, îêàçàëàñü
ðåøåííîé.

Ñ ñåðåäèíû 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè óçëàìè
è çàöåïëåíèÿìè, òîïîëîãè íà÷àëè àêòèâíî èçó÷àòü çàöåïëåíèÿ ãðàôîâ.
Ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê çàöåïëåíèÿì ãðàôîâ, áûëè
ïîëó÷åíû Ê. Ãîðäîíîì, Ì. Ãóñàðîâûì, Ë. Êàóôìàíîì, Ê. Òàíèÿìîé è
äð. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðàçðàáîòàííûõ
ìåòîäîâ è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòñÿ ê çàöåïëåíèÿì êîíêðåòíûõ
ãðàôîâ. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ è ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
çàöåïëåíèÿì ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ, - àêòóàëüíàÿ çàäà÷à ýòîé âåòâè òåîðèè
çàöåïëåíèé. Èìåííî ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Öåëü ðàáîòû. Öåëü ýòîé ðàáîòû - âî-ïåðâûõ, äëÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ
çàöåïëåíèé ãðàôîâ ïîñòðîèòü àíàëîã ãîìîòîïè÷åñêîé òåîðèè Ìèëíîðà-
Ëåâèíà êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé, âî-âòîðûõ, çàäà÷ó èçîòîïè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè çàöåïëåíèé ãðàôîâ ñâåñòè ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å òåîðèè
êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû
ãåîìåòðè÷åñêîé è àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè. Îíè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.
1). Äëÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé ãðàôîâ ïîñòðîåí àíàëîã
ãîìîòîïè÷åñêîé òåîðèè Ìèëíîðà-Ëåâèíà êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé. Â
÷àñòíîñòè, ãîìîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé
êîíå÷íûõ ãðàôîâ ñâåäåíà ê ñòàíäàðòíîé àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å.
2). Âûäåëåí êëàññ ãðàôîâ, èçîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ çàóçëèâàíèé
êîòîðûõ ñâåäåíà ê èçîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñòðóííûõ çàöåïëåíèé.
Íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ãðàôà ýòîìó êëàññó.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû
èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
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äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè çàöåïëåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ â Ìîñêâå (2006 ã.), â Õàðüêîâå (Óêðàèíà,
2004 ã.), â ×åðêàññàõ (Óêðàèíà, 2003, 2005 ãã.), â Àáðàó-Äþðñî (2004,
2006 ãã.), íà âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè â Âåëèêîì Íîâãîðîäå (2004 ã.),
â ñåìèíàðå ïî àëãåáðàè÷åñêîé è äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè èìåíè Â.
À. Ðîõëèíà â ÏÎÌÈ èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ (2003-2008 ãã.), â ñåìèíàðå
ïî òåîðèè çàöåïëåíèé â ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà (2003-2008 ãã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
[1-10]. Ðàáîòû [2] è [10] ÿâëÿþòñÿ ïóáëèêàöèÿìè â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ
ÂÀÊ.

Â ðàáîòàõ [2, 4, 8, 9, 10], íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ Íåæèíñêèì Â. Ì.,
Íåæèíñêîìó Â. Ì. ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è îáùåå ðóêîâîäñòâî.
Ìàñëîâîé Þ. Â. ïðèíàäëåæàò ôîðìóëèðîâêè òåîðåì è èõ äîêàçàòåëüñòâà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ
ãëàâ, äîáàâëåíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû; ãëàâû ðàçáèòû íà ïàðàãðàôû.
Îáúåì äèññåðòàöèè - 117 ñòðàíèöû, ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 28
íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Ïîä ãðàôîì ìû ïîíèìàåì êîíå÷íîå ñâÿçíîå îäíîìåðíîå èëè

íóëüìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü Γ1, . . . , Γr - ãðàôû. Ñèíãóëÿðíûì çàöåïëåíèåì ãðàôîâ Γ1, . . . ,

Γr íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

(f1 : Γ1 → R3, . . . , fr : Γr → R3)

ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îáðàçàìè. Cèíãóëÿðíûå çàöåïëåíèÿ
(f1, . . . , fr) è (f ′1, . . . , f

′
r) ãðàôîâ Γ1, . . . , Γr íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

Fi : Γi × I → R3, i = 1, 2, . . . , r,

òàêèõ ÷òî (äëÿ 1 6 i 6= j 6 r):
(1) Fi(x, 0) = fi(x) è Fi(x, 1) = f ′i(x) ïðè x ∈ Γi;
(2) Fi(Γi × t) ∩ Fj(Γj × t) = ∅ ïðè t ∈ I.

Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê
ãîìîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèé.
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Ìû îãðàíè÷èëèñü èçó÷åíèåì ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèé áóêåòîâ îêðóæíîñòåé.
Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ïðîñòûìè ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i ÷åðåç B(i) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
(ñòàíäàðòíûé) áóêåò i îêðóæíîñòåé.

Ïóñòü q1, q2, q3 - íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(q1, q2, q3)
ìíîæåñòâî êëàññîâ ãîìîòîïíûõ ñèíãóëÿðíûõ çàöåïëåíèé áóêåòîâ B(q1), B(q2)
è B(q3) â ïðîñòðàíñòâå R3. Íàøà öåëü � âû÷èñëèòü ýòî ìíîæåñòâî.

Äëÿ 1 6 i < j 6 3 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hij ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ
ìàòðèö ñòðîåíèÿ qi × qj è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

λij : M(q1, q2, q3) → Hij

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x ∈ M(q1, q2, q3). Âûáåðåì êàêîãî-íèáóäü
ïðåäñòàâèòåëÿ (f1, f2, f3) êëàññà x è îáîçíà÷èì ÷åðåç fil è fjm ñóæåíèÿ
îòîáðàæåíèé fi è fj íà l-óþ è m-óþ îêðóæíîñòè áóêåòîâ B(qi) è B(qj)
ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïîëàãàåì

λij(x) = (lk(fil, fjm))16l6qi,16m6qj
,

ãäå lk - êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ.
Òåîðåìà A(1). Îòîáðàæåíèå

λ : M(q1, q2, q3) → H12 ×H13 ×H23, x 7→ (λ12(x), λ13(x), λ23(x))

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé.
Ïîëîæèì

pt0 = (0, 0, 0)(∈ R3),

D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 6 1}
è (äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i)

Di = {(x, y, z) ∈ R3 | (x− 3i)2 + y2 + z2 6 1}.
Íàçîâåì çàöåïëåíèå

(f1 : B(q1) → R3, . . . , fr : B(qr) → R3)

ñïåöèàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i 6 r:
(1) fi - (òîïîëîãè÷åñêîå) âëîæåíèå, ñóæåíèå êîòîðîãî íà êàæäóþ

îêðóæíîñòü áóêåòà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì,
(2) fi(x, y) = (x + 3i, y, 0) ïðè (x, y) ∈ D ∩B(qi),
(3) fi(B(qi) \D) ⊂ R3 \ (D1 ∪ · · · ∪Dr),
(4) pt0 ∈ R3 \ fi(B(qi)).

ßñíî, ÷òî ëþáîå ñèíãóëÿðíîå çàöåïëåíèå áóêåòîâ îêðóæíîñòåé â R3

ãîìîòîïíî ñïåöèàëüíîìó çàöåïëåíèþ.
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Ïóñòü (f1, . . . , fr) - ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå áóêåòîâ B(q1), . . . , B(qr)
â R3. Ïîëîæèì

X(f1, . . . , fr) = R3 \ (Imf1 ∪ · · · ∪ Imfr ∪ IntD1 ∪ · · · ∪ IntDr).

Ïóñòü, ñâåðõ òîãî, i - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå ÷èñëà r.
Ïîëîæèì pti = (3i, 0, 1) (∈ R3) è âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå X(f1, . . . , fr)
êàêîé-íèáóäü ïóòü ñ íà÷àëîì â òî÷êå pt0 è êîíöîì â òî÷êå pti; îáîçíà÷èì
ýòîò ïóòü ÷åðåç ui. Äàëåå, ïîëîæèì

Si+ = ∂Di ∩ {(x, y, z) ∈ R3 | x > 3i}
è

S+
i = ∂Di ∩ {(x, y, z) ∈ R3 | z > 0}

è äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà j 6 qi âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå
X(f1, . . . , fr) äâà ïóòè. Ïåðâûé ïóòü � ïðîñòàÿ ïåòëÿ, òàêàÿ ÷òî:
- åå íà÷àëî ðàñïîëîæåíî â ïðîñòðàíñòâå Si+ ∩ S+

i ;
- åå îáðàç ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Si+ è ÿâëÿåòñÿ (ìåòðè÷åñêîé)
îêðóæíîñòüþ;
- êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ýòîé ïåòëè ñ îòîáðàæåíèåì fik ðàâåí íóëþ ïðè
k 6= j è ðàâåí +1 ïðè k = j.
Îáîçíà÷èì ýòîò ïóòü ÷åðåç vij. Âòîðîé ïóòü � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó
pti ñ íà÷àëîì ïóòè vij è òàêîé, ÷òî åãî îáðàç ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
Si+ ∩ S+

i . Ýòîò ïóòü ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç v′ij. Ìû ïîëàãàåì wij =
uiv

′
ijvijv

′−1
ij u−1

i ; ÿñíî, ÷òî wij � ïåòëÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå pt0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó π1(X(f1, . . . , fr), pt0). Äëÿ i 6 r è j 6

qi îáîçíà÷èì ÷åðåç αij ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû ïåòåëü wij è îáîçíà÷èì
÷åðåç J(f1, . . . , fr) ïîäãðóïïó ãðóïïû π1(X(f1, . . . , fr), pt0), íîðìàëüíî
ïîðîæäåííóþ êîììóòàòîðàìè [α′ik, α

′′
il], ãäå α′ik è α′′il - ñîïðÿæåíèÿ ýëåìåíòîâ

αik è αil ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïîëàãàåì

G(f1, . . . , fr) = π1(X(f1, . . . , fr), pt0)/J(f1, . . . , fr).

(Ýòî � àíàëîã ãðóïïû Ìèëíîðà êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ.) Íèæå íàì
ïîíàäîáÿòñÿ ëèøü ãðóïïû G(f1, f2). (Çàìåòèì, ÷òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü,
ãðóïïà G(f1) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà ãðóïïå H1(X(f1)).)

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà γ ãðóïïû G(f1, f2) ñóùåñòâóþò öåëûå
÷èñëà εij, ãäå 1 6 i 6 2 è 1 6 j 6 qi, è ekl, ãäå 1 6 k 6 q1 è 1 6 l 6 q2,
òàêèå ÷òî

γ = α̂ε11
11 . . . α̂

ε1 q1
1 q1

α̂ε21
21 . . . α̂

ε2 q2
2 q2

[α̂21, α̂11]
e11 · [α̂21, α̂12]

e21 . . . [α̂21, α̂1 q1
]eq11 . . .

·[α̂2 q2
, α̂11]

e1 q2 · [α̂2 q2
, α̂12]

e1 q2 . . . [α̂2 q2
, α̂1 q1

]eq1 q2 ,
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ãäå α̂ij - êëàññû ñìåæíîñòè ýëåìåíòîâ αij (∈ π1(X(f1, f2), pt0)).
Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ýëåìåíò κ ìíîæåñòâà H12×H13×H23; ïóñòü κ =

(α, β, γ), ãäå α ∈ H12, β ∈ H13 è γ ∈ H23. Ïóñòü G - ãðóïïà (îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ) öåëî÷èñëåííûõ êóáè÷åñêèõ ìàòðèö ñòðîåíèÿ q1 × q2 × q3.
Çàäàäèì äëÿ l 6 q3 îòîáðàæåíèå

in12(l) : H12 → G

ôîðìóëîé (aij) 7→ (aijk), ãäå aijl = aij è aijk = 0 ïðè k 6= l, äëÿ m 6 q2

îòîáðàæåíèå
in13(m) : H13 → G

ôîðìóëîé (bij) 7→ (bijk), ãäå bimk = bik è bijk = 0 ïðè j 6= m, è äëÿ n 6 q1

îòîáðàæåíèå
in23(n) : H23 → G

ôîðìóëîé (cij) 7→ (cijk), ãäå cnjk = cjk è cijk = 0 ïðè i 6= n. Îïðåäåëèì
ãðóïïó G(κ) êàê ôàêòîðãðóïïó ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé
ýëåìåíòàìè

in12(1)(α), . . . , in12(q3)(α), in13(1)(β), . . . , in13(q2)(β),

in23(1)(γ), . . . , in23(q1)(γ).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

µ(κ) : λ−1(κ) → G(κ)

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x ∈ λ−1(κ). Âûáåðåì òàêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ
(f1, f2, f3) êëàññà x, ÷òî (f1, f2) - ñïåöèàëüíîå çàöåïëåíèå è ÷òî f3(0, 0) =
(0, 0, 0) ∈ R3. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k 6 q3 ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå

C(k) → R3 \ (Imf1 ∪ Imf2 ∪ IntD1 ∪ IntD2),

ÿâëÿþùååñÿ ñîêðàùåíèåì îòîáðàæåíèÿ f3, è îáîçíà÷èì ÷åðåç γk ýëåìåíò
ãðóïïû G(f1, f2), ÿâëÿþùèéñÿ êëàññîì ýòîãî ñîêðàùåíèÿ. Ïóñòü α̂ij, ãäå
1 6 i 6 2 è 1 6 j 6 qi, - êàêèå-íèáóäü ýëåìåíòû ãðóïïû G(f1, f2),
îïðåäåëåííûå êàê â ëåììå. Ñîãëàñíî ëåììå, ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà

εijk, ãäå 1 6 i 6 2 è 1 6 j 6 qi,

è

estk, ãäå 1 6 s 6 q1 è 1 6 t 6 q2,
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òàêèå ÷òî

γk = α̂ε11k

11 . . . α̂
ε1q1k

1q1
α̂ε21k

21 . . . α̂
ε2q2k

2q2
[α̂21, α̂11]

e11k . . . [α̂21, α̂1q1
]eq11k . . .

. . . [α̂2q2
, α̂11]

e1q2k . . . [α̂2q2
, α̂1q1

]eq1q2k

(äëÿ k = 1, . . . , q3). Ìû ïîëàãàåì µ(κ)(x) ðàâíûì êëàññó êóáè÷åñêîé
ìàòðèöû

(eijk)16i6q1,16j6q2,16k6q3

â ãðóïïå G(κ).
Òåîðåìà A(2). Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà κ ìíîæåñòâà H12×H13×H23

îòîáðàæåíèå µ(κ) îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ïåðå÷èñëèì äàëåå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè
ãðàôîâ.

Ïóñòü Γ - ãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(Γ) ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà Γ, ÷åðåç
m(Γ) - ÷èñëî ðåáåð ãðàôà Γ; îòîáðàæåíèå N : E(Γ) → {1, 2, . . . , m(Γ)}
ìû áóäåì íàçûâàòü n-ñòðóêòóðîé ãðàôà Γ, åñëè îíî áèåêòèâíî. Åñëè
ãðàô ñíàáæåí n-ñòðóêòóðîé, òî ìû áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî åãî ðåáðà
çàíóìåðîâàíû. Ìàêñèìàëüíîå äåðåâî ãðàôà ìû áóäåì íàçûâàòü åãî t-
ñòðóêòóðîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô Γ ñíàáæåí t-ñòðóêòóðîé T . Öèêë ãðàôà
Γ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì îòíîñèòåëüíî t-ñòðóêòóðû T , åñëè îí
ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì è îäíî è òîëüêî îäíî åãî ðåáðî íå ñîäåðæèòñÿ â
äåðåâå T ; ýòî ðåáðî ìû áóäåì íàçûâàòü èíäèêàòîðîì öèêëà. Îêàçûâàåòñÿ,
ëþáîå ðåáðî ãðàôà Γ, íå ñîäåðæàùååñÿ â äåðåâå T , ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì
êàêîãî-òî ýëåìåíòàðíîãî îòíîñèòåëüíî t-ñòðóêòóðû T öèêëà, è ýòîò
öèêë åäèíñòâåííûé. (Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðåáðî ñîäåðæèòñÿ â äåðåâå T ,
òî îíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ ðåáðîì íèêàêîãî ýëåìåíòàðíîãî
öèêëà, à åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî òàêèõ öèêëîâ ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîãî.)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô Γ ñíàáæåí åùå n-ñòðóêòóðîé N . Ïóñòü
i1, i2, . . . , im(Γ)−m(T ) - íîìåðà ðåáåð ãðàôà Γ, íå ñîäåðæàùèõñÿ â äåðåâå T ,
im(Γ)−m(T )+1, . . . , im(Γ) - íîìåðà ðåáåð äåðåâà T . Ïóñòü

ϕ : {im(Γ)−m(T )+1, . . . , im(Γ)} → {(iu, iv)| 1 6 u < v 6 m(Γ)−m(T )}
- îòîáðàæåíèå, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ϕ(iw) = (iu, iv),
òî ðåáðî ãðàôà Γ ñ íîìåðîì iw ñîäåðæèòñÿ êàê â ýëåìåíòàðíîì öèêëå,
èíäèêàòîðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåáðî ñ íîìåðîì iu, òàê è â ýëåìåíòàðíîì
öèêëå, èíäèêàòîðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåáðî ñ íîìåðîì iv. Íàçîâåì ýòî
îòîáðàæåíèå ìîíîòîííûì, åñëè èç ðàâåíñòâà ϕ(iw) = (iu, iv) ñëåäóåò, ÷òî
ýëåìåíòàðíûå öèêëû, èíäèêàòîðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðåáðà ãðàôà Γ ñ
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íîìåðàìè iu è iv, ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì òîëüêî ïî ðåáðàì (äåðåâà
T ), íîìåðà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà iw. Îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ
(Γ,N , T )-õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, åñëè îíî ìîíîòîííî è èíúåêòèâíî.

Äàëåå, ïóñòü, êàê è âûøå, Γ � ãðàô. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü íàáîð
çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûõ äâóìåðíûõ äèñêîâ, ïî
îäíîìó äèñêó äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà Γ. Ïðèêëåèì ê ãðàôó Γ ýòîò
íàáîð äèñêîâ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà Γ ñîâïàëà ñ öåíòðîì
ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêà èç ýòîãî íàáîðà, à äëÿ êàæäîãî ðåáðà ãðàôà Γ
è ëþáîé åãî ãðàíè÷íîé òî÷êè çàìêíóòàÿ ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè
(â ýòîì ðåáðå) ñîâïàëà ñ íåêîòîðûì ðàäèóñîì ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêà;
ïîëó÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆. Ïàðó (∆, Γ)
ìû áóäåì íàçûâàòü âåðøèííî îñíàùåííûì ãðàôîì, ïðèêëååííûå äèñêè -
îñíàùåííûìè âåðøèíàìè.

Ïóñòü (∆, Γ) � âåðøèííî îñíàùåííûé ãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
D1, . . . , Dk âñå åãî îñíàùåííûå âåðøèíû. Âûáåðåì m(Γ) îðèåíòèðîâàííûõ
ëåíòî÷åê, ïî îäíîé ëåíòî÷êå äëÿ êàæäîãî ðåáðà ãðàôà Γ, è äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i (i 6 m(Γ)) ïðèêëåèì ëåíòî÷êó [0, 1]× [0, 2] ê äèñêàì
D1, . . . , Dk ïî âëîæåíèþ

hi : [0, 1]× ∂([0, 2]) → (∂D1 ∪ · · · ∪ ∂Dk) \ (Imh1 ∪ · · · ∪ Imhi−1)

òàê, ÷òîáû åå îñü ñîäåðæàëàñü â ñîîòâåòñòâóþùåì ðåáðå è ïîâåðõíîñòü
D1 ∪ · · · ∪ Dk ∪ Imh1 ∪ · · · ∪ Imhi áûëà îðèåíòèðîâàíà, îðèåíòàöèÿ
ñîâïàäàëà ñ çàäàííûìè îðèåíòàöèÿìè äèñêîâ D1, . . . , Dk è ëåíòî÷åê.
ßñíî, ÷òî êðàåì ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàáîð îêðóæíîñòåé. Çàêëåèì
ýòè îêðóæíîñòè äèñêàìè. Ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, ñîäåðæàùóþ
ãðàô Γ. Äîïîëíåíèå ãðàôà Γ â ïîâåðõíîñòè åñòü íàáîð ïîäìíîæåñòâ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî îòêðûòîìó äâóìåðíîìó äèñêó; ýòè
ïîäìíîæåñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü ãðàíÿìè âåðøèííî îñíàùåííîãî ãðàôà
(∆, Γ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô Γ ñíàáæåí t-ñòðóêòóðîé T . Ó êàæäîé ãðàíè
âåðøèííî îñíàùåííîãî ãðàôà (∆, Γ) íàéäåì ãðàíèöó. Âûáåðåì ñðåäè ýòèõ
ãðàíèö òå, êîòîðûå ñîäåðæàò õîòÿ áû îäíî ðåáðî äåðåâà T . Íàçîâåì
âåðøèííî îñíàùåííûé ãðàô (∆, Γ) ïî÷òè äîïóñòèìûì îòíîñèòåëüíî
äåðåâà T , åñëè êàæäàÿ èç âûáðàííûõ ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé
íå áîëåå ÷åì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, è ëþáûå äâå
ðàçëè÷íûå òàêèå ãðàíèöû ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî
ïî âåðøèíàì, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî îäíîìó ðåáðó è âåðøèíàì
ãðàôà Γ. Íàçîâåì ïî÷òè äîïóñòèìûé âåðøèííî îñíàùåííûé ãðàô (∆, Γ)
äîïóñòèìûì, åñëè ãðàô Γ ëèáî òðèâèàëåí (òî åñòü ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè),
ëèáî ãðàô Γ åñòü ïåòëÿ, ëèáî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ãðàôà Γ áîëüøå
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äâóõ.
Òåîðåìà B. Ïóñòü Γ - ãðàô, ñíàáæåííûé t-ñòðóêòóðîé T .

Åñëè âåðøèíû ãðàôà Γ ìîæíî îñíàñòèòü òàê, ÷òîáû âåðøèííî
îñíàùåííûé ãðàô (∆, Γ) ÿâëÿëñÿ äîïóñòèìûì îòíîñèòåëüíî äåðåâà T ,
òî äëÿ íåêîòîðîé n-ñòðóêòóðû N ′ ãðàôà Γ ñóùåñòâóåò (Γ,N ′, T ) -
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî â äèññåðòàöèè ìû äîêàçûâàåì áîëüøåå: ìû ïðåäúÿâëÿåì
àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîé n-ñòðóêòóðå ãðàôà Γ ñòðîèò n-ñòðóêòóðó N ′

ãðàôà Γ è (Γ,N ′, T )-õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, n-ñòðóêòóðà N ′

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿþòñÿ n-ñòðóêòóðîé ãðàôà Γ
îäíîçíà÷íî.

Ïåðå÷èñëèì, íàêîíåö, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, îòíîñÿùèåñÿ ê
èçîòîïè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè çàöåïëåíèé âåðøèííî îñíàùåííûõ ãðàôîâ.

Ïóñòü D3 = {(x, y, z)| x2 + y2 + z2 6 1}, I = [0, 1] è n - íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Ñòðóííûì çàöåïëåíèåì ñ n íèòÿìè íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå âëîæåíèå

l : (I × {1}) ∪ · · · ∪ (I × {n}) → D3

òàêîå, ÷òî (äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s 6 n):
(1) l(t, s) = ((1− t) cos 2πs

2n+1 , (1− t) sin 2πs
2n+1 , 0), ïðè t ∈ [0, 1

3 ];
(2) l(t, s) = (t cos 2π(2n+1−s)

2n+1 , t sin 2π(2n+1−s)
2n+1 , 0), ïðè t ∈ [23 , 1].

Ñóæåíèå âëîæåíèÿ l íà I × {i} íàçûâàåòñÿ i-îé ñòðóíîé ñòðóííîãî
çàöåïëåíèÿ l. Äâà ñòðóííûõ çàöåïëåíèÿ l0 è l1 ñ n íèòÿìè íàçûâàþòñÿ
èçîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ èçîòîïèÿ ft : D3 → D3 (ãäå
0 6 t 6 1), òàêàÿ ÷òî ft(x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂N , f0 = id è
f1 ◦ l0 = l1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Str(n) ìíîæåñòâî èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ
ñòðóííûõ çàöåïëåíèé ñ n ñòðóíàìè.

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà t 6 n(n−1)
2 è ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p1, q1, p2, q2, . . . , pt, qt ñ pk < qk 6 n

è (pk, qk) 6= (ps, qs) äëÿ k 6= s ÷åðåç Str(n, t; (p1, q1), (p2, q2), . . . , (pt, qt)) ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Str(n), ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ
ñòðóííûõ çàöåïëåíèé, äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ pk-îé è qk-
îé ñòðóí ðàâíû íóëþ (k = 1, 2, . . . , t).

Ïóñòü r - íàòóðàëüíîå ÷èñëî è (∆1, Γ1), . . . , (∆r, Γr) - âåðøèííî
îñíàùåííûå ãðàôû. ×åðåç L((∆1, Γ1), . . . , (∆r, Γr)) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ çàöåïëåíèé âåðøèííî îñíàùåííûõ
ãðàôîâ (∆1, Γ1), . . . , (∆r, Γr) â R3.

Ïóñòü, êàê è âûøå, r - íàòóðàëüíîå ÷èñëî è (∆1, Γ1), . . . , (∆r, Γr)
- âåðøèííî îñíàùåííûå ãðàôû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i 6 r, ãðàô Γi ñíàáæåí n-ñòðóêòóðîéNi è t-ñòðóêòóðîé
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Ti, âåðøèííî îñíàùåííûé ãðàô (∆i, Γi) ñíàáæåí òî÷êîé x0i. Ïîëîæèì
ti = m(Ti) è ni = m(Γi) −m(Ti). Ïóñòü: j1, . . . , jni

- íîìåðà ðåáåð ãðàôà
Γi, íå ñîäåðæàùèõñÿ â äåðåâå Ti; jni+1, . . . , jni+ti - íîìåðà ðåáåð äåðåâà
Ti. Ïðåäïîëîæèì, ñâåðõ òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i 6
r ñóùåñòâóåò (Γi,Ni, Ti)-õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, âûáåðåì òàêîå
îòîáðàæåíèå è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ϕi. Âûáåðåì êàêîå-íèáóäü áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ωi : {1, 2, . . . , ni + ti} → {1, 2, . . . , ni + ti}, îáëàäàþùåå
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: åñëè k 6 ni, òî ωi(jk) 6 ni; åñëè k 6 ni, l 6 ni è
jk < jl, òî ωi(jk) < ωi(jl). Íàêîíåö, ðàññìîòðèì âñå ïàðû ÷èñåë (p, q), òàêèå
÷òî (ω−1

i (p), ω−1
i (q)) ∈ Im ϕi, è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç (pi1, qi1), . . . , (piti, qiti).

(ßñíî, ÷òî òàêèõ ïàð ti øòóê.)
Òåîðåìà C. Ñóùåñòâóþò ñòàíäàðòíûå ñþðúåêòèâíîå ïðè r > 1 è

áèåêòèâíîå ïðè r = 1 îòîáðàæåíèÿ

Str(n1 + · · ·+ nr, t1 + · · ·+ tr; (p11, q11), . . . , (p1t1, q1t1),

(p21 + n1, q21 + n1), . . . , (p2t2 + n1, q2t2 + n1), . . . ,

(pr1 + n1 + · · ·+ nr−1, qr1 + n1 + · · ·+ nr−1), . . . ,

(prtr + n1 + · · ·+ nr−1, qrtr + n1 + · · ·+ nr−1)) −→
L((∆1, Γ1), . . . , (∆r, Γr)).
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