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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èññëåäîâàíèÿ àâòîìîðôèçìîâ è ãðóïï (êëàññîâ)
àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ìàëîé ðàçìåðíîñòè ôîðìèðóþò îáøèðíóþ,
áóðíî ðàçâèâàþùóþñÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, íàõîäÿùóþñÿ íà
ñòûêå òîïîëîãèè, àëãåáðû è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòà îáëàñòü
îõâàòûâàåò èçó÷åíèå ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè1, òåî-
ðèþ àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé è òåîðèþ ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé
ïîâåðõíîñòåé, âàæíåéøèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû êîñ
Àðòèíà2, � â ñèëó ÷åãî óêàçàííàÿ îáëàñòü òåñíî ñâÿçàíà ïðàêòè÷åñêè ñî
âñåìè ðàçäåëàìè ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè (â ïåðâóþ î÷åðåäü � ñ òåîðèåé
óçëîâ è çàöåïëåíèé), ñ äèôôåðåíöèàëüíîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé,
òåîðèåé ëàìèíàöèé è òåîðèåé Òàéõìþëëåðà, ñ êîìáèíàòîðíîé è ãåîìåòðè-
÷åñêîé òåîðèåé ãðóïï, òåîðèåé óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï, è äàæå ñ êðèïòîãðà-
ôèåé.

Àâòîìîðôèçìàì è ãðóïïàì àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíî-
ñòåé 1 è 2 ïîñâÿùåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû Êëåéíà, Ôðèêå, Ïó-
àíêàðå, Ãóðâèöà, Äåíà, Äàíæóà, Àëåêñàíäåðà, Íèëüñåíà, Àðòèíà, Êå-
ðåêúÿðòî, À.À.Ìàðêîâà (ìë.). Ïîçæå óêàçàííîé ïðîáëåìàòèêîé çà-
íèìàëèñü Â.Ìàãíóñ, Â.Áóðàó, Äæ.Áèðìàí, Õ.Öèøàíã, Â.È.Àðíîëüä,
Ã.À.Ìàðãóëèñ, Ó.Ò�åðñòîí, Î.ß.Âèðî, Ô. Ãàðñàéä, Â.Äæîíñ, Ý. Ãèç è ìíî-
ãèå äðóãèå. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åíû òàêèå çàìå-
÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êàê ðåøåíèå Ñ.Êåðêõîôîì ïðîáëåìû Íèëüñåíà î
ðåàëèçàöèè, îòêðûòèå ïîðÿäêà Äåîðíóà, äîêàçàòåëüñòâî ëèíåéíîñòè ãðóïï
êîñ (Ä.Êðàììåð, Ñ.Áèãåëîó) è äð. Ðåøåíèå ïîäîáíîãî ðîäà ïðîáëåì òðå-
áóåò ñàìîé ðàçíîîáðàçíîé òåõíèêè, à íîâûå äîñòèæåíèÿ òåîðèè (ãðóïï)
àâòîìîðôèçìîâ ïðèìåíèìû (è, êàê ïðàâèëî, èìåþò ñóùåñòâåííûå ñëåä-
ñòâèÿ) â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ.

Âîïðîñû êëàññèôèêàöèè â èññëåäóåìîé îáëàñòè (êàê è âî ìíîãèõ äðó-
ãèõ ðàçäåëàõ ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè, äèíàìèêè, òåîðèè ãðóïï) ÿâëÿþòñÿ
êëþ÷åâûìè.

Äëÿ ãîìåîìîðôèçìîâ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé èçâåñò-
íû, ñîîòâåòñòâåííî, êëàññèôèêàöèè Ïóàíêàðå è Íèëüñåíà�Ò�åðñòîíà, ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñîáîé âàæíûå è ïîëåçíûå èíñòðóìåíòû ïðè ðåøåíèè ñà-
ìûõ ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Íà îñíîâå êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà�Ò�åðñòîíà

1 Îòìåòèì, ÷òî â ãðóïïó ãîìåîìîðôèçìîâ ïðÿìîé âõîäÿò âñå ñ÷åòíûå îäíîñòîðîííå-
èíâàðèàíòíî óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû, à ãðóïïà ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñîäåðæèò
ãðóïïó èçîìåòðèé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè � âìåñòå ñî âñåìè ôóêñîâûìè ãðóïïàìè.

2 Ó ãðóïï êîñ, êàê è ó âñåõ ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé íåçàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé,
èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ â ãðóïïàõ ãîìåîìîðôèçìîâ îäíîìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé, ÷òî ïðèäàåò ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè âíóòðåííþþ öåëîñòíîñòü.
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Í.Â.Èâàíîâ, Äæ.Áèðìàí, À.Ëþáîöêèé è Äæ.Ìàêêàðòè3 ïîëó÷èëè ñåðèþ
êëàññèôèêàöèîííûõ òåîðåì äëÿ ïîäãðóïï ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïî-
âåðõíîñòåé, äàþùóþ àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòà-
òîâ òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï, â òîì ÷èñëå àíàëîã àëüòåðíàòèâû Òèòñà. Äëÿ
ãðóïï, äåéñòâóþùèõ íà îêðóæíîñòè, àíàëîã àëüòåðíàòèâû Òèòñà, èçâåñò-
íûé êàê àëüòåðíàòèâà Ãèçà, áûë äîêàçàí â 2000 ã. Ã.À.Ìàðãóëèñîì4. Íåñî-
ìíåííî âàæíûì è àêòóàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé øàã � ïîñòðîå-
íèå ýôôåêòèâíîé êëàññèôèêàöèè ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ ìàëîìåðíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé (ò. å. êëàññèôèêàöèè ìàëîìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì èëè äåéñòâèé ãðóïï íà ìíîãîîáðàçèÿõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè).

Ê êëàññèôèêàöèîííûì âîïðîñàì åñòåñòâåííî ïðèìûêàþò òåîðèè âñå-
âîçìîæíûõ èíâàðèàíòîâ. Îäíèì èç íîâåéøèõ íàïðàâëåíèé çäåñü ÿâëÿåòñÿ
òåîðèÿ êâàçè- è ïñåâäîõàðàêòåðîâ ãðóïï. Ôóíêöèîíàë ϕ : G→ R íà ãðóï-
ïå G íàçûâàåòñÿ êâàçèõàðàêòåðîì èëè êâàçèìîðôèçìîì, åñëè ìíîæåñòâî

{ϕ(ab)− ϕ(a)− ϕ(b) : a, b ∈ G}

îãðàíè÷åíî. Åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ k ∈ Z è a ∈ G âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî ϕ(ak) = kϕ(a), òî ϕ åñòü ïñåâäîõàðàêòåð5.

Ïñåâäîõàðàêòåðû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ñîïðÿæåííîñòè; îíè èìåþò
íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê îãðàíè÷åííûì êîãîìîëîãèÿì ãðóïï è øè-
ðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï. Õîðîøî èçâåñòíûå ïðè-
ìåðû ïñåâäî- è êâàçèõàðàêòåðîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãîìîìîðôèçìàìè, � ÷èñ-
ëî ïåðåíîñà Ïóàíêàðå è ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà6. Òåîðèÿ ïñåâäîõàðàêòåðîâ
àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ â òå÷åíèå ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ. Ïñåâäîõàðàêòåðû
ãðóïï êîñ è ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé ïðåäñòàâëÿþò îñî-
áûé èíòåðåñ è ïðèìåíÿþòñÿ êàê â òåîðèè óçëîâ, òàê è â ìàëîìåðíîé äè-
íàìèêå (Ý. Ãèç, Æ.-Ì. Ãàìáîäî, Ê.Õîíäà, Ó.Êàçåñ, Ã.Ìàòèñ, Ñ.Áààäåð è
äð.; ñì. òàêæå ðàáîòû àâòîðà [1, 5, 9�12]). Êàê ïîêàçûâàþò ïðåäñòàâëåííûå
â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû, òåîðèÿ ïñåâäîõàðàêòåðîâ òåñíî ñâÿçàíà è ñ îá-
ñóæäàåìîé íèæå ïðîáëåìîé Ìàðêîâà (êàê è ñ íåêîòîðûìè ðîäñòâåííûìè

3 Ñì. ìîíîãðàôèþ Í.Â.Èâàíîâà Subgroups of Teichm�uller modular groups, Transl. of
Math. Monographs 115, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1992, è óêàçàííóþ òàì ëèòå-
ðàòóðó.

4 Àëüòåðíàòèâà Ãèçà�Ìàðãóëèñà óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå: åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò
íà îêðóæíîñòè ãîìåîìîðôèçìàìè, òî ëèáî íà îêðóæíîñòè ñóùåñòâóåò G-èíâàðèàíòíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ëèáî â G íàéäåòñÿ ñâîáîäíàÿ íåàáåëåâà ïîäãðóïïà;
ñì. G.A.Margulis, Free subgroups of the homeomorphism group of the circle, C. R. Acad.
Sci. Paris Ser I. Math. 331 (2000), 669�674; ñð. Ë.À.Áåêëàðÿí, Ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ
ïðÿìîé è îêðóæíîñòè. Òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è ìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû,
Óñïåõè ìàò. íàóê 59:4 (2004), 3�68.

5 Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí îäíîðîäíûé êâàçèìîðôèçì.
6 Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïåðåíîñà îïðåäåëåíî íà ãðóïïå ãîìåîìîðôèçìîâ âåùåñòâåí-

íîé ïðÿìîé, êîììóòèðóþùèõ ñ åäèíè÷íûì ñäâèãîì, à ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà � íà ãðóï-
ïå SL(2, Z), êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà îêðóæíîñòè.
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åé çàäà÷àìè), è ñ äåéñòâèÿìè ãðóïï êîñ è ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïî-
âåðõíîñòåé íà îêðóæíîñòÿõ è ïðÿìûõ, èçó÷åíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç öåíòðàëüíûõ ñþæåòîâ ðàáîòû.

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Ï.Ñ.Íîâèêîâà è À.À.Ìàðêîâà, âñå âîçðàñòàþùåå âíè-
ìàíèå â òîïîëîãèè ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé ïðèâëåêàþò òàêæå âîïðîñû àë-
ãîðèòìè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè. Â òåîðèè àâòîìîðôèçìîâ, ãðóïï êëàññîâ
îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé è ãðóïï êîñ íàðÿäó ñ îáùèìè çàäà÷àìè àëãî-
ðèòìè÷åñêîãî õàðàêòåðà (ïðîáëåìû òîæäåñòâà è ñîïðÿæåííîñòè â ãðóï-
ïå, èõ ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ è ò. ä.) ðàññìàòðèâàåòñÿ øèðîêèé êðóã
ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ âîïðîñîâ (òàêèõ êàê çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ
òèïîâ àâòîìîðôèçìîâ â êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà�Ò�åðñòîíà è ðàñïîçíà-
âàíèÿ ñèëüíîé íåïðèâîäèìîñòè àâòîìîðôèçìà, âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèé â
êîìïëåêñå êðèâûõ ïîâåðõíîñòè).

Ñðåäè èìåþùèõñÿ çäåñü ñëîæíûõ çàäà÷7 îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ïðî-

áëåìà Ìàðêîâà î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòðî-
èòü àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé, ïðèìåíèìî ëè ê êëàññó ñîïðÿæåííîñòè çà-
äàííîé êîñû ïðåîáðàçîâàíèå äåñòàáèëèçàöèè. Ýòà ïðîáëåìà îòíîñèòñÿ ê
ïðåäñòàâëåíèþ êëàññè÷åñêèõ óçëîâ è çàöåïëåíèé â R3 ñ ïîìîùüþ êîñ è
âîñõîäèò ê çíàìåíèòîé ðàáîòå À.À.Ìàðêîâà ¾�Uber die freie �Aquivalenz der
geschlossenen Z�opfe¿ 1936 ãîäà, â êîòîðîé ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñòàáèëèçàöèè è
äåñòàáèëèçàöèè êîñ è ïðåäñòàâëåíà òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äâå êîñû
β1 è β2 çàäàþò îäíî è òî æå çàöåïëåíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà îò β1 ìîæíî ïåðåéòè ê β2 ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîé öåïî÷êè ñîïðÿæåíèé,
ñòàáèëèçàöèé è äåñòàáèëèçàöèé. Ïðîáëåìà î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè äîïóñ-
êàåò ïåðåôîðìóëèðîâêè â òåðìèíàõ àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé è äåé-
ñòâèé ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé íà îêðóæíîñòÿõ è ïðÿìûõ
è èìååò ðÿä ðîäñòâåííûõ íåðåøåííûõ çàäà÷ êàê íà àëãåáðàè÷åñêîì, òàê è
íà òîïîëîãè÷åñêîì óðîâíå.

Ïîñëå òîãî, êàê â 1968�1969 ãã. Ã. Ñ.Ìàêàíèí è Ô. Ãàðñàéä ðåøèëè äëÿ
ãðóïïû êîñ ïðîáëåìó ñîïðÿæåííîñòè, ïðîáëåìà Ìàðêîâà ñòàëà íàèáîëåå
çàìåòíûì ïðåïÿòñòâèåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è àëãîðèòìè÷åñêîé êëàññèôèêà-
öèè è ýôôåêòèâíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ óçëîâ è çàöåïëåíèé â R3 ñ ïîìîùüþ
êîñ. Âïåðâûå àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ äåñòàáèëèçèðóåìîñòè áûë ïðåäëî-
æåí â 1980 ã. Äæ.Ìàêêóëîì8, îäíàêî, êàê óêàçàë âïîñëåäñòâèè ñàì Ìàê-
êóë9, åãî àëãîðèòì îïèðàëñÿ íà îøèáî÷íîå óòâåðæäåíèå è îêàçàëñÿ íåâå-

7 Ñì., íàïðèìåð, R.Kirby (Ed.), Problems in low-dimensional topology, Geometric
Topology (Athens, GA, 1993), AMS/IP Stud. Adv. Math., vol. 2.2, Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 1997, pp. 35�473, à òàêæå B.Farb (Ed.), Problems on mapping class groups
and related topics, Proc. Symp. Pure Math. 74, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2006.

8 J.McCool, On reducible braids, in S.Adian, W.Boone, G.Higman (Eds.), ¾Word
Problems II¿ (Conf. on Decision Problems in Algebra, Oxford, 1976), Amsterdam: North-
Holland, Studies in Logic and Foundations of Math., vol. 95, 1980, pp. 261�295.

9 J.McCool, On reducible braids: Erratum, Canad. J. Math. 34 (1982), 1398.
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ðåí. Â 2005 ã. Ó.Ìåíàñêî10 ïðåäëîæèë àëãîðèòì ïîèñêà äåñòàáèëèçàöèè,
îñíîâàííûé íà òåõíèêå ïðÿìîóãîëüíûõ äèàãðàìì óçëîâ, ïðèíàäëåæàùåé
È.À.Äûííèêîâó. Îäíàêî ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè î ñóùåñòâîâà-
íèè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè êîñ, äåñòàáèëèçèðóåìûõ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ, êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî àëãîðèòì Ìåíà-
ñêî òàêæå íåâåðåí11.

Åùå îäíî ñîâðåìåííîå íàïðàâëåíèå â èçó÷àåìîé îáëàñòè âîçíèêëî
íà ïåðåñå÷åíèè ñ òåîðèåé ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ãðóïïàõ. Â ñâî-
èõ íåäàâíèõ ðàáîòàõ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ãðóïïàõ (êëàññîâ) àâòî-
ìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ìàëîé ðàçìåðíîñòè èññëåäîâàëè À.Ì.Âåðøèê,
Ê.Ñåðèåñ, Â.À.Êàéìàíîâè÷, Ã.Ìàçóð, Á.Ôàðá, Ñ.Ê.Íå÷àåâ, Ð. Âóàòþðüå,
À.Þ.Ãðîñáåðã, Ð.Áèêáîâ, Â.À.Êëåïöûí, Ì.Á.Íàëüñêèé, Ò.Êàéçåð è äð.
Ýòà äåÿòåëüíîñòü ïî ïðåèìóùåñòâó îðèåíòèðîâàíà íà ðåøåíèå (òèïè÷íî
êëàññèôèêàöèîííîé) çàäà÷è îïèñàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ãðàíèö ãðóïïû è,
â ïåðâóþ î÷åðåäü, ãðàíèöû Ïóàññîíà. Â.À.Êàéìàíîâè÷ è Ã.Ìàçóð12 ïî-
êàçàëè, ÷òî ãðàíèöà Ïóàññîíà ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé çàìêíóòîé ïî-
âåðõíîñòè ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ãðàíèöû Ò�åðñòîíà ïðîñòðàíñòâà Òàéõìþëëå-
ðà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå ãðàíèöû â âèäå ïðîñòðàíñòâà
äåéñòâèÿ ãðóïïû èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àÿ íåçàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé è
ãðóïï êîñ13.

À.Ì.Âåðøèêîì è åãî øêîëîé áûëè ðàçâèòû ìîùíûå ìåòîäû àëãåáðàè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ (ò. å. îïèñàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ ñàìîé ãðóï-
ïû � â òåðìèíàõ îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé) ãðàíèö ñ ïîìîùüþ ñòàáèëü-
íûõ íîðìàëüíûõ ôîðì. Ïðè ýòîì äëÿ ãðóïïû êîñ èçâåñòíî áîëåå äåñÿò-
êà (òèïîâ) íîðìàëüíûõ ôîðì (ôîðìû Ãàðñàéäà14, Ìàðêîâà�Èâàíîâñêîãî15,
Ò�åðñòîíà16, Áèðìàí-Êî-Ëè17, Áðåññî18è äð.19), îäíàêî ïðîáëåìà àëãåáðàè÷å-

10 W.W.Menasco, Monotonic simpli�cation and recognizing exchange reducibility, eprint
arXiv:math/0507124.

11 Ëîêàëèçîâàòü îøèáêó â ïðåïðèíòå Ìåíàñêî íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïî-
ñêîëüêó òàì ñîäåðæèòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåòî÷íîñòåé è íåïîëíûõ ôîðìóëèðîâîê.

12 V.A.Kaimanovich, H.Masur, The Poisson boundary of the mapping class group, Invent.
Math. 125 (1996), 221�264.

13 B.Farb, H.Masur, Superrigidity and mapping class groups, Topology 36 (1998), 1169�
1176.

14 F.A.Garside, The braid group and other groups, Quart. J. Math. Oxford 20 (1969),
235�254.

15 À.À.Ìàðêîâ, Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîñ, Òð. Ìàòåì. èí-òà èì. Â.À.Ñòå-
êëîâà 16 (1945), 3�54.

16 D.B.A.Epstein, J.W.Cannon, D. F.Holt, S. V. F. Levy, M. S. Paterson, W.P.Thurston,
Word processing in groups, Jones and Bartlett Publ., Boston, MA, 1992.

17 J. S. Birman, S. J. Lee, K.H.Ko, A new approach to the word and conjugacy problems in
the braid groups, Adv. in Math. 139 (1998), 322�353.

18 X.Bressaud, A normal form for braid groups, J. Knot Theory Ram. 17 (2008), 697�732.
19 P.Dehornoy, Alternating normal forms for braids and locally Garside monoids, J. Pure

Appl. Algebra, 212 (2008), 2413�2439.

6



ñêîãî îïèñàíèÿ ãðàíèöû Ïóàññîíà äëÿ ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé è ãðóïï
êîñ äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îñòàâàëàñü îòêðûòîé.

Çàìåòèì, ÷òî � êðîìå êëàññèôèêàöèîííîé òåìàòèêè � çàäà÷ó î ñòà-
áèëüíûõ íîðìàëüíûõ ôîðìàõ â ãðóïïàõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé è ãðóïïàõ
êîñ ñâÿçûâàþò ñ ïðî÷èìè âûøåóïîìÿíóòûìè âîïðîñàìè îáùèå ìåòîäû,
ïðèìåíÿåìûå ïðè èõ èññëåäîâàíèè è ðåøåíèè; â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîèñêå
ñòàáèëüíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï
êëàññîâ îòîáðàæåíèé è ãðóïï êîñ â âèäå ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíî-
ñòè.

Öåëü ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ àâòîìîðôèçìîâ è
ãðóïï (êëàññîâ) àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè 1 è 2 (ãðóïï
êîñ, ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé, ãðóïï ãîìåîìîðôèçìîâ ïðÿ-
ìîé è îêðóæíîñòè). Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íîâûõ ðåçóëüòàòîâ
ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì:

� êëàññèôèêàöèÿ äåéñòâèé ãðóïï íà îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ;

� ðàçâèòèå òåîðèè ïñåâäîõàðàêòåðîâ ãðóïï êîñ è ãðóïï êëàññîâ îòîá-
ðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé;

� èññëåäîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèé êîñ (ñîõðàíÿþùèõ òèï ïðåäñòàâëåííî-
ãî êîñîé çàöåïëåíèÿ) è âîïðîñîâ î ïðèìåíèìîñòè ðàçëè÷íûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ê êîñàì;

� èçó÷åíèå ãðàíèö ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé, ïîèñê ñòàáèëüíûõ íîðìàëü-
íûõ ôîðì â ãðóïïàõ êîñ è ãðóïïàõ êëàññîâ îòîáðàæåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàëîìåð-
íîé òîïîëîãèè, ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè
ëàìèíàöèé, êîìáèíàòîðíîé è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï, òåîðèè ãðóïï
êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé (â ò. ÷. êëàññèôèêàöèÿ Íèëüñåíà�Ò�åð-
ñòîíà), òåîðèè ãðóïï êîñ, à òàêæå ñïåöèàëüíî ðàçâèâàåìàÿ òåõíèêà, â îñ-
íîâå êîòîðîé ëåæèò ðàññìîòðåíèå äåéñòâèé ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé
ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì íà àññîöèèðîâàííûõ ñ òàêîé ïîâåðõíîñòüþ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîëó÷åíà îáùàÿ êëàññèôèêàöèÿ äåéñòâèé ãðóïï íà ïðÿìîé è îêðóæ-
íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñÿêîå ìèíèìàëüíîå íåïðåðûâíîå
äåéñòâèå ãðóïïû íà ïðÿìîé (íà îêðóæíîñòè) ëèáî ñîïðÿæåíî ñ äåé-
ñòâèåì èçîìåòðèÿìè, ëèáî ïðîêñèìàëüíî, ëèáî íàêðûâàåò íåêîòîðîå
ïðîêñèìàëüíîå äåéñòâèå íà îêðóæíîñòè.
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2. Ââåäåíû íîâûå òèïû ëåâîèíâàðèàíòíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ íà
ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà.

3. Îïèñàíà ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, âûõîäÿùèõ
èç òî÷êè êðàÿ ìåòðè÷åñêè ïîëíîé îðèåíòèðîâàííîé ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîé ïëîùàäè ñ êîìïàêòíûì ãåîäåçè÷åñêèì êðàåì.

4. Îïðåäåëåíû è èññëåäîâàíû íîâûå ñåðèè ïñåâäîõàðàêòåðîâ è èíâàðè-
àíòîâ ñîïðÿæåííîñòè íà ãðóïïàõ êîñ è íà ãðóïïàõ êëàññîâ îòîáðàæå-
íèé ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì.

5. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé óçåë â R3 ïðåäñòàâèì êîñîé, êëàññ ñîïðÿæåííî-
ñòè êîòîðîé äåñòàáèëèçèðóåì áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñïîñî-
áîâ.

6. Â òåðìèíàõ ïñåâäîõàðàêòåðîâ ãðóïï êîñ íàéäåíû êðèòåðèè ïðîñòîòû
ïðåäñòàâëåííîãî êîñîé çàöåïëåíèÿ, à òàêæå êðèòåðèè íåïðèìåíèìî-
ñòè ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê êëàññó ñîïðÿæåííîñòè êîñ, èç êî-
òîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþò (â óñèëåííîì âèäå) ãèïîòåçû Ìåíàñêî î
ïðèìåíèìîñòè íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê êîñàì.

7. Ðåøåíà ïðîáëåìà Ìàðêîâà î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè: ïîñòðîåí àëãî-
ðèòì, îïðåäåëÿþùèé, äîïóñêàåò ëè êëàññ ñîïðÿæåííîñòè çàäàííîé
êîñû äåñòàáèëèçàöèþ Ìàðêîâà.

8. Äîêàçàíî, ÷òî â ãðóïïå êîñ Àðòèíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ìàðêîâà�Èâà-
íîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé (ïî îòíîøåíèþ ê ñëó÷àéíîìó áëóæäà-
íèþ ñ ëþáûì äîïóñòèìûì ðàñïðåäåëåíèåì).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìíîãîêðàòíî äîêëàäûâà-
ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ, â òîì ÷èñëå � íà ìåæ-
äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾The Algebra and Geometry around Knots and
Braids¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ñåíòÿáðü 2007 ã.), ¾Leonard Euler and modern
combinatorics. Applications to logic, representation theory, mathematical
physics¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, èþíü 2007 ã.), íà ñåðèè ñåìèíàðîâ óíèâåðñè-
òåòà Warwick (Âåëèêîáðèòàíèÿ), íà ìåæäóíàðîäíîé ðîññèéñêî-ôðàíöóç-
ñêîé êîíôåðåíöèè ¾Autour des tresses¿ (Ìîñêâà, íîÿáðü 2002 ã.), íà Ïåòåð-
áóðãñêîì òîïîëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Â.À. Ðîõëèíà, íà Ïåòåðáóðãñêîì
ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. À.Ä.Àëåêñàíäðîâà, íà Ïåòåðáóðãñêîì àë-
ãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå èì. Ä.Ê.Ôàääååâà, íà Ïåòåðáóðãñêîì ñåìèíàðå ïî
òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, íà Ìîñêîâñêî-Ïåòåðáóðã-
ñêîì ñåìèíàðå ïî ìàëîìåðíîé ìàòåìàòèêå, íà ñåìèíàðå êàôåäðû âûñøåé
ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ìåõìàòà ÌÃÓ ¾Íåêîììóòàòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ è òî-
ïîëîãèÿ¿, à òàêæå áûëè ïðåäñòàâëåíû íà çàñåäàíèÿõ Ïåòåðáóðãñêîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òîïîëîãèè è äèíàìèêè ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé,
òåîðèè óçëîâ, ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï,
òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï, òåîðèè ïñåâäîõàðàêòåðîâ, òåîðèè êîñ, ïðè
èçó÷åíèè ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé è ãðóïï àâòîìîðôèç-
ìîâ îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, à òàêæå ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèé íà ãðóïïàõ è èõ ãðàíèö.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-
òàõ [1�12], ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Èç íèõ 7 ïóá-
ëèêàöèé [3, 5�10] � â æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ, è
3 [1, 2, 4] � â èçäàíèè, âõîäèâøåì â ïðåäûäóùèé Ïåðå÷åíü ÂÀÊ íà ìîìåíò
ïóáëèêàöèè. Â ñòàòüå [3] ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò òåîðåìà 5.1 î ïðèìåíè-
ìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ê êîñàì, òåîðåìà 6.2 è ñëåäñòâèå 6.3 î êðèòåðèÿõ
ïðîñòîòû ïðåäñòàâëåííîãî êîñîé çàöåïëåíèÿ; òåîðåìà 7.3 î ìèíèìàëüíûõ
êîñàõ ïðèíàäëåæèò ñîàâòîðó. Â ñòàòüå [8] ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæàò òåîðå-
ìà 0.2 î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè è òåîðåìà 0.3 î ñòàáèëüíîñòè íîðìàëüíîé
ôîðìû; òåîðåìà 0.1 î ãðàíèöå Ôþðñòåíáåðãà ïðèíàäëåæèò ñîàâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
8 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 105 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 455 ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îïèñûâàåòñÿ åå
ñòðóêòóðà.

Ãëàâà 1. Ãðóïïû ãîìåîìîðôèçìîâ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè

Â ãëàâå 1 èçó÷àþòñÿ è êëàññèôèöèðóþòñÿ äåéñòâèÿ ãðóïï íà îäíîìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà. Äåéñòâèåì ãðóï-
ïû G íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì èç G
â ãðóïïó Homeo(X) âñåõ ãîìåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X. Åñëè çàäàíî
äåéñòâèå φ : G → Homeo(X), îáðàç φg(x), ãäå x ∈ X, g ∈ G, φg := φ(g),
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç g(x). Äåéñòâèå φ : G → Homeo(X) íàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè x ∈ X îðáèòà G(x) := {g(x) | g ∈ G}
ïëîòíà â X.

Äåéñòâèå ãðóïïû G íà õàóñäîðôîâîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
íàçûâàåòñÿ ïðîêñèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ X íàéäåòñÿ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gk}k∈N â G òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gk(x)}k∈N
è {gk(y)}k∈N ñõîäÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå â X. (Åñëè íè äëÿ êàêîé ïàðû
íåñîâïàäàþùèõ òî÷åê èç X òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â G íå íàéäåòñÿ,
äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ äèñòàëüíûì.)

Ïóñòü èìåþòñÿ äåéñòâèÿ φ : G → Homeo(X) è ψ : G → Homeo(Y )
ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâàõ X è Y . Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâà-
þò ýêâèâàðèàíòíûì (ïî îòíîøåíèþ ê φ è ψ), åñëè g(f(x)) = f(g(x)) äëÿ
ëþáûõ x ∈ X, g ∈ G. Äåéñòâèÿ φ è ψ íàçûâàþò ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ýêâèâàðèàíòíûé ïî îòíîøåíèþ ê íèì ãîìåîìîðôèçì f : X → Y .
Ãîâîðÿò, ÷òî φ ïîëóñîïðÿæåíî ñ ψ, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñþðú-
åêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y , ýêâèâàðèàíòíîå ïî îòíîøåíèþ ê φ è ψ
(f íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ïîëóñîïðÿãàþùèì îòîáðàæåíèåì).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (1.1.1). Ïóñòü X åñòü ëèáî âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ëèáî îêðóæ-

íîñòü. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà X ãîìåîìîðôèçìàìè20, ò. å. çàäàí

ãîìîìîðôèçì φ : G → Homeo(X). Ïóñòü äåéñòâèå φ ìèíèìàëüíî. Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) äåéñòâèå φ ñîïðÿæåíî ñ äåéñòâèåì èçîìåòðèÿìè;

(ii) äåéñòâèå φ ïðîêñèìàëüíî;

(iii) äåéñòâèå φ ïîëóñîïðÿæåíî ïîñðåäñòâîì íåîäíîëèñòíîãî íàêðû-

òèÿ X → S1 ñ ìèíèìàëüíûì è ïðîêñèìàëüíûì äåéñòâèåì íà

îêðóæíîñòè.

Äëÿ äåéñòâèé íà îêðóæíîñòè òåîðåìà 1.1.1 äîïóñêàåò ñëèÿíèå ñëó÷à-
åâ (ii) è (iii) è ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

Òåîðåìà (1.1.2). Êàæäîå ìèíèìàëüíîå äåéñòâèå ãðóïïû íà îêðóæíîñòè

ãîìåîìîðôèçìàìè ëèáî ñîïðÿæåíî ñ èçîìåòðè÷íûì äåéñòâèåì, ëèáî ïî-

ëóñîïðÿæåíî ïîñðåäñòâîì íàêðûòèÿ ñ ïðîêñèìàëüíûì äåéñòâèåì.

Èç òåîðåìû 1.1.1 âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ:

Ñëåäñòâèå (1.1.3). Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà îêðóæíîñòè ãîìåî-

ìîðôèçìàìè, ò. å. çàäàí ãîìîìîðôèçì φ : G → Homeo(S1). Òîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(a) ó äåéñòâèÿ φ íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ îðáèòà;

(b) äåéñòâèå φ ïîëóñîïðÿæåíî ñ ìèíèìàëüíûì è èçîìåòðè÷íûì äåé-

ñòâèåì íà îêðóæíîñòè ïîñðåäñòâîì ìîíîòîííîãî íåïðåðûâíîãî ïî-

ëóñîïðÿãàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè 1;

20 Íå îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ.
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(c) äåéñòâèå φ ïîëóñîïðÿæåíî ñ ìèíèìàëüíûì è ïðîêñèìàëüíûì äåé-

ñòâèåì íà îêðóæíîñòè ïîñðåäñòâîì ìîíîòîííîãî íåïðåðûâíîãî ïî-

ëóñîïðÿãàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Ñõîæàÿ êëàññèôèêàöèÿ (íî âêëþ÷àþùàÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî êëàññîâ)
ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.1 è äëÿ äåéñòâèé ãðóïï íà ïðÿìîé21.

Ïîëó÷åííàÿ êëàññèôèêàöèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáîáùàåò êëàññè-
ôèêàöèþ Ïóàíêàðå (åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäíþþ êàê êëàññèôèêàöèþ
äåéñòâèé íà îêðóæíîñòè áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû) è äàåò ðÿä ñó-
ùåñòâåííûõ ñëåäñòâèé îá îäíîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è î ñòðóê-
òóðå ãðóïï, äåéñòâóþùèõ íà îäíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ê ïðèìåðó, èç
íîâîé êëàññèôèêàöèè ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ îäíîìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòå-
ìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç îäíîòî÷å÷íîé ñèñòåìû â ðåçóëüòàòå íå áîëåå
÷åì òðåõ ýëåìåíòàðíûõ (èçîìåòðè÷íûõ è ïðîêñèìàëüíûõ) ðàñøèðåíèé22.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìèíèìàëüíîãî äåéñòâèÿ íà îêðóæíîñòè óñëîâèå ïðîê-
ñèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñèëüíûì:

Ïðåäëîæåíèå (1.7.1). Ïóñòü äåéñòâèå φ : G→ Homeo(S1) ãðóïïû G íà

îêðóæíîñòè ìèíèìàëüíî è ïðîêñèìàëüíî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ñîáñòâåííîãî

çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ S1 è íåïóñòîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæå-

ñòâà U ⊂ S1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò g ∈ G òàêîé, ÷òî g(V ) ⊂ U .

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.7.1 íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà
îêðóæíîñòè ìèíèìàëüíî è ïðîêñèìàëüíî, îáëàäàåò ñâîáîäíîé íåàáåëåâîé
ïîäãðóïïîé. Îòñþäà, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1.3, î÷åâèäíî âûòåêàåò óïîìèíàâ-
øàÿñÿ âûøå àëüòåðíàòèâà Ãèçà�Ìàðãóëèñà.

Èç ïîëó÷åííîé êëàññèôèêàöèè ñëåäóþò è äðóãèå çàìå÷àòåëüíûå àëü-
òåðíàòèâû. Òàê, åñëè äåéñòâèå φ : G → Homeo(S1) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (a) èëè óñëîâèþ (b) ñëåäñòâèÿ 1.1.3, òî íà S1 íàéäåòñÿ G-èíâàðèàíòíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà; âñÿêîå æå ïðîêñèìàëüíîå äåéñòâèå ãðóï-
ïû íà îêðóæíîñòè ñèëüíî ïðîêñèìàëüíî â ñìûñëå Ôþðñòåíáåðãà; òàêèì
îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ àëüòåðíàòèâó (ñîñòàâëÿþùèå åå ñëó÷àè
íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè):

Âñÿêîå äåéñòâèå φ : G → Homeo(S1) ëèáî îáëàäàåò èíâàðèàíòíîé âå-

ðîÿòíîñòíîé áîðåëåâñêîé ìåðîé, ëèáî ïîëóñîïðÿæåíî ñ ñèëüíî ïðîêñè-

ìàëüíûì äåéñòâèåì íà îêðóæíîñòè.

21 Ïîñêîëüêó, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèå ãðóïïû íà ïðÿìîé ëèáî
ïîëóñîïðÿæåíî ñ ìèíèìàëüíûì äåéñòâèåì íà ïðÿìîé (ïîñðåäñòâîì ìîíîòîííîãî íåïðå-
ðûâíîãî ïîëóñîïðÿãàþùåãî îòîáðàæåíèÿ), ëèáî èìååò îðáèòó, íå îáëàäàþùóþ òî÷êàìè
ñãóùåíèÿ (ëèáî êîíå÷íóþ � ñîñòîÿùóþ íå áîëåå ÷åì èç äâóõ òî÷åê, ëèáî áåñêîíå÷íóþ �
ïåðåâîäÿùóþñÿ ãîìåîìîðôèçìîì â ìíîæåñòâî Z ⊂ R).

22 Çäåñü èìåþòñÿ â âèäó ñòàíäàðòíûå ðàñøèðåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ôþðñòåí-
áåðãó�Ýëëèñó.
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Ïðèâåäåì åùå îäíî ñâÿçàííîå ñ òåîðåìîé 1.1.1 íàáëþäåíèå. Ïóñòü X
åñòü ëèáî ïðÿìàÿ, ëèáî îêðóæíîñòü, è ïóñòü äåéñòâèå φ : G → Homeo(X)
ìèíèìàëüíî (êàê â óñëîâèè òåîðåìû 1.1.1). Ïóñòü Z � öåíòðàëèçàòîð ïîä-
ãðóïïû φ(G)∩Homeo+(X) â ãðóïïå Homeo(X). Óñëîâèÿ (i), (ii) è (iii) òåîðå-
ìû 1.1.1 âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ öåíòðàëèçàòîðà Z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� äëÿ φ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i) ⇐⇒ Z èçîìîðôåí àáåëåâîé ãðóïïå X;

� äëÿ φ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii) ⇐⇒ Z òðèâèàëåí;

� äëÿ φ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (iii)⇐⇒ Z åñòü öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà (áåñ-
êîíå÷íàÿ ïðè X = R è êîíå÷íàÿ ïðè X = S1).

Ãëàâà 1 èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
Â �1.1 ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû è îáñóæäàþòñÿ èõ

ñëåäñòâèÿ.
Â �1.2 äàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.
Â �1.3 äîêàçàíî, ÷òî äèñòàëüíûå äåéñòâèÿ ãðóïï íà îêðóæíîñòè è ïðÿ-

ìîé ñîïðÿæåíû ñ èçîìåòðè÷íûìè äåéñòâèÿìè.
�1.4 ñîäåðæèò íåñêîëüêî ëåìì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäëîæåíèÿ èç �1.5.
Â �1.5 äîêàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå î ñâîéñòâàõ ìèíèìàëüíîãî äåéñòâèÿ

ãðóïïû íà ïðÿìîé, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íè ïðîêñèìàëüíûì, íè äèñòàëüíûì.
Â �1.6 ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå è íå äèñòàëüíîå äåéñòâèå ãðóïïû

íà îêðóæíîñòè ïîëóñîïðÿæåíî ïîñðåäñòâîì íàêðûòèÿ ñ ìèíèìàëüíûì è
ïðîêñèìàëüíûì äåéñòâèåì.

Â �1.7 äîêàçûâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå î ñâîéñòâàõ ìèíèìàëüíûõ è ïðîêñè-
ìàëüíûõ äåéñòâèé ãðóïï íà îêðóæíîñòè.

Â �1.8 èç äîêàçàííîãî â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ âûâîäÿòñÿ òåîðå-
ìà 1.1.1 è ñëåäñòâèå 1.1.3.

Â �1.9 äàíû îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Ïóàíêàðå � ÷èñëà ïåðåíîñà è
÷èñëà âðàùåíèÿ � è ïðèâåäåíû èõ ñâîéñòâà.

Â �1.10 äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ãîìåîìîðôèçìàõ îêðóæíîñòè, èñ-
ïîëüçóåìûå â ãëàâå 7 ðàáîòû.

Ãëàâà 2. Ïîâåðõíîñòè è èõ àâòîìîðôèçìû

Ãëàâû 2�4 ðàáîòû ïîñâÿùåíû ïîâåðõíîñòÿì, èõ àâòîìîðôèçìàì è ãðóï-
ïàì êëàññîâ îòîáðàæåíèé. Ãëàâíîé öåëüþ â ãëàâàõ 2�4 ÿâëÿåòñÿ èçó÷å-
íèå äåéñòâèé ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè ñ íåïóñòûì êðà-
åì íà íåêîòîðûõ àññîöèèðîâàííûõ ñ òàêîé ïîâåðõíîñòüþ ïðîñòðàíñòâàõ.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ èíòåðåñóþò äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ, ãîìåîìîðô-
íûõ îêðóæíîñòÿì è ïðÿìûì. Èññëåäîâàíèå ýòèõ äåéñòâèé ïðèâîäèò íàñ ê
íîâûì ïñåâäîõàðàêòåðàì ãðóïï êëàññîâ îòîáðàæåíèé è ãðóïï êîñ, à òàêæå
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ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû Ìàðêîâà î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè (ãëàâà 7). Ñîäåðæà-
íèå ãëàâ 2�4 âî ìíîãîì îðèåíòèðîâàíî íà èçëîæåíèå ìàòåðèàëà, òðåáóþ-
ùåãîñÿ â ãëàâå 7. Ñâÿçàííûå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà è ñòðóêòóðû
èçó÷àþòñÿ â ãëàâå 3, à äåéñòâèÿ ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé íà ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ � â ãëàâå 4. Â ãëàâå 2 ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäå-
íèé èç òåîðèè ïîâåðõíîñòåé, ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîìáèíàòîðíîé
òåîðèè ãðóïï, òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ò. ï.

Ïîâåðõíîñòÿìè ìû íàçûâàåì äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ (íå îáÿçàòåëü-
íî êîìïàêòíûå è, âîçìîæíî, èìåþùèå íåïóñòîé êðàé). Êëàññ âñåõ ñâÿçíûõ
îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå ëèáî êîìïàêòíû, ëèáî ïîëó÷åíû èç
êîìïàêòíûõ èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ òî÷åê, îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç M. Èç êëàññèôèêàöèè ïîâåðõíîñòåé èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ ïî-
âåðõíîñòü êëàññà M ïðåäñòàâèìà â âèäå ñâÿçíîé ñóììû ñôåðû ñ íå áîëåå
÷åì êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì òîðîâ, à òàêæå çàìêíóòûõ è îòêðûòûõ äèñêîâ.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòüMg,d,p, ÿâëÿþùàÿñÿ ñâÿçíîé ñóììîé ñôåðû ñ g òî-
ðàìè, d çàìêíóòûìè è p îòêðûòûìè äèñêàìè, åñòü ïîâåðõíîñòü ðîäà g ñ p
ïðîêîëàìè (èëè âûêîëîòûìè òî÷êàìè) è d êîìïîíåíòàìè êðàÿ. Ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà χ(Mg,d,p) ïîâåðõíîñòè Mg,d,p ðàâíà 2 − (2g + d + p). Ïî-
âåðõíîñòè êëàññà M, èìåþùèå îòðèöàòåëüíóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó,
ìû íàçûâàåì ãèïåðáîëè÷íûìè. Êëàññ ãèïåðáîëè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé èç M,
èìåþùèõ íåïóñòîé êðàé, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Mb.

Ïîâåðõíîñòè, ñíàáæåííûå ðèìàíîâûìè ìåòðèêàìè ïîñòîÿííîé ãàóññî-
âîé êðèâèçíû −1, êàê è ñàìè òàêèå ìåòðèêè, ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèïåðáîëè-
÷åñêèìè. Òå ãèïåðáîëè÷åñêèå ìåòðèêè, êîòîðûå ïðåâðàùàþò ïîâåðõíîñòü
â ìåòðè÷åñêè ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîãî îáúåìà ñ ãåîäåçè÷åñêèì êðà-
åì (êàê è ñàìè ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ òàêèìè ìåòðèêàìè), ìû
íàçûâàåì äîïóñòèìûìè. Êàê õîðîøî èçâåñòíî23, ïîâåðõíîñòü êëàññà M

îáëàäàåò äîïóñòèìûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ìåòðèêàìè òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà ãèïåðáîëè÷íà. Êëàññ äîïóñòèìûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòåé, ãîìåîìîðôíûõ ïîâåðõíîñòÿì èç M (ñîîòâ., Mb), îáîçíà÷àåòñÿ â
ðàáîòå ÷åðåç Mh (ñîîòâ., Mh

b ).
Äëÿ ïîâåðõíîñòè M ñ êðàåì â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà

êëàññîâ îòîáðàæåíèé, òîæäåñòâåííûõ íà êðàå:

MCG(M,∂M) := Homeo(M,∂M)/Homeo0(M,∂M),

ãäå Homeo(M,∂M) åñòü ãðóïïà âñåõ òåõ ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè M ,
êîòîðûå ïîòî÷å÷íî òîæäåñòâåííû íà ∂M , à Homeo0(M,∂M) � ãðóïïà ãî-
ìåîìîðôèçìîâ, rel ∂M èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó.

23 Ñì., íàïðèìåð, Õ.Öèøàíã, Ý.Ôîãò, Ä.Êîëäåâàé, Ïîâåðõíîñòè è ðàçðûâíûå ãðóïïû,
Íàóêà, Ì., 1988.
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Ãëàâà 2 èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
�2.1 ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ðàçäåëîâ, â êîòîðûõ èçëàãàþòñÿ ñâåäåíèÿ

èç íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, èç òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïî
Ãðîìîâó, èç êîìáèíàòîðíîé è ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï.

Â �2.2 èçó÷àþòñÿ óíèâåðñàëüíûå íàêðûâàþùèå ïðîñòðàíñòâà ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé è èõ êîìïàêòèôèêàöèè.

Â �2.3 äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ëåìì î êðèâûõ è ãåîäåçè÷åñêèõ íà ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Â �2.4 èçëàãàþòñÿ îñíîâû òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ ëàìèíàöèé íà ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Â �2.5 îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå àâòîìîðôèçìîâ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõ-
íîñòè íà ìíîæåñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ è ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ ëàìèíà-
öèé íà ýòîé ïîâåðõíîñòè è äîêàçûâàåòñÿ ðÿä óòâåðæäåíèé, êàñàþùèõñÿ
ýòîãî äåéñòâèÿ.

�2.6 ïîñâÿùåí êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà�Ò�åðñòîíà.

Ãëàâà 3. Ñòðóêòóðû íà ïîâåðõíîñòÿõ ñ êðàåì

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä êîíñòðóêöèé äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé êëàññà Mh

b . Âçÿâ ïîâåðõíîñòü M ∈ Mh
b è îòìåòèâ òî÷êó x∗ íà

åå êðàå, ìû èçó÷àåì ñëåäóþùóþ òðîéêó îáúåêòîâ è ñâÿçè ìåæäó íèìè:

� ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó F
M∗

:= π1(M,x∗) è åå ãèïåðáîëè÷åñêóþ
êîìïàêòèôèêàöèþ F

M∗
:= F

M∗
∪ ∂∞F

M∗
, ãäå ∂∞F

M∗
� ãèïåðáîëè÷åñêàÿ

ãðàíèöà ïî Ãðîìîâó;

� ñåìåéñòâî Γ
M∗

âñåõ (êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ) âûõîäÿùèõ èç x∗ îðè-
åíòèðîâàííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà M (ïðîñòðàíñòâî Γ

M∗
åñòåñòâåííûì

îáðàçîì íàäåëåíî òîïîëîãèåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé);

� èäåàëüíóþ îêðóæíîñòü S
M∗

íàä M , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: çàìåòèì, ÷òî óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå U

M
ïîâåðõ-

íîñòè M ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâîì, åãî
ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞U

M
ãîìåîìîðôíà êàíòîðîâó ìíîæåñòâó,

ãèïåðáîëè÷åñêàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ U
M

:= U
M
∪ ∂∞U

M
ãîìåîìîðôíà

çàìêíóòîìó äâóìåðíîìó äèñêó, à êðàé S
M

:= ∂U
M

= ∂U
M
∪ ∂∞U

M
ãî-

ìåîìîðôåí îêðóæíîñòè; îòìåòèâ íà îêðóæíîñòè S
M
íåêîòîðóþ òî÷-

êó x̃∗ èç ïðîîáðàçà òî÷êè x∗, ìû ïîëàãàåì S
M∗

:= (S
M
, x̃∗).

Ìåæäó ïåðå÷èñëåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå ñîãëà-
ñîâàííûå îòîáðàæåíèÿ: ñîïîñòàâëÿÿ ãåîäåçè÷åñêîé èç Γ

M∗
êîíöåâóþ òî÷-

êó âûõîäÿùåãî èç x̃∗ ïîäíÿòèÿ ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé â U
M
, ìû ïîëó÷àåì

âëîæåíèå Γ
M∗

→ S
M∗
; ðàññìàòðèâàÿ êîíöåâûå òî÷êè íà÷èíàþùèõñÿ â x̃∗
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ïîäíÿòèé ïåòåëü, ïðåäñòàâëÿþùèõ ýëåìåíòû èç F
M∗
, ìû ïîëó÷àåì âëî-

æåíèå h : F
M∗

→ S
M∗
, êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðà-

æåíèÿ ~ : F
M∗

→ S
M∗

(åñëè M êîìïàêòíà, òî ~ òàêæå ÿâëÿåòñÿ âëîæå-
íèåì). Ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé MCG(M,∂M) åñòåñòâåííûì îáðàçîì
äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâàõ F

M∗
, Γ

M∗
è S

M∗
, ïðè÷åì âûøåîïèñàííûå îòîá-

ðàæåíèÿ ýêâèâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì äåéñòâèÿì. Ïðîñòðàíñòâà
F

M∗
, Γ

M∗
, S

M∗
è êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè äåòàëüíî îïèñàíû

â �3.1.
Òðåõóðîâíåâîå ïðîñòðàíñòâî (F

M∗
,Γ

M∗
, S

M∗
) îáëàäàåò áîãàòîé ñòðóêòó-

ðîé, êîòîðàÿ è èçó÷àåòñÿ â ãëàâå 3. Ìû óäåëÿåì îñíîâíîå âíèìàíèå òîìó,
êàêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñòðóêòóðû è îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè òîãî èëè
èíîãî ïðîñòðàíñòâà òðîéêè (F

M∗
,Γ

M∗
, S

M∗
) (êàê òî: åñòåñòâåííûé öèêëè÷å-

ñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå òî÷åê îêðóæíîñòè, ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà â F
M∗
,

îòíîøåíèÿ ïðîñòîòû è ïåðåñå÷åíèÿ íà ãåîäåçè÷åñêèõ) ïîëó÷àþò â äðóãèõ
ïðîñòðàíñòâà òðîéêè è êàê ýòè ñòðóêòóðû âçàèìîäåéñòâóþò.

Â �3.2 äàåòñÿ îïèñàíèå ñîãëàñîâàííûõ öèêëè÷åñêèõ è ëèíåéíûõ ïîðÿä-
êîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ F

M∗
, Γ

M∗
è S

M∗
. Öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà F

M∗
, èíäó-

öèðóåìûé îïèñàííûì âûøå âëîæåíèåì h : F
M∗
→ S

M∗
, íàçûâàåòñÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêèì. Ýòîò ïîðÿäîê èíâàðèàíòåí è ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ F
M∗

íà
ñåáå ëåâûìè ñäâèãàìè, è ïî îòíîøåíèþ ê åñòåñòâåííîìó äåéñòâèþ íà F

M∗

ãðóïïû MCG(M,∂M). Ìû òàêæå ââîäèì íà F
M∗

ãåîìåòðè÷åñêèé ëèíåéíûé
ïîðÿäîê, îïðåäåëÿÿ åãî êàê òîò èç ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ íà F

M∗
, ñîãëàñî-

âàííûõ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì, â êîòîðîì òðèâèàëüíûé
ýëåìåíò ãðóïïû ìèíèìàëåí.

Â �3.3 èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûé è öèêëè÷åñêèé ãåîìåòðè÷åñêèå ïîðÿäêè íà
ãðóïïå F

M∗
. Ìû äîêàçûâàåì ðÿä íåîáõîäèìûõ íàì â äàëüíåéøåì ñâîéñòâ

ýòèõ ïîðÿäêîâ.
Â �3.4 íà ïðîñòðàíñòâàõ F

M∗
, Γ

M∗
è S

M∗
ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ ñîãëàñî-

âàííûå îïåðàöèè ñïàðèâàíèÿ t. Â êàæäîì èç òðåõ óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâ
îïåðàöèÿ t ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ýëåìåíòîâ íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû F

M∗
, êîòîðîå ìû íàçûâàåì ìíî-

æåñòâîì òèïîâ ïåðåñå÷åíèé. Îïåðàöèÿ t èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó
è íàèáîëåå åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïàð ãåîäåçè÷åñêèõ èç Γ

M∗
. Ðîä-

ñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü Â. Ã.Òóðàåâûì è Î.ß.Âèðî24.
Â �3.6 ðå÷ü èäåò î òèïàõ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ è ïåòåëü íà ïî-

âåðõíîñòè. Ââîäèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé.
Â �3.7 äîêàçûâàåòñÿ îäíà ëåììà î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè äâóõ áåñêî-

íå÷íûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëó÷åé íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

24 Â.Ã.Òóðàåâ, Ïåðåñå÷åíèÿ ïåòåëü â äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, Ìàòåì. ñá.
106(148):4(8) (1978), 566�588; Â. Ã.Òóðàåâ, Î.ß.Âèðî, Ïåðåñå÷åíèÿ ïåòåëü â äâóìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. II. Ñâîáîäíûå ïåòëè, Ìàòåì. ñá. 121(163):3(7) (1983), 359�369.
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Ïðèâåäåì ïîäðîáíåå ñîäåðæàíèå ïàðàãðàôà 3.5, ãäå èçó÷àåòñÿ ñòðóê-
òóðà ïîäìíîæåñòâà ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â âûøåîïèñàííîì ïðîñòðàí-
ñòâå Γ

M∗
.

Áåñêîíå÷íûå ïðîñòûå ãåîäåçè÷åñêèå èç Γ
M∗

êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî âèäó
èõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ. Â ãëàâå 2 ðàáîòû ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíîå ìíî-
æåñòâî Lim(ξ) ó áåñêîíå÷íîé ïðîñòîé ãåîäåçè÷åñêîé ξ ∈ Γ

M∗
ëèáî ïóñòî,

ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé ãåîäåçè÷åñêîé, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìèíèìàëüíóþ ñîâåðøåííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ ëàìèíàöèþ. Åñëè Lim(ξ) ïóñòî,
òî ξ óõîäèò â ïðîêîë; â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ξ � ïðîñòàÿ óõîäÿùàÿ
â ïðîêîë ãåîäåçè÷åñêàÿ. Åñëè Lim(ξ) � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ,
òî ξ ñïèðàëåâèäíî ñõîäèòñÿ ê Lim(ξ); â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçûâàåì ξ ñïè-

ðàëåâèäíîé ãåîäåçè÷åñêîé. Åñëè Lim(ξ) � ñîâåðøåííàÿ ëàìèíàöèÿ, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ξ � ñîâåðøåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Äëÿ ïåòëè γ ∈ Γ
M∗

è ÷èñëà k ∈ Z r {0} ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç γk ïåòëþ
èç Γ

M∗
, ïðåäñòàâëÿþùóþ ýëåìåíò vk, ãäå v � ýëåìåíò èç π1(M,x∗), ïðåä-

ñòàâëåííûé ïåòëåé γ. Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ðàáîòû ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïåòëè γ ∈ Γ

M∗
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γk}k∈N ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå ïðÿìîé Γ
M∗
, ò. å. ê íåêîòîðîé ãåîäåçè÷åñêîé èç Γ

M∗
; ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç γ+∞.

Ñëåäñòâèå (3.5.2). 1. Åñëè ïðîñòàÿ ïåòëÿ γ ∈ Γ
M∗

íå ñòÿãèâàåìà ê

ïðîêîëó, òî ãåîäåçè÷åñêàÿ γ+∞ ∈ Γ
M∗

ïðîñòà è ñïèðàëåâèäíà, à åñëè

ñòÿãèâàåìà, òî γ+∞ ïðîñòà è óõîäèò â ïðîêîë.

2. Åñëè ïðîñòàÿ áåñêîíå÷íàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ξ ∈ Γ
M∗

ñïèðàëåâèäíà, òî

èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ïðîñòàÿ ïåòëÿ γ ∈ Γ
M∗

òàêàÿ, ÷òî ξ = γ+∞,

à åñëè ξ óõîäèò â ïðîêîë, òî èìåþòñÿ ðîâíî äâå ïðîñòûå ïåò-

ëè γ1, γ2 ∈ Γ
M∗

òàêèå, ÷òî ξ = γ+∞
1 = γ+∞

2 ; ïðè ýòîì γ1 = γ−1
2 .

Äëÿ ïåòëè γ ∈ Γ
M∗

ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Iγ îòêðûòûé èíòåðâàë25 ïðÿ-
ìîé Γ

M∗
, îãðàíè÷åííûé ¾òî÷êàìè¿ γ è γ+∞.

Ïðåäëîæåíèå (3.5.5). Íà ïðÿìîé Γ
M∗

èíòåðâàëû ñåìåéñòâà

{Iγ | γ � ïðîñòàÿ ïåòëÿ èç Γ
M∗
}

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ

íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè ãåîäåçè÷åñêèõ èç Γ
M∗
.

Ïðåäëîæåíèå 3.5.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðî-
ñòûìè ãåîäåçè÷åñêèõ â Γ

M∗
îòêðûòî (áóäó÷è îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ èí-

òåðâàëîâ), à ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â Γ
M∗
, ñîîòâåòñòâåííî,

çàìêíóòî. Ýòîò ôàêò èìååò ÿñíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

25 Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Γ
M∗

ñíàáæåíî òîïîëîãèåé ïðÿìîé; ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîäìíîæåñòâà ýòîé ïðÿìîé ìû íàçûâàåì èíòåðâàëàìè.
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Òåîðåìà (3.5.7). Ïóñòü M∗ = (M,x∗) � îðèåíòèðîâàííàÿ ãèïåðáî-

ëè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà Mh
b ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x∗ ∈ ∂M ,

Γ
M∗

� ïðîñòðàíñòâî âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà M∗ ñ íà-

÷àëîì â x∗, Σ
♣

M∗
� ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ñîâåðøåííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

èç Γ
M∗
, à Σ

†

M∗
� ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðîñòûõ ñïèðàëåâèäíûõ ãåîäåçè-

÷åñêèõ èç Γ
M∗
, êîòîðûå íå ñõîäÿòñÿ ê ∂M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåí-

íîñòü int(M) íå ãîìåîìîðôíà ñôåðå ñ òðåìÿ ïðîêîëàìè. Òîãäà:

1. Äîïîëíåíèå Γ
M∗

r Σ
♣

M∗
âñþäó ïëîòíî â Γ

M∗
, à åãî êîìïîíåíòû ñâÿç-

íîñòè ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè íåâûðîæäåííûìè èíòåðâàëàìè.

2. Ìíîæåñòâî Σ
†

M∗
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîíöåâûõ òî÷åê êîìïî-

íåíò èç Γ
M∗

r Σ
♣

M∗
.

3. Ìíîæåñòâî Σ
♣

M∗
∪Σ

†

M∗
çàìêíóòî è íèãäå íå ïëîòíî â Γ

M∗
, íå èìååò

èçîëèðîâàííûõ òî÷åê è íå îãðàíè÷åíî íè ñ îäíîé èç ñòîðîí.

4. Âî âíóòðåííîñòè ïðîèçâîëüíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ Γ
M∗

r Σ
♣

M∗
ñîäåðæèòñÿ ëèáî ðîâíî äâå, ëèáî ðîâíî ÷åòûðå ïðîñòûõ ïåòëè è íå

áîëåå äâóõ áåñêîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ãëàâà 4. Äåéñòâèÿ ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè

Ïðèâåäåì îäíó èç êëþ÷åâûõ êîíñòðóêöèé ãëàâû 4, äàþùóþ íåêîòîðûå
èç ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå äåéñòâèé ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé ïî-
âåðõíîñòè ñ êðàåì íà ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.

ÏóñòüM � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà Mh
b , O∗ � îäíà èç êîì-

ïîíåíò êðàÿ ∂M . Òîãäà óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå U
M
ïîâåðõíîñòè M

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïî Ãðîìîâó ïðîñòðàíñòâîì, åãî ãèïåðáîëè÷å-
ñêàÿ ãðàíèöà ∂∞U

M
ãîìåîìîðôíà êàíòîðîâó ìíîæåñòâó, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ

êîìïàêòèôèêàöèÿ U
M

:= U
M
∪ ∂∞U

M
ãîìåîìîðôíà çàìêíóòîìó äâóìåðíî-

ìó äèñêó, à êðàé S
M

:= ∂U
M

= ∂U
M
∪ ∂∞U

M
ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè26.

Ïóñòü I∗ � îäíà èç êîìïîíåíò êðàÿ ∂U
M
, íàêðûâàþùàÿ êîìïîíåíòó O∗.

Òîãäà ó ïðîèçâîëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà φ ∈ Homeo(M,∂M) èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííîå ïîäíÿòèå φ̃ := φ̃I∗ â U

M
, òîæäåñòâåííîå íà I∗; ýòî ïîäíÿòèå åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà φ : U
M
→ U

M
, à îãðà-

íè÷åíèå φ|S
M

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì [φ] ∈ MCG(M,∂M) è îò

26 Ó ýòîé êîíñòðóêöèè èìååòñÿ íàãëÿäíàÿ ðåàëèçàöèÿ: çàìåòèì, ÷òî U
M
èçîìåòðè÷íî

âêëàäûâàåòñÿ â ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïëîñêîñòü H2; îòîæäåñòâèì U
M
ñ ïîäìíîæåñòâîì â H2;

ïðè ýòîì êðàé ∂U
M
ïðåâðàùàåòñÿ â ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãåîäåçè-

÷åñêèõ â H2, äîïîëíåíèå H2 r U
M

ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îòêðûòûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëóïëîñêîñòåé, à ãðàíèöà ∂∞U

M
ïåðåõîäèò â ìíîæåñòâîì

ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîäìíîæåñòâà U
M
⊂ H2 íà àáñîëþòå.
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âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ φ ∈ [φ] íå çàâèñèò. Ýòî äàåò íàì äåéñòâèå íà îêðóæ-
íîñòè

AS : MCG(M,∂M) → Homeo+(S
M

) ([φ] 7→ φ|S
M

).

Äåéñòâèå AS òîæäåñòâåííî íà äóãå I∗ (è íà åå çàìûêàíèè clos(I∗)), ÷òî äàåò
íàì äåéñòâèå

AR : MCG(M,∂M) → Homeo+(R
M

) ([φ] 7→ φ|R
M

)

íà ãîìåîìîðôíîé ïðÿìîé äóãå R
M

:= S
M

r clos(I∗) îêðóæíîñòè S
M
.

Äåéñòâèÿ AS è AR òî÷íû.
Îêàçûâàåòñÿ, äåéñòâèå AR íàêðûâàåò åùå îäíî äåéñòâèå ãðóïïû

MCG(M,∂M) íà îêðóæíîñòè: ðàññìîòðèì òå ñêîëüæåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî
íàêðûâàþùåãî U

M
, êîòîðûå ïåðåâîäÿò I∗ â I∗; ýòè ñêîëüæåíèÿ îáðàçóþò

áåñêîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó è èíäóöèðóþò íà R
M
íåêîòîðûé íàáîð

ãîìåîìîðôèçìîâ, êîòîðûå ìû íàçûâàåì öåëûìè ñäâèãàìè íà R
M
; ôàêòî-

ðèçàöèÿ äóãè R
M
ïî ýòèì öåëûì ñäâèãàì äàåò ãîìåîìîðôíîå îêðóæíîñòè

ïðîñòðàíñòâî s
M
, à äåéñòâèå AR êîììóòèðóåò ñ öåëûìè ñäâèãàìè è èíäó-

öèðóåò òåì ñàìûì äåéñòâèå

As : MCG(M,∂M) → Homeo+(s
M

).

Ïðèâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò òàêæå ïîñòðîèòü ìîíîìîðôèçì
ãðóïïû MCG(M,∂M) â ãðóïïó27 Hõmeo+(S1). Äåéñòâèòåëüíî: ïðîèçâîëü-
íûé ãîìåîìîðôèçì ι ìåæäó îêðóæíîñòÿìè s

M
è S1 := R/Z ïîäíèìàåòñÿ

äî ãîìåîìîðôèçìà ι̃ ìåæäó èõ óíèâåðñàëüíûìè íàêðûâàþùèìè R
M
è R.

Ïðè ýòîì ãîìåîìîðôèçìå öåëûå ñäâèãè ïðÿìîé R
M
ñîîòâåòñòâóþò öåëûì

ñäâèãàì ïðÿìîé R. Ãîìåîìîðôèçì ι̃ ïåðåíîñèò äåéñòâèå AR íà ïðÿìóþ R,
ïðåâðàùàÿ åãî â äåéñòâèå ι̃∗ ◦ AR : MCG(M,∂M) → Homeo+(R). Ïîñêîëü-
êó AR êîììóòèðóåò ñ öåëûìè ñäâèãàìè íà R

M
, äåéñòâèå ι̃∗ ◦ AR êîììóòè-

ðóåò ñ öåëûìè ñäâèãàìè íà R. Òàêèì îáðàçîì, ι̃∗ ◦ AR åñòü ãîìîìîðôèçì
èç MCG(M,∂M) â Hõmeo+(S1).

Ïîñòðîåííûé ãîìîìîðôèçì MCG(M,∂M) → Hõmeo+(S1) ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü íà ãðóïïå MCG(M,∂M) èíâàðèàíò ω := ωM,O∗ , íàçûâàåìûé
çàêðó÷åííîñòüþ âäîëü êîìïîíåíòû O∗. Çàêðó÷åííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê
êîìïîçèöèÿ

ω := τ ◦ ι̃∗ ◦ AR : MCG(M,∂M) → R,
ãäå τ : Hõmeo+(S1) → R � ÷èñëî ïåðåíîñà Ïóàíêàðå28.

27 Ãðóïïà Hõmeo+(S1) ïî îïðåäåëåíèþ ñîñòîèò èç ãîìåîìîðôèçìîâ ïðÿìîé, êîììó-
òèðóþùèõ ñ åäèíè÷íûì ñäâèãîì.

28 Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà f̃ ∈ Hõmeo+(S1) ÷èñëî ïåðåíîñà τ(f̃) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðåäåë

τ(f̃) := lim
k→∞

f̃k(r)− r

k
= lim

k→∞

f̃k(r)
k

,

ãäå r ∈ R � ïðîèçâîëüíîå (îò âûáîðà r ÷èñëî ïåðåíîñà íå çàâèñèò).
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Ãëàâà 5. Êîñû

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà êîñàì, ãðóïïàì êîñ è ïðåîáðàçîâàíèÿì êîñ.
�5.1 ñîäåðæèò êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç òåîðèè ãðóïï êîñ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ, ôèãóðèðóþùèå äàëåå â ôîðìóëèðîâêàõ ðå-
çóëüòàòîâ. Ãðóïïà êîñ Àðòèíà ðàíãà n ∈ N r {1} îïðåäåëÿåòñÿ êîïðåä-
ñòàâëåíèåì

Bn :=
〈
σ1, . . . , σn−1

∣∣ σiσj = σjσi, |i− j| > 2; σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

〉
.

Ãðóïïà B1 òðèâèàëüíà. Ýëåìåíòû ãðóïï B1, B2, B3, . . . íàçûâàþòñÿ êîñà-

ìè, à îáðàçóþùèå σi � àðòèíîâñêèìè îáðàçóþùèìè. Êîñû èç Bn, n ∈ N,
íàçûâàþò êîñàìè èíäåêñà (èëè ðàíãà) n. Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè êîñû β ∈ Bn

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç β̂. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m 6 n ∈ N âëîæåíèå Bm → Bn,
îòïðàâëÿþùåå σi ∈ Bm â σi ∈ Bn (i ∈ {1, . . . ,m − 1}), íàçûâàåòñÿ êà-

íîíè÷åñêèì. Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ∈ N ïîäãðóïïà â Bn, ïîðîæäåííàÿ
îáðàçóþùèìè {σi | r 6 i 6 s− 1}, ãäå r, s ∈ N è r 6 s 6 n, îáîçíà÷àåò-
ñÿ ÷åðåç B[r: s] (B[r: s]

∼= Bs−r+1). Ïîäãðóïïà B[1: s] îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç B[s].
×åðåç Σ îáîçíà÷àåòñÿ ýïèìîðôèçì èç Bn â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sn, ïå-
ðåâîäÿùèé σi â ïåðåñòàíîâêó (i, i+1). Ãîìîìîðôèçì Σ : Bn → Sn ⊂ S∞ äàåò
äåéñòâèå ãðóïïû Bn íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êîñû β îáðàç
÷èñëà i ∈ N ïîä äåéñòâèåì ïåðåñòàíîâêè Σ(β) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç β(i). ßä-
ðîì ýïèìîðôèçìà Σ : Bn → Sn, n ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ Pn.
Äëÿ ÷èñåë i < j ∈ N ïîëàãàåì

aij := σiσi+1 · · ·σj−2σ
2
j−1σ

−1
j−2 · · ·σ−1

i+1σ
−1
i .

Íàáîð {aij, 1 6 i < j 6 n} ïîðîæäàåò Pn. Ìû íàçûâàåì ýëåìåíòû aij
îáðàçóþùèìè Ìàðêîâà. Êîñà

∆n := (σ1σ2 . . . σn−1)(σ1σ2 . . . σn−2) . . . (σ1σ2)(σ1) ∈ Bn

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Ïðè n > 3 êîñà ∆2
n ∈ Bn ïîðîæäàåò öåíòð

ãðóïïû Bn. Ãîìîìîðôèçì Bn → Z, îòïðàâëÿþùèé âñå àðòèíîâñêèå îá-
ðàçóþùèå â 1, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç exp è íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé

ñóììîé. Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè β̂ êîñû β èíäåêñà n íàçûâàåòñÿ ðàñùåïè-

ìûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r ∈ {1, . . . , n − 1} â β̂ íàéäåòñÿ êîñà èç ìíîæå-
ñòâà B[r]B[r+1:n].

Â �5.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîñ
è ñâÿçàííûé ñ íåé êëàññè÷åñêèé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ (èçîòîïè÷åñêèõ òè-
ïîâ) îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ è çàöåïëåíèé â R3 ñ ïîìîùüþ êîñ. Ñîïðÿ-
æåííûå êîñû ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ çàöåïëåíèé. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Àëåêñàíäåðà, äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ íàéäåòñÿ
ïðåäñòàâëÿþùàÿ åãî êîñà. Â �5.2 òàêæå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç
òåîðèè óçëîâ è çàöåïëåíèé.
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�5.3 ïîñâÿùåí ïðåîáðàçîâàíèÿì êîñ. Ïîä ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîñ ïîíèìà-
þòñÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâå B̂
êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ãðóïï êîñ âñåâîçìîæíûõ ðàíãîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå
íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè ñâÿçàííûå èì êëàññû ïðåäñòàâëÿþò îäíî è
òî æå çàöåïëåíèå. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå F : B̂ → B̂ îïðåäåëåíî íà êëàññå β̂,
òî ãîâîðÿò, ÷òî F ïðèìåíèìî ê β̂ èëè ÷òî β̂ äîïóñêàåò ïðåîáðàçîâàíèå F

(â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ äëÿ êðàòêîñòè ìû ãîâîðèì òàêæå, ÷òî β äîïóñêà-
åò F); åñëè α̂ ∈ F(β̂), òî ãîâîðÿò, ÷òî α̂ ïîëó÷àåòñÿ èç β̂ ïðåîáðàçîâàíèåì F.

Íàèáîëåå èçâåñòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîñ ÿâëÿþòñÿ ââåäåííûå
À.À.Ìàðêîâûì ñòàáèëèçàöèÿ è äåñòàáèëèçàöèÿ. Ïîëîæèòåëüíîé ñòàáè-

ëèçàöèåé íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåíèìîå ê ëþáîìó êëàññó ñîïðÿ-
æåííîñòè è ïåðåâîäÿùåå êëàññ β̂ èíäåêñà n ∈ N â êëàññ α̂ èíäåêñà n+ 1 â
òîì ñëó÷àå, åñëè â β̂ íàéäåòñÿ êîñà γ òàêàÿ, ÷òî γ′σn ∈ α̂, ãäå γ′ åñòü îáðàç
êîñû γ ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè Bn → Bn+1. Ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâî-
äÿùåå êëàññ ñîïðÿæåííîñòè êîñû γ (γ ∈ Bn, n ∈ N) â êëàññ ñîïðÿæåííî-
ñòè êîñû γ′σ−1

n ∈ Bn+1, íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé ñòàáèëèçàöèåé. Ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, îáðàòíûå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ñòàáèëèçàöèÿì,
íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé äåñòàáè-

ëèçàöèÿìè. (Äå)ñòàáèëèçàöèåé íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå29ïîëîæèòåëüíîé
è îòðèöàòåëüíîé (äå)ñòàáèëèçàöèé.

Òåîðåìà (Ìàðêîâ). Äâà êëàññà ñîïðÿæåííîñòè êîñ ïðåäñòàâëÿþò îäíî

è òî æå çàöåïëåíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñâÿçàíû

öåïî÷êîé ñòàáèëèçàöèé è äåñòàáèëèçàöèé.

Â ÷èñëå ïðî÷èõ ìû ðàññìàòðèâàåì ââåäåííûå Áèðìàí è Ìåíàñêî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ðîêèðîâêè30 è ïåðåâîðîòà. Ïóñòü α, β � äâå êîñû èíäåê-
ñà n > 2. Ãîâîðÿò, ÷òî êëàññ α̂ ïîëó÷àåòñÿ èç β̂ ðîêèðîâêîé, åñëè íàéäóòñÿ
γ1, γ2 ∈ B[n−1] òàêèå, ÷òî γ1σn−1γ2σ

−1
n−1 ∈ β̂ è γ1σ

−1
n−1γ2σn−1 ∈ α̂. Ãîâîðÿò, ÷òî

êëàññ β̂ êîñû β ∈ Bn, n > 2, äîïóñêàåò ïåðåâîðîò, åñëè β̂ ñîäåðæèò êîñó
èç ìíîæåñòâà

B[n−1]σn−1B[n−1]σ
±1
n−1B[n−1]σ

−1
n−1.

Â ðàáîòå òàêæå ââîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ 2-ñòàáèëèçàöèè è 2-äåñòàáè-
ëèçàöèè. Ïðèâåäåì ïîíÿòèå äîïóñòèìîñòè 2-äåñòàáèëèçàöèè. Êëàññ β̂ êî-
ñû β ∈ Bn, n > 4, äîïóñêàåò 2-äåñòàáèëèçàöèþ, åñëè β̂ ñîäåðæèò êîñó èç
ìíîæåñòâà

B[n−2]σ
δ
n−2σ

δ
n−1σ

δ
n−3σ

δ
n−2 (δ ∈ {+1,−1}).

Êðîìå òîãî, â �5.3 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òðàôàðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîñ.

29 Çäåñü èìååòñÿ â âèäó åñòåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ íà ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íî
îïðåäåëåííûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

30 Ðóññêèé òåðìèí ¾ðîêèðîâêà¿ ïðåäëîæåí È.À.Äûííèêîâûì.
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Â �5.4 ââîäèòñÿ ñåðèÿ öåëî÷èñëåííûõ èíâàðèàíòîâ ñîïðÿæåííîñòè â
ãðóïïå êîñBn (n ∈ N). Îïðåäåëèì íà ãðóïïå êîñBn ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

Xi,j : Bn → Z, ãäå i, j ∈ N,

ïîëîæèâ

Xi,j(σ
p
k) :=

{
p åñëè {i, j} = {k, k + 1};
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

è
Xi,j(αβ) = Xβ(i),β(j)(α) +Xi,j(β).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ Z îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

X k : Bn → Z,

ïîëîæèâ31

X k(β) :=
∑

{(i,j) | βk(i)=j}

Xi,j(β). (1)

Ïðåäëîæåíèå (5.4.4). Äëÿ ëþáîãî k ∈ Z îòîáðàæåíèå X k : Bn → Z
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå êîñ.

Èíâàðèàíòû X k èñïîëüçóþòñÿ â �5.5 â äîêàçàòåëüñòâàõ.
Â �5.5 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ìîùíîñòè, à òî÷íåå � î êîíå÷íîñòè ëè-

áî áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâ S(β̂) è D(β̂) äëÿ êîñû β ∈ Bn, ãäå S(β̂)

(ñîîòâ., D(β̂)) � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè êîñ èíäåê-
ñîâ (n+ 1) (ñîîòâ., (n− 1)), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç êëàññà β̂ ñòàáèëèçàöè-
åé (ñîîòâ., äåñòàáèëèçàöèåé). Äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà (5.5.3). Ïóñòü êîñà β èíäåêñà > 3 ïðåäñòàâëÿåò óçåë32 (ò. å. îä-
íîêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå). Òîãäà ìíîæåñòâî S(β̂) áåñêîíå÷íî33.

Òåîðåìà (5.5.6). Ïóñòü êîñà β ïðåäñòàâëÿåò óçåë è èìååò íå÷åòíûé

èíäåêñ, à êëàññ β̂ äîïóñêàåò 2-äåñòàáèëèçàöèþ. Òîãäà ìíîæåñòâî D(β̂)
áåñêîíå÷íî.

31 Åñëè äëÿ êîñû β, ÷èñëà k è èíäåêñîâ i è j âûïîëíÿþòñÿ è ðàâåíñòâî βk(i) = j, è ðà-
âåíñòâî βk(j) = i, òî â ñóììó (1) â êà÷åñòâå ñëàãàåìûõ âõîäÿò è Xi,j(β), è ñîâïàäàþùèé
ñ íèì Xj,i(β).

32 Äàííîå òðåáîâàíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïåðåñòàíîâêà Σ(β) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëè-
íû n, ãäå n � èíäåêñ êîñû β.

33 Èç òåîðåìû 5.5.3 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óçëà K, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî êîñîé èíäåêñà k > 3, â ãðóïïå Bn, n > k, íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî
íåñîïðÿæåííûõ êîñ, ïðåäñòàâëÿþùèõ K.
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Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êîñ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì D(β̂) ïðè
ïåðâè÷íîì ðàññìîòðåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîæèäàííûì, ïîñêîëüêó äåñòà-
áèëèçàöèÿ, óìåíüøàÿ èíäåêñ, äîëæíà, êàçàëîñü áû, êîñó ¾óïðîùàòü¿. Òåî-
ðåìà 5.5.6 ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîãî óçëà K ñòðîèòü ïðèìåðû ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ K êîñ ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì D(β̂). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ ïðåäñòàâëÿþùóþ K êîñó β íå÷åòíîãî èíäåêñà n > 3; òî-
ãäà êîñà β+2 := βσ−2

n−1σnσn+1σn−1σn èç Bn+2 òàêæå ïðåäñòàâëÿåò K, èìååò
íå÷åòíûé èíäåêñ è 2-äåñòàáèëèçèðóåìà, òàê ÷òî ìíîæåñòâî D(β̂+2) áåñêî-
íå÷íî. Îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ïðèìåðîâ êîñ, êëàññ ñîïðÿæåííîñòè
êîòîðûõ äåñòàáèëèçèðóåòñÿ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùàÿ òðèâèàëüíûé óçåë êîñà σ1σ

−1
2 σ3σ4σ2σ3 èç B5.

Â �5.6 èçó÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîñ Bn (n > 2) â âèäå ãðóï-
ïû êëàññîâ (òîæäåñòâåííûõ íà êðàå) îòîáðàæåíèé äèñêà ñ n ïðîêîëà-
ìè. Âçÿâ îðèåíòèðîâàííûé ñíàáæåííûé ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêîé êëàñ-
ñà Mh

b äèñê Dn ñ n ïðîêîëàìè è îòìå÷åííîé òî÷êîé x∗ ∈ ∂Dn è çàôèê-
ñèðîâàâ èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïîé êîñ Bn è ãðóïïîé êëàññîâ îòîáðàæå-
íèé MCG(Dn, ∂Dn), ìû îòîæäåñòâëÿåì Bn ñ MCG(Dn, ∂Dn) è ïîëó÷àåì
òåì ñàìûì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå â ãëàâàõ 2�4 ðåçóëüòàòû ê
ãðóïïå êîñ. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì íàáîð ñâÿçàííûõ ýêâèâàðèàíòíûìè
îòîáðàæåíèÿìè äåéñòâèé ãðóïïû êîñ íà îòâå÷àþùèõ ïîâåðõíîñòè Dn îä-
íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, íà ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ íà Dn, à òàêæå
íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå F

Dn
:= π1(M,x∗) (êîòîðàÿ èçîìîðôíà ñâî-

áîäíîé ãðóïïå ðàíãà n). Â F
Dn

ìû âûáèðàåì ñâîáîäíóþ ñèñòåìó îáðàçó-
þùèõ (u1, . . . , un), ñ êîòîðîé äåéñòâèå Bn íà F

Dn
ïðåâðàùàåòñÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèå Àðòèíà. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Àðòèíà òî÷íî è çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

σj(ui) =


ui, åñëè i 6= j, j + 1;

ui+1, åñëè i = j;

u−1
i ui−1ui, åñëè i = j + 1.

Â �5.7 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà�Ò�åðñòîíà ñ
ãðóïïû MCG(Dn, ∂Dn) íà ãðóïïó êîñ è èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà êîñ, îòíîñÿ-
ùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì òèïàì. Â êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà�Ò�åðñòîíà êàæäûé
ãîìåîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè îòíîñèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó, ïðèâîäèìîìó ëè-
áî ïñåâäîàíîñîâñêîìó òèïó. Òèï êîñû èç Bn îïðåäåëÿåòñÿ êàê òèï ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ åé ãîìåîìîðôèçìîâ äèñêà Dn.

Ïðåäëîæåíèå. Â ãðóïïå êîñ Bn ìíîæåñòâî êîñ ïåðèîäè÷åñêîãî òèïà

ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè âñåâîçìîæíûõ ñòåïå-

íåé ýëåìåíòîâ δn := σ1 . . . σn−1 è δ∗n := σ1δn.

Â �5.7 òàêæå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñàòåëëèòîâ è êîìïàíüîíîâ äëÿ êîñ ïðè-
âîäèìîãî òèïà. Ïóñòü β ∈ Bn � ïðèâîäèìàÿ êîñà, C ⊂ Dn � íåêîòîðàÿ
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ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìà äëÿ β (ò. å. äëÿ îòâå÷àþùèõ êîñå β ãî-
ìåîìîðôèçìîâ äèñêà Dn), M � êîìïîíåíòà ïîâåðõíîñòè Dn r C, ñîäåð-
æàùàÿ êðàé ∂Dn. ßñíî, ÷òî M ãîìåîìîðôíà äèñêó ñ m 6 n ïðîêîëàìè,
à ãîìåîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþùåãî êîñå β êëàññà â MCG(Dn, ∂Dn) èí-
äóöèðóþò íåêîòîðûé êëàññ g â ãðóïïå MCG(M,∂M) ∼= MCG(Dm, ∂Dm).
Ïóñòü α̂ � êëàññ ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå êîñ Bm, îòâå÷àþùèé ýëåìåíòó g.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ α̂ ÿâëÿåòñÿ êîìïàíüîíîì äëÿ êëàññà β̂ (îòâå-
÷àþùèì ïðèâîäÿùåé ñèñòåìå C), à β̂ ÿâëÿåòñÿ ñàòåëëèòîì äëÿ α̂. Åñëè
êîñà β îòíîñèòñÿ ê ïðèâîäèìîìó íåïåðèîäè÷åñêîìó òèïó, òî ó íåå èìååòñÿ
êàíîíè÷åñêàÿ ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìà; îòâå÷àþùèé ýòîé ñèñòåìå êîìïàíüîí
ìû íàçûâàåì ãëàâíûì êîìïàíüîíîì äëÿ β̂.

Â êëàññå êîñ ïðèâîäèìîãî òèïà ìû âûäåëÿåì êëàññ ñëîæíîñîñòàâ-
íûõ êîñ � â àëãîðèòìå ðàñïîçíàâàíèÿ äåñòàáèëèçèðóåìîñòè êîñ (ãëàâà 7)
ýòîò êëàññ ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî. Ïóñòü β ∈ Bn � ïðèâîäèìàÿ êî-
ñà, C ⊂ Dn � êîìïîíåíòà ãåîäåçè÷åñêîé ïðèâîäÿùåé ñèñòåìû C êîñû β.
Êîìïîíåíòà C íàçûâàåòñÿ êðàøåíîé, åñëè β(C) = C. Êîñó ìû íàçûâàåì
ñëîæíîñîñòàâíîé, åñëè îíà îòíîñèòñÿ ê ïðèâîäèìîìó íåïåðèîäè÷åñêîìó
òèïó, íåðàñùåïèìà, à â åå êàíîíè÷åñêîé ïðèâîäÿùåé ñèñòåìå åñòü êðàøå-
íûå êîìïîíåíòû.

Ãëàâà 6. Ïñåâäîõàðàêòåðû ãðóïï êîñ

Â ãëàâå 6 èçó÷àþòñÿ ïñåâäîõàðàêòåðû ãðóïï êîñ. Â �6.1 ïðèâîäÿòñÿ îá-
ùèå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïñåâäîõàðàêòåðîâ ãðóïï. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ
ãðóïïà. Ôóíêöèîíàë ϕ : G → R íàçûâàåòñÿ êâàçèõàðàêòåðîì (èëè êâàçè-

ìîðôèçìîì) ñ äåôåêòîì C, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

sup
g1,g2∈G

|ϕ(g1g2)− ϕ(g1)− ϕ(g2)| = C <∞.

Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå

∀ z ∈ Z, g ∈ G : ϕ(gz) = zϕ(g),

òî ϕ íàçûâàþò ïñåâäîõàðàêòåðîì (èëè ïñåâäîìîðôèçìîì). Êàê õîðîøî èç-
âåñòíî, êàæäûé ïñåâäîõàðàêòåð ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè.
Ïñåâäîõàðàêòåðû ãðóïïû G îáðàçóþò âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî; ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç PX (G). Ïîñêîëüêó êàæäûé ãî-
ìîìîðôèçì èç G â R ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîõàðàêòåðîì ñ äåôåêòîì 0, ïðîñòðàí-
ñòâî Hom(G,R) âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì â PX (G).

Â �6.2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ÿäåðíûõ ïñåâäîõàðàêòåðîâ ãðóïï êîñ, â òåð-
ìèíàõ ÿäåðíûõ ïñåâäîõàðàêòåðîâ ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ ïðè-
çíàêè äîïóñòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé íà êëàññàõ êîñ è ïðèçíàêè ïðîñòîòû
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ïðåäñòàâëåííûõ êîñàìè çàöåïëåíèé. Ïðè n > 3 ïðîñòðàíñòâî ïñåâäîõàðàê-
òåðîâ PX (Bn) èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Ïðîñòðàíñòâî Hom(Bn,R)
ïðè n > 2 èìååò ðàçìåðíîñòü 1. Ïîñêîëüêó B2 ' Z, ïðîñòðàíñòâî PX (B2)
ñîâïàäàåò ñ Hom(B2,R). Åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà
êîíñòàíòó) âåùåñòâåííîçíà÷íûì ãîìîìîðôèçìîì (ò. å. ïñåâäîõàðàêòåðîì
ñ íóëåâûì äåôåêòîì) äëÿ ãðóïïû êîñ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñóììà.
Äðóãèå îïèñàííûå â ëèòåðàòóðå ïñåâäîõàðàêòåðû äëÿ Bn � çàêðó÷åííîñòü
(îïðåäåëåíèå ïðèâåäåíî íèæå) è ïñåâäîõàðàêòåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèã-
íàòóðàì ïðåäñòàâëåííûõ êîñàìè çàöåïëåíèé (ñàìè ñèãíàòóðû ÿâëÿþòñÿ
êâàçèõàðàêòåðàìè34).

Îïðåäåëåíèå. Ïñåâäîõàðàêòåð ϕ : Bn → R ãðóïïû êîñ Bn íàçûâàåòñÿ
ÿäåðíûì, åñëè ϕ ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå íà âñåõ êîñàõ ïîäãðóï-
ïû B[n−1] (êîòîðàÿ, íàïîìíèì, ïîðîæäàåòñÿ àðòèíîâñêèìè îáðàçóþùè-
ìè σ1, . . . , σn−2 è èçîìîðôíà ãðóïïå êîñ Bn−1).

Ëåììà (6.2.6). Ïñåâäîõàðàêòåð ãðóïïû êîñ ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå íà êàæäîé ðàñùåïè-

ìîé êîñå.

Òåîðåìà (6.2.7, 6.2.9). Ïóñòü n > 3, ïóñòü ϕ : Bn → R � ÿäåðíûé

ïñåâäîõàðàêòåð ñ äåôåêòîì Cϕ. Ïóñòü β ∈ Bn è ïóñòü |ϕ(β)| > Cϕ. Òîãäà

êëàññ ñîïðÿæåííîñòè β̂ íå äîïóñêàåò íè äåñòàáèëèçàöèè, íè ðîêèðîâêè.

Åñëè |ϕ(β)| > 2Cϕ, òî β̂ íå äîïóñêàåò ïåðåâîðîòà.

Òåîðåìà (6.2.8). Ïóñòü n > 3 è ïóñòü ϕ : Bn → R � ÿäåðíûé ïñåâäîõà-

ðàêòåð ñ äåôåêòîì Cϕ. Ïóñòü β ∈ Bn è ïóñòü |ϕ(β)| > Cϕ. Òîãäà êîñà β
ïðåäñòàâëÿåò ïðîñòîå (ò. å. íåòðèâèàëüíîå, íåñîñòàâíîå è íåðàñùåïè-

ìîå) çàöåïëåíèå35.

Â �6.2 òàêæå ïðåäñòàâëåíà êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà, çàäàþùàÿ ïðîåê-
öèþ ïðîñòðàíñòâà ïñåâäîõàðàêòåðîâ PX (Bn) íà ïîäïðîñòðàíñòâî ÿäåðíûõ
ïñåâäîõàðàêòåðîâ. Ôîðìóëà èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó ýíäîìîðôèç-
ìîâ ¾âûñâîáîæäåíèÿ íèòåé¿ â ãðóïïå êðàøåíûõ êîñ Pn. Ìû îáîçíà÷àåì
ýòè ýíäîìîðôèçìû RELJ : Pn → Pn, J ⊂ {1, . . . , n}. (Ñèñòåìà âêëþ÷àåò

34 Ñì. J.-M.Gambaudo, �E.Ghys, Braids and signatures, Bull. Soc. Math. France 133
(2005), no. 4, 541�579.

35 Çàöåïëåíèå L ⊂ S3 íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì, åñëè íàéäåòñÿ ñôåðà S2 ⊂ S3 òàêàÿ,
÷òî L ⊂ S2. Çàöåïëåíèå L ⊂ S3 íàçûâàåòñÿ ðàñùåïèìûì, åñëè íàéäåòñÿ ñôåðà S2 ⊂ S3r
L, íå îãðàíè÷èâàþùàÿ øàð (â S3 r L). Çàöåïëåíèå L ⊂ S3 íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè
íàéäåòñÿ ñôåðà S2 ⊂ S3, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ çàöåïëåíèåì L â äâóõ òî÷êàõ, ðàçáèâàÿ
åãî íà äâà çàöåïëåíèÿ (¾òýíãëà¿), íè îäíî èç êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ íåçàóçëåííîé äóãîé.
Çàöåïëåíèå íàçûâàþò ïðîñòûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ íè ñîñòàâíûì, íè ðàñùåïèìûì,
íè òðèâèàëüíûì.
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2n ýíäîìîðôèçìîâ, � ïî ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}.) Îïðå-
äåëåíèå ãîìîìîðôèçìîâ RELJ äàåòñÿ â ôîðìå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ î
ñóùåñòâîâàíèè.

Ïðåäëîæåíèå (6.2.11). Â ãðóïïå êðàøåíûõ êîñ Pn ñ ñèñòåìîé îáðàçóþ-

ùèõ Ìàðêîâà {aij, 1 6 i < j 6 n} äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊂
{1, . . . , n} ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì RELJ : Pn → Pn, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

äëÿ ëþáûõ i < j ∈ {1, . . . , n}:

RELJ(aij) =

{
1, åñëè i ∈ J èëè j ∈ J ;

aij, åñëè {i, j} ∩ J = ∅.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïñåâäîõàðàêòåðà φ : Bn → R îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë
Tφ : Bn → R, ïîëîæèâ äëÿ β ∈ Bn

Tφ(β) :=
∑

J⊂{1,...,n}

(−1)|J | · φ(RELJ(β
n!))

n!
. (∗)

(Çäåñü ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà {1, . . . , n}; êîñà
RELJ(β

n!) îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó êîñà βn! ÿâëÿåòñÿ êðàøåíîé.)

Òåîðåìà (6.2.13). 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïñåâäîõàðàêòåðà φ ∈ PX (Bn)
ôóíêöèîíàë Tφ ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì ïñåâäîõàðàêòåðîì.

2. Åñëè ïñåâäîõàðàêòåð ψ ∈ PX (Bn) � ÿäåðíûé, òî Tψ = ψ.

Â �6.5 îïðåäåëÿåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûé èíâàðèàíò äëÿ êîñ, êîòî-
ðûé ìû íàçûâàåì çàêðó÷åííîñòüþ, è äîêàçûâàåòñÿ ðÿä åãî êëþ÷åâûõ
ñâîéñòâ. Èíâàðèàíò ýôôåêòèâíî âû÷èñëèì è èìååò ïðîçðà÷íûé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë. Íà ãðóïïå êîñ ôèêñèðîâàííîãî èíäåêñà çàêðó÷åííîñòü
ÿâëÿåòñÿ ÿäåðíûì ïñåâäîõàðàêòåðîì. Ýòîò èíâàðèàíò òåñíî ñâÿçàí ñ ïî-
ðÿäêîì Äåîðíóà (è ïîðÿäêàìè òåðñòîíîâñêîãî òèïà âîîáùå). Â òåðìèíàõ
çàêðó÷åííîñòè óñòàíàâëèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ
äåñòàáèëèçàöèè Ìàðêîâà è ïðåîáðàçîâàíèé Áèðìàí�Ìåíàñêî íà êëàññàõ
ñîïðÿæåííîñòè êîñ, ñîñòàâëÿþùèå ñîäåðæàíèå ÷åòûðåõ ãèïîòåç Ìåíàñêî
èç ñáîðíèêà ïðîáëåì Êèðáè36, âûâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîñòîòû
ïðåäñòàâëåííîãî êîñîé çàöåïëåíèÿ.

36 R.Kirby (Ed.), Problems in low-dimensional topology, Geometric Topology (Athens,
GA, 1993), AMS/IP Stud. Adv. Math., vol. 2.2, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1997,
pp. 35�473.
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Îïðåäåëåíèå. Â �5.6 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 îïèñàí èçî-
ìîðôèçì I : Bn → MCG(Dn, ∂Dn) ìåæäó ãðóïïîé êîñ Bn è ãðóïïîé êëàñ-
ñîâ òîæäåñòâåííûõ íà êðàå îòîáðàæåíèé îðèåíòèðîâàííîãî äèñêà Dn ñ n
ïðîêîëàìè. Â �4.5 äëÿ ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé MCG(M,∂M) îðèåí-
òèðîâàííîé ãèïåðáîëè÷íîé ïîâåðõíîñòèM è êîìïîíåíòû åå êðàÿ O∗ ⊂ ∂M
îïèñàí èíâàðèàíò ωM,O∗ : MCG(M,∂M) → R (çàêðó÷åííîñòü âäîëü êîì-
ïîíåíòû O∗). Çàêðó÷åííîñòü ω := ωn íà ãðóïïå êîñ Bn îïðåäåëÿåòñÿ êàê
êîìïîçèöèÿ

ω := ωDn,∂Dn ◦ I : Bn → R.

Òåîðåìà (6.5.2). Íà ãðóïïå êîñ Bn, n > 3, çàêðó÷åííîñòü ÿâëÿåòñÿ ÿäåð-
íûì ïñåâäîõàðàêòåðîì ñ äåôåêòîì 1.

Ñëåäñòâèå (6.5.3). Ïóñòü n > 3, β ∈ Bn. Òîãäà:

1. Åñëè |ω(β)| > 1, òî êëàññ β̂ íå äîïóñêàåò íè äåñòàáèëèçàöèè, íè

ðîêèðîâêè.

2. Åñëè |ω(β)| > 2, òî êëàññ β̂ íå äîïóñêàåò ïåðåâîðîòà.

Èç ñëåäñòâèÿ 6.5.3 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ÷åòûðåõ ãèïîòåç Ìåíàñêî
èç ñáîðíèêà ïðîáëåì Êèðáè, ïðè÷åì íåêîòîðûõ èç íèõ � â óñèëåííîì âèäå
(çà èñêëþ÷åíèåì ãèïîòåçû î ïåðèîäè÷åñêèõ êîñàõ â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ
ïåðåâîðîòà, � êàê ïîêàçàíî â [1], ýòà ÷àñòü ãèïîòåçû îøèáî÷íà).

Ñëåäñòâèå (6.5.4). Ïóñòü n > 3, β ∈ Bn. Åñëè |ω(β)| > 1, òî β ïðåä-

ñòàâëÿåò ïðîñòîå (ò. å. íåòðèâèàëüíîå, íåñîñòàâíîå è íåðàñùåïèìîå)
çàöåïëåíèå.

Ëåììà (6.5.7). Çàêðó÷åííîñòü âñÿêîé ðàñùåïèìîé êîñû ðàâíà íóëþ.

Ëåììà (6.5.9). Äëÿ ëþáûõ β1, β2 ∈ Bn è ïðîèçâîëüíîé àðòèíîâñêîé îáðà-

çóþùåé σi ∈ Bn (i ∈ {1, . . . , n− 1}) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ω(β1β2) 6 ω(β1σiβ2).

Òåîðåìà (6.5.11). Åñëè êëàññ ñîïðÿæåííîñòè êîñ β̂ ÿâëÿåòñÿ ñàòåëëè-

òîì êëàññà α̂, òî ω(β) = ω(α).

Òåîðåìà (6.5.12). Çàêðó÷åííîñòü ëþáîé êîñû åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ïðè÷åì

ω(Bn) = Q[n], ãäå Q[n] :=

{
p

q

∣∣∣ p ∈ Z, n > q ∈ N
}
.
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Êîñó β ∈ Bn íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíîé ïî Äåîðíóà, åñëè äëÿ íåêî-
òîðîãî i ∈ {1, . . . , n − 1} îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëîâîì â îáðàçóþ-
ùèõ {σ+1

i , σ±1
i+1, . . . , σ

±1
n−1} ñ îáÿçàòåëüíûì ó÷àñòèåì σ+1

i . Äëÿ β1, β2 ∈ Bn

ïèøåì β1 ≺ β2, åñëè êîñà β−1
1 β2 ïîëîæèòåëüíà ïî Äåîðíóà. Îòíîøå-

íèå ≺ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ëåâîèíâàðèàíòíûì ïîðÿäêîì íà ãðóïïå êîñ37

(∀β1, β2, α ∈ Bn: β1 ≺ β2 ⇐⇒ αβ1 ≺ αβ2) è íîñèò íàçâàíèå ïîðÿäîê

Äåîðíóà. Êàê èçâåñòíî (ñì. [3]), äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîñû β ∈ Bn íàéäåòñÿ
(î÷åâèäíî, åäèíñòâåííîå) z ∈ Z òàêîå, ÷òî

∆2z
n 4 β ≺ ∆2(z+1)

n .

Îáîçíà÷èì òàêîå z (äëÿ äàííîé β) ÷åðåç bβcD.

Òåîðåìà (6.5.18). Äëÿ ëþáîé êîñû β âåðíî:

bβcD 6 ω(β) 6 bβcD + 1.

ω(β) = lim
k→∞

bβkcD

k
.

Òåîðåìà (6.5.20). 1. Íà ãðóïïå êîñ Bn (n > 1) çàêðó÷åííîñòü ÿâëÿ-

åòñÿ åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëü-

íóþ êîíñòàíòó) íåòðèâèàëüíûì ïñåâäîõàðàêòåðîì, ïðèíèìàþùèì

íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ êîñàõ, ïîëîæèòåëüíûõ ïî Äåîð-

íóà.

2. Íà ãðóïïå êîñ Bn (n > 1) çàêðó÷åííîñòü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó)
íåòðèâèàëüíûì ÿäåðíûì ïñåâäîõàðàêòåðîì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿ-

åòñÿ ñâîéñòâî èç ëåììû 6.5.9.

Íà ïðàêòèêå çàêðó÷åííîñòü êîñû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, íàïðèìåð, ñ
ïîìîùüþ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ñðàâíåíèÿ êîñ â ïîðÿäêå Äåîðíóà: óêàçàí-
íûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü â ãðóïïå êîñ âûøåîïèñàííûé ôóíê-
öèîíàë b·cD, à êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ, ýòîãî äîñòàòî÷íî
äëÿ íàõîæäåíèÿ çàêðó÷åííîñòè.

Ïðåäëîæåíèå (6.5.22). Ïóñòü β ∈ Bn. Òîãäà

{ω(β)} =

[⌊
βN

⌋
D

N
,

⌊
βN

⌋
D

+ 1

N

]
∩Q[n],

ãäå N = n2 − n+ 1, à [·, ·] ⊂ R � îòðåçîê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

37 Ñì. P.Dehornoy, I. Dynnikov, D.Rolfsen, B.Wiest, Why are braids orderable?, Panor.
Synth�eses, vol. 14, Soc. Math. France, Paris, 2002.
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Ãëàâà 7. Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ äåñòàáèëèçèðóåìîñòè

Â ãëàâå 7 îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé, äîïóñêàåò ëè êëàññ
ñîïðÿæåííîñòè β̂ çàäàííîé êîñû β äåñòàáèëèçàöèþ. Òî÷íåå, ìû îïèñûâàåì
áîëåå èíôîðìàòèâíûé àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáè-
ëèçèðóåìîñòü. ×òîáû âûÿñíèòü, äîïóñêàåò ëè β̂ îòðèöàòåëüíóþ äåñòàáè-
ëèçàöèþ, äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü àëãîðèòì ê îáðàòíîé êîñå β−1, ïîñêîëü-
êó, êàê ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ äåñòàáèëèçàöèè, êëàññ β̂
äîïóñêàåò îòðèöàòåëüíóþ äåñòàáèëèçàöèþ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà β̂−1 äîïóñêàåò äåñòàáèëèçàöèþ ïîëîæèòåëüíóþ.

Àëãîðèòì ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îïèñàííîãî â ãëàâå 5 ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû êîñ Bn â âèäå ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé MCG(Dn, ∂Dn) ïðîêîëîòîãî
äèñêà Dn è âîçíèêàþùèõ îòñþäà ñîãëàñîâàííûõ äåéñòâèé ãðóïïû êîñ íà
ðàçëè÷íûõ ñâÿçàííûõ ñ ïîâåðõíîñòüþ Dn ïðîñòðàíñòâàõ; ýòè ïðîñòðàíñòâà
èçó÷àþòñÿ � â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
êëàññà Mh

b � â ãëàâå 3 ðàáîòû, à äåéñòâèÿ íà íèõ ãðóïïû êëàññîâ îòîáðà-
æåíèé � â ãëàâå 4. Íåïîñðåäñòâåííî â ðàáîòå àëãîðèòìà ó÷àñòâóþò ëèøü
ýëåìåíòû ñâîáîäíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû F

Dn
:= π1(Dn, x∗), x∗ ∈ ∂Dn,

è äåéñòâèå ãðóïïû êîñ íà F
Dn

(äåéñòâèå Àðòèíà), îñòàëüíûå æå ïðîñòðàí-
ñòâà è äåéñòâèÿ íà íèõ íóæíû äëÿ ñîïóòñòâóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Â �7.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðåøåíèé äëÿ êîñû, â òåðìèíàõ êîòîðûõ ôîð-
ìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîé äåñòàáèëèçèðóåìîñòè
êëàññà ñîïðÿæåííîñòè êîñ. Ýëåìåíò v ∈ F

Dn
íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì38 äëÿ

êîñû β ∈ Bn, åñëè v 6= β(v), à íà Dn íàéäóòñÿ ïðåäñòàâëÿþùèå ýëåìåí-
òû v è β(v) è ïåðåñåêàþùèåñÿ òîëüêî â òî÷êå x∗ ïåòëè âèäà γ : [0, 1] → Dn

(γ(0) = γ(1) = x∗) ñ γ−1(x∗) = {0, 1}. Ðåøåíèå v äëÿ êîñû β íàçîâåì ïî-

ëîæèòåëüíûì, åñëè v ≺ β(v) â ãåîìåòðè÷åñêîì ïîðÿäêå39 4 íà F
Dn
. Åñëè

ðåøåíèå v ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ýëåìåíòîì (ò. å. åñëè v ïðåäñòàâèì ïðîñòîé
ïåòëåé íà Dn), ìû ãîâîðèì, ÷òî v � ïðîñòîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà (7.1.10). Ïóñòü β ∈ Bn. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

i) êëàññ β̂ äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáèëèçàöèþ;

ii) ó β íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå;

iii) ó β íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ïðîñòîå ðåøåíèå.

38 Äëÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âàæíî, ÷òî x∗ ëåæèò íà êðàå ∂Dn è ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïåòëè ñ γ−1(x∗) = {0, 1}, � ïðåíåáðåæåíèå ëþáûì èç ýòèõ óñëîâèé èçìåíèëî áû ñìûñë
îïðåäåëåíèÿ.

39 Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîðÿäîê 4 íà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõ-
íîñòè ñ êðàåì ââîäèòñÿ â �3.2; ïîðÿäîê 4 çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ
â äàííîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ F

Dn
âûïîë-

íÿëîñü íåðàâåíñòâî v 4 σi(v).
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Ïðåäëîæåíèå (7.1.9). Ó ïðîèçâîëüíîé êîñû β ∈ Bn è ìíîæåñòâî ïî-

ëîæèòåëüíûõ, è ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ðåøåíèé äëÿ β èíâàðèàíòíû ïîä

äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ öåíòðàëèçàòîðà êîñû β. Â ÷àñòíîñòè, óêàçàííûå

ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíû ïîä äåéñòâèåì âõîäÿùèõ â ýòîò öåíòðàëèçà-

òîð êîñ β è ∆2
n.

Ëåììà (7.1.6). Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çàäàííûì êîñå β ∈
Bn è ýëåìåíòó v ∈ F

Dn
îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè v ïîëîæèòåëüíûì ðå-

øåíèåì äëÿ β.

Â �7.2 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè êëàññîâ êîñ ïåðèîäè÷å-
ñêîãî òèïà. Êðèòåðèé äåñòàáèëèçèðóåìîñòè èç �7.1 è ïðèçíàêè íåäåñòàáè-
ëèçèðóåìîñòè èç �6.5 äàþò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà (7.2.1). Ïóñòü êîñà β ∈ Bn îòíîñèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó òè-

ïó. Òîãäà êëàññ β̂ äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáèëèçàöèþ â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

0 < exp(β) < n2 − n.

Â ��7.3�7.5 äîêàçûâàåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ óòâåðæäå-
íèé, âûòåêàþùèõ èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, è
íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîöåäóðû èç �7.6 è äî-
êàçàòåëüñòâà åå ñâîéñòâ.

Â �7.6 êîíñòðóèðóåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà (ôóíäàìåíòàëüíûé
àëãîðèòì), ïîçâîëÿþùàÿ äëÿ çàäàííîé êîñû β ∈ Bn çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-
ãîâ ïðîâåðÿòü èìåþùèå îïðåäåëåííûé (çàâèñÿùèé îò β) âèä áåñêîíå÷íûå
ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû F

Dn
íà íàëè÷èå ðåøåíèé äëÿ β. Óêàçàí-

íûå ïîäìíîæåñòâà âûïóêëû ïî îòíîøåíèþ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîðÿäêó 4
íà F

Dn
è íàçûâàþòñÿ β-äîïóñòèìûìè èíòåðâàëàìè.

Â �7.7 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè êëàññîâ êîñ ïcåâäîàíî-
ñîâñêîãî òèïà. Çäåñü äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïñåâäîàíîñîâ-
ñêîé êîñû β ∈ Bn â F

Dn
íàéäåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð Ξβ β-äîïóñòèìûõ èí-

òåðâàëîâ, îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ê β̂ ïðèìåíèìà
ïîëîæèòåëüíàÿ äåñòàáèëèçàöèÿ (÷òî â ñèëó êðèòåðèÿ èç �7.1 ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ â F

Dn
ïðîñòûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ β), íåêîòî-

ðûå èç ïðîñòûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ β ñîäåðæàòñÿ â èíòåðâàëàõ
íàáîðà Ξβ. Â �7.7 ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ïî çàäàííîé ïñåâ-
äîàíîñîâñêîé êîñå β êîíå÷íûé íàáîð β-äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ, îáëàäàþ-
ùèé óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Â êîìáèíàöèè ñ ïðîöåäóðîé èç �7.6 ýòî äàåò
àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáèëèçèðóåìîñòü êëàññà ñî-
ïðÿæåííîñòè ïñåâäîàíîñîâñêîé êîñû.
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Â �7.8 ïðîâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ïîëîæèòåëüíîé äåñòàáèëèçèðóåìîñòè ïðèâîäèìûõ ñëîæíîñî-
ñòàâíûõ êëàññîâ êîñ.

Â �7.9 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè êëàññîâ êîñ ïðèâîäèìî-
ãî òèïà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà (7.9.1). Ïóñòü β � ïðèâîäèìàÿ êîñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó êëàñ-

ñà β̂ èìååòñÿ êîìïàíüîí α̂, äîïóñêàþùèé ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáèëèçà-

öèþ. Òîãäà è β̂ äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáèëèçàöèþ.

Ñëåäñòâèå (7.9.3). Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè íåñëîæíîñîñòàâíîé è íåðàñ-

ùåïèìîé êîñû ïðèâîäèìîãî íåïåðèîäè÷åñêîãî òèïà äîïóñêàåò ïîëîæè-

òåëüíóþ äåñòàáèëèçàöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ãëàâíûé êîì-

ïàíüîí äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáèëèçàöèþ.

Â �7.9 òàêæå âûâîäèòñÿ êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîé äåñòàáèëèçèðóåìî-
ñòè äëÿ ñëîæíîñîñòàâíûõ êîñ (òåîðåìà 7.9.4). Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ î äå-
ñòàáèëèçèðóåìîñòè ðàñùåïèìîãî êëàññà ñîïðÿæåííîñòè î÷åâèäíî ñâîäèòñÿ
ê âîïðîñó î äåñòàáèëèçèðóåìîñòè åãî ¾÷àñòåé¿ è ÷òî êðèòåðèé èç ñëåä-
ñòâèÿ 7.9.3 îõâàòûâàåò íàèáîëåå âàæíûé ñëó÷àé ïðèâîäèìûõ êîñ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ óçëû (à íå ìíîãîêîìïîíåíòíûå çàöåïëåíèÿ), ïîñêîëüêó óçåë
íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí íè ñëîæíîñîñòàâíîé, íè ðàñùåïèìîé êîñîé.

Â �7.10 ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà, îïðåäåëÿþùåãî, äîïóñ-
êàåò ëè êëàññ ñîïðÿæåííîñòè β̂ çàäàííîé êîñû β ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáè-
ëèçàöèþ. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ñâîåé ðàáîòû ýòîò àëãîðèòì ðàñïîçíàåò òèï
çàäàííîé êîñû â êëàññèôèêàöèè Íèëüñåíà�Ò�åðñòîíà, çàòåì ïåðåõîäèò ê ñî-
îòâåòñòâóþùåìó ïîäàëãîðèòìó � äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî, ïñåâäîàíîñîâñêîãî
ëèáî ïðèâîäèìîãî (íåïåðèîäè÷åñêîãî) ñëó÷àÿ, � â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷à-
åâ ðàñïîçíàâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ äåñòàáèëèçèðóåìîñòü ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð,
îïèñàííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ãëàâû 7.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçâèòàÿ â ðàáîòå òåõíèêà ïðèìåíèìà òå òîëüêî ê ðàñïî-
çíàâàíèþ äåñòàáèëèçèðóåìîñòè, íî è ê ðàñïîçíàâàíèþ íåêîòîðûõ äðóãèõ
ïðåîáðàçîâàíèé êîñ, à òàêæå ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé íåïðèâîäèìî-
ñòè àâòîìîðôèçìîâ ñôåðû ñ ïðîêîëàìè40.

40 Àâòîìîðôèçì ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ ñèëüíî íåïðèâîäèìûì, åñëè êàæäàÿ ñóùå-
ñòâåííàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ïåðåâîäèòñÿ ýòèì àâòîìîðôèçìîì â êðèâóþ, ïåðå-
ñåêàþùóþ � äàæå ïîñëå ïðîèçâîëüíîé èçîòîïèè � ñâîé ïðîîáðàç. Íàñêîëüêî èçâåñò-
íî àâòîðó, ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñèëüíîé íåïðèâîäèìîñòè íå ðåøåíà íè äëÿ îäíîé
íåýëåìåíòàðíîé ïîâåðõíîñòè.
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Ãëàâà 8. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â ãðóïïå êîñ

Ãëàâà 8 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãðàíèö ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà ãðóïïàõ
èç øèðîêîãî êëàññà, ñîäåðæàùåãî ãðóïïû êîñ Àðòèíà è ãðóïïû êëàññîâ
îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé îïðåäåëåííîãî òèïà.

Ïóñòü G � ñ÷åòíàÿ ãðóïïà, µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà G (ìåðà µ íà-
çûâàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè åå íîñèòåëü ïîðîæäàåò G êàê ïîëóãðóïïó).
Ïðàâûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì íà ãðóïïå G ñ ðàñïðåäåëåíèåì µ (èëè,
êîðî÷å, µ-áëóæäàíèåì) íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ïðîñòðàíñòâîì
ñîñòîÿíèé G, ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ P (g, h) = µ(g−1h) è íà÷àëüíûì ñî-
ñòîÿíèåì â åäèíèöå ãðóïïû. Ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðîöåññà íàçûâàþòñÿ òðà-

åêòîðèÿìè áëóæäàíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåññó ìàðêîâñêàÿ ìåðà íà
ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé GZ+ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Pµ.

Ãðàíèöà Ïóàññîíà (èëè ãðàíèöà-âûõîä) µ-áëóæäàíèÿ â ãðóïïå G îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèé (GZ+ , Pµ) ïî
õâîñòîâîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè (ýêâèâàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ òðà-
åêòîðèè, èìåþùèå îäèíàêîâûå ¾õâîñòû¿, ò. å. ñ íåêîòîðûõ ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè ñîâïàäàþùèå), ÷òî íå äàåò ïðÿìîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ýòîé ãðàíèöû.
Îäèí èç ïîäõîäîâ ê àëãåáðàè÷åñêîìó îïèñàíèþ ãðàíèöû Ïóàññîíà ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ñòðîèòü ãðàíèöó êàê ïðåäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ íîðìàëü-
íûõ ôîðì ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, ñîñòîÿùåå èç áåñêîíå÷íûõ ñëîâ
èëè êîíôèãóðàöèé áîëåå îáùåãî âèäà41.

Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, ïîðîæäàþùåå G
êàê ïîëóãðóïïó, S∗ � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå, ñèìâî-
ëàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S. Íîðìàëüíîé ôîðìîé â
ãðóïïå G íàçûâàþò îòîáðàæåíèå N : G → S∗ òàêîå, ÷òî pr ◦N = idG, ãäå
pr � îòîáðàæåíèå åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè èç S∗ â G, ïåðåâîäÿùåå ñëîâî
w1w2 . . . wk ∈ S∗ â ýëåìåíò w1 · w2 · · ·wk ∈ G. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Vi}i∈Z+ ñëîâ èç S∗ ñõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî
k ∈ N íàéäåòñÿ òàêîå N ∈ N, ÷òî äëÿ êàæäîãî j > N äëèíà ñëîâà Vj
ïðåâûøàåò k è íà÷àëüíûå ïîäñëîâà äëèíû k ó ñëîâ Vj è VN ñîâïàäàþò. Ãî-
âîðÿò, ÷òî íîðìàëüíàÿ ôîðìà N : G → S∗ ñòàáèëüíà ïî îòíîøåíèþ ê µ-
áëóæäàíèþ (èëè µ-ñòàáèëüíà), åñëè äëÿ Pµ-ï. â. òðàåêòîðèè τ = {τi}i∈Z+

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ {N(τi)}i∈Z+ ñõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íîðìàëü-
íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíîé, åñëè îíà µ-ñòàáèëüíà äëÿ êàæäîé äî-
ïóñòèìîé ìåðû µ.

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 8 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñòàáèëüíî-
ñòè íîðìàëüíîé ôîðìû Ìàðêîâà�Èâàíîâñêîãî â ãðóïïå êîñ. Ýòà íîðìàëü-
íàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå À.À.Ìàðêîâà [Mark]42. Îíà îñíîâàíà íà

41 Ñì. À.Ì.Âåðøèê, Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðîñòà â ãðóïïàõ: ýíòðîïèÿ, ãðàíèöû,
ïðèìåðû, Óñïåõè ìàò. íàóê 55:4 (2000), 59�128.

42 À.À.Ìàðêîâ, Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîñ, Òð. Ìàòåì. èí-òà èì. Â.À.Ñòå-
êëîâà 16 (1945), 3�54.
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íîðìàëüíîì ðÿäå43 ãðóïïû êðàøåíûõ êîñ, ïîñëåäîâàòåëüíûå ôàêòîðû â
êîòîðîì åñòü ñâîáîäíûå ãðóïïû óáûâàþùèõ ðàíãîâ, è îïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì â ãðóïïå êîñ

Bn =
〈
σ1, . . . , σn−1

∣∣ σiσj = σjσi, |i− j| > 2; σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

〉
ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ {sji, 1 6 i < j 6 n}, ãäå

sji := σj−1σj−2 · · ·σi+1σ
2
i σ

−1
i+1 · · ·σ−1

j−2σ
−1
j−1.

Ïðè m ∈ {2, . . . n} ýëåìåíòû íàáîðà {sji, 1 6 i < j 6 m} ïîðîæäàþò
â Bn ïîäãðóïïó êðàøåíûõ êîñ Pm. Ìíîæåñòâî {smi, 1 6 i < m} ïîðîæäàåò
ïîäãðóïïó Fm−1, èçîìîðôíóþ ñâîáîäíîé ãðóïïå ðàíãà m−1, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â Pm. Ïîäãðóïïà P2 = F1 èçîìîðôíà Z. Äëÿ
êàæäîãî k ∈ {3, . . . n} ïîäãðóïïà Pk ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ïîäãðóïï Fk−1 è Pk−1:

Pk = Fk−1 o Pk−1.

Òàêèì îáðàçîì,

Pn = Fn−1 o (Fn−2 o (Fn−3 o (Fn−4 o · · ·o F1)))

è ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò γ ∈ Pn åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

γ = γn−1γn−2 · · · γ2γ1, ãäå γi ∈ Fi.

Íîðìàëüíîé ôîðìîé Ìàðêîâà�Èâàíîâñêîãî â ãðóïïå êðàøåíûõ êîñ Pn ìû
íàçûâàåì îòîáðàæåíèå

IP : γ 7→ Vn−1 · · ·V1,

ãäå Vi � ïðèâåäåííàÿ çàïèñü ýëåìåíòà γi ∈ Fi â îáðàçóþùèõ {si+1 j, 1 6 j <
i+1} è îáðàòíûõ ê íèì. Ãðóïïà Pn ÿâëÿåòñÿ â Bn íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
èíäåêñà n!. Ïóñòü Πn ⊂ Bn � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ
ñìåæíîñòè íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû Pn â Bn. Òîãäà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
β ∈ Bn åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå γβπβ, ãäå γβ ∈ Pn è
πβ ∈ Πn. Íîðìàëüíîé ôîðìîé Ìàðêîâà�Èâàíîâñêîãî â ãðóïïå êîñ Bn ìû

43 Òåîðåìó î íîðìàëüíîì ðÿäå, êàê è òåîðåìó î íîðìàëüíîé ôîðìå, À.À.Ìàðêîâ ñíàá-
æàåò â ñêîáêàõ ññûëêîé íà À.Èâàíîâñêîãî (À.Èâàíîâñêèé � àñïèðàíò À.À.Ìàðêîâà,
ïîãèáøèé âî âðåìÿ Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû). Ýòîò íîðìàëüíûé ðÿä ôèãóðèðóåò
â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ ïî ãðóïïàì êîñ è ó äðóãèõ àâòîðîâ, íî, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå
îí ïîÿâèëñÿ â óêàçàííîé ðàáîòå, è ìû ïîýòîìó èñïîëüçóåì òåðìèí ¾íîðìàëüíàÿ ôîðìà
Ìàðêîâà�Èâàíîâñêîãî¿.
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íàçûâàåì îòîáðàæåíèå44

IB : β 7→ IP (γβ)πβ.

Òåîðåìà (8.1.3). Â ãðóïïå êîñ Àðòèíà íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ìàðêîâà�Èâà-

íîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé (ïî îòíîøåíèþ ê ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ

ñ ëþáûì äîïóñòèìûì ðàñïðåäåëåíèåì).

Èç òåîðåìû 8.1.3 âûòåêàåò, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðàíèöà ∂Fn−1 ñâîáîä-
íîé ïîäãðóïïû Fn−1 ⊂ Bn ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì ãðàíèöû Ïóàñ-
ñîíà ãðóïïû êîñ Bn. Äîâîëüíî ñëîæíîå êîìáèíèðîâàíèå (êîòîðîå â ðà-
áîòå íå ïðèâîäèòñÿ) ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ ðåçóëüòàòàìè Â.À.Êàéìàíîâè÷à
è Ã.Ìàçóðà45 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå áëóæäàíèÿ ïî äîïóñòèìîé ìåðå ñ
êîíå÷íûì ïåðâûì ìîìåíòîì ãðàíèöà ∂Fn−1 äàåò âñþ ãðàíèöó Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 8.1.3 âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, ïðèìåíèìîé íå òîëüêî
ê ãðóïïàì êîñ, íî è ê ãðóïïàì êëàññîâ îòîáðàæåíèé íåêîòîðûõ ïîâåðõíî-
ñòåé.

Òåîðåìà (8.1.2). Ïóñòü ñ÷åòíàÿ ãðóïïà H ñ íîðìàëüíîé ñâîáîäíîé íåà-

áåëåâîé ïîäãðóïïîé F ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîä-

ãðóïïû F è íåêîòîðîé ïîäãðóïïû A (ò. å. H = F o A). Ïóñòü, êðîìå
òîãî, â F íàéäåòñÿ íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò, íåïîäâèæíûé ïî îòíîøå-

íèþ ê äåéñòâèþ ïîäãðóïïû A. Òîãäà äëÿ ï. â. òðàåêòîðèè τ = {τi}i∈Z+ =
{xiαi}i∈Z+ (ãäå xi ∈ F è αi ∈ A) ïðàâîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ ïðî-

èçâîëüíûì äîïóñòèìûì ðàñïðåäåëåíèåì µ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi}i∈Z+

ýëåìåíòîâ èç F ñõîäèòñÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïàêòèôèêàöèè F ∪ ∂F ê

íåêîòîðîé òî÷êå w(τ) ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðàíèöû ∂F .

44 Â âûøåóêàçàííîé ðàáîòå [Mark] ïðè îïðåäåëåíèè íîðìàëüíîé ôîðìû À.À.Ìàðêîâ
ôèêñèðóåò íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûé íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñìåæíîñòè ïîäãðóï-
ïû Pn â Bn. Â íàøåì ñëó÷àå âûáîð ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñìåæíîñòè çíà÷åíèÿ íå
èìååò. Êðîìå òîãî, â [Mark] èñïîëüçóåòñÿ îòëè÷íûé îò ïðèíÿòîãî âûøå ïîðÿäîê äëÿ
¾êîìïîíåíò¿ íîðìàëüíîé ôîðìû: ðàññìàòðèâàåòñÿ çàïèñü êîñû β ∈ Bn â âèäå

I′B(β) = β′1β
′
2 · · ·β′n−2β

′
n−1π

′
β , β′i ∈ Fi, π′β ∈ Π′n.

Âûáîð ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ êîìïîíåíò â íîðìàëüíîé ôîðìå Ìàðêîâà�Èâàíîâñêîãî âî
ìíîãèõ âîïðîñàõ, î÷åâèäíî, íå èìååò ñêîëü-íèáóäü ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, â [Mark]
ïîðÿäîê óñòàíàâëèâàåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà çàïèñè, à, ñêàæåì,
â ñòàòüå Â.Â.Âåðøèíèíà Braids, their properties and generalizations (Handbook of algebra,
vol. 4. North-Holland, Amsterdam, 2006, pp. 427�465) ôîðìà Ìàðêîâà�Èâàíîâñêîãî îïè-
ñûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èìåííî âûáðàííîãî íàìè ïîðÿäêà. Â êîíòåêñòå ñòàáèëüíîñòè
âûáîð ïîðÿäêà èìååò çíà÷åíèå: íîðìàëüíàÿ ôîðìà IB ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé ïðè ïðàâîì
áëóæäàíèè; íîðìàëüíàÿ ôîðìà I′B ñòàáèëüíîé íå ÿâëÿåòñÿ (íè ïðè ïðàâîì, íè ïðè ëå-
âîì áëóæäàíèè).

45 V.A.Kaimanovich, H.Masur, The Poisson boundary of the mapping class group, Invent.
Math. 125 (1996), 221�264.
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