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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû.Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà òåîðèè èíâàðèàíòîâ óçëîâ è çàöåïëåíèé. Íàçàùèòó âûíîñÿòñÿ òðè ðåçóëüòàòà. Ïåðâûé ðåçóëüòàò îòíîñèòñÿ ê òåîðèèèíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà. Âòîðîé � ê êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãîìî-ëîãèé Õåãîðà-Ôëîåðà. Òðåòèé ðåçóëüòàò � ê òåîðèè �óíäàìåíòàëüíûõãðóïï äîïîëíåíèé äî çàöåïëåíèé â òðåõìåðíîé ñ�åðå S3.Ïîíÿòèå èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî òèïà (èëè èíâàðèàíòà Âàñèëüåâà) äëÿóçëîâ íåçàâèñèìî ïîÿâèëîñü â òðóäàõ Â. À. Âàñèëüåâà1 è Ì. Í. �óñà-ðîâà2. Â. À. Âàñèëüåâ ðàññìàòðèâàë ýòè èíâàðèàíòû êàê êîìïîíåíòûîïðåäåëåííîé �èëüòðàöèè íóëåâûõ êîãîìîëîãèé äîïîëíåíèÿ ê äèñêðè-ìèíàíòíîìó ìíîæåñòâó ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ïðÿìîé â R
3ñ �èêñèðîâàííîé àñèìïòîòèêîé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîäõîä Ì. Í. �óñàðî-âà áûë áîëåå êîìáèíàòîðíûì è îñíîâûâàëñÿ íà èçó÷åíèè ãàóññîâûõ äèà-ãðàìì óçëîâ. Âñêîðå âûÿñíèëîñü, ÷òî áîëüøîå êîëè÷åñòâî óæå èçâåñòíûõèíâàðèàíòîâ óçëîâ òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíû ñ èíâàðèàíòàìè êîíå÷íîãî òè-ïà, ÷òî è ïîáóäèëî ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé ê èõ òùàòåëüíîìó èçó÷åíèþ.Áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î ïîëíîòå êëàññà èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà,êîòîðàÿ è ïî ñåé äåíü îñòàåòñÿ íè äîêàçàííîé, íè îïðîâåðãíóòîé. Òàêèìîáðàçîì âîïðîñ, íàñêîëüêî õîðîøî èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà ìîãóòðàçëè÷àòü óçëû è, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðèåí-òàöèè, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè.Îäíà èç ãëàâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ðàçëè÷å-íèÿ îðèåíòàöèè íà äëèííûõ çàöåïëåíèÿõ ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ êî-íå÷íîãî òèïà. Íàïîìíèì, ÷òî äëèííûì çàöåïëåíèåì íàçûâàåòñÿ ãëàäêîåâëîæåíèå îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ îðèåíòèðîâàííûõ ïðîíóìåðîâàííûõêîïèé R

1 â R
3 ñî ñòàíäàðòíîé àñèìïòîòèêîé íà áåñêîíå÷íîñòè, ðàññìàò-ðèâàåìîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè, òîæäåñòâåííîé âíå íåêîòîðîãî øà-ðà. Îïåðàöèÿ ñìåíû îðèåíòàöèè íà äëèííûõ çàöåïëåíèÿõ ìîæåò áûòüîïðåäåëåíà òàê. Ñíà÷àëà ìû èçìåíÿåì îðèåíòàöèþ íà âñåõ êîìïîíåíòàõïàðàìåòðèçóþùåãî çàöåïëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ, à ïîòîì ïîäâåðãàåì R

3 åâ-êëèäîâó ïîâîðîòó íà 180◦. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìû1Íàïðèìåð, Â.À.Âàñèëüåâ Òîïîëîãèÿ äîïîëíåíèé ê äèñêðèìèíàíòàì. � Ì.: Ôàçèñ, 2007.2Ì.Í. �óñàðîâ Íîâàÿ �îðìà ïîëèíîìà Êîíâåÿ-Äæîíñà äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé. //Çàï. íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ ËÎÌÈ, 193, �åîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ, 1, 161, 1991, ñòð. 4�9.1



ñíîâà ïîëó÷àåì âëîæåíèå òîãî æå êëàññà. Ìîòèâàöèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿîñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå êäëèííîìó óçëó, òî ìû ïîëó÷èì óçåë ñ îáðàùåííîé îðèåíòàöèåé â êëàñ-ñè÷åñêîì ñìûñëå.Â 1964 ãîäó Òðîòòåð äîêàçàë3 íåîáðàòèìîñòü íåêîòîðûõ óçëîâ (íà-ïðèìåð, êðåíäåëüíîãî óçëà P3,5,7). Ïðîñòåéøèì íåîáðàòèìûì óçëîì ÿâ-ëÿåòñÿ óçåë 817
4. Èíâàðèàíòû, èñïîëüçóåìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåýêâè-âàëåíòíîñòè óçëà ñâîåìó îáðàòíîìó, äîâîëüíî ñëîæíû, è äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ìîæíî ëè ðàçëè÷èòü êàêóþ-òî ïàðó âçàèìíî îáðàòíûõ óçëîâïðè ïîìîùè èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà.Åäèíñòâåííûì îïóáëèêîâàííûì ðåçóëüòàòîì ïî ïðîáëåìå îïðåäåëå-íèÿ îðèåíòàöèè çàöåïëåíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ëèíà5, êîòîðàÿ óòâåðæäà-åò, ÷òî èíâàðèàíòû Âàñèëüåâà ðàçëè÷àþò îðèåíòàöèþ çàìêíóòûõ çàöåï-ëåíèé ñ 6 èëè áîëåå êîìïîíåíòàìè. Èìååòñÿ åùå íåñêîëüêî ðàáîò, èìåþ-ùèõ ê ýòîé çàäà÷å ëèøü êîñâåííîå îòíîøåíèå. Íàïðèìåð, Áàð-Íàòàí6èçó÷àåò ãîìîòîïè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñòðóííûõ çàöåïëåíèé, à Ëèí7 èÔèäëåð8 èñïîëüçóþò êëàññû èíâàðèàíòîâ, îòëè÷íûå îò êëàññè÷åñêèõ èí-âàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà.Â ñëó÷àå äëèííûõ çàöåïëåíèé ïåðå�îðìóëèðîâêà ïðîáëåìû ðàçëè÷å-íèÿ îðèåíòàöèè â òåðìèíàõ õîðäîâûõ äèàãðàìì íåìåäëåííî ïîêàçûâàåò,÷òî îòâåò óòâåðäèòåëåí, åñëè ÷èñëî êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ ñòðîãî áîëü-øå 2. Â ñëó÷àå 2-êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé ýòîò âîïðîñ íåòðèâèàëåí èÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òðåõ âîïðîñîâ, èçó÷àåìûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.Ñëåäóþùàÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà êîìáèíàòîðíîéòåîðèè ãîìîëîãèé Õåãîðà-Ôëîåðà. �îìîëîãèè Õåãîðà�Ôëîåðà ðîäèëèñüêàê èíâàðèàíò 3-ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëåííûé ÷åðåç ïîäñ÷åò ãîëîìîð�-íûõ äèñêîâ è äèàãðàììû Õåãîðà. Â ðàáîòàõ Îæâàòà-Ñàáî9 è �àñìóññå-íà10 áûë ñêîíñòðóèðîâàí àíàëîã ýòîãî èíâàðèàíòà äëÿ ãîìîëîãè÷íûõ íó-3H.F.Trotter Non-invertible knots exist. // Topology 2, 1964, pp. 275�280.4A.Kawau
hi The invertibility problem on amphi
hieral exellent knots. // Pro
. Japan A
ad., Ser. AMath. S
i. 55, no. 10, 1979, pp. 399�402.5X.-S. Lin Finite type link invariants and the invertibility of links. � Math. Res. Letters 3, 1996, no.3, pp. 405�417.6D.Bar-Natan Vassiliev Homotopy String Link Invariants. // Journal of Knot Theory and itsRami�
ations 4-1, 1995, pp. 13�32.7X.-S. Lin Finite type link invariants and the invertibility of links. // Math. Res. Letters 3,1996, no.3, pp. 405�417.8T.Fiedler Isotopy invariants for 
losed braids and almost 
losed braids via loops in strati�ed spa
es.� Preprint, 2006.9P. S.Ozsv�ath, Z. Szab�o Holomorphi
 Dis
s and Knot Invariants. � // Adv. Math., 186, 2004, no.1,pp. 58�116.10J.A.Rasmussen Floer Homology and Knot Complement. � PhD thesis. � Harvard University, 2003.2



ëþ óçëîâ â çàìêíóòîì îðèåíòèðîâàííîì 3-ìíîãîîáðàçèè. Âïîñëåäñòâèèáûë íàéäåí çàìå÷àòåëüíûé ñïîñîá ïîäñ÷åòà ýòîãî èíâàðèàíòà äëÿ óçëîââ 3-ñ�åðå êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè. Ýòîò ïîäõîä áûë ðàçâèò â ðàáîòåÌàíîëåñêó-Îæâàòà-Ñàáî-Òåðñòîíà11.Íàïîìíèì, ÷òî êàòåãîðè�èêàöèåé èíâàðèàíòà I, ïðèíèìàþùåãî çíà-÷åíèå â íåêîòîðîé àáåëåâîé ãðóïïå, íàçûâàåòñÿ ïðåäúÿâëåíèå òåîðèèãîìîëîãèé CI , òàêîé, ÷òî (ãðàäóèðîâàííàÿ) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòè-êà â ýòîé òåîðèè äàåò èíâàðèàíò I, à ãîìîëîãè÷åñêèå ãðóïïû (èëèäàæå ñèëüíåå, òèï êâàçèèçîìîð�èçìà) ñàìè ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè.Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûì ïðèìåðîì êàòåãîðè�èêàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîå-íèå êëåòî÷íîãî öåïíîãî êîìïëåêñà äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè CW�êîìïëåêñà. Êëàññè÷åñêèì ñîâðåìåííûì ïðèìåðîì ñëóæèò êîìïëåêñ Õî-âàíîâà (ñì. îðèãèíàëüíóþ ðàáîòó Õîâàíîâà12 èëè îáçîð Áàð-Íàòàíà13),êàòåãîðè�èöèðóþùèé ïîëèíîì Äæîíñà. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, ðàáî-òó Ìàíîëåñêó-Îæâàòà-Ñàáî-Òåðñòîíà14), ÷òî ãîìîëîãèè Õåãîðà�Ôëîåðàðåøàþò çàäà÷ó êàòåãîðè�èêàöèè ïîëèíîìà Àëåêñàíäåðà.Ê ñîæàëåíèþ, âû÷èñëåíèå ãîìîëîãèé Õåãîðà�Ôëîåðà êðàéíå òðóäî-åìêî. ×èñëî îáðàçóþùèõ êîìïëåêñà Ôëîåðà ñ ðîñòîì ñëîæíîñòè çàöåï-ëåíèÿ ðàñòåò �àêòîðèàëüíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó õîòåëîñü áû èìåòü âðóêàõ ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ. Ýòî íàïîìèíàåò ñè-òóàöèþ ñ ïîëèíîìîì Àëåêñàíäåðà, îðèãèíàëüíîå îïðåäåëåíèå êîòîðîãî(ñì., íàïðèìåð, êíèãó �îëü�ñåíà15) âåñüìà íåóäîáíî äëÿ âû÷èñëåíèé,îäíàêî íàëè÷èå ñêåéí�ñîîòíîøåíèé (èçâåñòíûõ åùå Àëåêñàíäåðó) çíà-÷èòåëüíî óïðîùàåò äåëî. Îêàçûâàåòñÿ, â ñëó÷àå ñ ãîìîëîãèÿìè Õåãîðà�Ôëîåðà òàêæå åñòü èíñòðóìåíò, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü èõ ðåêóðñèâíî.Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàòåãîðè�èöèðóþùàÿ ðàçðåøåíèåïåðåêðåñòêà, áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå Îæâàòà è Ñàáî16, à çàäà÷à, êîòî-ðóþ ìû ñòàâèì ïåðåä ñîáîé, ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ýòîéäåÿòåëüíîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàöåïëåíèÿ, îäíà èç êîìïîíåíò êîòî-ðûõ íåçàóçëåííà è íåçàöåïëåíà ñ îñòàëüíûìè è âû÷èñëÿåì ãîìîëîãèèÕåãîðà-Ôëîåðà â ýòîé ñèòóàöèè.11C.Manoles
u, P. S.Ozsv�ath, Z. Szab�o, D. P.Thurston On Combinatorial Link Floer Homology. �Preprint, 2006.12M.Khovanov A 
ategori�
ation of the Jones polynomial. � // Duke Math. J. 101(2000) no. 3, pp.359�426.13D.Bar-Natan Khovanov's homology for tangles and 
obordisms. � // Geom. Topol. 9(2005), pp.1443�1499.14C.Manoles
u, P. S.Ozsv�ath, Z. Szab�o, D. P.Thurston. Opus 
itatum.15D.Rolfsen Knots and links. � AMS Bookstore, 2003.16P. S.Ozsv�ath, Z. Szab�o On the Skein exa
t sequen
e for knot Floer homology. � Preprint, 2007.3



Çàìå÷àíèå. �îìîëîãèè Õåãîðà-Ôëîåðà äëÿ íåñâÿçíîé ñóììû çàöåïëå-íèé áûëè âû÷èñëåíû Îæâàòîì è Ñàáî17 ñ èñïîëüçîâàíèåì îðèãèíàëüíîéòåõíèêè ïîäñ÷åòà ãîëîìîð�íûõ äèñêîâ. Îäíàêî â ýòîé ðàáîòå èñïîëü-çîâàëñÿ ìåíåå òîíêèé âàðèàíò ãîìîëîãèé, â êîòîðîì àëåêñàíäåðîâñêàÿãðàäóèðîâêà èìåëà òîëüêî îäíó êîìïîíåíòó áåçîòíîñèòåëüíî ê ÷èñëóêîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ. Âû÷èñëåíèå, ïðîâåäåííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå,èñïîëüçóåò äðóãîé, áîëåå òîíêèé âàðèàíò ãîìîëîãèé Õåãîðà-Ôëîåðà, àòàêæå ðàçâèâàåò òåõíèêó, êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé ïðè ðåøå-íèè äðóãèõ çàäà÷.Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâÿùåíà ýïèìîð�èçìàì�óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï çàöåïëåíèé. Èíòåðåñ, èñïûòûâàåìûé ê �óíäà-ìåíòàëüíûì ãðóïïàì ðàçëè÷íûìè èññëåäîâàòåëÿìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü,ñâÿçàí ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿäîâîëüíî ñèëüíûì èíâàðèàíòîì. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòûå óçëû îïðåäåëÿ-þòñÿ ñâîèìè �óíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè îäíîçíà÷íî. Èçó÷åíèå ýïè-ìîð�èçìîâ ìåæäó ãðóïïàìè çàöåïëåíèé ìîæåò áûòü ìîòèâèðîâàíî òåì,÷òî îòíîøåíèå �ãðóïïà óçëà K äîïóñêàåò ýïèìîð�èçì íà ãðóïïó óçëà
K ′� ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå âñåõ ïðîñòûõ óçëîâ(ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Ñèëüâåðà-Âèòòåíà18). Ìíîãèå îæèäàþò, ÷òî íàëè-÷èå ýòîãî îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïðîñòûõ óçëîâ êîãäà-íèáóäü ïîìîæåòíàéòè íîâûå ñâÿçè ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è èíâàðèàíòàìèçàöåïëåíèé. Õîðîøî èçâåñòíûì ïðèìåðîì ïîäîáíîé ñâÿçè ìîæåò ñëó-æèòü òàêîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñóùåñòâóåò ýïèìîð�èçì πK → πK ′, òîïîëèíîì Àëåêñàíäåðà óçëà K äåëèòñÿ íà ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà K ′ (
ì.,íàïðèìåð, êíèãó Êðîóýëëà è Ôîêñà19).Ñèñòåìàòè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïàð óçëîâ, ãðóïïû êîòîðûõ äî-ïóñêàþò ýïèìîð�èçì èç îäíîé â äðóãóþ, áûë ïðåäëîæåí Êàâàóòè20. Åãîòåîðèÿ ïîìîãàåò ïîñòðîèòü óçåë, êîòîðûé èìååò ñõîæèå ñ äàííûì óçëîìòîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ýòà ñõîæåñòü ñâîéñòâ èíäóöèðóåòíàëè÷èå ýïèìîð�èçìà. Èçâåñòíû òàêæå ýïèìîð�èçìû ãðóïï çàöåïëå-íèé, ïîëó÷àåìûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèììåòðèè, ñâÿçíûõ ñóìì è ñàòåë-ëèòîâ.17P. S.Ozsv�ath, Z. Szab�o Holomorphi
 disks and knot invariants. � // Adv. Math. 186, no. 1,2004, pp.58�116.18D. S. Silver, W.Whitten Knot group epimorphisms. � // J. Knot Theory and Rami�
ations, 15(2),2006, 153�166.19R.H. Crowell, R.H. Fox Introdu
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hi Topologi
al imitations. � // Le
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i. Publ., River Edge, NJ, 1997, pp. 19-37.4



Ìû ïðåäëàãàåì åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ çàöåïëåíèé, ãðóïïûêîòîðûõ äîïóñêàþò ýïèìîð�èçì â ãðóïïó äàííîãî çàöåïëåíèÿ. Íàøàêîíñòðóêöèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ êîïðåäñòàâëåíèÿãðóïïû çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî èç äåéñòâèÿ ãðóïïû êîñ íà ñâîáîäíîéãðóïïå. Òàêæå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýïèìîð�èçì èç ãðóïïû ñâÿçíîé ñóì-ìû çàöåïëåíèÿ L ñ óçëîì K â ãðóïïó L è ýïèìîð�èçì, ïðèõîäÿùèé èç�àêòîðèçàöèè ïî äåéñòâèþ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûñ ïîìîùüþ íàøåãî ìåòîäà.Öåëü ðàáîòû.Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ òà-êèõ êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòîâ óçëîâ è çàöåïëåíèé, êàê èíâàðèàíòûÂàñèëüåâà, ãîìîëîãèè Õåãîðà-Ôëîåðà è �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîë-íåíèÿ äî çàìêíóòîãî óçëà ê òðåõìåðíîé ñ�åðå S3.Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçëè÷èìîñòè îðèåíòàöèè äâóêîìïîíåíòíûõ äëèí-íûõ çàöåïëåíèé èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåîðèè àëãåáð Ëè (òàêèå êàêòåîðèÿ óíèâåðñàëüíûõ îáåðòûâàþùèõ è ñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð). Äëÿâûðàæåíèÿ ãîìîëîãèé Õåãîðà-Ôëîåðà èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû ãîìîëîãè-÷åñêîé àëãåáðû, òàêèå êàê ïîñòðîåíèå äëèííîé òî÷íîé ãîìîëîãè÷åñêîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåðèé çàöåïëåíèé, ãðóïïû êîòîðûõäîïóñêàþò ýïèìîð�èçì â ãðóïïó äàííîãî, èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåî-ðèè ðàñøèðåíèé ãðóïï.Íàó÷íàÿ íîâèçíà.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëåäó-þùåì.1. Ïîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî �àêòà, ÷òî èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òè-ïà ðàçëè÷àþò îðèåíòàöèþ äâóêîìïîíåíòíûõ äëèííûõ íåîñíàùåí-íûõ çàöåïëåíèé; óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòà äâóêîìïî-íåíòíûõ äëèííûõ íåîñíàùåííûõ çàöåïëåíèé ïîðÿäêà 7, ïîçâîëÿþ-ùåãî îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ.2. Íàéäåíà ñâÿçü ãîìîëîãèè Õåãîðà-Ôëîåðà çàöåïëåíèÿ, îäíà èç êîì-ïîíåíò êîòîðîãî íåçàóçëåíà è íåçàöåïëåíà ñ îñòàëüíûìè, ñ ãîìîëî-5



ãèÿìè Õåãîðà-Ôëîåðà çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷åíîãî èç èñõîäíîãî âûáðà-ñûâàíèåì ýòîé êîìïîíåíòû.3. Äëÿ äàííîãî çàìêíóòîãî çàöåïëåíèÿ L ïîñòðîåíà ñåðèÿ çàöåïëåíèé,�óäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîòîðûõ äîïóñêàåò ýïèìîð�èçì â �óíäà-ìåíòàëüíóþ ãðóïïó äàííîãî. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ óçëîâ K ñâÿç-íàÿ ñóììà L#K, à òàêæå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå, àññîöèèðîâàííîåñ äåéñòâèåì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû íà ñ�åðå S3, ïîïàäàþò â ýòó ñå-ðèþ.Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü.�àáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóòáûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè èíâàðèàíòîâ óçëîâ èçàöåïëåíèé.Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîí-�åðåíöèÿõ:1. Ñåìèíàð ïî ìàëîìåðíîé ìàòåìàòèêå ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ.Â.Äóæèíà,ÏÎÌÈ (2007).2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ �Algebra and Geometry around Knotsand Links�, ÑÏá (2007).3. �óññêî-ÿïîíñêèé êîëëîêâèóì ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ ïîä ðóêîâîä-ñòâîì Ò.Ìèâà, Á.Ë.Ôåéãèíà è Ä.Á.Êàëåäèíà, Êèîòî (2009).4. Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîðîäñêîé òîïîëîãè÷åñêèé ñåìèíàð ïîä ðóêî-âîäñòâîì Í.Þ.Íåöâåòàåâà (2009).ÏóáëèêàöèèÎñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî â ÷åòûðåõ ðàáîòàõ, ñïè-ñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà [1�4℄. Â ñòàòüå [1℄, íàïèñàíîéâ ñîàâòîðñòâå ñ Ñ.Â. Äóæèíûì, àâòîðó äèññåðòàöèè ïðèíàäëåæèò äîêà-çàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòà êîíå÷íîãî òèïà, ñïîñîáíîãî ðàçëè-÷àòü îðèåíòàöèþ îñíàùåííûõ äâóêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé, â òåðìèíàõ6



êðàøåíûõ äèàãðàìì ßêîáè è ðàçäåë î ïåðåõîäå ê íåîñíàùåííîìó ñëó-÷àþ. Ñîàâòîðó ïðèíàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòàêîíå÷íîãî òèïà, ñïîñîáíîãî ðàçëè÷àòü îðèåíòàöèþ îñíàùåííûõ äâóêîì-ïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé, â òåðìèíàõ õîðäîâûõ äèàãðàìì è êîìïüþòåðíàÿïðîãðàììà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåñîâûõ ñèñòåì φ è ψ. Ñòàòüÿ [1℄ îïóáëèêîâà-íà â æóðíàëå, âõîäÿùåì â ïåðå÷åíü ÂÀÊ. Îñòàëüíûå ðàáîòû íàïèñàíûñîèñêàòåëåì áåç ñîàâòîðîâ.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèèÄèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èçëîæåíà íà 51 ñòðàíèöå è ñîñòîèò èç ÷åòûðåõãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 42 íàèìåíîâà-íèÿ.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÏåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð. Â íåé ìîòè-âèðóþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåä¼ííûå â äèññåðòàöèè, êðàòêî èçëàãàåòñÿñîäåðæàíèå ðàáîòû è �îðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èíâàðèàíòàì êîíå÷íîãî òèïà.Ìû îïðåäåëÿåì èíâàðèàíòû êîíå÷íîãî òèïà äëÿ äëèííûõ çàöåïëå-íèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê îíèîïðåäåëåíû â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå óçëîâ.21Èíòåãðàë Êîíöåâè÷à äàåò âîçìîæíîñòü èçó÷àòü ñâîéñòâà èíâàðèàíòîâêîíå÷íîãî òèïà äëÿ äâóêîìïîíåíòûõ äëèííûõ íåîñíàùåííûõ çàöåïëåíèéâ òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì íà äâóõ íè-òÿõ A(2). Íàïîìíèì, ÷òî îáîáùåííîé õîðäîâîé äèàãðàììîé íà äâóõ íè-òÿõ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé (âîçìîæíî, ïóñòîé) 1-3-âàëåíòíûé ãðà�, ñíàá-æåííûé äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè. Ïåðâàÿ ñòðóêòóðà � ýòîçàäàíûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ïîëóðåáåð, ñõîäÿùèõñÿ â êàæäîé òðåõâà-ëåíòíîé âåðøèíå. Âòîðàÿ ñòðóêòóðà � ýòî ñîïîñòàâëåíèå êàæäîé îäíî-âàëåíòíîé âåðøèíå ãðà�à ýëåìåíòà ìíîæåñòâà {1, 2} (íàçûâàåìîãî öâå-òîì) è ïîëíîå óïîðÿäî÷èâàíèå ìíîæåñòâà âåðøèí, ïîêðàøåííûõ â îäèíè òîò æå öâåò. Êàæäîé õîðäîâîé äèàãðàììå ìîæíî ïðèïèñàòü ñòåïåíü �ïîëîâèíó ÷èñëà âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðà�à.Ïðîñòðàíñòâîì îáîáùåííûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì íà äâóõ íèòÿõ A(2)íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå �àêòîðïðîñòðàñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïî-21ñì., íàïðèìåð, D.Bar-NatanOn the Vassiliev knot invariants. � // Topology, 34, 1995, pp. 423�472.7



ðîæäåííîãî âñåìè õîðäîâûìè äèàãðàììàìè. Ñîîòíîøåíèÿ, ó÷àñòâóþùèåâ îïðåäåëåíèè A(2), îäíîðîäíû ïî ñòåïåíè, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòèíà A(2) ñòðóêòóðó ãðàäóèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Çàìå÷àíèå: íà ñàìîì äåëå íà A(2) ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ëîêàëüíîêîíå÷íîé êîêîììóòàòèâíîé àëãåáðû Õîï�à. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà äëÿàëãåáð Õîï�à îêàæåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîé äëÿ íàøèõ íóæä ïðè ïå-ðåõîäå ê íåîñíàùåííîìó ñëó÷àþ.Ñâÿçü ìåæäó �èëüòðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà(îñíàùåííûõ) äâóêîìïîíåíòíûõ äëèííûõ çàöåïëåíèé è ãðàäóèðîâàííûìïðîñòðàíñòâîì A(2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì àññîöè-èðîâàííîãî ñ �èëüòðàöèåé ãðàäóèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòîâÂàñèëüåâà íà ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê A(2).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò èíâîëþöèÿ τA ïðîñòðàíñòâà A(2), ÿâëÿ-þùèéñÿ ãðàäóèðîâàííûì àíàëîãîì îïåðàöèè ñìåíû îðèåíòàöèè íà çà-öåïëåíèè (ëåììà 2.1). Âåñîâàÿ ñèñòåìà Êîíöåâè÷à ϕ äëÿ çàðàíåå âû-áðàíîé ìåòðèçîâàííîé àëãåáû Ëè g � ýòî íåêîòîðîå ëèíåéíîå îòîáðàæå-íèå èç A(2) â g-èíâàðèàíòíóþ ÷àñòü òåíçîðíîãî êâàäðàòà óíèâåðñàëüíîéîáåðòûâþùåé g � U(2) = [U(g)⊗2]g. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò èí-âîëþöèÿ τU ïðîñòðàíñòâà U(2), êîòîðàÿ äåëàåò äèàãðàììó
A(2)

ϕ

τA

U(2)

τU

A(2)
ϕ
U(2)êîììóòàòèâíîé (ëåììà 2.3). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäúÿâèòü äâå îáîá-ùåííûå õîðäîâûå äèàãðàììû ñòåïåíè 7, îáðàçû êîòîðûõ ïîä äåéñòâè-åì ϕ íåèíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî τU . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñàìè äèàãðàììûíåèíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî τA. Âïåðâûå ýòè äèàãðàììû áûëè ïîëó÷å-íû Ñ. Â. Äóæèíûì.Ïðîâåðêà τU -íåèíâàðèàíòíîñòè îáðàçà ýòèõ äèàãðàìì â ïðîñòðàíñòâå

U(2) áûëà ïðîâåäåíà ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû. Âû÷èñëåíèåçàíèìàåò íåñêîëüêî ÷àñîâ íà ñîâðåìåííîì êîìïüþòåðå ñðåäíåé ìîùíî-ñòè.Ñóùåñòâîâàíèå äèàãðàììû, íåèíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
τA, ìîæíî äîêàçàòü è ïî-äðóãîìó. Äâóöâåòíîé äèàãðàììîé ßêîáè íàçî-âåì 1-3-âàëåíòíûé ãðà� ñ öèêëè÷åñêîé îðèåíòàöèåé ïîëóðåáåð, âûõîäÿ-ùèõ èç êàæäîé òðåõâàëåíòíîé âåðøèíû, êàæäàÿ èç 1-âàëåíòíûõ âåð-øèí êîòîðîãî ïîêðàøåíà â îäèí èç äâóõ öâåòîâ (ïîíÿòèå äèàãðàììû8



ßêîáè îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ îáîáùåííîé õîðäîâîé äèàãðàììû òåì, ÷òîó äèàãðàìì ßêîáè íåò ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå îäíîâàëåíòíûõ âåðøèí).Ñòåïåíü äèàãðàììû ßêîáè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñòåïåíè õîðäîâîéäèàãðàììû. �ðàäóèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî äèàãðàìì ßêîáè B(2) îïðå-äåëÿåòñÿ êàê íåêîòîðîå �àêòîðïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,ïîðîæäåííîãî âñåìè äèàãðàììàìè ßêîáè.Ïðîñòðàíñòâî B(2) âàæíî äëÿ íàñ íå òîëüêî ñóùåñòâîâàíèåì èçîìîð-�èçìà χ : B(2) → A(2), íî è òåì, ÷òî îïåðàòîð ñìåíû îðèåíòàöèè τBïðèîáðåòàåò íà íåì îñîáåííî ïðîñòîé âèä. À èìåííî, åñëè ìû îïðåäåëèìîïåðàòîð τB íà îáðàçóþùèõ äèàãðàììàõ êàê óìíîæåíèå íà (−1) â ñòåïå-íè, ðàâíîé ÷èñëó îäíîâàëåíòíûõ âåðøèí, òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà, êàêäîêàçûâàåòñÿ â ëåììå 2.4, êîììóòàòèâíà:
B(2)

χ

τB

A(2)

τA

B(2)
χ

A(2)

.

Êðîìå ýòîãî ìîæíî òàêæå ïðåäúÿâèòü îòîáðàæåíèå ψ : B(2) → S(2),ãäå ïîä S(2) ìû ïîíèìàåì g-èíâàðèàíòíóþ ÷àñòü âòîðîé òåíçîðíîéñòåïåíè ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû äëÿ àëãåáðû Ëè g è èíâîëþöèþ
τS : S(2) → S(2), òàêîå, ÷òî êóá

B(2)
ψ

τB

χ

S(2)
τS

πB(2)
ψ

χ

S(2)

π

A(2)
τA

φ
U(2)

τU

A(2)
φ

U(l)êîììóòàòèâåí (ëåììà 2.7; ïîä π ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàí-íîå èçîìîð�èçìîì Ïóàíêàðå-Áèðêãî�à-Âèòòà).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèàãðàììàH = 1

1

2

1 2

2

2

9



êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà B(2) îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî îáðàçà ïîä äåéñòâè-åì îïåðàòîðà τB. Ýòà ïðîâåðêà âïîëíå äîñòóïíà ðó÷íîìó ñ÷åòó.Âïåðâûå äèàãðàììà H, óïîìÿíóòàÿ âûøå, áûëà íàéäåíà Ä.Áàð-Íàòàíîì: îíà �èãóðèðóåò â �àéëå table.m íà åãî âåá-ñàéòå22 êàê îäèí èçáàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà äâóöâåòíûõ äèàãðàìì. Îäíàêî, â ïðå-ïðèíòå, ñîäåðæàùåì êîììåíòàðèè ê ýòîé òàáëèöå, ñêàçàíî, ÷òî ïðîãðàì-ìà, ïðè ïîìîùè êîòîðîé îíà ïîëó÷åíà, íå ãîòîâà ê ïóáëèêàöèè ââèäóíàëè÷èÿ íåêîòîðûõ íåäîñòàòêîâ â àëãîðèòìå. Êðîìå òîãî, òîò �àêò, ÷òîýòà äèàãðàììà îòëè÷íà îò ñâîåãî îáðàçà ïîä äåéñòâèåì àâòîìîð�èçìà
τB, îñòàëñÿ àâòîðîì íåçàìå÷åííûì.Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà ïðî èíâàðèàíòû îñíàùåííûõ çàöåïëåíèé. Âî-îáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿáîëåå ïðîñòîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó â òåîðèè ñ îñíàùåíèÿìè åñòü äîïîë-íèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ (â ïðèíöèïå) ìîæåò ìåíÿòü ñâîè ñâîéñòâàïðè îáðàùåíèè. Â ðàçäåëå 2.6 îáúÿñíÿåòñÿ, êàê ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûïåðåíîñÿòñÿ íà òåîðèþ áåç îñíàùåíèé. �àçäåë 2.7 ïîñâÿùåí îáúÿñíåíèþòîãî, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü íåîáðàòèìîå çàöåïëåíèå è èíâàðèàíò, ðàç-ëè÷àþùèé íà íåì îðèåíòàöèþ. Íåîáðàòèìîå çàöåïëåíèå ñòðîèòñÿ ñ ïî-ìîùüþ ðàçðåøåíèÿ ïåðåêðåñòêîâ ñèíãóëÿðíîãî çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷àåìîãîïî íåîáðàòèìîé õîðäîâîé äèàãðàììå. Èíòåðåñóþùèé íàñ èíâàðèàíò ÿâ-ëÿåòñÿ îäíèì èç ÷ëåíîâ â èíòåãðàëå Êîíöåâè÷à. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëèñëåäóþùóþ òåîðåìó:Òåîðåìà 1. Cóùåñòâóåò èíâàðèàíò Âàñèëüåâà f ïîðÿäêà, íå ïðåâîñ-õîäÿùåãî 7, è äâóõêîìïîíåíòíîå ñòðóííîå çàöåïëåíèå L, òàêèå, ÷òî
f(L′) 6= f(L).Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ãîìîëîãèÿì Õåãîðà-Ôëîåðà äëÿ ðàñøèðåí-íûõ çàöåïëåíèé, òî åñòü òàêèõ, îäíà èç êîìïîíåíò êîòîðûõ íåçàóçëåíàè íåçàöåïëåíà ñ îñòàëüíûìè. Â ïåðâîì ðàçäåëå äàåòñÿ êðàòêîå îïðåäå-ëåíèå ãîìîëîãèé Õåãîðà-Ôëîåðà íàä ïîëåì F2 = Z/2 Z äëÿ çàìêíóòûõçàöåïëåíèé èç ñòàòüè Ìàíîëåñêó-Îæâàòà-Ñàáî-Òåðñòîíà23, îïèñûâàþòñÿäè��åðåíöèàë, àëåêñàíäåðîâñêàÿ è ìàñëîâñêàÿ ãðàäóèðîâêè. Ïîñëå ÷å-ãî äëÿ ðåøåòî÷íîé äèàãðàììû G çàöåïëåíèÿ L ââîäèòñÿ êîìïëåêñ C̃(G)(âïåðâûå ïðåäúÿâëåíûé òåìè æå àâòîðàìè), ãîìîëîãèè êîòîðîãî îòëè÷à-þòñÿ îò ãîìîëîãèé Õåãîðà-Ôëîåðà çàöåïëåíèÿ L, ÿâëÿþùèõñÿ èíâàðèàí-òîì, ëåãêî êîíòðîëèðóåìûì òåíçîðíûì ìíîæèòåëåì.22http://www.math.toronto.edu/∼drorbn/LOP.html23C.Manoles
u, P. S.Ozsv�ath, Z. Szab�o, D. P.Thurston. Opus 
itatum.10



�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå çàöåïëåíèå L è åãî ðàñøèðåíèå L©, êî-òîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç L äîáàâëåíèåì íåçàóçëåííîé è íåçàöåïëåííîé êîì-ïîíåíòû. Âûáèðàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ðåøåòî÷íàÿ äèàãðàììà G çàöåïëåíèÿ
L©. Ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé äîêàçûâàåòñÿ(ëåììà 3.1), ÷òî êîìïëåêñ C̃(G) ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîä-êîìïëåêñîâ, ãîìîëîãèè êîòîðûõ èçîìîð�íû ñ íåêîòîðûì ñäâèãîì ãðà-äóèðîâêè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé C̃(G) êâû÷èñëåíèþ ãîìîëîãèé òîëüêî îäíîãî èç ýòèõ ïîäêîìïëåêñîâ, îáîçíà÷à-åìîãî F1.Äàëåå ïðè ïîìîùè íåáîëüøîé ìîäè�èêàöèè äèàãðàììû G (ñì. ðèñó-íîê íèæå) ñòðîèòñÿ äèàãðàììà G′, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çàöåïëåíèå L. �àñ-ñìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðûé �àêòîðêîìïëåêñ F ′

1 êîìïëåêñà C̃(G), òåñíî ñâÿ-çàííûé ñ êîìëåêñîì F1. À èìåííî, îáà ýòèõ êîìïëåêñà âêëþ÷àþòñÿ âêà÷åñòâå ñðåäíèõ ÷ëåíîâ â íåêîòîðûå êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè êîìïëåêñîâ, êðàéíèå ÷ëåíû êîòîðûõ ñîâïàäàþò (ñ òî÷íîñòüþ äîãðàäóèðîâêè), íî ïðè ýòîì ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè.
X

X
X

X
X

X
X

O
O

O
O

O

O
O

X
X

X
X

X

O
O

O
O

O

O
O

X
XÏðèìåð ìîäè�èêàöèè ðåøåòî÷íîé äèàãðàììû; ñëåâà ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà G, ñïðàâà � G', îáùèå÷àñòè äèàãðàìì çàëèòû ñåðûìÑ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ãîìî-ëîãèè êîìïëåêñà F ′

1 èçîìîð�íû ãîìîëîãèÿì êîìïëåêñà C̃(G′
1), ãäå G′

1 �íåêîòîðàÿ äèàãðàììà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ çàöåïëåíèå L. �îìîëîãèè îäíîãîèç êîìïëåêñîâ, âõîäÿùåãî â êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óïî-ìÿíóòûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå, èçîìîð�íû ãîìîëîãèÿì êîìïëåêñà , ãäå
G′

2 � åùå îäíà äèàãðàììà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ L. �îìîëîãèè êîìïëåêñà
C̃(G′

1) îòëè÷àþòñÿ îò ãîìîëîãèé C̃(G′
2) òåíçîðíûì ìíîæèòåëåì ðàçìåð-íîñòè 2.Äàëåå ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî ïðåäúÿâëåíèÿ ðàñùåïëÿþùåãî ìîð�èçìàìû äîêàçûâàåì, ÷òî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ,âêëþ÷àþùàÿ F ′

1, ðàñùåïëÿåòñÿ (ëåììà 3.2). Òàêèì îáðàçîì, ãîìîëîãèè11



F ′
1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó ãîìîëîãèé êîìïëåêñîâ, âêëþ÷à-þùèõñÿ â êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à ãîìîëîãèè îäíîãî èçíèõ óæå èçâåñòíû. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè ãîìîëîãèè âòîðîãî. Âìå-ñòå ñ òåì �àêòîì, ÷òî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ êîìïëåê-ñà F1 òàêæå ðàñùåïëÿåòñÿ (ëåììà 3.3; òàêæå ÿâíî ïðåäúÿâëåí ðàñùåïëÿ-þùèé ìîð�èçì), ýòî äàåò íàì âîçìîæíîñòü âûðàçèòü ãîìîëîãèè Õåãîðà-Ôëîåðà çàöåïëåíèÿ L© ÷åðåç ãîìîëîãèè çàöåïëåíèÿ L. À èìåííî, èìååòìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïîëè-íîìû Ïóàíêàðå ãîìîëîãèé Ôëîåðà äëÿ çàöåïëåíèÿ L è åãî ðàñøèðåíèÿ
L©:

P̂ (L©) = (1 + k−1)P̂ (L),ãäå ïîä ðàñøèðåíèåì ïîíèìàåòñÿ äîáàâëåíèå ê çàöåïëåíèþ íåçàóçëåíîéè íåçàöåïëåíîé ñ îñòàëüíûìè êîìïîíåíòû.×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ýïèìîð�èçìàì ãðóïï çàöåïëåíèé. Ìûïîêàçûâàåì, êàê ñ ïîìîùüþ õîðîøî èçâåñòíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû êîñ íàñâîáîäíîé ãðóïïå ìîæíî ïîëó÷èòü êîïðåäñòàâëåíèå �óíäàìåíòàëüíîéãðóïïû çàöåïëåíèÿ â âèäå êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
1 → Nb → Fn → πLb → 1,ãäå b � ýëåìåíò ãðóïïû êîñ íà n íèòÿõ Bn, Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà íà nîáðàçóþùèõ, πLb � �óíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷àåìîãîçàìûêàíèåì êîñû b, à Nb � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû,ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè b(v)v−1 äëÿ âñåõ v ∈ Fn. Àíàëîãè÷íîå êîïðåä-ñòàâëåíèå áûëî ïîñòðîåíî â êíèãå Áèðìàí24.�àññìîòðèì äâå îïåðàöèè íàä êîñàìè.

• Îáðàùåíèå. Êîñà b ∈ Bn ïåðåâîäèòñÿ â êîñó b−1 ∈ Bn.
• Ñâÿçíàÿ ñóììà ñ òðèâèàëüíûì óçëîì. Ýòà îïåðàöèÿ óâåëè÷èâàåò÷èñëî íèòåé â êîñå. Ïóñòü êîñà b ∈ Bn. Çàäàäèìñÿ íåêîòîðûì íà-òóðàëüíûì ÷èñëîì m > n. �àññìîòðèì âëîæåíèÿ ρ1 : Bn → Bm è
ρ2 : Bm−n+1 → Bm, çàäàííûå �îðìóëàìè:

ρ1(σ
n
i ) = σmi ,

ρ2(σ
m−n+1

i ) = σmn+i−1,24J. Birman Braids, Links and Mapping 
lass groups. � Prin
eton Univer
ity Press, 1975.12



ãäå σji � i-òàÿ àðòèíîâñêàÿ îáðàçóþùàÿ ãðóïïû êîñ íà j íèòÿõ.Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êîñó b′ ∈ Bm−n+1, çàìûêàíèå êîòîðîé ÿâ-ëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì óçëîì. Òîãäà îïåðàöèÿ ñâÿçíîé ñóììû ñ òðè-âèàëüíûì óçëîì çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò êîñû b ∈ Bn ê êîñå
ρ1(b)ρ2(b

′) ∈ Bm.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ êîñ íà n íèòÿõ, çàìûêàíèå êîòîðûõ ÿâ-ëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì óçëîì, ÿäðî êîïðåäñòàâëåíèÿ áóäåò îäèíàêîâûì,ïîñêîëüêó âñå îáðàçóþùèå ñâîáîäíîé ãðóïïû â òàêîì êîïðåäñòàâëåíèèïåðåâîäÿòñÿ â ìåðèäèàíû çàìûêàíèÿ. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçíîé ñóììûçàöåïëåíèé â âèäå çàìûêàíèÿ êîñû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñâÿçíîé ñóììå ñòðèâèàëüíûì óçëîì âñå äîáàâëÿåìûå îáðàçóþùèå äàþò îäèí è òîò æåýëåìåíò ãðóïïû çàöåïëåíèÿ. Òàêæå ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîïðåä-ñòàâëåíèå çàìûêàíèÿ îáðàòíîé êîñû ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì. Ýòè óòâåð-æäåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå ïðåäëîæåíèÿ 4.1.Îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîé ãëàâû äèññåðòàöèè �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàöåïëåíèå L ïðåäñòàâëåíî â âèäå çàìûêàíèÿ êî-ñû b ∈ Bn. �àññìîòðèì íàáîð êîñ b1, . . . , bk ∈ Bn′, êàæäàÿ èç êîòî-ðûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç b ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîëüíîéêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé îáðàùåíèÿ è ñâÿçíîé ñóììû ñòðèâèàëüíûì óçëîì. Òîãäà ãðóïïà çàìûêàíèÿ êîñû b1 . . . bk äîïóñêàåòýïèìîð�èçì íà ãðóïïó çàìûêàíèÿ êîñû b.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçóåòïðåäëîæåíèå 4.1 è îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ÿäðî êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-ïû çàìûêàíèÿ êîñû b1 . . . bn ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå êîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïûçàìûêàíèÿ êàæäîé èç êîñ bi.Îñòàòîê ãëàâû ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ äâóõ ñëåäñòâèé òåîðåìû 3, ñî-ãëàñíî êîòîðûì ïîñòðîåííîå ïî äàííîìó çàöåïëåíèþ ñåìåéñòâî çàöåïëå-íèé, ãðóïïû êîòîðûõ äîïóñêàþò ýïèìîð�èçì íà ãðóïïó äàííîãî, âêëþ-÷àåò â ñåáÿ ñâÿçíûå ñóììû ñî âñåìè âîçìîæíûìè óçëàìè (ïðåäëîæåíèå4.2) è çàöåïëåíèÿ, èç êîòîðûõ äàííîå ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì öèêëè÷åñêîéãðóïïû íà ñ�åðå S3 (ïðåäëîæåíèå 4.3). Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.2îñíîâûâàåòñÿ íà ëåììå 4.1, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáîé óçåë äîïóñêàåò ïðåä-ñòàâëåíèå â âèäå çàìûêàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà êâàçèòîðè-÷åñêèõ êîñ, òî åñòü êîñ, ïîëó÷àåìûõ èç ñòàíäàðòíîé òîðè÷åñêîé êîñûïóòåì èçìåíåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåêðåñòêîâ. Ïðåäëîæåíèå 4.3 âûòåêà-åò èç òåîðåìû 3 ñ ïîìîùüþ ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âñå êîñû bi îäèíàêîâû.13
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