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Содержание работы

Актуальность темы. С появлением вычислительной техники встал во-
прос о вычислительной сложности объектов математического анализа, в
первую очередь основных классов вещественных чисел и функций. Среди
работ последних 18 лет, в которых исследовалась вычислительная слож-
ность конструктивных вещественных чисел и функций, отметим [5–7]. Дан-
ные работы в значительной степени являются обобщением накопленных
знаний относительно вычислимого математического анализа и отражают
современное состояние исследований в данной области. Работы [5–7] харак-
теризуются тем, что авторы в основном рассматривают временную вычис-
лительную сложность проблем математического анализа. В [7] вычисли-
тельная сложность рассматривается с точки зрения времени выполнения и
длины входной ленты, достаточных для получения приближенных значе-
ний вещественных чисел и функций с произвольной точностью. Здесь же
приводится ряд теорем относительно вычислительной сложности арифме-
тических операций и некоторых понятий из теории функций веществен-
ного переменного. В [5, 6] строится система полиномиально вычислимо-
го анализа, при этом главное внимание уделяется построению и опреде-
лению свойств классов конструктивных вещественных чисел и функций,
аналогичных классам из теории вычислительной сложности. Линейная ем-
костная сложность объектов математического анализа, для оценки которой
важно знать объем промежуточных вычислений, в работах [5–7] почти не
затронута.

Вместе с тем, представляет существенный теоретический и практиче-
ский интерес построение системы конструктивных вещественных чисел и
функций, которая позволяла бы выполнять базовые вычисления в преде-
лах некоторого емкостного класса сложности, подпадающего под понятие
«осуществимые вычисления», как, например, класс FP , т. е. класс вычис-
лений на машинах Тьюринга за полиномиальное время от длины исходных
данных [4]. Теоретический интерес имеет место в силу неизвестной точной
взаимосвязи классов временной и емкостной вычислительной сложности;
практический интерес следует из того, что получающиеся алгоритмы вы-
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числения приближенных значений относительно проще, что немаловажно
для уменьшения сложности программного обеспечения, например, в обла-
сти численных расчетов. В качестве такого класса в данной работе выбран
FLINSPACE [4] — класс алгоритмов, для которых длина каждой проме-
жуточной записи вычисления ограничена линейной функцией от суммар-
ной длины входных данных. Подтверждением неформальной характери-
стики класса FLINSPACE как класса осуществимых вычислений с точ-
ки зрения требуемой для вычислений памяти может служить то, что в на-
стоящее время в работах по теоретической информатике для вычислений
в пределах FLINSPACE утвердился термин «space-efficient evaluation».
Известно, что класс FLINSPACE не совпадает с классом FP и, кроме
того, если FLINSPACE ⊆ FP , то P = NP [1]. Следовательно, результа-
ты относительно FLINSPACE вычислимости объектов математического
анализа не следуют непосредственно из FP вычислимости этих объектов
и требуют отдельного доказательства в предположении P 6= NP , которое
поддерживается многими специалистами в области математических основ
информатики.

Введем обозначение FP//LINSPACE для класса алгоритмов, вычис-
лимых машиной Тьюринга за полиномиальное время и на линейной зоне.
Под алгоритмическими функциями (конструктивными функциями) над
конструктивными числами будем понимать алгоритмы, вычисляющие при-
ближения значений функций по приближениям аргумента.

Цели работы. Показать, что для вещественных чисел и функций мате-
матического анализа, наиболее часто используемых на практике, можно
построить конструктивные аналоги, позволяющие находить приближения
в пределах класса FP//LINSPACE. Разработать алгоритмы для рабо-
ты с FLINSPACE вычислимыми приближениями объектов математиче-
ского анализа, которые реализуемы на объектно-ориентированном языке
программирования. Реализовать такие алгоритмы на языке программиро-
вания C# в среде программирования Microsoft Visual Studio 7.1.

Методы исследования. Для построения и оценки вычислительной слож-
ности алгоритмов использовались аппарат численных методов, математи-
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ческий анализ, теория вычислительной сложности, аппарат конструктив-
ного математического анализа. При реализации библиотеки классов ис-
пользовались такие элементы программирования, как абстрактные классы,
функторы, интерфейсы, итераторы.

Научная новизна. Новым является изучение достаточно широкого клас-
са вещественных чисел и функций с точки зрения вычисления двоично-
рациональных приближений в пределах класса FLINSPACE, как весьма
важного для практических вычислений.

Практическая ценность. Практическая ценность диссертации состоит
в том, что предложенные алгоритмы и библиотека классов на языке про-
граммирования C# могут использоваться в различных системах численных
расчетов, требующих вычислений с вещественными числами и функциями
с любой заданной точностью.

Апробация работы. Результаты работы обсуждались на следующих на-
учных конференциях и семинарах:

• V Международная конференция «Дискретные модели в теории управ-
ляющих систем» (Ратмино, 26—29 мая 2003 г.);

• VIII Международный семинар «Дискретная математика и ее прило-
жения» (Москва, 2—6 февраля 2004 г.);

• IX Международный семинар «Дискретная математика и ее приложе-
ния» (Москва, 18—23 июня 2007 г.);

• семинар кафедры вычислительных методов математико-механического
факультета Санкт-Петербургского государственного университета;

• семинар кафедры информатики математико-механического факульте-
та Санкт-Петербургского государственного университета.

Публикации. По теме диссертации опубликованы тезисы [8–10] и ста-
тьи [11, 12]. В [8, 11] содержатся результаты о емкостной вычислитель-
ной сложности алгоритма Штурма и FP//LINSPACE конструктивно-
сти алгебраических чисел, а также рассмотрены арифметические опера-
ции на множестве FLINSPACE конструктивных вещественных чисел.
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В [9,10,12] предложены алгоритмы для вычисления степенных рядов в пре-
делах FP//LINSPACE и доказана FP//LINSPACE конструктивность
некоторых элементарных функций. В статье [12] имеется описание библио-
теки классов на языке программирования C# для работы с FLINSPACE

конструктивными вещественными числами и функциями. Cтатьи [11, 12]
входят в перечень изданий, рекомендованных ВАК для публикаций.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех
глав, заключения, списка литературы, списка таблиц, предметного указа-
теля и приложения. Содержит 1 рисунок, 2 таблицы и список цитируемой
литературы из 35 наименований. Текст диссертации изложен на 113 стра-
ницах. Исходные тексты библиотеки классов на языке программирования
C# находятся в приложении на 54 страницах.

Общая характеристика работы

Во введении показывается актуальность темы, дана общая постановка за-
дачи, кратко излагается содержание работы. Обосновывается выбор класса
FLINSPACE как базового класса для построения эффективной с вычис-
лительной точки зрения системы конструктивных вещественных чисел и
функций, при этом аргументация данного выбора основывается на свой-
ствах класса FLINSPACE, изложенных в работе [1].

В первой главе формулируются основные понятия конструктивного ма-
тематического анализа [3]. Кратко излагается история развития предмета.
Приводится обзор литературы по известным способам построения системы
конструктивных вещественных чисел и функций и по различным подхо-
дам к исследованию вычислительной сложности конструктивных объектов
математического анализа. Из [4] приводятся необходимые сведения о клас-
сах вычислительной сложности. Также сравниваются известные методы
построения алгоритмов расчета констант и элементарных функций такие,
как арифметико-геометрическое среднее и разложение в ряды с рациональ-
ными коэффициентами.

Затем описываются основные идеи подхода, изложенного в работах [5,6].
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Данная диссертация основана на этом подходе к исследованию вычисли-
тельной сложности конструктивных чисел и функций. В качестве вычис-
лительной используется модель, использующая понятие машины Тьюрин-
га, а основу представления конструктивных объектов составляет понятие
вычислимой последовательности, сходящейся по Коши, φ : N → D (здесь
и далее N —множество всех натуральных чисел, включая 0). В качестве
множества аппроксимирующих значений D берется множество двоично-
рациональных чисел (D является всюду плотным в R естественным для
компьютерного использования подмножеством множества рациональных
чисел). Для последовательности, сходящейся по Коши и задающей кон-
структивный объект x, требуют, чтобы выполнялось |φ(n)− x| ≤ 2−n для
любого натурального n.

Рациональное число d называется двоично-рациональным, если d = m
2n

для некоторого целого m и натурального n. Числа из D имеют конечное
двоичное представление: строка s, равная ±upup−1 . . . u0.v1v2 . . . vr, обозна-
чает число d = ±∑p

i=0 ui2
i ± ∑r

j=1 vj2
−j. Под точностью представления

prec(d) понимается число битов справа от двоичной точки, т. е. число r. С
точки зрения изучения вычислительной сложности двоично-рациональные
числа удобны тем, что для любого n числа из D с точностью n равномерно
распределены на вещественной прямой.

Последовательность φ : N → D двоично-рационально сходится к ве-
щественному числу x, если для любого n ∈ N выполняется prec(φ(n)) =

n + 1 и |φ(n)− x| ≤ 2−n. Множество всех вычислимых функций, двоично-
рационально сходящихся к вещественному числу x, обозначается CFx. Ве-
щественное число x называется CF конструктивным, если CFx не пусто.

Вещественная функция f , заданная на [a, b], называется CF конструк-
тивной вещественной функцией на этом отрезке, если существует машина
Тьюринга M с оракульной функцией такая, что для любого x ∈ [a, b] и лю-
бой функции φ ∈ CFx машина Mφ по произвольной точности 2−n, n ∈ N ,
последовательно вычисляет m ∈ N и d ∈ D так, что выполняются нера-
венства

|φ(m)− x| ≤ 2−m, |d− f(x)| ≤ 2−n.
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Под построением конструктивного аналога вещественного числа или ве-
щественной функции f на отрезке [a, b] понимается описание алгоритма,
вычисляющего приближения из D с произвольной точностью данного чис-
ла или значений f(x) для x ∈ [a, b].

Вычислительная сложность конструктивных чисел и функций опреде-
ляется в [5] как сложность алгоритмов, вычисляющих приближенные зна-
чения. Входными данными таких алгоритмов является точность вычисле-
ния 2−n, которая записывается на входе как последовательность из n нулей
(обозначается 0n), и поэтому под длиной входных данных понимается n.

Целью второй главы являются определение и основные свойства кон-
структивных вещественных чисел и функций с ограниченной линейной
функцией сложностью вычисления двоично-рациональных приближений.

В разделе 2.2 проводится построение множеств FLINSPACE конструк-
тивных вещественных чисел и функций [12].

Определение 1. Число x из R называем FLINSPACE конструктив-
ным вещественным числом, если существует FLINSPACE вычисли-
мая функция φ ∈ CFx.

Говорят, что однородная емкостная вычислительная сложность функ-
ции f на отрезке [a, b] ограничена функцией s : N → N , если существу-
ет машина Тьюринга M с оракульной функцией такая, что для любого
x ∈ [a, b] и любой функции φ ∈ CFx машина Mφ вычисляет приближение
f(x) с точностью 2−n так, что при этом используется не более s(n) ячеек
промежуточной памяти.

Определение 2. Функцию f : [a, b] → R называем FLINSPACE кон-
структивной вещественной функцией на отрезке [a, b], если однородная
емкостная вычислительная сложность функции f ограничена линейной
функцией.

Множества FLINSPACE конструктивных чисел и функций обознача-
ются FLINSPACECF и FLINSPACEC[a,b] соответственно. Индекс C[a, b]

в обозначении FLINSPACEC[a,b] обусловлен тем, что конструктивные функ-
ции являются непрерывными на всей области определения [5]. Аналогич-
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ным образом определяются FP//LINSPACE конструктивные веществен-
ные числа и функции.

Рассматриваются арифметические операции на FLINSPACECF [11].
Основная идея алгоритмов арифметических операций состоит в вычисле-
нии двоично-рациональных приближений аргументов с точностью, доста-
точной для вычисления результата, и затем выполнении арифметической
операции над полученными приближениями. Устанавливается замкнутость
FLINSPACECF относительно таких операций.

Для операций обращения и деления обычно используется расчет нижней
границы модуля числа по двоично-рациональным приближениям, что в
общем случае может оказаться вычислением вне класса FLINSPACE.
Поэтому для эффективной реализации обращения и деления определяются
множество lα и операция high:

• lα для α 6= 0—множество натуральных k, k ≥ 0, таких, что |α| ≥ 2k;

• high(α)—произвольное целое k такое, что |α| ≤ 2k.

Показывается, каким образом можно вычислять элементы lα для резуль-
татов арифметических операций.

В разделах 2.4 и 2.5 рассматриваются вещественные функции одного
аргумента, представимые степенными рядами двух видов, и показывается
вычислимость таких функций в пределах FLINSPACE [9,12] при условии
линейной сходимости соответствующих рядов на отрезке [−%, %] из области
сходимости, т. е. если для остаточного члена выполняется |rµ(n)(x)| ≤ 2−n

для любого x ∈ [−%, %], где 0 ≤ µ(n) ≤ C1n+C2 (при этом предполагается,
что µ вычисляется алгоритмом класса FLINSPACE).

Предположим, что имеется степенной ряд

S(x) =
∞∑

i=0

aix
i = a0 + a1x + a2x

2 + . . . + akx
k + . . . (1)

для x из [−%, %], % > 0, % ≤ ρ, где ρ—радиус сходимости. Пусть ai —
FLINSPACE конструктивные числа, x—FLINSPACE конструктивное
число из отрезка [−%, %], αi —FLINSPACE вычислимые функции из CFαi

,
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φ— FLINSPACE вычислимая функция из CFx. Пусть также m—неко-
торое натуральное число, αi(m)—двоично-рациональные приближения ко-
эффициентов ai с точностью 2−m, φ(m)—двоично-рациональные прибли-
жения аргумента x с точностью 2−m.

Рассматриваются частичные суммы Sk(x) =
∑k

i=0 aix
i ряда (1) с под-

становкой αi(m) вместо коэффициентов ai и φ(m) вместо аргумента x:

Sk(m) =
k∑

i=0

αi(m)φ(m)i.

Для расчета приближенных значений S∗k(m) таких выражений использует-
ся схема Горнера с округлением промежуточных результатов:

h0(m) = αk(m),

ĥr(m) = αk−r(m) + hr−1(m)φ(m), (2)

hr(m) = ĥr(m) + εr,

где r = 1, 2, . . . , k; при r = k полагается S∗k(m) = hk(m). Величины
hr(m) получаются отбрасыванием битов qm+1qm+2 . . . qm+p чисел ĥr(m) по-
сле двоичной точки, начиная с (m + 1)-го, т. е.

|εr| = |hr(m)− ĥr(m)| = 0.0 . . . 0qm+1qm+2 . . . qm+p,

а знак εr совпадает со знаком ĥr(m). Оценивается погрешность вычислений
∆(k, m) = |S∗k(m)− Sk(x)| при следующих ограничениях на модуль ai и %:

|ai| ≤ 1 для всех i, % ≤ 3

4
+ 2−5.

Утверждение 1. Если m ≥ 5, то погрешность вычислений по схеме (2)
оценивается как

∆(k, m) < 2−m25(k + 1). (3)

Пусть требуется вычислить приближенное значение частичной суммы
Sµ(k)(x) ряда (1) с точностью 2−k для некоторого натурального k. Положим

m = m(k) = m(k1, k2) = 5 + dlog2(k1 + 1)e+ k2, (4)
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где k1 = µ(k), k2 = k. Тогда m ≥ 5, и, следовательно, погрешность вы-
числения Sµ(k)(x) оценивается как ∆(µ(k),m(k)) < 2−k. Так как для оста-
точного члена выполняется |rζ(x)| = |Sζ(x) − S(x)| ≤ 2−(n+1) для любого
x ∈ [−%, %], где ζ = µ(n+1), то |S∗ζ (m)−S(x)| ≤ ∆(ζ, m)+2−(n+1). Возьмем
m = m(k1, k2) по формуле (4) для k1 = µ(n + 1), k2 = n + 1. Тогда

|S∗ζ (m)− S(x)| < 2−(n+1) + 2−(n+1) = 2−n.

Так как µ(n) ограничена сверху линейной функцией, то линейной зависи-
мости m от n достаточно для вычисления суммы степенного ряда (1) на
отрезке [−%, %] с требуемой точностью.

Предположим, что коэффициенты ai ряда (1) получаются последова-
тельным умножением на некоторые величины с ростом номера коэффици-
ента, т. е. ai = ai−1bi, с начальным значением a0 = b0:

S(x) =
∞∑

i=0

aix
i = b0 + b0b1x + b0b1b2x

2 + . . . + b0 . . . bk−1bkx
k + . . . (5)

При вычислении Sk(m) удобно не пересчитывать коэффициенты ai, а на-
капливать их значение вместе с вычислением промежуточных величин. По-
этому для расчета приближений S∗k(m) величин Sk(m) используется следу-
ющая схема с округлением промежуточных результатов, отличная от (2):

h0(m) = βk(m),

ĥr(m) = βk−r(m)[1 + hr−1(m)φ(m)],

hr(m) = ĥr(m) + εr,

(6)

где r = 1, 2, . . . , k; при r = k полагается S∗k(m) = hk(m). Проводится оценка
погрешности ∆(k, m) для такой схемы, аналогичная (3).

На основании вычислительных процессов (2) и (6) строятся алгоритмы
SeriesSum1 и SeriesSum2 расчета приближений рядов (1) и (5).

Теорема 1. Если степенной ряд вида (1) аналитической функции f(x)

линейно сходится на отрезке [−%, %], % ≤ 3
4 + 2−5, и коэффициенты ai

являются FLINSPACE вычислимыми, то f(x) ∈ FLINSPACEC[−%,%].

Аналогичная теорема формулируется для функций, представимых ря-
дами вида (5). Если коэффициенты ряда аналитической функции f явля-
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ются также полиномиально вычислимыми по времени, то f будет принад-
лежать FP//LINSPACEC[−%,%].

В третьей главе рассматриваются конструктивные объекты математи-
ческого анализа, наиболее часто используемые на практике, и доказывается
FP//LINSPACE вычислимость таких объектов, при этом для построения
алгоритмов вычисления приближений используются только разложения в
ряды и эквивалентные преобразования.

В разделе 3.1 устанавливается FP//LINSPACE конструктивность ал-
гебраических и некоторых трансцендентных чисел. Из известных резуль-
татов приводится ссылка на статью [2] и ссылки на ряд других работ.

Для построения конструктивных аналогов алгебраических чисел [8, 11]
используется стандартное представление вещественных корней полинома
P ∈ Z[x] списком отделяющих интервалов, при этом такой список вы-
числяется с помощью алгоритма Штурма. Предполагается, что полином
задается списком всех своих коэффициентов, включая нулевые.

Теорема 2. Пусть P (x) =
∑m

i=0 pix
i —примитивный полином с целыми

коэффициентами, свободный от квадратов. Тогда емкостная сложность
алгоритма Штурма ограничена сверху функцией C(m3l(m) + m2w(P )).

Здесь l(m)—длина двоичной записи m, w(P ) = (m + 1)(l(h(P )) + 1),
h(P ) = maxm

i=1 |pi|—полунорма полинома P . Алгоритм Штурма позволяет
по полиному P ∈ Z[x] построить набор CF конструктивных веществен-
ных чисел, являющихся конструктивными аналогами корней полинома P .
Для вычисления рациональных приближений к корню α используется ите-
ративный алгоритм, на каждом шаге которого интервал, содержащий α,
делится на два подинтервала. Если 2−n — заданная точность вычисления
двоично-рационального приближения, то для концевых точек τ получаю-
щихся подинтервалов и значений P (τ) в этих точках выполняются нера-
венства l(τ) ≤ C1n, l(P (τ)) ≤ C2n.

Теорема 3. Пусть P ∈ Z[x]—примитивный полином, свободный от
квадратов, {αi}—набор вещественных корней P . Тогда каждое число из
набора {αi} принадлежит FP//LINSPACECF .
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Для построения конструктивных аналогов трансцендентных чисел π и
e используется формула Мэшина (J. Machin) для числа π:

π = 16α− 4β, α = arctg(5−1), β = arctg(239−1),

и ряд
∑n

i=0
1
i! для числа e.

В разделе 3.2 рассматривается вычислительная сложность основных эле-
ментарных функций. Для небольших по абсолютному значений аргументов
элементарные функции вычисляются напрямую с помощью подходящего
алгоритма для степенного ряда. Расчет таких функций на всей области
определения выполняется с использованием аддитивной или мультиплика-
тивной редукции интервала.

Покажем схему расчета в пределах FP//LINSPACE элементарных
функций на примере логарифмической функции [10,12].

Ряд Тейлора логарифмической функции ln(1 + x) =
∑∞

i=1 (−1)(i−1)xi

i

сходится для значений x в интервале (−1, 1]. С помощью мультипликатив-
ной редукции интервала вычисление логарифма для аргумента u = 1 + x

сводится к расчету логарифма для аргумента u
2r :

ln(u) = ln

(
u

2r
2r

)
= ln

(
u

2r

)
+ r · ln(2) = ln

(
u

2r

)
−r · ln

(
1

2

)
;

здесь r —некоторое целое число. Введем следующие обозначения: u′ = u
2r ,

x∗—приближение x, (u′)∗—приближение u′. Приближенные значения ар-
гумента конструктивной функции являются двоично-рациональными чис-
лами, а такие числа, как уже говорилось, имеют конечное двоичное пред-
ставление. Поэтому для вычисления (u′)∗ достаточно сдвигать битовое пред-
ставление u∗ так, чтобы старший значащий бит оказался сразу после дво-
ичной точки (т. е. (u′)∗ = 0.1 . . . ). Если u∗ ≥ 1, то r > 0, иначе r ≤ 0. При
этом (u′)∗ будет принадлежать интервалу

[1
2 , 1

)
, а величина (x′)∗, равная

(u′)∗ − 1, будет находиться в интервале
[−1

2 , 0
)
. Так как (x′)∗ ∈ [−1

2 , 0
)
,

то x′ ∈ [−1
2 − 2−5, 2−5) при условии, что x′ вычисляется с точностью 2−m,

m ≥ 5. Обозначим интервал
[−1

2 − 2−5, 2−5) через σ(5).
Для модуля остаточного члена логарифмического ряда на интервале[−1
2 − 2−5, 0

)
имеет место оценка |rn(x′)| < 2−0.9(n+1)+2. Для x′ ∈ [

0, 2−5)
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заведомо будет |rn(x′)| < 2−n. То есть логарифмический ряд линейно схо-
дится на интервале σ(5). Так как коэффициенты данного ряда ограничены
по модулю сверху 1 и σ(5) ⊂ [−%, %], где % = 1

2 +2−5, то используется схема
(2) для расчета логарифмического ряда в пределах FP//LINSPACE для
x′ на интервале σ(5), в частности для расчета ln(2−1) = ln(1 − 2−1). При
этом в качестве µ(n + 1) берется выражение d1.2n + 3e, так как в этом
случае будет |rµ(n+1)(x

′)| < 2−0.9(1.2n+3+1)+2 < 2−(n+1).
Учитывая, что k1 = d1.2n+3e, k2 = n+1, получаем точность аргумента,

достаточную для определения значения ln(1 + x′) с точностью 2−n:

2−m(k1,k2), где m(k1, k2) = 5 + dlog2(k1 + 1)e+ k2.

Теорема 4. Функция ln(1+x) является FP//LINSPACE конструктив-
ной на любом отрезке [2−p − 1, 2p − 2], где p—натуральное, p ≥ 1.

Аналогичные теоремы доказываются для функций (1 + x)h (h—рацио-
нальное число, |h| < 1), sin(x), arcsin(x), exp(x).

Четвертая глава содержит описание библиотеки классов [12] для ра-
боты с FLINSPACE конструктивными вещественными числами и функ-
циями, реализованной на языке программирования C# 1.1. Приводятся ре-
зультаты пробных вычислений некоторых констант и функций. Например,
для вычисления приближенного значения ln(5) с 3320 двоичными знаками
на компьютере с процессором AMD Athlon 64 X2 Dual Core 3800+ после
точки понадобилось 27 с. При этом для умножения двоично-рациональных
чисел использовался простой алгоритм с временной сложностью Cn2.

В заключении сформулированы основные результаты работы:

• Предложены алгоритмы для расчета в пределах FP//LINSPACE

полиномов и степенных рядов двух видов, в частности рядов Тейлора.
Приведены условия на степенные ряды аналитических функций, при
которых такие функции являются FLINSPACE конструктивными.

• Доказана FP//LINSPACE вычислимость наиболее часто используе-
мых на практике классов вещественных чисел и функций: алгебраиче-
ских чисел, некоторых трансцендентных чисел, основных элементар-
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ных функций (получены соответствующие оценки погрешностей вы-
числений двоично-рациональных приближений и на основе этих оце-
нок построены алгоритмы класса FP//LINSPACE).

• Реализована библиотека классов на языке программирования C# в сре-
де программирования Microsoft Visual Studio 7.1 для работы с
FP//LINSPACE конструктивными числами и функциями и на при-
мерах некоторых чисел и функций математического анализа проде-
монстрирована практическая пригодность данной библиотеки.

Предложенные алгоритмы не всегда оптимальны по времени выполне-
ния, но для построения FLINSPACE вычислимого математического ана-
лиза важна принципиальная возможность построения линейных по памяти
алгоритмов.
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