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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èíòåðåñ ê âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìàì ñ îãðà-

íè÷åííîé îøèáêîé âîçðîñ â 1970-õ ãîäàõ, êîãäà Ñîëîâýé è Øòðàññåí îïóá-

ëèêîâàëè ýôôåêòèâíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðî-

ñòîòó. Â òå æå ãîäû Ãèëë äàë îïðåäåëåíèå êëàññó ñëîæíîñòè BPP, ñîñòîÿ-

ùåìó èç ÿçûêîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàñïîçíàíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ

âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. Äîëãîå âðåìÿ çà-

äà÷à ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó áûëà ñàìûì ÿðêèì ïðèìåðîì çàäà÷è,

êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè, íî íå ðåøà-

åòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè. Îäíàêî â 2002 ãîäó Àãðàâàë, Êàÿë è Ñàêñåíà

ïðåäëîæèëè äåòåðìèíèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè òåñò ÷èñëà

íà ïðîñòîòó.

Íåèçâåñòíî, ñîâïàäàþò ëè êëàññû P è BPP. Ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-

ðèòì ïðîâåðêè ÷èñëà íà ïðîñòîòó è ðåçóëüòàòû ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé

î ñâÿçè ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâíûõ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ è äåðàíäîìèçàöèè

(ðàáîòû Íèñàíà, Âèãäåðñîíà è äð. 1994�2003 ãã.) äàþò îñíîâàíèå äëÿ âû-

äâèæåíèÿ ãèïîòåçû P = BPP (â ÷àñòíîñòè, èç ñóùåñòâîâàíèÿ áóëåâîé

ôóíêöèè, êîòîðàÿ âû÷èñëèìà çà âðåìÿ 2cn, íî íå âû÷èñëèìà ñ ïîìîùüþ

ñõåì ðàçìåðà ìåíüøå, ÷åì 2εn, ñëåäóåò, ÷òî P = BPP).

P è BPP � ýòî êëàññû çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåøàòü íà

ïðàêòèêå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ íàäåæíîñòè êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ïðî-

òîêîëà íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî çíà÷èò, ÷òî çàäà÷ó (âçëîì ïðîòîêîëà) íåâîç-

ìîæíî ýôôåêòèâíî ðåøàòü íà ïðàêòèêå. Èç òîãî, ÷òî çàäà÷à íå ëåæèò â

êëàññå BPP, åùå íå ñëåäóåò, ÷òî ýòó çàäà÷ó íåëüçÿ ýôôåêòèâíî ðåøàòü íà

ïðàêòèêå. Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî äëÿ êàæäîé äëèíû âõîäà åñòü ðîâíî îäèí

âõîä, äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à ñëîæíà, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âõîäîâ çàäà÷à

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Èìåííî äëÿ íóæä êðèïòîãðàôèè â êîíöå 1980-õ ãîäîâ

Ëåâèíûì è Ãóðåâè÷åì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè

ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ñëó÷àå.

Â òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ñëó÷àå ìàññîâûå âû÷èñëèòåëüíûå çà-
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äà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ âìåñòå ñ ðàñïðåäåëåíèåì íà âõîäàõ (èíäèâèäóàëü-

íûõ çàäà÷àõ). Çàäà÷è, ñíàáæåííûå ðàñïðåäåëåíèåì, ìû íàçûâàåì ðàñïðå-

äåëåííûìè çàäà÷àìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûå

ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. òàêèå, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû çà ïîëèíîìè-

àëüíîå âðåìÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïåðâîå îïðå-

äåëåíèå ïîíÿòèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî â ñðåäíåì ñëó÷àå àëãîðèòìà äàë Ëåâèí

â 1986 ãîäó. Ëåâèí òàêæå äîêàçàë ïîëíîòó â ñðåäíåì ñëó÷àå çàäà÷è î çàìî-

ùåíèè. Åñëè çàäà÷à î çàìîùåíèè ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå

â ñðåäíåì âðåìÿ, òî è âñå NP-çàäà÷è ñ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûìè

ðàñïðåäåëåíèÿìè ìîãóò áûòü ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðå-

ìÿ. Ïîçæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñëåäóþùèå ðàñïðåäåëåííûå çàäà÷è òîæå

ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè â ñðåäíåì ñëó÷àå: çàäà÷à îá îãðàíè÷åííîé îñòàíîâêå

ìàøèíû Òüþðèíãà, çàäà÷à Ïîñòà (Ãóðåâè÷, 1991), çàäà÷à äåêîìïîçèöèè

ìàòðèöû (Áàññ, Ãóðåâè÷, 1995) è äð.

Ïóñòü Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè äåéñòâó-

þùèå èç Σ∗ â Σ∗, ãäå Σ∗ � ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå Σ. Ìû

íàçûâàåì ôóíêöèþ f îäíîñòîðîííåé, åñëè åå ëåãêî âû÷èñëèòü, íî òðóäíî

îáðàòèòü. Îáû÷íî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ëåãêî âû÷èñëèìà, åñëè

îíà âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñòü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ òðóäíîñòè îáðàùåíèÿ ôóíêöèè.

Êðèïòîãðàôè÷åñêè îäíîñòîðîííÿÿ ôóíêöèÿ. Ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñ-

ëèìàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êðèïòîãðàôè÷åñêè ñëàáî îäíîñòîðîííåé, åñëè

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû c êàæäûé âåðîÿòíîñòíûé ïîëè-

íîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì îøèáàåòñÿ ïðè îáðàùåíèè ýòîé ôóíê-

öèè ñ âåðîÿòíîñòüþ (ïî âõîäàì è ñëó÷àéíûì áèòàì àëãîðèòìà) íå ìåíåå 1
nc

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ äëèí âõîäîâ. Íåèçâåñòíî íèêàêèõ ðàçóìíûõ

ïðåäïîëîæåíèé î ñëîæíîñòíûõ êëàññàõ, èç êîòîðûõ ñëåäîâàëî áû ñóùå-

ñòâîâàíèå êðèïòîãðàôè÷åñêèõ îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé.

Îäíîñòîðîííÿÿ â ñðåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ. Åñòü äâà ñïîñîáà îïðåäå-

ëèòü òðóäíîñòü îáðàùåíèÿ ôóíêöèè íà ÿçûêå ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ñëó÷àå

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå çàäàíî ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðå-
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äåëåíèå. Åñëè çàäà÷à îáðàùåíèÿ ôóíêöèè f ñ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóå-

ìûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âõîäàõ f íå ðåøàåòñÿ íèêàêèì ïîëèíîìèàëüíûì

â ñðåäíåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé, òî

ôóíêöèþ f áóäåì íàçûâàòü îäíîñòîðîííåé â ñðåäíåì ñëó÷àå.

Åñëè çàäà÷à îáðàùåíèÿ ôóíêöèè f ñ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûì

ðàñïðåäåëåíèåì íà âûõîäàõ (îáðàçàõ) f íå ðåøàåòñÿ íèêàêèì ïîëèíî-

ìèàëüíûì â ñðåäíåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì ñ îãðàíè÷åííîé

îøèáêîé, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à îáðàùåíèÿ f � ýòî òðóäíàÿ â ñðåäíåì ñëó-

÷àå çàäà÷à. Ñóùåñòâîâàíèå òðóäíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àå çàäà÷ ýêâèâàëåíòíî

(NP,PSamp) 6⊆ AvgBPP, ãäå (NP,PSamp) � ýòî ìíîæåñòâî çàäà÷ èç

NP ñ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, à AvgBPP � ýòî

ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì

âðåìÿ âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîñòîðîííèõ â ñðåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèé ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå òðóäíûõ â ñðåäíåì ñëó÷àå çàäà÷, ïîñêîëüêó ïîëèíîìèàëü-

íî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå íà âõîäàõ ôóíêöèè ïîðîæäàåò ïîëèíîìè-

àëüíî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå íà âûõîäàõ ôóíêöèè. Èç ñóùåñòâîâà-

íèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

îäíîñòîðîííèõ â ñðåäíåì ôóíêöèé, èç ÷åãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òðóä-

íûõ â ñðåäíåì çàäà÷, ÷òî âëå÷åò (NP,PSamp) 6⊆ AvgBPP. Ñëåäóåò ëè

èç (NP,PSamp) 6⊆ AvgBPP ñóùåñòâîâàíèå êðèïòîãðàôè÷åñêèõ îäíî-

ñòîðîííèõ ôóíêöèé, ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì îòêðûòûì âîïðîñîì. Ñëåäóåò

ëè èç (NP,PSamp) 6⊆ AvgBPP ñóùåñòâîâàíèå îäíîñòîðîííèõ â ñðåä-

íåì ñëó÷àå ôóíêöèé, òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì. Ìîæíî ïîêà-

çàòü (Ëåâèí, 2003), ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò òðóäíàÿ â ñðåäíåì çàäà÷à îáðà-

ùåíèÿ ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùåé äëèíó, ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî

ñóùåñòâóåò è îäíîñòîðîííÿÿ â ñðåäíåì ôóíêöèÿ (ýòè äâà óñëîâèÿ ñòîëü

ñèëüíûå, ÷òî èõ íå ïîëó÷àåòñÿ óäîâëåòâîðèòü, îñíîâûâàÿñü íè íà îäíîé èç

èçâåñòíûõ ïîëíûõ çàäà÷ â êëàññå (NP,PSamp)).

Íà äàííûé ìîìåíò äëÿ êëàññà BPP íåèçâåñòíî íè òåîðåìû îá èåðàð-

õèè ïî âðåìåíè, íè ïîëíûõ çàäà÷ îòíîñèòåëüíî äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâåäå-
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íèé. Îñíîâíîå ïðåïÿòñòâèå � ýòî îòñóòñòâèå âû÷èñëèìîé íóìåðàöèè âåðî-

ÿòíîñòíûõ ìàøèí, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îãðàíè÷åííîé îøèá-

êè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè P = BPP, òî êëàññ BPP ñîäåðæèò ïîëíûé ÿçûê

(ïîäîéäåò ëþáîé ÿçûê èç êëàññ P). Îäíàêî ñóùåñòâóåò òàêîé îðàêóë A,

÷òî â êëàññå BPPA íåò ïîëíûõ ÿçûêîâ (Õàðòìàíèñ, Õåìà÷àíäðà, 1986).

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîé çàäà÷è â êëàññå BPP ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

èåðàðõèè ïî âðåìåíè (Áàðàê, 2002). Ëó÷øèé ðåçóëüòàò, ñâÿçàííûé ñ èåðàð-

õèåé ïî âðåìåíè, ñóïåðïîëèíîìèàëüíûé: BPTime[nlog n] ( BPTime[2nε

]

(Êàðïèíñêèé, Âåðáåê, 1987). Îäíàêî, ìû íå ìîæåì äîêàçàòü, íàïðèìåð,

÷òî BPTime[n] ( BPTime[n100 log n].

Ïåðâûé ïðîãðåññ â èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ âåðîÿòíîñò-

íûõ êëàññîâ ñëîæíîñòè � ýòî òåîðåìà îá èåðàðõèè ïî âðåìåíè äëÿ âû-

÷èñëåíèé ñ íåñêîëüêèìè áèòàìè íåðàâíîìåðíîé ïîäñêàçêè (Áàðàê, 2002;

Ôîðòíîó, Ñàíñàíàì, 2004), ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû âêëþ÷àþò èåðàðõèþ ïî

âðåìåíè äëÿ êëàññîâ âñåãî ñ îäíèì áèòîì ïîäñêàçêè: BPP/1 (Ôîðòíîó,

Ñàíñàíàì, 2004), ZPP/1,MA/1 è ò.ä. (Ìåëêåáåê, Ïåðâûøåâ, 2007). Îä-

íàêî, ïîíÿòèå ïîäñêàçêè, èñïîëüçóåìîå â ýòèõ ðåçóëüòàòàõ íåñòàíäàðòíîå,

ïîñêîëüêó ìàøèíû ìîãóò íàðóøàòü óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè îøèáêè, åñëè

ïîäñêàçêà íåïðàâèëüíàÿ. Â ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêîå îïðå-

äåëåíèå ïîäñêàçêè, òî ñóùåñòâîâàíèå èåðàðõèè ïî âðåìåíè îñòàåòñÿ îò-

êðûòûì âîïðîñîì, òàê êàê îíî ýêâèâàëåíòíî èåðàðõèè ïî âðåìåíè áåç ïîä-

ñêàçêè. Äðóãèì ðåçóëüòàòîì â ýòîé îáëàñòè ñòàëî äîêàçàòåëüñòâî èåðàðõèè

ïî âðåìåíè äëÿ ýâðèñòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ ñ îãðàíè÷åííîé

îøèáêîé (ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ìîãóò îøèáàòüñÿ íà ìàëåíüêîé äîëå

âõîäîâ). Èåðàðõèÿ ïî âðåìåíè â êëàññå Heur 1
nc
BPP (ñ ðàâíîìåðíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì) áûëà äîêàçàíà â (Ôîðòíîó, Ñàíñàíàì, 2004), äîêàçàòåëüñòâî

áûëî ñóùåñòâåííî óïðîùåíî â (Ïåðâûøåâ, 2007). Îäíàêî, â ýòèõ ðåçóëü-

òàòàõ àëãîðèòìû íå òîëüêî ìîãóò äàâàòü íåâåðíûé îòâåò, íî è íàðóøàþò

óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè îøèáêè íà ìàëîé äîëå âõîäîâ. Âîçìîæíîñòü âûäà-

âàòü íåâåðíûé îòâåò ïîìîãàåò è â ïîñòðîåíèè ïîëíûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð,

ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ êðèïòîñèñòåìà ñ îòêðûòûì êëþ÷îì, åñëè äåêîäèðóþ-
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ùèé àëãîðèòì ìîæåò îøèáàòüñÿ ñ ìàëåíüêîé âåðîÿòíîñòüþ (Õàðíèê è äð.,

2005).

Â 2000-ì ãîäó Ãîëäðåéõ ïðåäëîæèë ôóíêöèþ, îñíîâàííóþ íà ãðàôàõ-

ðàñøèðèòåëÿõ, è âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîñòî-

ðîííåé. Ïðåäëîæåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò n äâîè÷íûõ âõîäîâ è n äâîè÷íûõ

âûõîäîâ. Êàæäûé âûõîä ôóíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò êàêèõ-òî d âõîäîâ è

âû÷èñëÿåòñÿ ïî íèì ñ ïîìîùüþ çàäàííîãî d-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà. Ãîëäðåéõ

ïðåäëàãàë èñïîëüçîâàòü ãðàôû ñî ñâîéñòâîì ðàñøèðåíèÿ â êà÷åñòâå ãðà-

ôà çàâèñèìîñòåé è ñëó÷àéíûé d-ìåñòíûé ïðåäèêàò. Ôóíêöèÿ, ïðåäëîæåí-

íàÿ Ãîëäðåéõîì, èìååò íåêîòîðîå ñõîäñòâî ñ ïñåâäîñëó÷àéíûì ãåíåðàòîðîì

Íèñàíà-Âèãäåðñîíà.

Îäíèì èç ïðàêòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê îáðàùåíèþ îäíîñòîðîííèõ ôóíê-

öèé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííûõ ïðîãðàìì, ðåøàþùèõ çàäà÷ó âû-

ïîëíèìîñòè áóëåâîé ôîðìóëû. Ïðàêòè÷åñêè âñå ðåàëüíî èñïîëüçóåìûå àë-

ãîðèòìû äëÿ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôîðìóëû îñíîâàíû íà ìåòîäå

ðàñùåïëåíèÿ (ïî èíèöèàëàì àâòîðîâ (Äýâèñ, Ïóòíàì, 1960), (Äýâèñ, Ëîãå-

ìàí, Ëîâåëåíä, 1962) òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþò DPLL àëãîðèòìàìè).

Äëÿ íåâûïîëíèìûõ ôîðìóë íèæíèå îöåíêè íà âðåìÿ ðàáîòû àëãî-

ðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ ñëåäóþò èç íèæíèõ îöåíîê íà ðàçìåð ðåçîëþöèîí-

íûõ äîêàçàòåëüñòâ (Öåéòèí, 1968). Íåâûïîëíèìûå ôîðìóëû, îñíîâàííûå

íà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ãåíåðàòîðàõ Íèñàíà-Âèãäåðñîíà, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà íèæíèõ îöåíîê â ðàçëè÷íûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèñòåìàõ

äîêàçàòåëüñòâ (Àëåõíîâè÷ è äð., 2000). Íî ôîðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç çà-

äà÷ îáðàùåíèÿ îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé, îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ âûïîëíèìûìè.

Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî ðàñùåïëÿþùèå àëãîðèòìû áûñòðî ðàáîòàþò íà âû-

ïîëíèìûõ ôîðìóëàõ. Åñëè íèêàê íå îãðàíè÷èâàòü ýâðèñòèêè âûáîðà ïåðå-

ìåííîé äëÿ ðàñùåïëåíèÿ è çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâûì, òî

äîêàçàòåëüñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîé íèæíåé îöåíêè íà âðåìÿ ðàáîòû ðàñùåï-

ëÿþùèõ àëãîðèòìîâ íà âûïîëíèìûõ ôîðìóëàõ îçíà÷àëî áû, ÷òî P 6= NP.

Â ðàáîòå (Äæ. Êóê è äð., 2009) èçó÷àåòñÿ ñëîæíîñòü îáðàùåíèÿ ôóíê-

öèè Ãîëäðåéõà, îñíîâàííîé íà ïðåäèêàòå x1⊕ x2⊕ · · · ⊕ xd−2⊕ xd−1xd. Äëÿ
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¾áëèçîðóêèõ¿ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðàñùåïëåíèè äîêàçûâàåòñÿ ýêñ-

ïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà ñðåäíþþ ñëîæíîñòü îáðàùåíèÿ òàêèõ

ôóíêöèé. Â ¾áëèçîðóêèõ¿ àëãîðèòìàõ ýâðèñòèêè âûáîðà ïåðåìåííîé è âû-

áîðà çíà÷åíèÿ, êîòîðîå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïåðâûì, â òàêèõ àëãîðèòìàõ

îãðàíè÷åíû òåì, ÷òî îíè ìîãóò çà êàæäûé øàã ïðî÷èòàòü ëèøü ìàëåíüêóþ

÷àñòü ñòðîêè, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ. Òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

çàäà÷à îáðàùåíèÿ ôóíêöèè Ãîëäðåéõà ñ òàêèì ïðåäèêàòîì òðóäíà äëÿ ïðî-

ãðàìì MiniSAT 2.0. Âîïðîñ î ýêñïîíåíöèàëüíûõ íèæíèõ îöåíêàõ íà âðåìÿ

îáðàùåíèÿ ôóíêöèé Ãîëäðåéõà ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè îñòàâëåí îòêðû-

òûì â (Äæ. Êóê è äð., 2009). Â êëàññå ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèòìîâ ýâðèñòèêà âû-

áîðà ïåðåìåííîé íè÷åì íå îãðàíè÷åíà è ìîæåò áûòü äàæå íåâû÷èñëèìîé,

à ýâðèñòèêà âûáîðà çíà÷åíèÿ, êîòîðîå áóäåò ïîäñòàâëåíî ïåðâûì, îãðàíè-

÷åíî äîñòàòî÷íî ñèëüíî: çíà÷åíèå âûáèðàåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî ñëó÷àéíûì

îáðàçîì.

Öåëè ðàáîòû.

1. Óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì êðèïòîãðàôè÷åñêè îäíîñòî-

ðîííèõ ôóíêöèé è îäíîñòîðîííèõ â ñðåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèé.

2. Ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â êëàññå

(AvgBPP,PSamp) îòíîñèòåëüíî äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâåäåíèé.

3. Äîêàçàòü òåîðåìó îá èåðàðõèè ïî âðåìåíè â êëàññå

(AvgBPP,PSamp).

4. Ñðàâíèòü êëàññ ñëîæíîñòè AvgP ñ êëàññàìè P è EXP, ñðàâíèòü

êëàññ AvgBPP ñ êëàññàìè BPP è BPEXP.

5. Ïîñòðîèòü òðóäíûå âûïîëíèìûå ôîðìóëû äëÿ ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèòìîâ,

êîòîðûå îñíîâàíû íà òðóäíûõ íåâûïîëíèìûõ ôîðìóëàõ.

6. Ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó íà ñðåäíåå âðåìÿ îáðàùåíèÿ ôóíêöèè Ãîë-

äðåéõà, îñíîâàííîé íà íåëèíåéíîì ïðåäèêàòå, ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìà-

ìè.
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Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàáîòû. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè

ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè íà ñðåäíåå âðå-

ìÿ îáðàùåíèÿ ôóíêöèè Ãîëäðåéõà èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ñëîæíîñòè

äîêàçàòåëüñòâ è òåõíèêà ðàáîòû ñ ãðàôàìè-ðàñøèðèòåëÿìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðèïòîãðàôè-

÷åñêè îäíîñòîðîííèìè äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà äëèí âõîäîâ, â ïðåä-

ïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè ñîõðàíÿþùåé äëèíó ôóíêöèè, êîòîðóþ

íåâîçìîæíî îáðàòèòü ïîëèíîìèàëüíûì â ñðåäíåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñò-

íûì àëãîðèòìîì ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé ïðè ïîëèíîìèàëüíî ìîäå-

ëèðóåìîì ðàñïðåäåëåíèè íà âõîäàõ ôóíêöèè.

2. Ïîñòðîåíà ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â êëàññå

(AvgBPP,PSamp).

3. Äîêàçàíà òåîðåìà îá èåðàðõèè ïî âðåìåíè â êëàññå

(AvgBPP,PSamp).

4. Äîêàçàíû âêëþ÷åíèÿ (äëÿ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé): P ( AvgP ⊆ HeurP ( EXP è BPP ( AvgBPP ⊆
HeurBPP ( BPEXP.

5. Ïîñòðîåíû òðóäíûå âûïîëíèìûå ôîðìóëû äëÿ ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèò-

ìîâ, êîòîðûå îñíîâàíû íà òðóäíûõ íåâûïîëíèìûõ ôîðìóëàõ.

6. Äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà íà ñðåäíåå âðåìÿ îáðàùåíèÿ ôóíêöèè Ãîë-

äðåéõà ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè, ãäå ôóíêöèÿ Ãîëäðåéõà îñíîâàíà

íà ñëó÷àéíîì ãðàôå è ïðåäèêàòå x1 ⊕ . . . xd−k ⊕ Q(xd−k+1 . . . xd), ãäå

k + 1 < d
4 , à Q � ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè,

ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó-
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÷åíèÿ ñòðóêòóðíîé ñëîæíîñòè ñåìàíòè÷åñêèõ êëàññîâ, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ

íîâûõ ñâÿçåé ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ è

ïîíÿòèÿìè òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà

ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

International Colloquium on Automata, Languages and Programming (ICALP

2004), Ôèíëÿíäèÿ, 2004; ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà Estonian Winter School

in Computer Science (EWSCS 2005), Ýñòîíèÿ, 2005; ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-

ôåðåíöèÿ Workshop on Computational, Descriptive and Proof Complexity,

and Algorithms, Ðîññèÿ, 2007; ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Workshop on

Logic, Language, Information and Computation (WoLLIC 2008), Âåëèêîáðè-

òàíèÿ, 2008; ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà Estonian Winter School in Computer

Science (EWSCS 2009), Ýñòîíèÿ, 2009; ðîññèéñêî-àâñòðèéñêèé ñåìèíàð Ëî-

ãèêà êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî, Àâñòðèÿ, 2009; ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì

International Computer Science Symposium in Russia (CSR 2009), Ðîññèÿ,

2009.

Ðåçóëüòàòû, ëåæàùèå â îñíîâå äèññåðòàöèè, íåîäíîêðàòíî äîêëàäû-

âàëèñü íà ñåìèíàðå ÏÎÌÈ ÐÀÍ. Äâà äîêëàäà áûëè ïðèçíàíû ëó÷øèìè

íà ñòóäåí÷åñêèõ øêîëàõ EWSCS 2005 è EWSCS 2009. Ðàáîòà, ñîäåðæàùàÿ

ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, óäîñòîåíà òðåòüåé ïðåìèè â íîìèíàöèè ¾àñïèðàí-

òû¿ íà êîíêóðñå ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ Ôîíäà Ýéëåðà. Ñòàòüÿ íà êîíôå-

ðåíöèè CSR 2009 ïîëó÷èëà ïðåìèþ çà ëó÷øóþ ñòóäåí÷åñêóþ ñòàòüþ.

Ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

îïóáëèêîâàíû â ïÿòè ðàáîòàõ [1-5]. Â ðàáîòàõ [1, 4] ñîèñêàòåëþ ïðèíàä-

ëåæèò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè ìîäèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ íàïîëíèòå-

ëÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íå îáðàùàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì ñëó÷àå

âðåìÿ, ïðåâðàùàåòñÿ â êðèïòîãðàôè÷åñêè îäíîñòîðîííþþ. Êîíñòðóêöèÿ

ìîäèôèêàöèè ñ ïîìîùüþ íàïîëíèòåëÿ ïîëó÷åíà ñîâìåñòíî ñ Ý.À. Ãèðøåì.

Â ðàáîòå [2] ñîèñêàòåëþ ïðèíàäëåæèò äîêàçàòåëüñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîé

íèæíåé îöåíêè íà âðåìÿ ðàáîòû ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèòìîâ íà âûïîëíèìûõ

ôîðìóëàõ, äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè äëÿ ¾áëèçîðóêèõ¿ àëãîðèòìîâ
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ïðèíàäëåæèò ñîàâòîðàì. Ðàáîòû [1,2] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ

â ñïèñîê ðåêîìåíäîâàííûõ Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèññèåé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 93 ñòðà-

íèöû ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ îñíîâíûõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû è

ïîäðàçäåëû. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 44 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáñóæäàþòñÿ ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèè çàäà÷è è

ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé â îáëàñòè, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,

îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóå-

ìûõ â äèññåðòàöèè. Â ïåðâîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ àíñàìáëÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèé è ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è ðàñïðåäåëåííûõ NP-

çàäà÷ ïîèñêà. Âî âòîðîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÷òî çíà÷èò, ÷òî

àëãîðèòì ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ ïî Ëåâèíó è ïî Èì-

ïàëüÿööî. Äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé ïðèâå-

äåíî äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ îïðåäåëåíèé.

Ñîãëàñíî Ëåâèíó, àëãîðèòì ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì ñëó-

÷àå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε, ÷òî ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè T ε(x) ïî âñåì âõîäàì x äëèíû n åñòü O(n), ãäå

T (x) � ýòî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íà âõîäå x. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäå-

ëåíèå äàë Èìïàëüÿööî â 1995 ãîäó; ñîãëàñíî åìó, âû÷èñëèòåëüíàÿ çàäà÷à

ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò àë-

ãîðèòì ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè x (âõîä) è δ (âåðîÿòíîñòü îòâåòà ¾íå çíàþ¿),

âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî |x|δ è êîòîðûé

îòâå÷àåò ¾íå çíàþ¿ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøå δ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí

âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò).

Â òðåòüåì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ðàñïðåäå-

ëåííûõ çàäà÷ ïîèñêà FAvgP è FAvgBPP. Â ÷åòâåðòîì ðàç-

äåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíî-

âàíèÿ AvgP,AvgBPP, Avgδ(n)P, Avgδ(n)BPP, AvgTime[g(n)],
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AvgBPTime[g(n)] è AvgEXP. Â ïÿòîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëå-

íèÿ ýâðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ: HeurP,HeurBPP,

Heurδ(n)P, Heurδ(n)BPP, HeurTime[g(n)], HeurBPTime[g(n)],

Avgδ(n)PTime[g(n)], Avgδ(n)BPTime[g(n)], Heurδ(n)PTime[g(n)],

Heurδ(n)BPTime[g(n)]. Â øåñòîì ðàçäåëå äàíî îïðåäåëåíèå ôóíêöèé,

êðèïòîãðàôè÷åñêè îäíîñòîðîííèõ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà äëèí âõîäîâ. Â

ñåäüìîì ðàçäåëå äàíû îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ãîëäðåéõà è äâóäîëüíîãî

ãðàíè÷íîãî ãðàôà-ðàñøèðèòåëÿ, ïðèâåäåíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè

íóæíûõ ãðàôîâ-ðàñøèðèòåëåé. Â âîñüìîì ðàçäåëå ïðèâåäåíî îáùåå

îïðåäåëåíèå àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ è äàíî îïðåäåëåíèå ¾ïüÿíûõ¿

àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâåäåí ðåçóëüòàò, ïîêàçûâàþùèé, êàê èç ïîëè-

íîìèàëüíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, êîòîðóþ íå îáðàòèòü ïîëèíîìèàëüíûì

â ñðåäíåì âåðîÿòíîñòíûì àëãîðèòìîì ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé, ïîñòðîèòü

ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò êðèïòîãðàôè÷åñêè îäíîñòîðîííåé äëÿ áåñêîíå÷-

íîãî ÷èñëà äëèí âõîäîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ äåòåðìèíèðîâàí-

íûå ñâåäåíèÿ ¾ìíîãèå ê îäíîìó¿ ìåæäó ðàñïðåäåëåííûìè çàäà÷àìè ïîèñ-

êà è äîêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîñòü êëàññîâ FAvgBPP è FAvgP îòíîñèòåëüíî

ýòèõ ñâåäåíèé. Âî âòîðîì ðàçäåëå ïîêàçûâàåòñÿ, ïî÷åìó îäíîñòîðîííÿÿ â

ñðåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ñëàáîé îäíîñòîðîííåé

ôóíêöèåé, è ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ èäåÿ êîíñòðóêöèè. Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêà-

çàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñíàáäèòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ íàïîë-

íèòåëåì. À èìåííî, îïðåäåëÿåòñÿ íîâàÿ ôóíêöèÿ fp(x, y) íà ïàðàõ ñòðîê,

êîòîðàÿ ïðèìåíÿåò f ê ñâîåìó ïåðâîìó àðãóìåíòó è çàìåíÿåò âòîðîé àðãó-

ìåíò íà ñòðîêó 1|y|. Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñî âñåìè

äåòàëÿìè è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùàÿ äëèíó ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñ-

ëèìàÿ ôóíêöèÿ f , êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü îáðàùåíà çà âåðîÿòíîñòíîå

(ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé) ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ ñ ïîëèíîìè-

àëüíî ìîäåëèðóåìûì ðàñïðåäåëåíèåì íà âõîäàõ, òî ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿ-



-13-

þùàÿ äëèíó ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîé îäíîñòîðîí-

íåé äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà äëèí âõîäîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà êëàññà AvgBPP.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ áåçîøèáî÷íûõ è ýâðèñòè÷å-

ñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâåäåíèé ïî Òüþðèíãó è äîêàçûâàåòñÿ çàìêíó-

òîñòü êëàññà AvgP îòíîñèòåëüíî áåçîøèáî÷íûõ ñâåäåíèé è HeurP îòíî-

ñèòåëüíî ýâðèñòè÷åñêèõ ñâåäåíèé. Âî âòîðîì ðàçäåëå ñòðîèòñÿ ÿçûê C è

ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå R, äëÿ êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (C, R) ïîëíà â êëàññå (AvgBPP,PSamp) îòíîñè-

òåëüíî äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâåäåíèé ïî Òüþðèíãó.

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åñëè çàäà÷à (C, R) ïðè-

íàäëåæèò êëàññó (AvgP,PSamp) (èëè äàæå (Avg 1
nc
P,PSamp)), òî

(AvgBPP,PSamp) ðàâíÿåòñÿ (AvgP,PSamp). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-

íèå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ (HeurBPP,PSamp).

Ïîñòðîåííîå ðàñïðåäåëåíèå R ÿâëÿåòñÿ íå ðàâíîìåðíûì, à ìîäåëèðó-

åìûì èñêóññòâåííûì îáðàçîì. Â òðåòüåì ðàçäåëå äàåòñÿ èíòóèòèâíûé

àðãóìåíò â ïîëüçó òîãî, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîé çà-

äà÷è ñ ðàâíîìåðíûì (èëè ïîõîæèì íà ðàâíîìåðíîå) ðàñïðåäåëåíèåì ïîíà-

äîáèòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâàÿ òåõíèêà. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ çàäà÷à â êëàññå

(AvgBPP,PSamp) îòíîñèòåëüíî äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâåäåíèé ïî

Òüþðèíãó ñ ïëîñêèì1 ðàñïðåäåëåíèåì, òî äëÿ âñåõ ÿçûêîâ L ∈ BPEXP

ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L, U) ðåøàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì

ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì â ñðåäíåì ñëó÷àå âðåìåíåì, ãäå U îáîçíà÷àåò

ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá èåðàðõèè ïî âðå-

ìåíè â êëàññå (AvgBPP,PSamp).
1Ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè âåðîÿòíîñòü ëþáîé ñòðîêè x íå ïðåâîñõîäèò 2|x|ε äëÿ

íåêîòîðîãî ε > 0.
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Òåîðåìà 4. Äëÿ êàæäîãî c ≥ 1 ñóùåñòâóåò òàêîé ÿçûê L è ïîëèíîìè-

àëüíî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå D ïðè êîòîðîì (L, D) ∈ AvgBPP è

(L, D) /∈ AvgBPTime[nc].

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ñðàâíèâàþòñÿ êëàññû

AvgP,AvgBPP,HeurP,HeurBPP ñ èõ àíàëîãàìè â íàèõóäøåì

ñëó÷àå è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå. Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà

äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ êëàññîâ:

Òåîðåìà 5. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: 1) (P, U) (
(AvgP, U) ⊆ (HeurP, U); 2) (HeurP,PSamp) ⊆ (EXP,PSamp); 3)

Ñóùåñòâóåò òàêîé ÿçûê LEXP ∈ EXP, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

D ∈ PSamp çàäà÷à (LEXP , D) íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå (HeurP,PSamp).

Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ âåðîÿòíîñòíûõ êëàñ-

ñîâ:

Òåîðåìà 6. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ 1) (BPP, U) (
(AvgBPP, U) ⊆ (HeurBPP, U); 2) (HeurBPP,PSamp) ⊆
(BPEXP,PSamp); 3) Ñóùåñòâóåò ÿçûê L ∈ BPPEXP, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ D ∈ PSamp çàäà÷à (L, D) íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå

(HeurBPP,PSamp).

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ¾ïüÿíûå¿ àëãîðèòìû ðàñùåïëåíèÿ è

äîêàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà âðåìÿ îáðàùåíèÿ ôóíê-

öèè Ãîëäðåéõà ïüÿíûìè àëãîðèòìàìè â ñðåäíåì ñëó÷àå. Â ïåðâîì ðàçäå-

ëå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ¾ïüÿíûå¿ àëãîðèòìû áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè ïðî-

èçâîäèòåëüíîñòè ìîãóò íå èñïîëüçîâàòü ïðàâèëà óïðîùåíèÿ: ïðàâèëî óäà-

ëåíèÿ åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà è ïðàâèëî ÷èñòûõ ëèòåðàëîâ, ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî âûïîëíèìûå öåéòèíñêèå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ðåøåíû ¾ïüÿíûìè¿ àë-

ãîðèòìàìè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññêàçûâàåòñÿ

î ñâÿçè àëãîðèòìîâ ðàñùåïëåíèÿ ñ ðåçîëþöèîííîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ

è ïðèâîäèòñÿ èçâåñòíîå ïðåäëîæåíèå:
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Ïðåäëîæåíèå 1. Âðåìÿ ðàáîòû ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà íà íåâûïîëíèìîé

ôîðìóëå íå ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð (êîëè÷åñòâî äèçúþíêòîâ) êðàò÷àéøåãî

äðåâîâèäíîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýêñïîíåíöèàëüíîé

íèæíåé îöåíêè äëÿ ¾ïüÿíûõ¿ àëãîðèòìîâ â íàèõóäøåì ñëó÷àå. Ïðèâî-

äèòñÿ ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òðóäíîé âûïîëíèìîé ôîðìóëó èç ëþáîé

íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû, òðóäíîé äëÿ ðåçîëþöèé. Â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçî-

âàíèåì òðóäíûõ íåâûïîëíèìûõ ôîðìóë èç ñòàòüè (Ïóäëàê, Èìïàëüÿööî,

2000) äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 7. Äëÿ êàæäîãî k ≥ 3 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàí-

òà ck = O(k−1/8), ôóíêöèÿ f ′(x) = Ω(2x(1−ck)) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû-

ïîëíèìûõ ôîðìóë Hn â (k + 1)-ÊÍÔ (Hn èñïîëüçóåò m ïåðåìåííûõ, ãäå

n ≤ m ≤ n2) òàêèå, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ëþáîãî ¾ïüÿíîãî¿ àëãîðèòìà íà

âõîäå Hn ìåíüøå f ′(n) ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøå 2−n.

Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ íåâûïîë-

íèìûõ ôîðìóë, êîäèðóþùèõ îáðàùåíèå ôóíêöèè Ãîëäðåéõà.

Â ïÿòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò: ýêñïîíåíöèàëü-

íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà âðåìÿ îáðàùåíèÿ ôóíêöèè Ãîëäðåéõà ¾ïüÿíûìè¿

àëãîðèòìàìè â ñðåäíåì ñëó÷àå. Â ïåðâîì ïîäðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îïðå-

äåëåíèÿ k-çàìûêàíèÿ è ìíîæåñòâà Clk è äîêàçûâàåòñÿ îöåíêà íà ðàçìåð

k-çàìûêàíèÿ. Âî âòîðîì ïîäðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå íàäñòðîéêè

íàä ¾ïüÿíûìè¿ àëãîðèòìàìè, êîòîðàÿ íå óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàáîòû ¾ïüÿ-

íîãî¿ àëãîðèòìà íà ôîðìóëàõ, êîäèðóþùèõ çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ôóíêöèè

Ãîëäðåéõà, ïðè êîòîðîé àëãîðèòì â òå÷åíèå ëèíåéíîãî ÷èñëà ïîäñòàíîâîê

íå ñîâåðøàåò âîçâðàòîâ. Â òðåòüåì ïîäðàçäåëå îöåíèâàåòñÿ êîëè÷åñòâî

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ g(x) = g(y) äëÿ ôóíêöèè Ãîëäðåéõà g, ïîñòðîåííîé

ïî ñëó÷àéíîìó ãðàôó. Â ÷åòâåðòîì ïîäðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíàÿ

òåîðåìà:

Òåîðåìà 8. Ïóñòü Pd(x1, x2, . . . , xd) = x1 ⊕ . . . xd−k ⊕ Q(xd−k+1, . . . , xd),

ãäå Q � ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò, k + 1 < d
4 . Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ d
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è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñëó÷àéíûé äâóäîëüíûé ãðàô G îáëàäàåò ñ

âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 0.85 ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ¾ïüÿíî-

ãî¿ àëãîðèòìà A, Pry←Un
{Pr{tAΦg(x)=g(y)

> 2Ω(n)} > 1 − 2−Ω(n)} > 0.9, ãäå

g � ýòî ôóíêöèÿ Ãîëäðåéõà, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðåäèêàòó Pd è ãðàôó G, tAΦ

îáîçíà÷àåò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà ôîðìóëå Φ, à Φg(x)=b � ýòî

ôîðìóëà â ÊÍÔ, êîäèðóþùàÿ ðàâåíñòâî g(x) = b.
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