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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В численных приложениях финансовой математики,
в частности, при вычислении цен опционов, все большее распространение по-
лучает метод Монте-Карло. В многомерных задачах, а также в случаях, когда
рассматриваются сложные зависимости платежной функции опциона от траек-
тории случайного процесса, метод Монте-Карло становится основным методом
вычисления цен опционов.

Уменьшение дисперсии оценок метода Монте-Карло является важной зада-
чей, так как позволяет повысить эффективность вычислений. Задача уменьше-
ния дисперсии при оценивании одного опциона исследована многими авторами
в различных моделях: например, в [1] рассматривалась диффузионная модель,
в [2], [3] — модель со стохастической волатильностью. Авторы использовали ме-
тоды существенной выборки и выделения главной части для уменьшения дис-
персии оценки Монте-Карло цены опциона, ими также были получены оценки
с минимальной дисперсией. Метод выделения главной части был использован
в [4] и [5] для некоторых моделей с диффузией и скачками. Финансовые моде-
ли со скачками получили широкое распространение, так как они обеспечивают
лучшее соответствие временным рядам цен и большую гибкость при решении
задачи калибровки модели (см. [6]).

В диссертации решается общая задача уменьшения взвешенной дисперсии,
когда на одной траектории моделируемого процесса оценивается некоторое мно-
жество опционов, зависящих от параметров. Такая задача актуальна в ряде при-
ложений финансовой математики, например, в задаче калибровки модели, при
оценивании рисков портфеля опционов (см. [7]).

Задача уменьшения взвешенной дисперсии в общем виде рассматривалась в
монографии С.М. Ермакова [8], где приведено решение для случая существен-
ной выборки, когда оцениваются интегралы от нескольких функций с общей
областью определения. В диссертационной работе решается задача минимиза-
ции взвешенной дисперсии для диффузионной модели с локальной волатильно-
стью и модели со стохастической волатильностью и скачками. Получены оценки
Монте-Карло с минимальной взвешенной дисперсией цен опционов. Эти оценки
аппроксимируются для различных опционов и применяются для эффективного
вычисления их цен.
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Цель работы. Целью работы является повышение эффективности оценок
Монте-Карло стоимости опционов. С этой целью решаются следующие задачи:

1. Построение оценок Монте-Карло с минимальной взвешенной дисперсией цен
опционов.

2. Аппроксимация оценок с минимальной взвешенной дисперсией для различ-
ных опционов и параметров взвешивания.

3. Разработка программ, эффективно вычисляющих цены опционов с помо-
щью построенных оценок.

Общая методика работы. В работе используются методы и результаты
теории случайных процессов, в том числе процессов с диффузией и скачками,
теории дифференциальных уравнений в частных производных параболического
типа, методы функционального анализа. Программирование осуществлялось в
среде MS Visual С++.

Научная новизна. В данной работе впервые построены оценки Монте-Карло
цен опционов с минимальной взвешенной дисперсией для диффузионной моде-
ли финансового рынка и модели со стохастической волатильностью и скачками.
Показано, как эти оценки могут быть использованы для эффективного вычис-
ления цен опционов.

Теоретическая и практическая ценность. Теоретическая ценность дан-
ной работы заключается в том, что оценки, минимизирующие взвешенную дис-
персию, получены для широкого класса опционов. Показано, что в тех случа-
ях, когда требуется высокая точность вычислений, полученные оценки, умень-
шающие взвешенную дисперсию, более эффективны, чем стандартная оценка
Монте-Карло. Написаны программы, в которых эффективно реализованы раз-
работанные методы оценивания опционов. Подход к уменьшению взвешенной
дисперсии, продемонстрированный для ряда опционов, может быть успешно ис-
пользован для эффективного оценивания широкого класса опционов.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались и
обсуждались на семинаре кафедры статистического моделирования математико-
механического факультета СПбГУ, а также на конференциях

- FIE 08, The international school of Finance, Insurance, and Energy Markets -
Sustainable Development, Vasteras, Sweeden, May 5 - 9, 2008;

- MCQMC 08, Eighth International Conference on Monte Carlo and Quasi-Monte
Carlo Methods in Scientific Computing, Montreal, Canada, July 6 - 11, 2008;
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- 6th St.Petersburg Workshop on Simulation, Saint-Petersburg, June 28 - July 4,
2009.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в работах
[11] – [14]. Статья [11] опубликована в журнале, входящем в перечень ВАК по
специальности 05.13.18. В данной статье автору диссертации принадлежит ме-
тод уменьшения взвешенной дисперсии с помощью оценки с дополнительными
весами, зависящими от параметра взвешивания и численные результаты. В ста-
тье [12] автору диссертации принадлежит доказательство теоремы 2.2, доказа-
тельство теоремы 2.3 было проведено совместно с соавтором, метод аппроксима-
ции оценок, минимизирующих взвешенную дисперсию, и численные результаты
моделирования. В статье [13] автору диссертации принадлежит обобщение ре-
зультатов, полученных в [12], на случай многомерного параметра взвешивания,
а также численные результаты моделирования; в статье [14] — новый метод ми-
нимизации взвешенной дисперсии за счет объединения методов существенной
выборки и выделения главной части и численные результаты.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, че-
тырех глав, приложения и списка литературы. Библиография содержит 38 на-
именований. Общий объем работы 132 страницы.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
В основе опциона лежит базовый актив, цена которого описывается случай-

ным процессом (St)06t6T , заданным на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) с
фильтрацией (Ft)06t6T . Опцион имеет ряд параметров, таких как дата исполне-
ния, страйк и др. Набор таких параметров обозначим через k ∈ Rn. Платежное
обязательство fk(S) опциона есть функционал, заданный на множестве тра-
екторий процесса (St)06t6T . Справедливая цена опциона представляется в виде
Ck = Ef̃k(S) (см. [9], [10]), где E — математическое ожидание относительно мар-
тингальной меры P, f̃k(S) = RTfk(S) и (Rt)06t6T — дисконтирующий процесс
такой, что (RtSt)06t6T является (Ft,P)-мартингалом.

В диссертации рассматривается задача оценивания цен опционов Ck при раз-
личных значениях параметра k ∈ Θ ⊂ Rn. С целью уменьшения взвешенной
дисперсии

V =

∫
Θ

Df̃k(S)Q(dk),

где мера Q(dk) определяет требование к точности оценивания величин Ck, при-
меняются методы существенной выборки и выделения главной части (см. [8]).
Совместное их использование заключается в уменьшении взвешенной диспер-
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сии V с помощью оценок среднего Ck = Ef̃k(S) вида

Ĉk(ρ, η) = ρ(Ŝ)f̃k(Ŝ) + η(Ŝ),

где Ŝt — некоторый процесс, заданный на (Ω,F ,Q), который описывается той
же моделью, что и исходный процесс St; мера Q — абсолютно непрерывна
относительно P и плотность ρ(Ŝ) = dP/dQ; η обладает тем свойством, что
EQη(Ŝ) = 0. Оценка Ĉk(ρ, η) является несмещенной оценкой среднего Ck, то
есть EQĈk(ρ, η) = Ef̃k(S) = Ck. Отметим, что случай Ŝ = S, ρ = 1, η = 0
соответствует иммитационному моделированию.

Общее время вычислений по методу Монте-Карло Tε для получения точности
ε может быть записано в виде:

Tε = t0 + cα
D

ε2 (t1 + t2), (1)

где t0 — время, затраченное на предварительные вычисления, t1 — время мо-
делирования одной траектории, t2 — время вычисления ρ(Ŝ), f̃k(Ŝ) и η(Ŝ) на
одной траектории процесса Ŝt, D — дисперсия оценки Ĉk(ρ, η) и cα — константа,
зависящая только от уровня доверия α.

Поскольку Ŝt и St описываются одной и той же моделью, то время на моде-
лирование одной траектории этих процессов различается незначительно. Кроме
того, временные затраты на вычисление ρ(Ŝ), η(Ŝ) можно сделать незначитель-
ными по сравнению с t1 за счет предварительных вычислений. Таким обра-
зом, если требуется высокая точность, то, как видно из формулы (1), оценки с
меньшей дисперсией будут более эффективны вне зависимости от того, сколько
времени требуется на предварительные вычисления. При различных значени-
ях параметра k из некоторого множества Θ ⊂ Rn оценки Ĉk(ρ, η) строятся на
одной траектории моделируемого процесса Ŝt. Поэтому при построении эффек-
тивных оценок средних Ck, где k ∈ Θ, основной задачей является уменьшение
взвешенной суммы дисперсий.

В диссертации рассматривается диффузионная модель с локальной волатиль-
ностью и модель со стохастической волатильностью и скачками. В этих моделях
решается задача минимизации взвешенной дисперсии

min
ρ,η

∫
Θ

DQĈk(ρ, η)Q(dk).

Мера Q(dk) определяет требование к точности оценивания величин Ck. Для
удобства предполагается, что Q(Θ) = 1.

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, приводится
обзор существующих результатов, сформулированы цели исследования, кратко
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изложены результаты. Методы существенной выборки и выделения главной ча-
сти применяются здесь для минимизации взвешенной суммы дисперсий в общем
случае, когда оцениваются несколько математических ожиданий вида Efk(ξ),
где функции fk : Rn → R и ξ — случайная величина на (Ω,F ,P). В таком ви-
де задача минимизации взвешенной дисперсии рассматривается в монографии
С.М. Ермакова [8] и решается с помощью метода существенной выборки.

В первой главе рассматривается диффузионной модель финансового рын-
ка. В первом параграфе приводится ее описание. Пусть W = (Wt)t>0 — ви-
неровский процесс, заданный на вероятностном пространстве (Ω,F ,P), и F =
(Ft)t>0 — естественная фильтрация процесса (Wt)t>0. Предполагается, что про-
цесс (St)06t6T является решением уравнения

dSt
St

= r(t, St)dt+ σ(t, St)dWt, S0 = s0, 0 6 t 6 T.

Такая финансовая модель называется моделью с локальной волатильностью
σ(t, St).

Во втором параграфе задача минимизации взвешенной дисперсии решается в
различных классах оценок. На платежное обязательство накладывается условие

0 6 fk(S) 6 c1 sup
06t6T

St + c2, P− п.н., (2)

где c1, c2 — некоторые константы. Отметим, что платежные обязательства таких
распространенных контрактов, как стандартные европейские опционы, азиат-
ские и барьерные опционы европейского типа, удовлетворяют данному условию.
В случае существенной выборки производится абсолютно-непрерывная замена
меры dPυ = LυTdP, где процесс Lυt является решением уравнения

dLυt
Lυt

= −υtdWt, Lυ0 = 1.

Рассматриваются оценки математического ожидания Ck = ERTfk вида

Ĉk(υ) = RTfkρ
υ
T ,

где ρυT = (LυT )−1, RT = exp(−
∫ T

0 r(t, St)dt) и для процесса υt выполнено условие
Новикова:

E exp

{
1

2

∫ T

0
υ2
sdt

}
<∞. (3)

Обозначим через Dυ и Eυ дисперсию и математическое ожидание относительно
меры Pυ. Так как DυĈk(υ) = EυĈ2

k(υ)−C2
k , то задача минимизации взвешенной
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дисперсии сводится к минимизации взвешенного второго момента

min
υ

∫
Θ

EυĈ2
k(υ)Q(dk). (4)

Введем обозначение

Ĝ = RT

(∫
Θ
f 2
kQ(dk)

) 1
2

, (5)

тогда задача (4) сводится к минимизации второго момента функционала Ĝ.
Определим мартингал µ̂t = E(Ĝ|Ft). Условие на платежное обязательство (2)
обеспечивает квадратичную интегрируемость мартингала µ̂t. Задача (4) решена
в следующей теореме.
Теорема 1. Существует Ft-измеримый процесс α̂t такой, что выполняется
dµ̂t = α̂tdWt. Если

E exp

{
1

2

∫ T

0
(α̂t/µ̂t)

2dt

}
<∞,

тогда минимум (4) равен (
EĜ
)2

(6)

и достигается при
υt = −α̂t/µ̂t.

В случае выделения главной части рассматриваются несмещенные оценки
математического ожидания Ck = ERTfk вида

C̄k(z) = RTfk +

∫ T

0
zs dWs, (7)

где (zs)06s6T — Ft-измеримый процесс такой, что E
∫ T

0 z2
sds <∞. Пусть

Ḡ = RT

∫
Θ
fkQ(dk), µ̄t = E(Ḡ|Ft). (8)

В классе оценок (7) минимизируется взвешенный второй момент

min
z

∫
Θ

EC̄2
k(z)Q(dk). (9)

Теорема 2. Минимум (9) равен

EĜ2 − DḠ (10)

и достигается при
zt = −ᾱt,

где Ft-измеримый процесс ᾱt такой, что dµ̄t = ᾱtdWt.
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В случае выделения главной части при фиксированном z рассматриваются
также оценки ERTfk вида

C̃k(a) = RTfk + a(k)

∫ T

0
zs dWs,

где k ∈ Θ ⊂ Rn, a — вещественная функция на множестве Θ. Показано, что при

a∗(k) = −
E
(
RTfk

∫ T
0 zs dWs

)
E
∫ T

0 z2
sds

достигается минимум взвешенной дисперсии

min
a

∫
Θ

DC̃k(a)Q(dk) =

∫
Θ

(1− ρ2
k)D(RTfk)Q(dk),

где ρk — коэффициент корреляции между RTfk и
∫ T

0 zs dWs.
Вообще говоря, минимумы (6), (10) различны и совпадают, когда мера Q

сосредоточена в одной точке, то есть рассматривается один опцион. Далее рас-
сматривается комбинация метода существенной выборки и метода выделения
главной части. Пусть для Ft-измеримого процесса (υs)06s6T выполнено условие
(3), Ft-измеримый процесс (zs)06s6T такой, что E

∫ T
0 z2

sds <∞. Рассматривается
оценка среднего ERTfk вида

C̃k(υ, z) = RTfkρ
υ
T +

∫ T

0
zs dW

υ
s .

Так как Ĝ > Ḡ, можем определить G̃ =
√
Ĝ2 − Ḡ2 и µ̃t = E(G̃|Ft).

Теорема 3. Пусть µ̄t, ᾱt такие же, как в теореме 2, и Ft-измеримый процесс
α̃t такой, что dµ̃t = α̃tdWt. Минимум min

υ,z

∫
Θ EυC̃2

k(υ, z)Q(dk) равен

(EG̃)2 + (EḠ)2

и достигается при

υt = −α̃t
µ̃t
, zt = −ρυt (ᾱt + υtµ̄t),

если для υ выполнено условие (3).
Так же, как и для случая выделения главной части, рассматриваются оценки

среднего ERTfk вида

C̃k(a) = RTfkρ
υ
T + a(k)

∫ T

0
zs dW

υ
s

9



и решается задача минимизации

min
a

∫
Θ

DυC̃k(a)Q(dk).

Во второй главе рассматривается модель финансового рынка со стохасти-
ческой волатильностью и скачками. В первом параграфе описывается сама мо-
дель. Рассматривается пуассоновский процесс Nt =

∑
n>1 1{Tn6t} с постоянной

интенсивностью λ, где T1, (Tn+1 − Tn)n>1 — последовательность независимых
случайных величин, имеющих экспоненциальное распределение с параметром λ.
Рассматривается последовательность независимых случайных величин (Yn)n>1

с распределением m(dy) на измеримом пространстве (E, E). Предполагается,
что цена базового актива St удовлетворяет системе уравнений

St =

∫ t

0
µ(τ, Sτ)Sτdτ +

∫ t

0
σ(τ, Vτ)SτdW

(1)
τ +

Nt∑
n=1

γ(Tn, STn−, Yn)STn−

Vt =

∫ t

0
η(τ, Vτ)dτ +

∫ t

0
θ(τ, Vτ)dW

′
τ ,

W ′
t = ρW

(1)
t +

√
1− ρ2W

(2)
t ,

где µ(t, St) = r(t, St) − λ
∫
E γ(t, St−, y)m(dy), |ρ| < 1, и W

(i)
t — i-ая компо-

нента двумерного винеровского процесса Wt, независимого с последовательно-
стью (Tn, Yn)n>1. Пусть фильтрация F = (Ft)t>0 — естественная фильтрация,
порожденная (Wt)t>0 и (Tn, Yn)n>1. Обозначим через p(dt, dy) считающую ме-
ру последовательности (Tn, Yn)n>1, компенсатор меры p(dt, dy) есть ν(dt, dy) =
λm(dy)dt. Обозначим через p̃(dt, dy) компенсированную меру p(dt, dy)−ν(dt, dy).

Во втором параграфе, также как и в главе 1, методы существенной выборки
и выделения главной части применяются для минимизации взвешенной диспер-
сии оценки среднего. Предполагается, что платежное обязательство опционов
удовлетворяет условию (2). Введем обозначения

L2
F(Rk) ={f : f(t, ω)−Ft-измеримый,E

∫ T

0
||f(t, ω)||2Rkdt <∞},

F 2
F(R) ={f : f(t, y, ω)−Ft-предсказуемый,E

∫ T

0

∫
E

f 2(t, y, ω)m(dy)dt <∞}.

Рассмотрим случай существенной выборки. Пусть υt = υ(t, ω) ∈ L2
F(R2), процесс

κt(y) = κ(t, y, ω) ∈ F 2
F(R) и для любого t ∈ [0, T ] выполнено условие

|υt|2 +

∫
E

κ2
t (y)m(dy) 6 c(t) P− п.н., (11)

10



где c(t) > 0 — детерминированная функция такая, что
∫ T

0 c(t)dt < ∞. Обозна-
чим через ϑ пару {υ, κ}. Условие (11) позволяет сделать абсолютно-непрерывную
замену меры dPϑ = LϑTdP, где процесс (Lϑt )06t6T является решением уравнения

dLϑt
Lϑt−

= υtdWt +

∫
E

κt(y)p̃(dt, dy), Lϑ0 = 1. (12)

Относительно меры Pϑ процесс W υ
t = Wt −

∫ t
0 υsds является винеровским про-

цессом и компенсатор p(dt, dy) есть (1 +κt(y))ν(dt, dy). Заметим, что если опре-
делить ψt =

∫
E κt(y)m(dy) + 1 и ht(y) = (κt(y) + 1)/ψt, тогда p(dt, dy) имеет

(Pϑ,Ft)-локальные характеристики (λψt, ht(y)m(dy)): то есть, относительно но-
вой меры Pϑ интенсивность равна λψt и распределение скачков есть ht(y)m(dy).
Обозначим через Eϑ математическое ожидание относительно Pϑ. Определим
ρϑT =

(
LϑT
)−1и рассмотрим оценки среднего Ck = ERTfk вида

Ĉk(ϑ) = RTfkρ
ϑ
T . (13)

Рассмотрим мартингал µ̂t = E(Ĝ|Ft), где Ĝ определен в (5). Условие на пла-
тежное обязательство (2) обеспечивает квадратичную интегрируемость мартин-
гала µ̂t. В диссертации доказана следующая теорема:

Теорема 4. Существуют процессы α̂t ∈ L2
F(R2) и β̂t(y) ∈ F 2

F(R) такие, что

dµ̂t = α̂tdWt +

∫
E

β̂t(y)p̃(dt, dy).

Минимум min
ϑ

∫
Θ EϑĈ2

k(ϑ)Q(dk) равен
(
EĜ
)2

и достигается при

υt =
α̂t
µ̂t
, κt(y) =

β̂t(y)

µ̂t−
,

если выполнено условие (11) для υt, κt(y).

В случае выделения главной части рассматриваются оценки математического
ожидания Ck = ERTfk вида

C̄k(ϕ) = RTfk +Mϕ
T , (14)

где zt ∈ L2
F(R2), ζt(y) ∈ F 2

F(R), ϕ = {z, ζ} и

Mϕ
t =

∫ t

0
zsdWs +

∫ t

0

∫
E

ζs(y)p̃(ds, dy). (15)

Функционал Ḡ и мартингал µ̄t определены в (8). В диссертационной работе
доказана следующая теорема:

11



Теорема 5. Минимум min
ϕ

∫
Θ EC̄2

k(ϕ)Q(dk) равен EĜ2 − D(Ḡ) и достигается
при

zt = −ᾱt, ζt(y) = −β̄t(y),

где процессы ᾱt ∈ L2
F(R2) и β̄t(y) ∈ F 2

F(R) такие, что

dµ̄t = ᾱtdWt +

∫
E

β̄t(y)p̃(dt, dy).

Методы существенной выборки и выделения главной части используются так-
же совместно. Оценки (13) и (14) объединены в оценку математического ожи-
дания Ck = ERTfk вида

C̃k(ϑ, ϕ) = RTfkρ
ϑ
T +Mϑ,ϕ

T , (16)

где ϑ = {υ, κ}, ϕ = {z, ζ} и мартингал

Mϑ,ϕ
t =

∫ t

0
zsdW

υ
s +

∫ t

0

∫
E

ζs(y)p̃(ds, dy) (17)

квадратично интегрируемый относительно меры Pϑ и p̃(ds, dy) = p(ds, dy)−(1+

κt(y))ν(dt, dy). Определим G̃ =
√
Ĝ2 − Ḡ2 и µ̃t = E(G̃|Ft). Задача минимизации

min
ϑ,ϕ

∫
Θ

EϑC̃2
k(ϑ, ϕ)Q(dk) (18)

решена в следующей теореме:

Теорема 6. Пусть µ̄t, ᾱt, β̄t(y) такие же, как в теореме 5, и процессы α̃t ∈
L2

F(R2), β̃t(y) ∈ F 2
F(R) такие, что

dµ̃t = α̃tdWt +

∫
E

β̃t(y)p̃(dt, dy).

Тогда минимум (18) равен (EG̃)2 + (EḠ)2 и достигается при

υt =
α̃t
µ̃t
, κt(y) =

β̃t(y)

µ̃t−
, zt = −ρϑt (ᾱt − υtµ̄t),

ζt(y) = −ρϑt−
(
β̄t(y)− µ̄t

κt(y)

1 + κt(y)

)
,

если выполнено условие (11) для υ, κ.

Кроме того, также как и в главе 1 в оценки среднего Ck вида (14) и (16)
добавляются дополнительные веса, зависящие от параметра взвешивания k и
рассматриваются оценки вида:

C̃k(a;ϕ) = RTfk + a(k)Mϕ
T , C̃k(a;ϑ, ϕ) = RTfkρ

ϑ
T + a(k)Mϑ,ϕ

T ,

12



где Mϕ
T , M

ϑ,ϕ
T определены в (15) и (17). Решаются следующие задачи миними-

зации:

min
a

∫
Θ

DC̃k(a;ϕ)Q(dk), min
a

∫
Θ

DϑC̃k(a;ϑ, ϕ)Q(dk).

В третьей главе рассматривается случай, когда дата исполнения опциона t
включена в параметр взвешивания (k, t), который принимает значения из неко-
торого множества Θ = K × [0, T ], где K ⊂ Rn. Предполагается, что платежная
функция опционного контракта имеет вид fk,t = fk(t, St), Q(dk, dt) = P (dk)Q(dt)
на K × [0, T ], мера Q имеет ограниченную плотность q(t).

В первом параграфе рассматривается диффузионная модель, описанная в
главе 1. Для минимизации взвешенной дисперсии применяются две оценки ма-
тематического ожидания ERtfk,t:

Ĉk,t(υ) = Rtfk,tρ
υ
t , (19)

где плотность ρυt = dP/dPυ, Rt = e−
∫ t
0
r(τ,Sτ )dτ и оценка

C̃k,t(υ) = Rtfk,tρ
υ
T .

Минимум взвешенной дисперсии для второй оценки получен с использованием
теоремы 1. Минимум для первой оценки не превосходит минимума для второй
оценки, но при этом требуется затратить существенно больше усилий для реше-
ния задачи минимизации. Сначала задача минимизации взвешенного второго
момента

min
υ

∫ T

0

∫
K

EυĈ2
k,t(υ)P (dk)q(t)dt.

сводится к задаче
min
υ
V υ(0, S0), (20)

где

V υ(t0, x) = E−υ
(∫ T

t0

e
∫ t
t0

(υ2(τ,Sτ )−2r(τ,Sτ ))dτ
h2(t, St)q(t)dt

∣∣∣∣St0 = x

)
,

h(t, x) =
(∫
K f

2
k (t, x)P (dk)

) 1
2 . Выводится линейное дифференциальное уравне-

ние в частных производных параболического типа, которому удовлетворяет функ-
ция V υ(t, x). Обозначим

LU(t, x) =
∂U(t, x)

∂t
+

1

2
σ2(t, x)x2∂

2U(t, x)

∂x2 + r(t, x)x
∂U(t, x)

∂x
− r(t, x)U(t, x),

F (t, x) = h2(t, x)q(t). В диссертационной работе получены условия на функции
q, r, σ, fk при которых справедлива следующая теорема:
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Теорема 7. Минимум (20) достигается при

υ∗(t, x) = −σ(t, x)x
U ′x(t, x)

U(t, x)
, (21)

где U удовлетворяет уравнению

LU +
F

2U
= 0 в [0, T )× R+

с нулевым финальным условием.

В параграфе 2 рассмотрена модель со стохастической волатильностью и скач-
ками. Доказана теорема 8, аналогичная теореме 7. В этой теореме решается
задача минимизации взвешенного второго момента оценок среднего ERtfk,t вида
Ĉk,t(ϑ) = Rtfk,tρ

ϑ
t , где ρϑt =

(
Lϑt
)−1 и Lϑt задано в (12). Решение задачи миними-

зации

min
ϑ

∫ T

0

∫
K

EϑĈ2
k,t(ϑ)Q(dk, dt)

приводит к решению некоторого нелинейного интегро-дифференциального урав-
нения в частных производных.

В четвертой главе результаты глав 1, 2 и 3 применяются к оцениванию
различных опционов. В первом параграфе строятся аппроксимации оптималь-
ных оценок стоимостей опционов, минимизирующих взвешенную дисперсию в
рассматриваемых моделях для стандартных европейских опционных контрак-
тов, когда параметрами взвешивания является цена исполнения (страйк) и дата
исполнения. Для азиатских опционов европейского типа, платежное обязатель-
ство которых зависит от среднего значения цены базового актива, аппрокси-
мации получены, когда параметром взвешивания является страйк. Платежное
обязательство барьерных контрактов европейского типа зависит от достижения
ценой базового актива некоторого барьера. Для таких опционов в качестве па-
раметра взвешивания рассматривается страйк и барьер. В случае оценки (19)
для аппроксимации оптимальной функции υ∗ в (21), решающей задачу мини-
мизации (20), рассматривается некоторая последовательность функций {υn}∞n=0,
υ0 = 0, которая при определенных условиях сходится к υ∗. Показано, что по-
следовательность функций V υn(t, x) не возрастает и при этом V υ0(0, S0) есть
взвешенный второй момент оценки цены опциона ERtfk,t вида Ĉk,t = Rtfk,t. При
моделировании используется аппроксимация функции υ1(t, x), которая приво-
дит к существенному уменьшению взвешенной дисперсии.

Во втором параграфе показано, что в тех случаях, когда требуется высокая
точность вычислений, построенные оценки более эффективны по сравнению со
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стандартной оценкой Монте-Карло. Для повышения эффективности получен-
ные в параграфе 1 аппроксимации вычисляются на сетке и затем при модели-
ровании используется их линейная интерполяция.

Общее время вычислений Tε, где ε— точность оценивания, задается формулой
(1). В качестве показателя эффективности используется отношение временных
затрат на вычисления R = T

(1)
ε /T

(0)
ε , где T (0)

ε соответствует стандартной оцен-
ке Монте-Карло, а T (1)

ε — оценке Ĉ(1)
k , которая используется для уменьшения

дисперсии. Для стандартной оценки Монте-Карло предполагается, что предва-
рительные вычисления не производятся, то есть t(0)

0 = 0, тогда получаем

R =
t
(1)
0

T
(0)
ε

+
D(1)

D(0)

t
(1)
1 + t

(1)
2

t
(0)
1 + t

(0)
2

,

где t(i)1 — время моделирования одной траектории для соответствующей оценки,
t
(1)
0 — время, затраченное на предварительные вычисления для оценки Ĉ(1)

k , t(i)2
— время вычисления соответствующей оценки на одной траектории, D(i) — дис-
персии оценок. Ясно, что t(1)

0 /T
(0)
ε → 0, при ε→ 0. Кроме того, для построенных

оценок t
(1)
1 + t

(1)
2 возрастает незначительно по сравнению с t(0)

1 + t
(0)
2 . Поэтому

если требуется высокая точность вычислений, то оценки с меньшей дисперси-
ей более эффективны вне зависимости от того, сколько времени требуется на
предварительные вычисления.

В третьем параграфе приведены результаты моделирования, демонстрирую-
щие эффективность построенных оценок.

В приложении А приводится список используемых обозначений.
В приложениях B и C производятся необходимые вычисления для расчетов

барьерных опционов.
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